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5.1.1 Influência dos Parâmetros dos Materiais . . . . . . . . . . . . 37
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2.3 Relação para o esforço normal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 Relação para o cisalhamento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.5 Relação para a flexão. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1 Leis polinomiais (Penna, 2011). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Lei exponencial para o concreto em tração. . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Resumo

Peres, L. M., 2014. Modelos de Pórtico Plano para Análise Fisicamente Não Linear

de Estruturas de Concreto Armado, Universidade Federal de Minas Gerais, Belo

Horizonte, MG, Brasil.

O comportamento fisicamente não linear de estruturas de concreto armado, com

modelos unidimensionais, tem sido estudado segundo duas vertentes principais: os

modelos que consideram as seções transversais homogêneas e usam relações tensão -

deformação generalizada, e os modelos que decompõem a seção em áreas menores e

usam leis tensão-deformação. Neste cenário, esta dissertação apresenta a formulação

e implementação computacional, no sistema INSANE (INteractive Structural ANaly-

sis Environment), de modelos de pórtico plano para análise fisicamente não linear

através do Método dos Elementos Finitos com o uso de relações tensão-deformação

generalizada. Simulações numéricas de estruturas de concreto permitem avaliar o

modelo através da comparação com resultados experimentais e resultados numéricos

obtidos com um modelo de seção decomposta implementado no mesmo sistema por

Fonseca (2006).

Palavras-Chave: Análise Fisicamente Não Linear, Método dos Elementos Finitos,

Estruturas de Concreto Armado.
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Abstract

Peres, L. M., 2014. Plane Frame Models to Material Nonlinear Analysis of Rein-

forced Concrete Structures. Dissertation, Federal University of Minas Gerais, Belo

Horizonte, MG, Brazil.

The material nonlinear behavior of reinforced concrete structures, using one-dimensional

models, has been studied according to two main approaches: the models that con-

sider homogeneous cross sections and use stress-strain generalized relations, and

models that decompose the section into smaller areas and use stress-strain laws. In

this scenery, this work presents the formulation and computational implementation,

into the system INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), of plane

frame models for material nonlinear analysis using the Finite Element Method and

stress-strain generalized relations. Numerical simulations of concrete structures al-

low to evaluate the model by comparing with experimental results and numerical

results obtained with cross sections decomposed model implemented in the same

system by Fonseca (2006) .

Keywords: Material Nonlinear Analysis, Finite Element Method, Reinforced Con-

crete Structures.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No dimensionamento de um elemento estrutural, além de garantir que ele seja ca-

paz de suportar aos esforços atuantes, é necessário que os deslocamentos provocados

pelas ações solicitantes atendam a determinados limites de aceitação.

Para o caso de peças de concreto armado, principalmente vigas com grandes vãos,

uma análise cuidadosa de seus deslocamentos é de fundamental importância, visto

que o surgimento de deslocamentos excessivos pode até inviabilizar sua utilização.

Nesse sentido, o conhecimento do comportamento desses elementos, principalmente

após a fissuração do concreto, torna-se um assunto de grande interesse para a enge-

nharia de estruturas.

Na mecânica estrutural, um problema é dito não linear quando a rigidez da es-

trutura depende de seus deslocamentos. Tal dependência é considerada fisicamente

não linear quando a rigidez é afetada pela resposta do material ao estado de defor-

mação submetido. Nesse sentido, modelos numéricos que consideram esse fator são

capazes de simular de forma mais realista o funcionamento de uma estrutura.

Com o desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos (MEF) e dos procedi-

mentos para análise não linear, a análise numérica se tornou uma alternativa viável

e amplamente difundida, permitindo a modelagem de várias estruturas compostas

por diferentes materiais e sob o efeito de solicitações e restrições diversas. Dentre

as possibilidades de modelos que permitem tratar o comportamento constitutivo

não linear dos materiais, os modelos unidimensionais têm sido muito utilizados em

1
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virtude de sua simplicidade e dos bons resultados obtidos (Penna, 2011). Quando

esses modelos são utilizados, a modelagem numérica de estruturas de concreto pode

ser desenvolvida com o uso de duas formulações diferentes: as que usam leis tensão-

deformação, decompondo as seções transversais em áreas menores, e as que consi-

deram as seções homogêneas, usando relações tensão-deformação generalizada ou,

como comumente denominadas na literatura, relações momento-curvatura, uma vez

que a não linearidade é mais acentuada em elementos fletidos.

No caso das formulações baseadas em leis tensão-deformação é posśıvel repre-

sentar seções transversais compostas e de qualquer geometria decompondo-as em

várias áreas menores. Em cada uma dessas áreas são monitoradas as relações tensão-

deformação não lineares dos materiais e, por meio de um somatório, simplifica-se a

integração dos esforços, estimando-se a resposta da seção ao estado de deformação

existente. Encontradas as deformações, pode ser determinada a equação constitutiva

de cada seção transversal e a matriz de rigidez de cada elemento. Por fim, as forças

internas podem ser avaliadas e as trajetórias de equiĺıbrio obtidas.

Nas formulações que utilizam relações tensão-deformação generalizada, a seção

transversal é representada por relações entre os esforços solicitantes na seção (ten-

sões generalizadas) e as deformações generalizadas correspondentes. Dessa forma,

usam-se relações entre os esforços axial, de cisalhamento e de flexão e as respectivas

deformações generalizadas axial, de cisalhamento e de flexão (curvaturas). A partir

dessas relações é posśıvel estimar os esforços na seção para um estado de deformação.

A equação constitutiva de cada seção e a matriz de rigidez de cada elemento podem

ser determinadas, permitindo obter as forças internas e as trajetórias de equiĺıbrio.

Para implementação das formulações acima resumidas em computadores, é im-

prescind́ıvel dispor de um sistema computacional amigável a mudanças e que per-

mita o uso dos demais recursos para análise não linear nele dispońıveis, sem ter que

recodificá-los. Neste sentido, destaca-se o INSANE (INteractive Structural ANalysis

Environment), que é um programa de código aberto, desenvolvido no Departamento
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de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais segundo o

paradigma de Programação Orientada a Objetos, utilizando a linguagem Java.

Partindo-se dos recursos dispońıveis no INSANE, foi implementado um modelo

para análise fisicamente não linear, baseado em relações tensão-deformação genera-

lizada, visando ganho computacional.

1.1 Justificativa

Formulações baseadas em relações tensão-deformação generalizada vem sendo

objeto de estudo nas últimas décadas. Com o intuito de desenvolver modelos que

permitam simular o comportamento não linear de seções de concreto armado quando

solicitadas por um determinado esforço, diversos trabalhos foram desenvolvidos.

Dentre esses trabalhos pode-se citar Branson (1968) que propôs, com base em

experimentação de vigas, uma das expressões mais difundidas no meio técnico para

a avaliação da rigidez à flexão do concreto tracionado ı́ntegro existente entre fissuras,

sendo inclusive utilizada, de forma simplificada, pela norma brasileira de projeto de

estruturas de concreto, NBR 6118:2014. A expressão permite calcular uma rigidez

à flexão equivalente para o concreto armado trabalhando entre os Estádios I e II,

estabelecidos pela referida norma.

Outro trabalho semelhante ao de Branson (1968) foi apresentado por Ghali e

Favre (1986), que propuseram uma curvatura equivalente interpolada entre os valores

dos Estádios I e II para a consideração dos efeitos da fissuração. Embora considerem

diferentes parâmetros (inércia e curvatura), as expressões de Branson (1968) e de

Ghali e Favre (1986) propõem considerar a contribuição do concreto tracionado entre

fissuras. A expressão proposta por este último autor é utilizada no CEB (1991).

Visando avaliar as expressões propostas pela norma ACI318 (2002), Khuntia e

Ghosh (2004) propuseram uma abordagem anaĺıtica para obter os momentos de

inércia de pilares e vigas de concreto armado levando em conta a não linearidade
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f́ısica desses elementos. Foram sugeridas formulações espećıficas para vigas e pila-

res visando a redução da inércia desses elementos com base em parâmetros como

geometria e taxas de armadura.

Vale ainda destacar as contribuições apresentadas por Leonhardt (1971), que

apresenta expressões para o cálculo da rigidez de peças submetidas ao esforço normal,

de flexão, cisalhamento e torção, para seções no Estádio I e II.

A implementação dessas expressões para o desenvolvimento de sistemas compu-

tacionais de análise estrutural foi outra linha que ganhou destaque com a evolução

dos computadores. Ao longo das últimas décadas diversos trabalhos foram desenvol-

vidos nesse sentido. Um exemplo ilustrativo é o trabalho desenvolvido por Carvalho

(1994), que adaptou um programa desenvolvido por Barboza (1992), para a análise

fisicamente não linear de pavimentos de edif́ıcios pelo método da grelha equivalente.

A consideração da fissuração é feira a partir de relações momento-curvatura para a

flexão e momento-rotação para a torção. Essas relações são obtidas por expressões

como as propostas por Branson (1968), Ghali e Favre (1986) e Leonhardt (1971).

Com a implementação dessas expressões tem-se um sistema computacional restrito

aos modelos programados, que após serem validados, podem ser aplicados para aná-

lise de diferentes estruturas compostas por variadas seções de concreto.

Outra alternativa é a adoção de um ambiente computacional que permita a utili-

zação de relações tensão-deformação generalizada obtidas de diferentes formas, sem

a necessidade de uma nova implementação a cada novo modelo, o que proporciona

inúmeras possibilidades de análise, sendo posśıvel adotar relações obtidas em ensaios

experimentais, por equações como as citadas anteriormente ou por outros modelos

numéricos mais sofisticados, como os baseados em decomposição da seção transversal

e leis tensão-deformação.

Nesse último caso, torna-se interessante uma análise com um grande número de

repetições de seções transversais, como, por exemplo, em um sistema de vigamento

de um pavimento tipo de um edif́ıcio, onde grande parte das vigas apresentam a
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mesma seção transversal e mesma armadura. Dessa forma, pode-se utilizar o mo-

delo de seção decomposta para a obtenção das relações tensão-deformação generali-

zada de cada seção que compõem o pavimento e utilizá-las em um modelo de seção

homogeneizada para a análise do pavimento propriamente dito.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

Objetivou-se estudar e implementar um modelo fisicamente não linear baseado

em relações tensão-deformação generalizada no sistema INSANE. Optou-se pelo mo-

delo unidimensional, em virtude da simplicidade e ampla aplicação na área de pro-

jetos estruturais, e por usar elementos finitos de pórtico plano, que possibilita a

análise de diversos tipos de estruturas.

1.2.2 Objetivos Espećıficos

Dentre os objetivos espećıficos desta dissertação, citam-se:

(1) realizar simulações numéricas de estruturas de concreto armado compostas por

diferentes seções e formas de carregamento, demonstrando as possibilidades de uso

do sistema INSANE para a análise fisicamente não linear com o uso de modelos

unidimensionais;

(2) avaliar a eficiência e as limitações da formulação implementada em relação ao

modelo de seção decomposta que usa relações tensão-deformação, implementado por

Fonseca (2006); e

(3) comparar os resultados obtidos com os dois modelos apresentados com resultados

experimentais dispońıveis na literatura.

1.3 Organização do Texto

Esta dissertação está organizado em seis caṕıtulos. Além deste texto inicial, os

demais caṕıtulos são resumidamente apresentados a seguir.
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No Caṕıtulo 2 é apresentada a formulação do modelo baseado em relações tensão-

deformação generalizada partindo-se das equações utilizadas para o modelo tensão-

deformação.

Após expor a formulação teórica, alguns temas relativos a análise não linear

são detalhados no Caṕıtulo 3, como leis constitutivas para os materiais, métodos

para obtenção de relações tensão-deformação generalizada e métodos para solução

de equações não lineares de equiĺıbrio.

O Caṕıtulo 4 compreende o projeto orientado a objetos da implementação com-

putacional, onde as interfaces e classes criadas e/ou alteradas no núcleo numérico

do INSANE são apresentadas.

A validação do modelo numérico implementado é feita com as simulações numé-

ricas expostas no Caṕıtulo 5.

Por fim, no Caṕıtulo 6 são feitas as considerações finais, apresentado conclusões

sobre o tema abordado neste trabalho e propostas para trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Modelos de Pórtico Plano

Este caṕıtulo aborda inicialmente o modelo de elementos finitos unidimensionais

de pórtico plano, baseado na Teoria de Timoshenko, que usa decomposição da seção

transversal e leis tensão-deformação, com base no trabalho implementado no sistema

INSANE por Fonseca (2006). Em seguida, a alternativa de evitar a integração dos

esforços na seção transversal decomposta através de sua homogeneização e prescrição

de relações tensão-deformação generalizada é apresentada.

Por fim, é apresentada a formulação do modelo baseado na Teoria de Bernoulli-

Euler, como uma particularização daquele baseado na Teoria de Timoshenko.

2.1 Teoria de Timoshenko

Para um modelo de pórtico plano, considerando a Teoria de Timoshenko, são

adotadas as seguintes hipóteses:

(1) seções transversais normais ao eixo da barra antes da flexão permanecem planas,

mas não permanecem necessariamente ortogonais a tal eixo depois da flexão;

(2) a barra suporta deformações devidas à força normal, ao cisalhamento e à flexão;

(3) admite-se constante a distribuição de tensões tangenciais ao longo da seção trans-

versal, porém modificada por um fator de correção de cisalhamento da seção, de

maneira que o trabalho da deformação tangencial constante coincida com o trabalho

da deformação calculado com a distribuição exata; e

7
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(4) existe uma completa interação entre os vários materiais da barra na seção trans-

versal, ou seja, considera-se que a aderência é perfeita entre o aço e o concreto, sendo

que, cada material possui uma lei tensão-deformação não linear independente, atri-

búıda a cada subdivisão da seção.

Partindo das relações tensão-deformação, normais e tangenciais, pode-se escrever

as equações:

σxx = Es(εxx) · εxx e (2.1)

τxy = Gs(γxy) · γxy, (2.2)

onde σxx é a tensão normal na direção x, εxx a deformação normal na direção x, τxy

a tensão de cisalhamento no plano xy, γxy a deformação de cisalhamento no plano

xy, Es o módulo de elasticidade secante longitudinal e Gs o módulo de elasticidade

secante transversal.

Relações incrementais entre tensões e deformações também podem ser escritas

na forma:

dσxx = Et(εxx) · dεxx e (2.3)

dτxy = Gt(γxy) · dγxy, (2.4)

onde Et e Gt são, respectivamente, o módulo de elasticidade tangente longitudinal

e transversal.

Os módulos secantes e tangentes são funções das deformações, como mostrado

nas Equações (2.1) a (2.4), e obtidos por leis constitutivas dos materiais, como

mostrado na Figura 2.1.
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σxx = Es(εxx) · εxx (2.11)

τxy = Gs(γxy) · γxy (2.12)

τxz = Gs(γxz) · γxz (2.13)

onde Es e Gs são, respectivamente, os módulos de elasticidade secantes longitudinal e trans-

versal do material (Figura 2.5).

(a) Tensão Normal (b) Tensão Tangencial

Figura 2.5: Exemplos de leis constitutivas não-lineares.

Relações incrementais entre tensões e deformações também podem ser escritas na forma:

dσxx = Et(εxx) · dεxx (2.14)

dτxy = Gt(γxy) · dγxy (2.15)

dτxz = Gt(γxz) · dγxz (2.16)

onde Et e Gt são, respectivamente, os módulos de elasticidade tangentes longitudinal e trans-

versal do material (Figura 2.5).

(a) - Tensão axial.
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τxy = Gs(γxy) · γxy (2.12)

τxz = Gs(γxz) · γxz (2.13)

onde Es e Gs são, respectivamente, os módulos de elasticidade secantes longitudinal e trans-

versal do material (Figura 2.5).

(a) Tensão Normal (b) Tensão Tangencial

Figura 2.5: Exemplos de leis constitutivas não-lineares.

Relações incrementais entre tensões e deformações também podem ser escritas na forma:

dσxx = Et(εxx) · dεxx (2.14)

dτxy = Gt(γxy) · dγxy (2.15)

dτxz = Gt(γxz) · dγxz (2.16)

onde Et e Gt são, respectivamente, os módulos de elasticidade tangentes longitudinal e trans-

versal do material (Figura 2.5).

(b) - Tensão de cisalhamento.

Figura 2.1: Exemplos de leis constitutivas.

Conhecendo-se a distribuição das deformações em cada seção transversal, as pro-

priedades secantes e tangentes dos materiais podem ser obtidas a partir da lei cons-

titutiva. De posse das propriedades dos materiais, os esforços internos podem ser

calculados pela integração das tensões ao longo da seção transversal, logo:

N =

∫
A

σxx dA, (2.5)

Vy =

∫
A

τxy dA e (2.6)

Mz =

∫
A

−σxx · y dA, (2.7)

onde N é o esforço axial, Vy é o esforço cortante e Mz é o momento fletor.

Para a seção decomposta em pequenas áreas, o cálculo dos esforços internos pode

ser simplificado por um somatório (Galgoul, 1979; Sfakianakis, 2001; Romero et al.,

2002). A Figura 2.2 mostra a decomposição da seção transversal em pequenas áreas

conhecidas, podendo cada uma delas ser composta por um tipo de material diferente.
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Figura 2.2: Exemplo de decomposição da seção transversal em quadriláteros.

Este tipo de aproximação permite que sejam monitoradas, em cada uma das

áreas quadrilaterais, as tensões e deformações e que seja aproximada a resposta da

seção transversal pela soma das contribuições de cada quadrilátero.

As relações entre deformações e deformações generalizadas são dadas por:

εxx = εa − y · κz e (2.8)

γxy = γy, (2.9)

onde εa, κz e γy são respectivamente, as deformações generalizadas axial, de flexão

(curvatura) e de cisalhamento.

Substituindo as Equações (2.8) e (2.9) nas Equações (2.1) e (2.2), tem-se:

σxx = Es(εxx) · (εa − y · κz) e (2.10)

τxy = Gs(γxy) · γy. (2.11)

Simplificando as integrais das Equações (2.5) a (2.7) por um somatório e substi-

tuindo as Equações (2.10) e (2.11), os esforços internos passam a ser dados por:

N =

q∑
i=1

Ai · (εa − yi · κz) · Esi, (2.12)
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Vy =

q∑
i=1

Ai · (αyγy) ·Gsi e (2.13)

Mz = −
q∑

i=1

Ai · (εa − yi · κz) · Esi · yi, (2.14)

onde Ai é a área de um quadrilátero, q é o número de áreas em que a seção foi

decomposta e αy é o fator de correção do cisalhamento acrescentado na Equação

(2.13).

A partir dessas equações, as tensões generalizadas (vetor M) podem ser calcu-

ladas através da multiplicação da matriz constitutiva secante generalizada da seção

transversal (Cs) pelas deformações generalizadas (χ):

M = Cs χ, (2.15)

onde:

MT =
[
N Vy Mz

]
, (2.16)

χT =
[
εa γy κz

]
e (2.17)

Cs =

q∑
i=1

Ai


Esi 0 −yiEsi

0 αyGsi 0

−yiEsi 0 y2
iEsi

 , (2.18)

ou na forma incremental, com a matriz constitutiva tangente generalizada da seção

transversal (Ct):
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dM = Ct dχ, (2.19)

onde Ct é dada por:

Ct =

q∑
i=1

Ai


Eti 0 −yiEti

0 αyGti 0

−yiEti 0 y2
iEti

 . (2.20)

Nas matrizes constitutivas secante e tangente (Equações 2.18 e 2.20), além da

área, outras duas propriedades geométricas da seção estão presentes, o momento

estático (Q) e o momento de inércia (I), ambos em relação ao eixo z, dados por:

Qz =

q∑
i=1

Ai · yi e (2.21)

Iz =

q∑
i=1

Ai · y2
i . (2.22)

Analisando as matrizes constitutivas secante e tangente (Equações 2.18 e 2.20),

é posśıvel perceber que a diagonal de cada matriz é composta pelas rigidezes da

seção ao esforço normal, cisalhamento e flexão. Além disso, visto que, para seções

aproximadamente simétricas, o momento estático pode ser considerado zero, assim,

tais matrizes são reescritas levando-se em conta apenas os termos das diagonais,

resultando na seguinte forma:

Cs =


EsA 0 0

0 GsAαy 0

0 0 EsIz

 , (2.23)

onde EsA, GsAαy e EsIz são as rigidezes secantes associadas aos esforços normal,

cortante e de flexão, respectivamente.
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Ct =


EtA 0 0

0 GtAαy 0

0 0 EtIz

 , (2.24)

onde EtA, GtAαy e EtIz são as rigidezes tangentes associadas aos esforços normal,

cortante e de flexão, respectivamente.

Dessa forma, as relações entre tensões generalizadas (esforços solicitantes) e de-

formações generalizadas são dadas pelas equações:

N = AEs · εa, (2.25)

Vy = AGs · γy e (2.26)

Mz = EsIz · κz. (2.27)

Relações incrementais também podem ser escritas utilizando a rigidez tangente,

da seguinte forma:

dN = AEt · dεa, (2.28)

dVy = AGt · dγy e (2.29)

dMz = EtIz · dκz. (2.30)

As rigidezes da seção são funções das deformações generalizadas e podem ser

obtidas por relações tensão-deformação generalizadas, como ilustrado nas Figuras

2.3, 2.4 e 2.5, onde são mostradas relações esquemáticas para o esforço normal,

cisalhamento e flexão, com as propriedades secantes e tangentes.
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Figura 2.3: Relação para o esforço normal.

Figura 2.4: Relação para o cisalhamento.

Figura 2.5: Relação para a flexão.

Dessa forma, o esforço na seção é obtido diretamente a partir de um dado estado

de deformação, sem a necessidade de integração dos esforços, obtendo-se ganho

computacional.
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2.2 Teoria de Bernoulli-Euler

Para um modelo de pórtico plano considerando a Teoria de Bernoulli-Euler,

assumem-se as seguintes hipóteses:

(1) seções transversais normais ao eixo da barra antes da flexão, permanecem planas

e ortogonais a tal eixo depois da flexão e

(2) a barra suporta deformações devido à força normal e à flexão.

Estas diferem das hipóteses da Teoria de Timoshenko quanto à ortogonalidade

das seções e quanto à consideração de deformações de cisalhamento. Portanto, não

há necessidade de uma hipótese equivalente à hipótese (3) daquela Teoria. Assume-

se ainda como válida a hipótese (4).

Dessa forma, para o vetor de tensões generalizadas incrementais (dM), deforma-

ções generalizadas incrementais (dχ) e a matriz constitutiva tangente (Ct), tem-se:

dMT =
[
N Mz

]
, (2.31)

dχT =
[
εa kz

]
e (2.32)

Ct =

q∑
i=1

Ai

[
Eti −yiEti

−yiEti y2
iEti

]
. (2.33)

A matriz constitutiva tangente reescrita em termos da diagonal principal fica:

Ct =

[
EtA 0

0 EtIz

]
. (2.34)



Caṕıtulo 3

Análise Fisicamente Não Linear de
Estruturas

Em problemas onde a não linearidade f́ısica é considerada, dois aspectos são

indispensáveis para o processamento da análise: um modelo constitutivo que repre-

sente adequadamente o comportamento do material ou da seção transversal, e um

método de controle para a solução das equações não lineares de equiĺıbrio.

Quando é utilizado o modelo de seção decomposta é necessário leis constitutivas

que representem o comportamento dos materiais, no caso o aço e o concreto, tanto

em compressão quanto em tração. Já para o modelo de seção homogeneizada são

usadas relações tensão-deformação generalizada representativas da seção transversal.

Os métodos de controle, dependendo do problema analisado, podem ou não des-

crever a trajetória de equiĺıbrio. Não existe um método geral que seja capaz de

descrever o comportamento de qualquer tipo de estrutura. Assim sendo, a escolha

de um método adequado torna-se uma decisão importante, que influencia direta-

mente no desenvolvimento da análise.

Nesse sentido, é abordado neste caṕıtulo as leis constitutivas utilizadas neste

trabalho para o concreto e o aço. Para as relações tensão-deformação generalizada

são apresentadas diferentes opções para obtenção de tais relações, a saber: mode-

los numéricos, ensaios experimentais e pela expressão para inércia equivalente da

NBR6118 (2014). Com relação aos métodos de controle é apresentado o método de

controle de carga, que embora seja um dos mais utilizados, não permite a completa

16
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descrição das trajetórias de equiĺıbrio dos problemas aqui analisados. Na sequência

o método de controle direto de deslocamentos é apresentado, sendo este o utilizado

nas simulações deste trabalho.

3.1 Leis Constitutivas Não Lineares

Os modelos baseados na decomposição da seção transversal necessitam de rela-

ções tensão-deformação para os diversos materiais constituintes. Estas leis constitu-

tivas captam a integridade do módulo secante a partir do estado de deformação de

pontos da seção e são propostas pela aproximação de equações matemáticas, ajus-

tadas com base em experimentos e correlacionadas com propriedades caracteŕısticas

do material. A seguir são apresentadas as leis tensão-deformação para o concreto e

o aço utilizadas neste trabalho.

3.1.1 Leis Polinomiais para o Concreto

As leis propostas por Carreira e Chu (1985, 1986) levam em conta o amolecimento

do concreto na compressão e sua capacidade de resistência à tração. Estas leis

apresentam formas polinomiais baseadas nos limites de tensão e deformação para

tração e para compressão, sendo dadas pelas Equações 3.1 e 3.2 e ilustradas na

Figura 3.1.

σt = ft ·
kt · ( ε

εt
)

kt − 1 + ( ε
εt

)kt
, com kt =

1

1− ( ft
εtE0

)
e (3.1)

σc = fc ·
kc · ( ε

εc
)

kc − 1 + ( ε
εc

)kc
, com kc =

1

1− ( fc
εcE0

)
, (3.2)

onde σt é tensão de tração, σc é tensão de compressão, ft é a máxima tensão de

tração, fc é a máxima tensão de compressão, εt é a deformação relativa a máxima

tensão de tração, εc é a deformação relativa a máxima tensão de compressão, ε é a

deformação corrente e E0 é o módulo de elasticidade inicial do concreto.
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(a) - Compressão (b) - Tração

Figura 3.1: Leis polinomiais (Penna, 2011).

3.1.2 Lei Exponencial para o Concreto

A proposta de Boone e Ingraffea (1987) aproxima o comportamento à tração

do concreto por uma lei exponencial baseada na energia de fratura e em limites de

deformação e tensão. A equação é dada por:

σ = fte
−k(ε−εt) sendo: k =

hft
Gf

ou k =
ft
gf

, (3.3)

onde σ é a tensão de tração, ft é tensão limite de resistência à tração, ε é a deformação

corrente, εt é a deformação relativa ao limite elástico na tração, h é o comprimento

caracteŕıstico do material, Gf é a energia de fratura por comprimento de trinca (w)

e gf é a energia de fratura espećıfica. A Figura 3.2 ilustra os parâmetros da equação.

Figura 3.2: Lei exponencial para o concreto em tração.
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3.1.3 Lei Elastoplástica para o Aço

Para o aço é adotada a lei elastoplástica apresentada na Figura 3.3, onde Es

é o módulo de elasticidade do aço, Ep é o módulo elastoplástico, fy é a tensão de

escoamento e εy a deformação de escoamento. Para o valor do módulo elastoplástico

igual a zero, o escoamento do aço se dá por um patamar constante, sem ocorrer

endurecimento.

Figura 3.3: Lei elastoplástica para o aço.

3.2 Relações Tensão-Deformação Generalizada

Nesta seção são apresentadas três diferentes formas para a obtenção de relações

tensão-deformação generalizada.

Primeiramente, são apresentados modelos numéricos que permitem obter tais

relações através da decomposição da seção transversal e prescrição de leis tensão-

deformação pontuais.

Posteriormente, o caso de flexão é exposto com base no modelo simplificado de

Branson (1968). Optou-se por essa formulação pelo fato da expressão da NBR6118

(2014) para o cálculo da inércia equivalente ser baseada neste trabalho.

Por fim apresenta-se, também para o caso de flexão, como tais relações podem

ser obtidas através de ensaios experimentais em vigas de concreto armado.
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3.2.1 Modelos Numéricos

Para a obtenção de relações tensão-deformação generalizada, modelos numéricos

que utilizam relações tensão-deformação pontuais e a seção transversal decomposta

em camadas podem ser usados para simular estados elementares de solicitação e,

assim, obter tais relações.

As relações tensão-deformação generalizada para a flexão e esforço normal são

obtidas através de um modelo baseado na teoria de Bernoulli-Euler, com um ele-

mento finito de dois nós e dois pontos de Gauss, engastado em uma extremidade

e livre na outra. Na extremidade livre é aplicado um momento para obtenção da

relação de flexão e uma carga concentrada na direção axial para obtenção da relação

do esforço normal. As relações são obtidas em um dos pontos de Gauss. A Figura

3.4 ilustra o modelo utilizado para a flexão.

Figura 3.4: Estado elementar de solicitação para a flexão.

No caso da relação para o cisalhamento é utilizado o modelo apresentado na

Figura 3.5. Trata-se de uma viga biapoiada modelada com quatro elementos de

Timoshenko com dois nós e um ponto de integração. Duas cargas de sentidos opos-

tos são aplicadas, uma no nó 2 e outra no nó 4. Dessa forma, no nó 3 tem-se a
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aproximação numérica de um estado de cisalhamento puro, sendo neste nó obtida a

relação para o cisalhamento.

Figura 3.5: Estado elementar de solicitação para o cisalhamento.

3.2.2 Modelo Simplificado de Branson (1968)

O modelo proposto por Branson (1968) admite uma única inércia para todo ele-

mento de concreto, representando os trechos fissurados e não fissurados. Baseia-se

em um método semiprobabiĺıstico, o qual toma a variação da tensão ao longo da

seção transversal e ao longo do comprimento de maneira simplificada, utilizando

expressões emṕıricas que fornecem valores médios de inércia (Carvalho e Figuei-

redo Filho, 2007).

Com base neste modelo, a NBR6118 (2014) apresenta uma equação para o cálculo

da inércia equivalente representativa de uma seção transversal, conforme mostrado

a seguir:

(E · I)eq = Ecs ·
{(

Mr

Ma

)3

· Ic +

[
1−

(
Mr

Ma

)3
]
· III

}
, (3.4)

onde:



22

Ic - momento de inércia da seção bruta de concreto;

III -momento de inércia da seção fissurada de concreto no estádio II;

Ma - momento fletor atuante na seção;

Mr - momento de fissuração do elemento estrutural; e

Ecs - módulo de elasticidade secante do concreto (Ecs = 0, 85 · Eci).

O momento de fissuração do elemento estrutural é dado pela Equação 3.5:

Mr =
α · fct,m · Ic

yt
, (3.5)

onde:

α - 1, 2 para seções ”T”ou duplo ”T”, e 1, 5 para seções retangulares;

fct,m - resistência média à tração do concreto; e

yt - distância do centro de gravidade à fibra mais tracionada.

A inércia da seção fissurada de concreto no estádio II para seções retangulares

pode ser obtida pela Equação 3.6:

III =
b · x3

II

3
+ αe · As · (xII − d)2 + (αe − 1) · A′

s · (xII − d
′
)2, (3.6)

onde:

b - base da seção transversal do elemento estrutural;

xII - posição da linha neutra;

αe - relação entre o módulo de deformação longitudinal do aço e do concreto;

As - área de aço tracionada;

A
′
s - área de aço comprimida;

d - distância do centro de gravidade da armadura tracionada até a borda de

concreto comprimido; e

d
′

- distância do centro de gravidade da armadura comprimida até a borda de

concreto comprimido.

A posição da linha neutra (xII) é obtida igualando-se a zero o momento estático

da seção homogeneizada. No trabalho de Ghali e Favre (1986) é apresentada a
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formulação para o cálculo de xII para vigas com seção ”T”, obtida da equação do

segundo grau mostrada a seguir:

a1 · x2
II + a2 · xII + a3 = 0. (3.7)

Os coeficientes a1, a2 e a3 para o caso de seções retangulares são dados por:

a1 = b/2, (3.8)

a2 = A
′

s · (αe − 1) + αe · As e (3.9)

a3 = −d′ · (αe − 1)− d · αe · As. (3.10)

Obtidos os parâmetros para o cálculo da inércia equivalente, as curvaturas podem

ser obtidas pela equação 3.11.

κz =
Ma

(E · I)eq
. (3.11)

A equação 3.11 é valida para a seção no Estádio II. O momento de escoamento

ou momento de plastificação (My) das armaduras indica o fim desse Estádio e pode

ser obtido pela Equação 3.12, admitindo como simplificação que é valida a propor-

cionalidade entre tensões e a distância à linha neutra no Estádio II.

My =
fy · III

αe · (d− xII)
. (3.12)

3.2.3 Ensaios Experimentais

Realizando-se o ensaio de flexão em 4 pontos e medindo as deformações no aço

e no concreto, as curvaturas podem ser obtidas pela Equação 3.13.

κz = arctan

( |εc|+ εs
d

)
'
( |εc|+ εs

d

)
, (3.13)
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onde:

εc - deformação medida no concreto; εs - deformação medida no aço e d - distância

do centro de gravidade da armadura tracionada até a borda de concreto comprimido.

Outra forma de se obter as curvaturas, porém de forma indireta, é pela medição

dos deslocamentos no meio da viga no ensaio de flexão em 4 pontos. Da Resistên-

cia dos Materiais, é posśıvel determinar os deslocamentos em uma viga biapoiada

utilizando, por exemplo, o Método da Integração Direta (Hibbeler, 2004). Assim, o

deslocamento (∆) na seção central é dado por:

∆ =
P.a

24.E.Iz
(4.a2 − 3.L2), (3.14)

onde ∆, P , a e L são indicados na Figura 3.6, E é o módulo de elasticidade e Iz a

inércia a flexão.

Figura 3.6: Modelo para ensaio experimental.

Escrevendo a Equação 3.14 em função do deslocamento, tem-se:

E.Iz =
P.a

24.∆
(4.a2 − 3.L2). (3.15)

A curvatura κz pode ser escrita em função do momento (Mz) e da regidez à

flexão (E.Iz):

κz =
Mz

E.Iz
. (3.16)

Substituindo a Equação 3.15 na Equação 3.16 tem-se κz escrito em função do

deslocamento:
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κz =
Mz

P.a
24.∆

(4.a2 − 3.L2)
. (3.17)

A Equação 3.17 pode ser reescrista substituindo (Mz) por P.a e fazendo a sim-

plificação, da seguinte forma:

κz =
24.∆

4.a2 − 3.L2
. (3.18)

Dessa forma as curvaturas associadas a cada ńıvel de carregamento podem ser

obtidas em função dos deslocamentos medidos (∆), da distância entre o apoio e o

ponto de aplicação da carga (a) e do vão da viga (L).

3.3 Solução de Equações Não Lineares de Equiĺı-

brio

Em problemas de análise não linear é necessário resolver sistemas com N + 1

incógnitas, sendo N deslocamentos incrementais e um incremento no fator de carga,

e N + 1 equações, sendo N equações de equiĺıbrio e uma equação de restrição. Para

obter a solução desse sistema é necessário utilizar um processo incremental-iterativo.

O método de Newton-Raphson padrão pressupõe que a matriz de rigidez tangente

é recalculada a cada iteração. Neste caso, a equação de equiĺıbrio incremental (3.19)

correspondente a iteração j do passo i pode ser escrita da seguinte forma:

[K]ij−1 · [δU ]ij = δλij · {P}+ {Q}ij−1, (3.19)

onde:

[K]ij−1 é a matriz de rigidez tangente na iteração j − 1 do passo i , função do

campo de deslocamentos [U ]ij−1;

{δU}ij é o vetor de deslocamentos incrementais da iteração j do passo i ;

δλij é o incremento do fator de cargas na iteração j do passo i ;

{P} é o vetor de cargas de referência; e



26

{Q}ij−1 é o vetor de forças residuais da iteração j − 1 do passo i .

Primeiramente, um valor para o incremento do fator de carga, δλj, é estabelecido

em função do parâmetro de controle. Assim pode-se obter {δU}j em função das

parcelas associadas à carga de referência {δU}Pj e à carga residual {δU}Qj , na forma:

{δU}j = δλj · {δU}Pj + {δU}Qj , (3.20)

com

[K]j−1 · {δU}Pj = {P} e (3.21)

[K]j−1 · {δU}Qj = {Q}j−1. (3.22)

Ao final de cada iteração, a convergência é verificada por meio da magnitude

do vetor de forças residuais {Q}j e/ou da magnitude do vetor de deslocamentos

iterativos {δU}j. O processo iterativo continua até que um determinado critério de

convergência seja atendido. Caso seja necessária uma nova iteração, após calculados

{δU}Pj e {δU}Qj com as equações 3.21 e 3.22, o valor de δλj deve ser obtido com

uma equação de restrição que envolve combinações das grandezas do problema.

A atualização das variáveis é feita da seguinte forma:

λj = λj−1 + δλj e (3.23)

{U}j = {U}j−1 + δU j. (3.24)

O vetor de cargas residuais da iteração j é dado por:

{Q}j = λj · {P} − {F}j, (3.25)
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onde {F}j é o vetor de forças equivalentes às tensões internas ao final da iteração j.

Na primeira iteração de cada passo, o vetor de cargas residuais {Q}j−1 é nulo.

3.3.1 Controle de Carga

Neste método, a carga externa é incrementada de um valor constante na primeira

iteração de cada passo (j = 1). Para as demais iterações (j > 1), dentro de um

mesmo passo, o carregamento externo é constante, ou seja, o incremento de carga é

igual a zero. A variável δλj pode ser obtida pela equação 3.26.

δλj =

{
Constante, para j = 1

0, para j > 1.
(3.26)

A Figura 3.7 apresenta um esquema do processo iterativo deste método.

Fa
to
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e 

C
ar

ga

Deslocamento

Trajetória de
Equilíbrio

Trajetória de
Iteração

 

Figura 3.7: Processo incremental-iterativo com controle de carga (Fuina, 2009).

Como as iterações são processadas à carga constante, a utilização deste método

falha na passagem por pontos limites de carga, ou seja, quando a carga externa

ultrapassa o valor correspondente a um ponto limite (ponto B na Figura 3.7), a linha
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horizontal que controla a trajetória de iteração não cruza a trajetória de equiĺıbrio,

logo, nenhum ponto de convergência pode ser obtido.

3.3.2 Controle Direto de Deslocamento

Este método (Batoz e Dhat, 1979) supõe que as iterações são processadas a um

deslocamento constante. O incremento da componente k do vetor de deslocamentos,

δUk
j , é dado pela equação 3.27.

δUk
j =

{
Constante, para j = 1.

0, para j > 1.
(3.27)

Substituindo o vetor de deslocamentos incrementais por sua componente k na

equação {δUj} = δλj · {δUP
j }+ {δUQ

j }, tem-se a equação 3.28.

δλj =
δUk

j − δUQk

j

δUPk

j

. (3.28)

Na primeira iteração de cada passo o vetor de cargas residuais ({Q}j−1) é nulo,

logo, os deslocamentos a ele associados {δUQk

j } também são nulos, conforme a Equa-

ção 3.22. Sendo assim, na primeira iteração, a Equação 3.28 pode ser escrita con-

forme apresentado na Equação 3.29.

δλj =
δUk

1

δUPk

1

, para j = 1. (3.29)

Nas demais iterações (j > 1), δUk
j é nulo, conforme a Equação 3.27, e o incre-

mento de cargas proporcionais pode ser escrito como na Equação 3.30.

δλj = −
δUQk

j

δUPk

j

, para j > 1. (3.30)

A Figura 3.8 ilustra o procedimento iterativo deste método.

A grande desvantagem deste método é a necessidade de conhecimento prévio da

estrutura a ser analisada para que se possa escolher o grau de liberdade adequado a
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Figura 3.8: Processo incremental-iterativo com controle direto de deslocamento
(Fuina, 2009).

ser usado para o controle; dessa forma a experiência do usuário contribui para resol-

ver o problema. Além disso, assim como no método de controle de carga, que não

permite a passagem por pontos limites de carga, o controle direto de deslocamento

é ineficiente se o deslocamento de controle experimenta diminuição (snap − back)

de um ńıvel de carga para outro. Isto se deve ao fato da trajetória de iteração,

controlada por uma linha vertical, nunca cruzar a trajetória de equiĺıbrio.



Caṕıtulo 4

Implementação Computacional

Neste caṕıtulo, é apresentada a implementação computacional da formulação

baseada em relações tensão-deformação generalizada realizada no INSANE.

O sistema é desenvolvido segundo o paradigma de Programação Orientada a

Objetos e utiliza a linguagem Java, podendo ser dividido em três grandes aplica-

ções: pré-processador, processador e pós-processador. O pré e o pós-processador

são aplicações gráficas interativas que fornecem recursos para construir as diversas

representações discretas de um problema estrutural, além de visualização de resul-

tados. O processador representa o núcleo numérico e é responsável pela obtenção

dos resultados dos modelos.

O código fonte do INSANE é livre e sua biblioteca é composta por diversos módulos

que permitem aos desenvolvedores realizarem novas implementações independentes

e simultâneas, sem modificações significativas no sistema.

A seguir, são discutidas as alterações, na aplicação processador, dos módulos

numéricos relacionadas às implementações realizadas. São utilizados diagramas de

classes que ilustram a hierarquia das mesmas e como elas se comunicam para de-

sempenhar suas funções. Estes diagramas seguem a proposta da Unified Modeling

Language (UML), que é uma linguagem padronizada para a modelagem de sistemas

orientados a objetos.

Para a orientação quanto ao entendimento das contribuições deste trabalho,

30
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adotou-se a simbologia ilustrada na Figura 4.1. As classes do INSANE simboliza-

das pelas cores branca, amarela e verde fazem referência às classes não modificadas,

modificadas e criadas, respectivamente.

ConstitutiveModel 2014/10/18

1 / 1

Nova Classe

constitutiveModelpkg 

Classe modificadaClasse não modificada

Figura 4.1: Simbologia do diagrama em UML utilizada nesta dissertação.

4.1 Organização do Núcleo Numérico do INSANE

O núcleo numérico do sistema INSANE é formado por interfaces e classes capazes

de representar as abstrações necessárias à resolução numérica de diferentes modelos

de análise estrutural. A aplicação central que representa este núcleo, dita Proces-

sador, depende das relações existentes entre as classes abstratas Solution e Model

e as interfaces Assembler e Persistence, ilustradas no diagrama de colaboração

entre classes da Figura 4.2.

Class Diagram1 2014/10/18

1 / 1

materialpkg 

java.util.Observer

Persistence

Assembler

Model Solution

java.util.Observablejava.util.Observable

Figura 4.2: Organização do núcleo numérico do sistema INSANE.

A interface Assembler é a responsável por montar as matrizes e vetores do

sistema matricial de segunda ordem conforme o problema a ser resolvido:

A Ẍ + B Ẋ + C X = D, (4.1)

sendo X o vetor de variáveis de estado do problema; Ẋ e Ẍ os vetores, respectiva-

mente, com a primeira e segunda variação temporal das variáveis de estado; A, B e
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C as matrizes dos coeficientes, que podem ou não depender das variáveis de estado

e suas derivadas e, por fim, D o vetor com os termos independentes deste sistema.

A classe abstrata Solution é responsável pelo processo de solução e possui os

recursos necessários para a resolução da Equação (4.1), seja esta linear ou não linear.

Já a interface Model é implementada por classes capazes de representar diferentes

modelos discretos. Cada uma destas classes possui os dados relativos ao modelo

discreto de análise e fornece para Assembler todas as informações necessárias para

montar a equação do modelo a ser resolvido por Solution.

A interface Persistence se comunica com Model e Solution, sendo responsável

pelo tratamento dos dados de entrada e pela persistência dos dados de sáıda. Esta

persistência é realizada por meio de arquivos XML (eXtensible Markup Language),

que possibilitam a criação de dados estruturados com base em arquivo texto. Na

Figura 4.3 é apresentada a hierarquia da interface Persistence, que é implementada

pela classe PersistenceAsXML, modificada a fim de persistir a entrada e a sáıda de

dados referentes as implementações desta dissertação.

Class Diagram1 2014/10/18

1 / 1

materialpkg 

Persistence

PersistenceHalfEdgeAsXML
PersistenceAsXML

java.util.Observerjava.util.Observer

Figura 4.3: Diagrama de classes para Persistence.

A interface Persistence também é responsável pela observação das alterações

das variáveis durante a análise não linear. Este processo de observação de alterações

ocorre segundo o padrão de projeto Observer, entendido como um mecanismo de

propagação de mudanças existente no núcleo numérico do INSANE, conforme ilustra

a Figura 4.3. A consistência e a comunicação entre o objeto observador Persis-

tenceAsXML, que implementa a interface java.util.Observer, e os componentes

observados Solution e Model, que estendem a classe java.util.Observable, são

garantidas, pois quando alguma mudança ocorre no estado do objeto observado, um
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mecanismo é disparado e se encarrega de notificar os objetos observadores para se

atualizarem.

Na sequência, o núcleo numérico do INSANE será detalhado com ênfase nos as-

pectos relativos à análise fisicamente não linear, visando a inserção das classes ne-

cessárias para inclusão do modelo de seção homogeneizada baseado em relações

tensão-deformação generalizada.

4.2 Análise Estática Fisicamente Não Linear

Na mecânica dos sólidos computacional, o sistema de equações (4.1) se reduz, no

caso estático, para:

C ·X = D, (4.2)

sendo C a matriz de rigidez global, X o vetor de deslocamentos nodais e D o vetor de

forças nodais do modelo. Se a análise é fisicamente não linear, a matriz C depende

dos deslocamentos X. Neste caso, as ráızes da Equação (4.2) são obtidas por meio

de um processo incremental iterativo, sendo o sistema de equações reescrito como:

K · δU = δλ ·P + Q, (4.3)

onde K é a matriz de rigidez incremental, δU é o vetor de deslocamentos incremen-

tais, δλ é um incremento do fator de carga, P é o vetor de cargas de referência e Q é

o vetor de cargas residuais do modelo, obtido pela diferença entre o vetor de cargas

externas e o vetor de forças equivalentes às tensões internas F.

No MEF, a matriz K e o vetor F são montados a partir da contribuição de cada

elemento finito. Tal processo se baseia em duas operações fundamentais:

Ke =

∫
V

BTEB dV e Fe =

∫
V

BTσσσ dV, (4.4)

onde Ke é a matriz de rigidez, Fe o vetor de cargas nodais equivalentes ao estado de

tensão corrente, B a matriz das relações deformação-deslocamento, E a matriz cons-

titutiva e σσσ o vetor das tensões correntes do elemento finito, sendo todos integrados

sobre o volume, V , de cada elemento.
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A sequência de atividades que permite solucionar a Equação 4.3, segue o algo-

ritmo genérico proposto por Yang e Shieh (1990), inclúıdo no sistema INSANE por

meio dos trabalhos de Fonseca (2006, 2008), Fuina (2004) e Penna (2011), tendo seu

ińıcio na montagem da matriz de rigidez incremental.

Conforme o equacionamento mostrado no Caṕıtulo 2, as alterações necessárias

para implementação do modelo apresentado referem-se apenas aos modelos constitu-

tivos. No sistema INSANE tais modelos são implementados no pacote MaterialMedia

apresentado a seguir.

4.3 Pacote MaterialMedia

O pacote MaterialMedia contém interfaces e classes necessárias para representar

da forma mais geral posśıvel a constituição f́ısica dos elementos finitos.

A interface Material possui os métodos necessários para obter informações so-

bre as propriedades dos diferentes materiais, sejam elas propriedades secantes ou

tangentes, avaliadas de forma pontual ou secante na seção. Os diferentes materi-

ais são representados pelas classes que implementam a interface Material, e que

têm como atributos seu identificador e uma coleção do tipo HashMap com os valores

necessários para caracterizar aquele material. A Figura 4.4 mostra o diagrama de

classe da interface Material e algumas de suas subclasses utilizadas neste traba-

lho. Dentre essas subclasses está a MomentCurvatureMaterial utilizada para os

modelos tensão-deformação generalizada, bem como aquelas utilizadas nos modelos

tensão-deformação, implementadas para os materiais descritos na Seção 3.1.

A interface inelasticLaw, apresentada na Figura 4.5, permite o acesso da classe

MomentCurvatureMaterial a três instâncias da classe MomentCurvatureLaw, uma

para cada esforço interno. Já a interface MomentCurvatureLaw é responsável por

tratar as relações entre tensões generalizadas e deformações generalizadas fornecidas

por MomentCurvatureTable, que contém um conjunto de pontos discretos represen-

tativos de determinada relação.
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Material 2014/08/07

1 / 1

Material

materialpkg 

LinearPlasticIsotropicConcreteCarreiraFMBMCarreiraIngraffea

MomentCurvatureMaterialSteelFractureMechanicsBasedMaterials Concrete

Figura 4.4: Diagrama de classes para Material.

InelasticLaw 2014/10/18

1 / 1

inelasticLawpkg 

MomentCurvatureLaw

<<interface>>

MomentCurvatureMaterial

MomentCurvatureTable

- lawGAy

- lawEA

- lawEIz

Figura 4.5: Diagrama de classes para inelasticLaw.

A Figura 4.6 mostra o diagrama de classes da interface ConstitutiveModel,

responsável por montar as matrizes constitutivas. Um objeto do tipo Constituti-

veModel monta tanto as matrizes constitutivas secantes e tangentes quanto o vetor

de tensões referentes às variáveis de estado correntes.
ConstitutiveModel 2014/08/07

1 / 1

MomentCurvatureConstitutiveModel

constitutiveModelpkg 

ConstitutiveModel

- filter

UnifiedConstitutiveModel

SLFOCMSpaceFrameFilter

ConstitutiveModelFilter

UnifiedConstitutiveModelFilter

MLFConstitutiveModelFilter

Figura 4.6: Diagrama de classes para ConstitutiveModel.



Caṕıtulo 5

Simulações Numéricas

Com o objetivo de validar a implementação da formulação proposta, comparar os

dois modelos estudados e apresentar as possibilidades de análise proporcionadas pelo

modelo de relações tensão-deformação generalizada, são apresentadas neste caṕıtulo

simulações numéricas de problemas fisicamente não lineares, nos quais empregam-se

os recursos do INSANE.

Este caṕıtulo foi dividido em duas partes. Primeiramente, é analisada a influên-

cia dos parâmetros dos materiais e da geometria das seções nas relações tensão-

deformação generalizada utilizando modelos que simulam estados elementares de

solicitação. Posteriormente, são realizados estudos de caso de estruturas que foram

estudadas experimentalmente. Nessas simulações, os resultados obtidos pelos dois

modelos numéricos são comparados com os resultados experimentais dispońıveis na

literatura e em alguns casos com resultados numéricos obtidos por outros autores

que utilizaram diferentes modelos para analisar as mesmas estruturas.

Com esses exemplos pretende-se verificar a eficiência dos modelos propostos na

descrição das trajetórias de equiĺıbrio das estruturas analisadas. Todos os modelos

tratam de estruturas de concreto armado.

36
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5.1 Influência dos Parâmetros dos Materiais e Ca-

racteŕısticas Geométricas das Seções

Os parâmetros das leis constitutivas utilizados para simular a relação entre tensão

e deformação do concreto e do aço, e as caracteŕısticas geométricas das seções, como

tamanho da base, altura, taxa de armadura e cobrimento, podem influenciar nas

relações entre tensões generalizadas e deformações generalizadas. Dessa forma, faz-

se aqui uma análise da influência desses diferentes parâmetros nessas relações, para

os casos de cisalhamento, compressão, flexão e tração. Essas relações foram obtidas

utilizando-se modelos que simulam estados elementares de solicitação, conforme a

modelagem apresentada na seção 3.2.1.

Vale destacar que o objetivo aqui não é fazer um estudo detalhado da influên-

cia dos parâmetros citados nas relações tensão-deformação generalizada. Buscou-se

apenas ilustrar como algumas das caracteŕısticas das seções e dos materiais podem

ou não ter influência nessas relações.

5.1.1 Influência dos Parâmetros dos Materiais

Para a avaliação da influência das propriedades dos materiais considerou-se a

lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o concreto em compressão e em

tração. O aço foi considerado elastoplástico sem endurecimento. As análises foram

feitas para três diferentes valores do módulo de elasticidade inicial do concreto, má-

xima tensão de compressão, máxima tensão de tração, deformação relativa a máxima

tensão de tração e deformação relativa a máxima tensão de compressão. Para o aço

variou-se o módulo de elasticidade e a tensão de escoamento. As análises foram

feitas para a seção de concreto armado ilustrada na Figura 5.1, que foi decomposta

em 40 camadas de concreto.
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Figura 5.1: Seção transversal analisada.

As propriedades dos materiais são apresentadas nas Tabelas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4,

5.5, 5.6, 5.7 e os resultados obtidos nas Figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8.

Tabela 5.1: Variação do módulo de elasticidade inicial do concreto (E0).

Concreto Aço
E0 = ∗ Es = 210.000 MPa
fc = 25 MPa fy = 500 MPa
ft = 2, 5 MPa
εc = 0, 0025
εt = 0, 00020
* 20.000 25.000 30.000 (MPa)

Tabela 5.2: Variação da máxima tensão de compressão (fc).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = 210.000 MPa
fc = ∗ fy = 500 MPa
ft = 2, 5 MPa
εc = 0, 0025
εt = 0, 00020
* 20 25 30 (MPa)

Tabela 5.3: Variação da máxima tensão de tração (ft).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = 210.000 MPa
fc = 25 MPa fy = 500 MPa
ft = ∗
εc = 0, 0025
εt = 0, 00020
* 2 2,5 3 (MPa)
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Tabela 5.4: Variação da deformação relativa a máxima tensão de compressão (εc).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = 210.000 MPa
fc = 25 MPa fy = 500 MPa
ft = 2, 5 MPa
εc = ∗
εt = 0, 00020
* 0,002 0,0025 0,003

Tabela 5.5: Variação da deformação relativa a máxima tensão de tração (εt).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = 210.000 MPa
fc = 25 MPa fy = 500 MPa
ft = 2, 5 MPa
εc = 0, 0025
εt = ∗
* 0,00015 0,00020 0,00025

Tabela 5.6: Variação do módulo de elasticidade do aço (Es).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = ∗
fc = 25 MPa fy = 500 MPa
ft = 2, 5 MPa
εc = 0, 0025
εt = 0, 00020
* 200.000 210.000 220.000 (MPa)

Tabela 5.7: Variação da tensão de escoamento (fy).

Concreto Aço
E0 = 25.000 MPa Es = 210.000 MPa
fc = 25 MPa fy = ∗
ft = 2, 5 MPa
εc = 0, 0025
εt = 0, 00020
* 400 500 600 (MPa)
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Figura 5.2: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando E0,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.3: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando fc,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.4: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando ft,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.5: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando εc,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.6: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando εt,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.7: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando Es,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.



46

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
0

50

100

150

200

γy (mm)

V
y

(k
N

)

(a)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

500

1,000

1,500

2,000

εa (mm)

N
c

(k
N

)

(b)

0 5 · 10−6 1 · 10−5 1.5 · 10−5 2 · 10−5
0

10

20

30

40

κz (mm−1)

M
z
(k
N
.m

)

(c)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

50

100

150

200

250

εa (mm)

N
t

(k
N

)

(d)

fy = 400 fy = 500 fy = 600

Figura 5.8: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando fy,
para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Através da análise dos resultados obtidos para diferentes valores de propriedades

que caracterizam os materiais, é posśıvel perceber, ainda que de forma qualitativa,

como cada parâmetro influencia na resposta da seção.

A primeira propriedade avaliada, o modo de elasticidade inicial do concreto,

influencia de forma significativa todas as relações analisadas (Figura 5.2), sendo que

para o cisalhamento e a flexão, em todos os trechos ocorrem mudanças nas curvas,

embora sejam maiores após a fissuração do concreto. Já para o esforço normal, tanto

em tração quanto em compressão, as alterações só são significativas após o ińıcio da

degradação.

Para a variação da resistência à compressão, apenas a relação para o esforço

normal de compressão é afetada (Figura 5.3 - b) e ocorre de forma mais acentuada

na região próxima ao limite de fc, alterando também o regime pós cŕıtico. Ao

contrário deste caso, conforme já esperado, a variação do limite de resistência à

tração (Figura 5.4) não influencia a relação para o esforço normal de compressão,

porém influencia todas as demais curvas sendo as maiores alterações observadas para

o esforço normal de tração (Figura 5.4 - d).

Como os limites de deformação para o concreto, em compressão (εc) e em tração

(εt), estão diretamente relacionados aos limites de resistência, as mesmas observações

feitas anteriormente valem para estes casos (Figuras 5.5 e 5.6) . Destacando-se que,

para o limite de tração, as alterações nas curvas também são significativos para a

flexão e cisalhamento, o que não é observado com a mesma intensidade quando foi

variado o valor de ft.

Quando variou-se as propriedades do aço, pequenas alterações são observadas nas

curvas analisadas, principalmente para a variação do módulo de elasticidade (Figura

5.7), sendo que para a relação de compressão não ocorre nenhuma mudança. Talvez

este comportamento se explique pela baixa taxa de armadura da seção.

Com os diferentes valores para a tensão de escoamento (Figura 5.8) observa-

se alterações apenas em relação ao limite do escoamento, principalmente para as
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relações de cisalhamento, flexão e tração. Nos Estádios I e II , nenhuma alteração é

observada.

5.1.2 Influência das Caracteŕısticas Geométricas

Para a avaliação da influência das caracteŕısticas geométricas das seções, considerou-

se a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o concreto em compressão

e tração. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endurecimento. Os pa-

râmetros das leis constitutivas são apresentados na Tabela 5.8. As análises foram

feitas para três diferentes dimensões de base, altura, taxa de armadura e cobrimento,

conforme apresentado nas Figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12.

Figura 5.9: Variação da base.

Figura 5.10: Variação da altura.

Figura 5.11: Variação da taxa de armadura.
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Figura 5.12: Variação do cobrimento.

Tabela 5.8: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 23.800MPa E = 210.000MPa
fc = 25MPa fy = 500MPa
ft = 2, 6MPa
εc = 0, 0020
εt = 0, 00015

Os valores dos cobrimentos são referentes às classes de agressividade ambiental

I, II e III conforme apresentado na NBR6118 (2014). O posicionamento da arma-

dura, (zi) na Figura 5.13, é feito a partir de seu centro até a borda, sendo a soma

do cobrimento nominal, diâmetro do estribo e metade do diâmetro da armadura

longitudinal. Os cobrimentos nominais relativos a cada classe são 2,5 cm, 3,0 cm e

4,0 cm; o diâmetro da armadura longitudinal é 10 mm; para o estribo considerou-se

diâmetro de 5 mm. Dessa forma, tem-se os valores apresentados na Figura 5.12.

Figura 5.13: Posicionamento da armadura.

Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 5.14, 5.15, 5.16, 5.17.
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Figura 5.14: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando a
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Figura 5.15: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando a
altura, para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.16: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando a
taxa de armadura, para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Figura 5.17: Comparação das relações tensão-deformação generalizada variando o
cobrimento, para (a) cisalhamento, (b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Para os casos de variação das propriedades geométricas das seções ( Figuras 5.14 e

5.15, observa-se influencia em todas as relações que, como sabido, é mais acentuada

para a variação da altura. Com relação à curva de tração, é observado que após

a fissuração do concreto a armadura é responsável por resistir à maior parte dos

esforços e após a fissuração completa de todas as fibras da seção apenas a armadura

resiste a todo o esforço. Sendo assim, todas as curvas são iguais a partir deste limite.

Com relação à terceira variável de análise, a variação da área de aço (Figura

5.16), fica claro que tal variação só possui influência significativa após o ińıcio da

abertura de fissuras no concreto. Portanto, fica evidente que em situações onde se

deseja diminuir deformações em peças de concreto, principalmente em elementos

fletidos, o aumento da área de aço só é significativo quando o momento atuante

na seção é maior que o momento de fissuração, caso contrário, nenhum ou quase

nenhum ganho será proporcionado por tal aumento.

A última variável analisada, o cobrimento da armadura (Figura 5.17), conforme

esperado, não influencia nas relações para o esforço normal. Para o cisalhamento

nada significativo é observado. Já para a flexão pequenas diferenças entre as cur-

vas podem ser observadas, sendo este caso, o único em que o cobrimento pode ser

significativo.

5.2 Estudos de Caso

Nesta seção são realizados estudos de caso de estruturas que foram estudadas

experimentalmente e os resultados encontram-se dispońıveis na literatura.

Os resultados obtidos pelos dois modelos numéricos apresentados são compara-

dos com os resultados experimentais e, em alguns casos, com resultados numéricos

obtidos por outros autores utilizando modelos distintos dos aqui adotados.



55

5.2.1 Viga Biapoiada - Farage (1995)

Visando estudar a influência da resistência do concreto na ductilidade de vigas,

Farage (1995) analisou experimentalmente vigas de concreto armado realizando o

ensaio de flexão em quatro pontos e obtendo as relações carga-curvatura e carga-

deslocamento. Com a medição das deformações do aço e do concreto, as curvaturas

foram obtidas pela aproximação dada pela Equação 3.13, apresentada no item 3.3.

Por se tratar de um ensaio de flexão em 4 pontos, as curvaturas também podem ser

obtidas pela Equação 3.18. Com base nessas medições experimentais, este exem-

plo compara as relações tensão-deformação generalizada para a flexão (momento-

curvatura) obtidas em laboratório com as relações obtidas com base na NBR6118

(2014) descritas na Seção 3.2.2, e com as obtidas pelo modelo numérico com a seção

decomposta conforme apresentado na Seção 3.2.1.

Foi analisada a viga de referência V-1 com geometria, carregamento e armaduras

apresentadas na Figura 5.18

Figura 5.18: Detalhes da geometria, carregamento e armadura da viga de Farage
(1995).

No modelo de seção decomposta, as seção transversal foi dividida em 40 camadas

de concreto além das áreas que representam as armaduras, conforme apresentado na

Figura 5.19.
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Figura 5.19: Seção transversal decomposta em camadas.

Considerou-se a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o concreto

em compressão e tração. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endureci-

mento. As propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 25.322MPa Es = 200.000MPa
fc = 28, 3MPa fy = 550MPa
ft = 3, 1MPa
εc = 0, 002
εt = 0, 00013

Na Figura 5.20 são apresentadas as relações momento-curvatura obtidas experi-

mentalmente com base nas Equações 3.13 e 3.18, com base na NBR6118 (2014) e

pelo modelo numérico.
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Figura 5.20: Relações momento-curvatura para a viga de Farage (1995).
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As relações momento-curvatura obtidas experimentalmente pelos dois métodos,

medição dos deslocamentos no meio da viga e medição das deformações no aço e

no concreto, apresentaram resultados bastante próximos, principalmente no ramo

ascendente. Após o ińıcio do escoamento do aço nota-se uma pequena diferença

entre os dois resultados.

Com relação aos resultados numéricos obtidos pela NBR 6118:2014 e pelo IN-

SANE, tem-se um boa aproximação entre eles e os obtidos experimentalmente no

ramo ascendente. O ińıcio do escoamento calculado pela Equação 3.12 fornece um

resultado que limita a faixa de aplicação para a equação da Norma, razão da in-

terrupção do resultado da NBR 6118. A partir desse limite observa-se diferenças

entre os resultados experimentais e o numérico obtido com o INSANE. Destaca-se

que a curva experimental com base na Equação 3.13 é mais representativa, visto

que é obtida diretamente através da medição das deformações no aço e no concreto,

ao contrário da curva dada pela Equação 3.18, que é obtida indiretamente através

da curva Carga × Deslocamento. Já a curva do modelo numérico é baseada em

simplificações como a hipótese de aderência perfeita e escoamento da armadura a

um patamar constante, o que explica a diferença entre os resultados.

5.2.2 Viga Biapoiada - Álvares (1993)

Na NBR6118 (2014), item 17.3.2.1, para a avaliação aproximada da flecha ime-

diata em vigas de concreto armado, foi feita uma simplificação da equação proposta

por Branson (1968) para o cálculo da rigidez equivalente de uma seção de concreto

armado. A rigidez da seção no Estádio I é calculada sem considerar a armadura,

ou seja, é utilizada a seção bruta de concreto como representativa e não a seção

homogeneizada. Através da equação para a inércia equivalente é posśıvel obter uma

relação momento-curvatura conforme apresentado na Seção 3.2.2.

Com o objetivo de ilustrar a possibilidade de análise não linear com base em

uma dada relação momento-curvatura e avaliar a expressão da norma brasileira,
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neste exemplo serão analisadas vigas de concreto armado com diferentes taxas de

armadura.

Em seu trabalho de mestrado, Álvares (1993) analisou numerica e experimental-

mente vigas de concreto armado com diferentes taxas de armadura. Foram ensai-

adas peças subarmadas, normalmente armadas e super armadas, todas submetidas

à flexão em quatro pontos. A geometria, carregamento e armaduras das seções são

apresentadas na Figura 5.21.

Figura 5.21: Detalhes da geometria, carregamento e armaduras das vigas de
Álvares (1993).

A modelagem das vigas foi feita utilizando os modelos de seção homogeneizada

e de seção decomposta. No modelo de seção homogeneizada, as relações momento-

curvatura, apresentadas na Figura 5.22, foram obtidas conforme apresentado na

Seção 3.2.2 para as três seções em estudo.
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Figura 5.22: Relações momento-curvatura para as seções apresentadas por Álvares
(1993).

No modelo de seção decomposta, a seção transversal foi dividida em 30 camadas

de concreto e as armaduras posicionadas de acordo com cada seção (Figura 5.23).

Considerou-se a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o concreto em

compressão e tração. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endureci-

mento. As propriedades dos materiais são as mesmas apresentadas na Tabela 5.10.

Tabela 5.10: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 29.200MPa Es = 196.000MPa
fc = 28MPa fy = 500MPa
ft = 2, 8MPa
εc = 0, 0023
εt = 0, 00015

Figura 5.23: Seção transversal decomposta em camadas.
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Para os dois modelos as vigas foram discretizadas com seis elementos baseados

na Teoria de Bernoulli-Euler. A malha de elementos finitos é apresentada na Figura

5.24. Para a análise incremental iterativa foi utilizado o método de controle direto

de deslocamento com incremento de 1, 1× 10−4 m no deslocamento vertical do nó 4

e uma tolerância para a convergência de 1× 10−3.

Figura 5.24: Malha de elementos finitos

A seguir são apresentados os resultados obtidos numericamente pelos dois mode-

los e os obtidos experimentalmente. Os resultados experimentais foram obtidos por

Álvares (1993) com o ensaio de duas vigas para cada seção. As faixas apresentadas

na cor cinza nos gráficos da Figura 5.25 são delimitadas pelos resultados de cada

uma das duas vigas, que representam os limites inferior e superior.

A Figura 5.25 mostra as trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical no

meio do vão para as vigas subarmada, normalmente armada e super armada.
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Figura 5.25: Trajetórias de equiĺıbrio para as vigas (a) subarmada, (b)
normalmente armada e (c) super armada.
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Observa-se que os dois modelos foram capazes de descrever os resultados ex-

perimentais. O modelo de seção homogeneizada com relação momento-curvatura

baseada na norma apresenta um comportamento menos ŕıgido devido à simplifica-

ção proposta. A diferença de resultados se torna maior para as seções com maiores

taxas de armadura, porém, conforme destacado nos gráficos, para as regiões pró-

ximas às cargas de utilização, os resultados numéricos são bastante próximos dos

experimentais. Além disso, como em situações de projeto são dimensionadas seções

subarmadas, é posśıvel obter bons resultados com o modelo proposto pela norma

mesmo com as simplificações adotadas.

5.2.3 Viga Biapoiada - Jarek et al. (2011)

No trabalho de Jarek et al. (2011) foi feito um estudo comparativo da modelagem

numérica de uma viga simplesmente apoiada submetida à flexão em três pontos. A

viga foi ensaiada experimentalmente e analisada utilizando o programa comercial

Ansysr e um programa espećıfico para análise de dano em concreto desenvolvido

em Fortran. A trajetória de equiĺıbrio para o deslocamento vertical no meio do vão

obtida pelos modelos numéricos é comparada com o resultado obtido experimental-

mente. A modelagem utilizando o Ansysr foi feita com elementos tridimensionais

para o concreto. As armaduras foram representadas por três modelos diferentes:

uma chapa de aço de área equivalente, por meio de armadura difusa em forma de

taxa e através da discretização das barras longitudinais. O modelo de armadura em

barras foi o que mais se aproximou do resultado experimental. Para o código imple-

mentado em Fortran foi utilizado o modelo de dano proposto por Mazars (1984) e

determinada uma rigidez equivalente, assumindo que toda a seção transversal seja

composta por um único material equivalente. Na discretização foram utilizados

elementos planos isoparamétricos.

Neste exemplo, a viga estudada por Jarek et al. (2011) com geometria, carrega-

mento e armaduras apresentadas na Figura 5.26 foi analisada utilizando o modelo
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de seção decomposta e o de seção homogeneizada.

Figura 5.26: Detalhes da geometria, carregamento e armaduras da viga de Jarek
et al. (2011).

No modelo de seção decomposta a seção transversal foi divida em quarenta ca-

madas de concreto com espessura de 1 cm e seis áreas de aço de 1, 23 cm2 corres-

pondente as barras da armadura de diâmetro 12, 5 mm, conforme apresentado na

Figura 5.27. Considerou-se a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o

concreto em compressão e tração. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem

endurecimento. As propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 5.11.

Figura 5.27: Seção transversal decomposta em camadas.

Tabela 5.11: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 30.200 MPa Es = 210.000MPa
fc = 39, 5 MPa fy = 500MPa
ft = 2, 25MPa
εc = 0, 002
εt = 0, 00012
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Para o modelo de seção homogeneizada, foram obtidas relações tensão-deformação

generalizada para o cisalhamento (Figura 5.28) e flexão (Figura 5.29) utilizando a

metodologia descrita no item 3.2.1.
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Figura 5.28: Relações tensão-deformação generalizada para o cisalhamento.
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Figura 5.29: Relações tensão-deformação generalizada para a flexão.

Para a discretização segundo a Teoria de Timoshenko, foi considerada a simetria

e utilizados 12 elementos de 2 nós com integração reduzida (1 ponto de integração

para cada elemento) para representar metade da viga, conforme apresentado na

Figura 5.30. A mesma malha foi utilizada para os dois modelos.

Figura 5.30: Malha de elementos finitos.
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Na análise não linear adotou-se o método de controle direto de deslocamento,

com incremento de 2 × 10−4 m no deslocamento vertical do nó 2 e uma tolerância

para a convergência de 1× 10−3 .

A Figura 5.31 mostra as trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento vertical

no meio do vão da viga. São apresentados os resultados numéricos e experimentais

obtidos por Jarek et al. (2011) e os resultados obtidos no INSANE pelos dois modelos:

Seção Decomposta (S.D.) e Seção Homogeneizada (S.H.).
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Figura 5.31: Trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical no meio do vão.

O resultado experimental apresenta de forma bem definida a trajetória de equi-

ĺıbrio em três trechos. O primeiro relativo à seção de concreto ı́ntegra, sendo as

tensões de tração atuantes suportadas apenas pelo concreto, o segundo com a seção

fissurada e o terceiro com o escoamento da armadura.

Pode-se observar que os modelos numéricos foram capazes de simular a trajetó-

ria de equiĺıbrio obtida experimentalmente. A modelagem proposta por Jarek et al.

(2011) com o programa Ansysr apresenta uma boa aproximação, porém, a carga

relativa ao ińıcio da fissuração no concreto é maior que a real. Já para a análise

com o modelo de Mazars (1984) não se observa uma definição clara dos Estádios ao

qual a seção passa até chegar ao escoamento da armadura, provavelmente por ser

usado uma seção equivalente representativa do concreto e do aço. Para os resultados
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obtidos pelo INSANE observa-se uma satisfatória concordância com o resultado expe-

rimental. Apenas para a etapa de escoamento da armadura observa-se uma pequena

diferença que pode ser explicada pela consideração de uma lei elastoplástica para o

aço sem endurecimento. Nenhuma diferença entre o modelo de seção decomposta e

homogeneizada é observada. Cabe ainda destacar que esses resultados foram obtidos

com um modelo unidimensional bastante simples quando comparado aos modelos

de elementos tridimensionais usado por Jarek et al. (2011).

5.2.4 Viga Cont́ınua - Silva (1977)

Com o objetivo de estudar a redistribuição de momentos em estruturas hiperes-

táticas, Silva (1977) analisou diversas vigas de concreto armado. Dentre estas, a viga

cont́ınua de referência V3 foi modelada neste exemplo. A geometria, carregamentos

e armaduras são apresentadas na Figura 5.32.

Na primeira etapa, os estados elementares de solicitação são simulados para obter

as relações tensão-deformação generalizada das seções das vigas. São utilizados

modelos numéricos baseados em relações tensão - deformação e seção transversal

decomposta. Pela estrutura analisada e a forma de carregamento, são necessárias

apenas relações para a flexão e o cisalhamento.

As seções transversais são decompostas em 40 camadas de concreto ao longo

de sua altura com espessura de 1.125 cm, além das áreas das armaduras, que são

posicionadas de acordo com cada seção, conforme ilustrado na Figura 5.33.
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Figura 5.32: Detalhes da geometria, carregamento e armaduras da viga de Silva
(1977).
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Figura 5.33: Seções transversais decompostas em camadas.

Neste exemplo, considerou-se para o concreto em compressão a lei proposta por

Carreira e Chu (1985) e para o concreto em tração, a lei proposta por Boone e

Ingraffea (1987). O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endurecimento.

Para os parâmetros das leis tensão - deformação para o concreto e o aço utilizados

neste exemplo são apresentados na Tabela 5.12.

Tabela 5.12: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 24.100MPa Es = 200.000MPa
fc = 30, 2MPa fy = 505MPa
ft = 2, 4MPa
εc = 0, 002
εt = 0, 0001
h = 0, 05m
Gf = 0, 00005MPa

As relações tensão - deformação generalizada para flexão em torno de z e para o

esforço cortante na direção y são apresentadas nas Figuras 5.34 e 5.35, respectiva-

mente.
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Figura 5.34: Relações tensão - deformação generalizada para a flexão.
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Figura 5.35: Relações tensão - deformação generalizada para o cisalhamento.

Na segunda etapa, as relações obtidas são utilizadas na análise não linear da viga.

Além desta análise, é utilizado um outro modelo com leis tensão - deformação e com

as mesmas caracteŕısticas da seção decomposta em camadas do modelo elementar

usado para obtenção das relações tensão - deformação generalizada. Dessa forma,

a viga foi analisada segundo a Teoria de Timoshenko. Utilizando-se a hipótese de

simetria, a metade da viga foi modelada com discretizaçã de 18 elementos de 2 nós

com 1 ponto de integração (integração reduzida). A Figura 5.36 mostra o modelo

de elementos finitos.
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Figura 5.36: Malha de elementos finitos.

Na análise não linear adotou-se o método de controle direto de deslocamentos,

com incremento de 5× 10−4 m no deslocamento vertical do nó 10 (nó de aplicação

do carregamento) e uma tolerância para a convergência de 1× 10−4 .

Os resultados obtidos numericamente pelos dois modelos são comparados com os

resultados obtidos experimentalmente, conforme Figuras 5.37 a 5.42.
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Figura 5.37: Relação entre a carga aplicada e a reação no apoio externo (nó 2).
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Figura 5.38: Relação entre a carga aplicada e a reação no apoio interno (nó 19).
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Figura 5.39: Relação entre a carga aplicada e o momento no nó 10.
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Figura 5.40: Relação entre a carga aplicada e o momento no nó 19.
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Figura 5.41: Trajetória de equiĺıbrio para o nó 10.
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Figura 5.42: Relação entre a carga aplicada e a rotação no apoio (nó 2).

A partir da análise dos resultados, observa-se que as curvas obtidas numeri-

camente apresentam um comportamento semelhante ao obtido experimentalmente.

Com relação aos dois modelos numéricos utilizados, não se observa diferenças signi-

ficativas.

Embora pequenas diferenças possam ser observadas entre os resultados numéricos

e o experimental, destaca-se que alguns valores obtidos com os modelos numéricos

são bastante próximos dos valores calculados por Silva (1977) para o dimensiona-

mento da vigas, apresentados em seu trabalho. Na Tabela 5.13 são apresentadas as

comparações para a reação no apoio externo (R2), a reação no apoio interno (R19),

o momento no nó 10 (M10), o mento no nó 19 (M19), a carga última (PU) e a carga

que provoca a formação da primeira rótula plástica (PP ). Os valores da coluna

da esquerda podem ser obtidos no trabalho de Silva (1977) e os valores da coluna

da direita, obtidos com o INSANE pelo modelo de seção homogeneizada, podem ser

observados nas Figuras 5.37 a 5.42, respectivamente.
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Tabela 5.13: Comparação dos resultados obtidos pelo INSANE e os calculados por
Silva (1977)

Referência Silva (1977) INSANE

R2 21, 80 22, 00
R19 76, 72 79, 21
M10 32, 70 29, 90
M19 24, 99 23, 53
PU 60, 26 61, 72
PP 44, 43 47, 90

No ramo ascendente (cargas de utilização) os modelos numéricos apresentaram

resultados bastante próximos dos experimentais, descrevendo com boa precisão as

trajetórias de equiĺıbrio. Já para o comportamento na ruptura, os modelos não

apresentaram ganho de carga no regime pós-cŕıtico. Uma posśıvel causa para esse

comportamento é o uso do módulo elastoplástico (Ep) igual a zero. Entretanto, a

influência de outros parâmetros, sejam estes das leis tensão-deformação, do modelo

de flexão ou mesmo da discretização do MEF, precisa ser investigada visando um

modelo que represente bem e completamente o comportamento não linear da viga.

Com relação à redistribuição de momentos é posśıvel observar a capacidade de

rotação das rótulas plásticas que são suficientes para garantir a adaptação ao dia-

grama de momentos adotado por Silva (1977) para o dimensionamento da viga, não

sendo observada ruptura por esgotamento da capacidade de rotação plástica.

Observando os gráficos carga x momento da viga (Figuras 5.39 e 5.40) nota-se

que o momento neste nó foi sempre menor que o momento no nó 10, mesmo antes

de haver a plastificação. Este comportamento do concreto armado, que só pode se

estudado pela análise não linear, contraria a hipótese do cálculo para um material

elasto-plástico ideal, segundo as quais o momento no nó 19 seria sempre maior que

o momento no nó 10 antes de haver formação de rótulas plásticas.

Vale ainda destacar duas vantagens do modelo de seção homogeneizada, como

proposto neste trabalho, em relação ao modelo de seção discretizada, a saber: (1)

o custo computacional reduzido e (2) a possibilidade de uso de quaisquer relações
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momento-curvatura representadas por conjuntos de pontos discretos. Esta segunda

vantagem permite, por exemplo, realizar análises de modelos estruturais complexos

utilizando resultados experimentais de ensaios elementares.

5.2.5 Pilar - Razvi e Saatciaglu (1989)

Em um estudo experimental sobre o comportamento de pilares confinados, Razvi

e Saatciaglu (1989) ensaiaram pilares curtos de seção quadrada submetidos a com-

pressão axial.

Os pilares de número 3 e 4 do estudo de Razvi e Saatciaglu (1989), cujas carac-

teŕısticas geométricas são apresentadas na Figura 5.43, diferem apenas pelo espaça-

mento dos estribos, sendo que no pilar 3 o espaçamento entre os estribos é a metade

do espaçamento utilizado no pilar 4. A armadura longitudinal e o concreto são os

mesmos para os dois pilares.

Figura 5.43: Detalhes da geometria, carregamento e armaduras dos pilares.

Esses pilares foram analisados no INSANE utilizando os dois modelos apresentados

neste trabalho.

Para o modelo tensão-deformação generalizada utilizou-se as relações entre es-

forço normal e deformação obtidas diretamente dos ensaios experimentais e apresen-

tadas na Figura 5.44.
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Figura 5.44: Relações tensão-deformação generalizada para compressão.

No modelo tensão-deformação a seção transversal foi dividida em 64 áreas re-

ferentes ao concreto e mais 4 áreas relativas a armadura, conforme apresentado na

Figura 5.45. Destaca-se que neste modelo os estribos não são incorporados e que

não foi utilizada nenhuma lei tensão-deformação própria para o concreto confinado.

Figura 5.45: Seção transversal decomposta em camadas.

Para o concreto em compressão considerou-se a lei proposta por Carreira e Chu

(1985) . Na Figura 5.46 é posśıvel perceber a boa concordância entre as curvas

tensão-deformação numérica e a experimental que foi obtida em laboratório por

Razvi e Saatciaglu (1989). Com isso tem-se a validação da lei constitutiva para o

concreto em compressão. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endure-

cimento. As propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 5.14.
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Tabela 5.14: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 21.000MPa Es = 188.000MPa
fc = 32MPa fy = 470MPa
ft = 3, 2MPa
εc = 0, 002
εt = 0, 00015
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Figura 5.46: Curvas tensão-deformação para o concreto em compressão.

Para a discretização segundo a Teoria de Bernoulli-Euler foram utilizados 2 ele-

mentos de 2 nós com 2 pontos de integração para cada elemento, conforme apresen-

tado na Figura 5.47. A mesma malha foi utilizada para os dois modelos.

Figura 5.47: Malha de elementos finitos dos pilares de Razvi e Saatciaglu (1989).
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Na análise não linear adotou-se o método de controle direto de deslocamento,

com incremento de 1 × 10−4 m no deslocamento vertical do nó 3 e uma tolerância

para a convergência de 1× 10−3 .

As Figuras 5.48 e 5.49 apresentam as trajetórias de equiĺıbrio para a deformação

axial dos pilares 3 e 4 respectivamente. Os resultados experimentais são comparados

com os resultados obtidos com o INSANE pelos dois modelos e os resultados numéricos

obtidos por Seixas (2003), que em seu trabalho apresentou um modelo não linear

f́ısico e geométrico para análise de pilares de concreto armado sob estado triplo de

tensões utilizando elementos finitos isoparamétricos quadráticos. A curva obtida

com o modelo tensão-deformação é a mesma nas duas figuras.
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Figura 5.48: Trajetórias de equiĺıbrio do pliar 3 para deformação axial.
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Figura 5.49: Trajetórias de equiĺıbrio do pilar 4 para deformação axial.



78

Observa-se que o modelo apresentado por Seixas (2003) simula muito bem o

efeito do confinamento do concreto no ramo ascendente das curvas, não sendo capaz

de descrever as trajetórias de equiĺıbrio no regime pós-cŕıtico. Já o modelo tensão-

deformação apresenta resultados que não se aproximam bem dos experimentais,

principalmente no regime pós-cŕıtico conforme já era esperado pelo fato do efeito do

confinamento não ter sido incorporado. No modelo tensão-deformação generalizada

fica claro que é posśıvel descrever o ensaio de laboratório numericamente. Eviden-

temente essa análise fica limitada a esses pilares, porém, é posśıvel utilizá-la para

modelar diferentes estruturas compostas por elementos com essas mesmas seções

transversais.

Para exemplificar essa aplicação foi modelado um pórtico plano com geometria

e carregamentos apresentados na Figura 5.50.

Figura 5.50: Pórtico estudado.

O pórtico foi analisado utilizando o modelo de seção decomposta e homogenei-

zada, sendo que para o primeiro modelo foram utilizadas as mesmas propriedades dos
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materiais apresentadas na Tabela 5.14. No modelo de seção homogeneizada, para o

pilar esquerdo do pórtico foi atribúıdo a relação tensão-deformação generalizada do

pilar 4 e para o direito a relação do pilar 3. Utilizando o modelo tensão-deformação

foi obtida uma relação momento-curvatura para a seção transversal dos pilares. Para

a viga do pórtico foi utilizado o modelo da seção decomposta em camadas.

Na análise não linear deste pórtico adotou-se o método de controle direto de

deslocamentos, com incremento de 3, 5× 10−4m no deslocamento vertical do nó 5 e

uma tolerância para convergência de 1× 10−4.

A discretização do pórtico segundo a Teoria de Bernoulli-Euler foi feita utilizado-

se 12 elementos de 2 nós com 2 pontos de integração, para representar as vigas

e pilares do pórtico, conforme apresentado na Figura 5.51. A mesma malha foi

utilizada para os dois modelos.

Figura 5.51: Malha de elementos finitos do pórtico.

Com essa análise pretende-se ilustrar que a não consideração do efeito do confina-

mento do concreto proporcionado pelos estribos pode levar a estrutura a apresentar

diferentes respostas, conforme apresentado na Figura 5.52. Nesta figura é apresen-

tada a estrutura deformada no ńıvel de solicitação correspondente ao incremento de

3, 5 × 10−2m no deslocamento vertical do nó 5, para os dois modelos citados. O
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pórtico da esquerda utiliza o modelo de seção decomposta e o da direita, o modelo

seção homogeneizada.

Figura 5.52: Deformada da estrutura.

O modelo que considera o efeito do confinamento do concreto apresenta uma

resposta mais semelhante ao comportamento real da estrutura, visto que o pilar

da esquerda é menos ŕıgido. Além disso, verifica-se que após o limite de carga do

pilar surgem momentos, não existentes no modelo de seção decomposta, no pilar da

esquerda, conforme apresentado na Figura 5.53.
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Figura 5.53: Relação entre carga aplicada e momento no nó 5.

Também pode ser ilustrado o surgimento de deslocamentos horizontais, mostrado

na Figura 5.54, não existentes no modelo de seção decomposta.
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Figura 5.54: Relação entre carga aplicada e deslocamento horizontal no nó 5.

5.2.6 Pórtico Plano - Vecchio e Emara (1992)

Os pórticos de um edif́ıcio são responsáveis pelo sistema de contraventamento

da estrutura e sua restrição aos deslocamentos horizontais, o que torna o conhe-

cimento de seu comportamento, principalmente após a fissuração do concreto, de

grande interesse para a engenharia estrutural. Nesse sentido, são desenvolvidos es-

tudos experimentais e numéricos, com o objetivo de analisar a resposta da estrutura

solicitada por um determinado carregamento.

Apesar das dificuldades existentes em relação à experimentação em laboratório,

resultados experimentais podem ser encontrados na literatura. Como exemplo pode-

se citar os seguintes trabalhos: Read (1965) ensaiou dois pórticos em escala real, de

um vão e um pavimento, com carga vertical aplicada em quatro pontos da viga; os

dois pórticos apresentam mesma geometria e mesma armadura, porém um deles é

bi-engastado na base e o outro é bi-articulado. Wilby e Bandit (1967) ensaiaram

um pórtico bi-engastado em escala reduzida, de um vão e um pavimento, sujeito

a carga vertical aplicada no meio do vão da viga. Vecchio e Balopoulou (1990)

realizaram um ensaio de um pórtico plano de concreto armado em escala real, de

um vão e dois pavimentos, bi-engastado, com o objetivo de estudar alguns fatores que

contribuem para o comportamento não linear destas estruturas. Vecchio e Emara
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(1992) realizaram um ensaio de um pórtico plano de concreto armado em escala real,

de um vão e dois pavimentos, bi-engastado, com o objetivo de estudar as deformações

por cisalhamento em pórticos.

Dentre esses trabalhos, o pórtico ensaiado por Vecchio e Emara (1992) foi es-

tudado numericamente neste exemplo utilizando os dois modelos apresentados. A

geometria, carregamentos e armaduras são apresentados na Figura 5.55.

Figura 5.55: Detalhes da geometria, carregamento e armadura do pórtico.

No modelo de seção decomposta a seção transversal foi divida em quarenta cama-

das de concreto com espessura de 1 cm e oito áreas de aço de 3 cm2 correspondente

às barras da armadura de diâmetro 20 mm, conforme apresentado na Figura 5.56.
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Considerou-se a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para o concreto em

compressão e tração. O aço foi considerado pela lei elastoplástica sem endureci-

mento. As propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 5.15.

Figura 5.56: Seção transversal decomposta em camadas.

Tabela 5.15: Parâmetros das leis tensão-deformação.

Concreto Aço
E0 = 23674MPa Es = 192.500MPa
fc = 30MPa fy = 418MPa
ft = 2, 9MPa
εc = 0, 0025
εt = 0, 00015

Para o modelo de seção homogeneizada, foram obtidas relações tensão-deformação

generalizada para a flexão, cisalhamento, tração e compressão utilizando o modelo

numérico de seção decomposta, apresentadas na Figura (5.57).
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Figura 5.57: Relações tensão-deformação generalizada para para (a) cisalhamento,
(b) compressão, (c) flexão e (d) tração.
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Para a discretização segundo a Teoria de Timoshenko foram utilizados 32 ele-

mentos de 2 nós com integração reduzida (1 ponto de integração para cada elemento)

para representar as vigas e pilares do pórtico, conforme apresentado na Figura 5.58.

A mesma malha foi utilizada para os dois modelos.

Figura 5.58: Malha de elementos Finitos.

Na análise não linear adotou-se o método de controle direto de deslocamento,

com incremento de 7, 5×10−4 m no deslocamento horizontal do nó 9 uma tolerância

para a convergência de 1× 10−3 .

A Figura 5.59 apresenta as trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento hori-

zontal no topo do pilar (nó 9). Os resultados experimentais são comparados com os

resultados obtidos com o INSANE pelos dois modelos e os resultados numéricos obti-

dos por Güner (2011) que em seu trabalho apresentou um modelo não linear f́ısico e

geométrico para análise de modelos reticulados de estruturas de concreto armado. O

modelo utilizado por Güner (2011) é baseado na decomposição da seção transversal

em camadas e prescrição de leis tensão-deformação. O autor analisou o pórtico utili-

zando dois modelos, um que considera a não linearidade f́ısica e geométrica (NLFG)
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e outro que leva em conta apenas a não linearidade f́ısica.
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Figura 5.59: Trajetórias de Equiĺıbrio para o deslocamento horizontal do nó 9.

A partir da análise dos resultados observa-se que as curvas obtidas numerica-

mente apresentam um comportamento semelhante ao obtido experimentalmente.

No ramo ascendente (cargas de utilização) o uso do modelo com seção homo-

geneizada mostrou-se mais apropriado, visto que no modelo de seção decomposta

a rigidez e a previsão de carga limite é superestimada. Além deste fator, o custo

computacional reduzido é uma vantagem do primeiro modelo. Já para o estudo do

comportamento na ruptura deve-se recorrer ao modelo de seção decomposta, que

apresenta boa estimativa para o regime pós-cŕıtico.

Com relação aos resultados obtidos por Güner (2011), observa-se que a considera-

ção da não linearidade geométrica é pouco significativa no ramo ascendente, porém,

no regime pós-cŕıtico observa-se diferenças significativas entre os dois modelos. Vale

ainda destacar que esses resultados são bastante próximos do resultado obtido com

o INSANE para o modelo de seção decomposta, principalmente o modelo de Güner
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(2011) que não considera a não linearidade geométrica.

Também vale destacar que um posśıvel motivo para os modelos baseados na

decomposição da seção apresentarem um comportamento mais ŕıgido é a variação

da posição da linha neutra, que no caso do INSANE não é atualizada.



Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho foi apresentada a formulação e implementação de um modelo fisi-

camente não linear baseado em relações tensão-deformação generalizada no sistema

INSANE.

A formulação teórica detalhada no Caṕıtulo 2 permite compreender a metodo-

logia de análise baseada em leis tensão-deformação e decomposição da seção trans-

versal e, através desta, como é posśıvel evitar a integração das tensões ao longo da

seção transversal utilizando modelos tensão-deformação generalizada.

Ao longo do texto foram feitas diversas comparações entre os dois modelos es-

tudados neste trabalho, o que torna posśıvel entender as vantagens e desvantagens

de cada um deles. Dessa forma, no Caṕıtulo 3 apresentou-se algumas das leis cons-

titutivas para materiais, que são um dos principais itens para a análise baseada na

decomposição da seção. Além dessas leis, foram apresentadas metodologias para a

obtenção de relação tensão-deformação generalizada, dando ênfase ao caso da flexão,

pois a não linearidade f́ısica é mais acentuada em elementos fletidos.

Outro assunto abordado no Caṕıtulo 3 foi a solução de equações não lineares de

equiĺıbrio, item este indispensável para o estudo aqui realizado. Foram apresentados

dois métodos de controle: o método de controle de carga e o método de controle

direto de deslocamentos. Embora o método de controle de carga seja um dos mais

utilizados em virtude da sua simplicidade e do tipo de análise que comumente é feito,

para os problemas que foram abordados aqui, com este método, não seria posśıvel

88
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descrever totalmente as trajetórias de equiĺıbrio dos problemas estudados, visto que

em muitos deles ocorre aumento de deslocamentos com diminuição de carga, motivo

pelo qual foi utilizado o método de controle direto de deslocamentos, método este

que também foi abordado no Caṕıtulo 3.

No caṕıtulo de implementação computacional, além da apresentação da organi-

zação do núcleo numérico do INSANE, foram detalhadas as equações que permitem

modelar o problema a ser resolvido, equações estas apresentadas também de forma

simplificada para o caso da análise estática fisicamente não linear.

Apresentadas as bases teóricas dos problemas a serem analisados, no Caṕıtulo

5 foram feitas simulações numéricas de problemas de estrutura de concreto armado

que podem ser modeladas com elementos de pórtico plano.

As simulações numéricas foram divididas em duas partes. Na primeira, foi estu-

dado, através de modelos que simulam estados elementares de solicitação, como os

parâmetros dos materiais e a geometria das seções podem influenciar nas relações

tensão-deformação generalizada. Foram estudados os casos de cisalhamento, flexão

e esforço normal de tração e compressão. Dessa forma é posśıvel compreender como

cada parâmetro influencia em cada relação. Entendidos esses conceitos, foi posśıvel

realizar, na segunda parte, os estudos de caso de forma mais clara e objetiva.

Na primeira simulação foram comparadas as metodologias para obtenção das

relações momento curvatura, conforme apresentado no item 3.2 do Caṕıtulo 3.

As relações obtidas com base nos ensaios experimentais feitos por Farage (1995),

através das medições das deformações no aço e no concreto e dos deslocamentos,

quando comparados com relações numéricas e anaĺıticas baseadas na NBR 6118

apresentaram resultados bastante próximos no ramo ascendente, Estádios I e II.

Destaca-se que, como as peças em serviço estão em regiões intermediárias a esses

estádios, o uso destas metodologias mostra-se aplicável em situações práticas.

As vigas estudadas por Álvares (1993), que apresentam as mesmas seções po-

rém com diferentes taxas de armadura, foram analisadas com os dois modelos aqui
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apresentados, destacando-se que a relação momento-curvatura foi obtida através da

equação apresentada na NBR 6118, além de exemplificar uma aplicação do INSANE

com base na equação da norma.

Foi posśıvel analisar as diferenças entre os resultados numéricos e experimentais

causadas pela simplificação adotada pela referida norma. Para o cálculo do momento

de fissuração, que não considera a presença de armadura, à medida que a taxa de

armadura da seção aumenta, os resultados preconizados na norma tendem a se

distanciar da realidade.

Com o terceiro exemplo foi posśıvel validar a metodologia apresentada para a ob-

tenção das relações tensão-deformação generalizada para o cisalhamento e a flexão,

visto que o modelo de seção homogeneizada, munido das relações obtidas numerica-

mente, apresentou o mesmo resultado do modelo de seção decomposta. Vale ainda

destacar neste exemplo, a eficiência do modelo unidimensional quando comparado a

modelos mais complexos como os apresentados por Jarek et al. (2011).

Uma viga cont́ınua, que foi estudada experimentalmente por Silva (1977), foi

analisada no quarto exemplo com os modelos de seção decomposta e seção homo-

geneizada. Para o segundo caso, as relações de flexão e cisalhamento foram obtidas

por modelos numéricos. Com relação ao modelo de seção decomposta, utilizou-se

a lei proposta por Boone e Ingraffea (1987) para representar o concreto em tração.

Como consequência, observou-se um comportamento para a relação de cisalhamento

diferente do obtido quando se utilizou a lei proposta por Carreira e Chu (1986),

diferenças estas que não foram significativas no resultado final. Outro aspecto ob-

servado neste exemplo é que, a hipótese adotada na formulação de que para seções

aproximadamente simétricas pode-se considerar apenas os termos da diagonal da

matriz constitutiva, adotando o momento estático (Equação 2.21) igual a zero, é vá-

lida pois os resultados numéricos obtidos são bastante semelhantes entre si. Ainda

foi posśıvel ilustrar a possibilidade de, em uma mesma estrutura, existir seções com

configurações distintas de armadura.
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Quanto ao exemplo em que foram modelados os pilares de Razvi e Saatciaglu

(1989), foi posśıvel exemplificar uma situação onde, através da lei para compressão

obtida experimentalmente, modela-se um pórtico considerando o efeito do confina-

mento do concreto proporcionado pelos estribos. Além disso, foi posśıvel validar a

utilização de modelos mistos, que utilizam seção decomposta e seção homogeneizada

na análise de um pórtico plano.

No último exemplo foi modelado um pórtico plano. Neste exemplo, verificou-se

que os modelos baseados na decomposição da seção apresentaram um comporta-

mento mais ŕıgido, possivelmente provocado pela variação da posição da linha neu-

tra, que no caso do INSANE não é atualizada, aspecto este que deve ser investigado

em trabalhos futuros.

Com as simulações numéricas realizadas foi posśıvel exemplificar as diversas pos-

sibilidades de aplicação do modelo implementado. A entrada de dados feita a partir

de um conjunto de pontos discretos torna posśıvel e viável vários tipos de análises

sem a necessidade de implementar um novo modelo constitutivo. Conforme apresen-

tado nos estudos de caso, pode-se utilizar relações obtidas por modelos numéricos,

resultados experimentais e métodos anaĺıticos.

Nos modelos em que são usadas relações obtidas numericamente tem-se a van-

tagem do ganho computacional e a mesma precisão de um modelo mais sofisticado.

Para as relações obtidas com resultados experimentais tem-se a possibilidade de

reproduzir numericamente experimentos de laboratório, com possibilidades de: (1)

obtenção de informações de dif́ıcil medição na prática; (2) análise de modelos com

condições de carregamento e restrições diversas e (3) estudo de diferentes mode-

los estruturais. Já para a modelagem com relações obtidas analiticamente pode-se

realizar análises baseadas em normas técnicas.

Como sugestões para trabalhos futuros propõe-se: o desenvolvimento e imple-

mentação de modelos constitutivos baseados em relações tensões-deformações ge-

neralizada para outros elementos, como placas e cascas; uma implementação que
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permita representar relações tensão-deformação pontuais por um conjunto de pon-

tos discretos, assim como feito para o modelo de seção homogeneizada apresentado

neste trabalho; e o aprimoramento do modelo baseado na decomposição da seção

transversal com a atualização da posição da linha neutra a cada etapa de carrega-

mento.

Com relação à modelagem de estruturas de concreto, propõe-se o estudo de

modelos numéricos para a obtenção de relações generalizadas para a torção, que

uma vez validado, permitirá a implementação de outros modelos espećıficos como

grelha e pórtico espacial.

Outro aspecto a ser investigado em trabalhos futuros, com relação aos modelos

de seção homogeneizada, é a verificação da simplificação adotada, que considera o

momento estático igual a zero, em seções de concreto fortemente assimétricas.
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