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Resumo

Pereira, H. C. R., 2015. Estratégia de Enriquecimento para Métodos Baseados na
Particao da Unidade. Dissertacao, Universidade Federal de Minas Gerais, Belo Ho-

rizonte, MG, Brasil.

O método hp-Cloud é um método sem malha cuja principal caracteristica é a possibi-
lidade de enriquecimento das fung¢oes de forma, visando a construcao da aproximagao
do problema que se quer representar. De forma similar ao Método dos Elementos
Finitos Generalizados, o método hp-Cloud enriquece a Particao da Unidade, ob-
tida pelo método dos minimos quadrados méveis, que é a base para a construgao
das funcoes de forma do método Element-Free Galerkin. O interesse pelos métodos
sem malha deve-se a caracteristica principal de independéncia de malha, tornando-
os mais eficientes e mais precisos em certas situagoes particulares. Partindo deste
conceito, este trabalho mostra um estudo voltado a estratégia de enriquecimento,
utilizando Programacao Orientada a Objetos, valida para qualquer método de Parti-
¢ao da Unidade. Usando a plataforma INSANE, e nela a j& existente implementagao
do método Element-Free Galerkin, sao apresentados neste trabalho os principais con-
ceitos relativos a estratégia em estudo, assim como as alteragoes e inclusoes de novos
cédigos de programacao no INSANE, voltados para a analise linear de estruturas.
O trabalho apresenta os resultados numeéricos para algumas aplicacoes, avali-
ando a convergéncia e comparando os resultados com outros métodos mais conheci-
dos como o Método dos Elementos Finitos Generalizados e o préprio Element-Free

Galerkin. O estudo também verifica a influéncia de parametros como tamanho do

il



v

dominio de suporte, grau dos polinomios das funcgoes de base, enriquecimento intri-

seco e extrinseco e fator de penalidade.

Palavras-Chave: hp-Cloud, métodos sem malha, Multiplicadores de Lagrange,

Penalidade.



Abstract

Pereira, H. C. R., 2015. Enrichment Strategy for Partition of Unity based methods,

Federal University of Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brazil.

The hp-Cloud is a meshless method that present as its main feature the ability to
enrich the shape functions of the approximated problem. Working similarly to the
Generalized Finite Element Method, the hp-Cloud operates through of enrichment
of the Partition of Unity, obtained by the Least Square Method, which is the basis of
the Element-Free Galerkin Method. Appeal of the meshless methods is the mesh in-
dependence behavior, making them more efficient and more accurate in some special
situations. Based on this concept, this work tackle aspects of the implementation
of the enrichment strategy , using Object Oriented Programming, and valid for any
Partition of Unity Method. Using INSANE platform and the existing implementa-
tion of the FElement-Free Galerkin, it presented the main concepts relating to the
hp-Cloud Method, as well as changes and extensions of INSANE, focusing in linear
structural analysis.

The work presents the numerical results for two-dimension Elasticity problems,
evaluating their convergence and comparing them with other methods such as the
Generalized Finite Element Method and Element-Free Galerkin. The study also
checks the behavior of the method related to parameters like influence domain size,
degree of the polynomials basis, refinement h, p and the strategy of applying the

boundary conditions.



Keywords: hp-Cloud, meshless methods, Lagrange Multipliers, Penalty.
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Capitulo 1

Introducao

Os métodos sem malha experimentaram um substancial desenvolvimento a partir
do inicio da década de 1990, embora metodologias com estas caracteristicas ja fossem
estudadas desde a década de 1930 (Liu e Gu (2005))).

O interesse no desenvolvimento dos métodos sem malha foi essencialmente mo-
tivado pela limitacao do Método dos Elementos Finitos (MEF) na andlise de certos
tipos de problemas, dentre os quais podem ser citados aqueles que exigem conti-
nua reformulacao da malha como no caso de crescimento de trinca com caminho
arbitrario.

A principal caracteristica dos métodos sem malha é que o dominio é discreta-
mente representado por um conjunto de ndés em seu interior e sobre o seu contorno,
como apresentado na Fig. , onde se compara a discretizacao usando MEF e
usando métodos sem malha para um dominio bidimensional. A continuidade do
dominio é garantida por um suporte local, comumente chamado de dominio de su-
porte. Cada um dos dominios de suporte esta vinculado a um né e esta associado
a uma funcao de peso, também chamada de funcao de ponderacao. Esta funcao
de ponderacao possui caracteristicas de suporte compacto, ou seja, possui valores
nao nulos dentro do dominio de suporte e valores nulos fora dele. Cada dominio de
suporte deve conter uma quantidade de nés com uma determinada distribuicao, que

seja capaz de contribuir para se construir a aproximacao local do problema.



Métodos sem malha

Figura 1.1: Discretizacdo de um dominio bidimensional usando MEF e métodos sem
malha

Este trabalho tem como enfoque o método hp Cloud (Duarte e Oden (1995),
Duarte e Oden (1996)), um método sem malha baseado na formulac¢ao variacional
fraca de Galerkin, onde as fungoes de forma sao construidas a partir do Método dos
Minimos Quadrados Méveis (MMQM). Uma das caracteristicas deste método é a
capacidade de representar uma aproximacao através do enriquecimento das fungoes
de forma, usando determinados tipos de fungoes que sejam adequadas ao problema.

Para implementacao computacional do método hp-Cloud contou-se com o auxilio
da plataforma INSANE (Interactive Structural Analysis Environment), um ambiente
computacional construido em linguagem JAVA sob o paradigma de programagao
orientada a objetos, inicialmente concebido para se trabalhar com pesquisas rela-

cionadas ao MEF. A utilizacao do INSANE trouxe diversas vantagens, tendo em



vista que exclui a necessidade da implementacao de algoritmos para a solugao de
sistemas de equacoes ou integracao numérica, por exemplo. Isto porque a programa-
¢ao orientada a objetos permite o reaproveitamento de classes preexistentes. Outra
vantagem ¢é o fato de os métodos sem malha ja terem sido introduzidos no sistema
INSANE com os trabalhos de |Silval (2012)) e |Faria| (2014)). Os autores trabalharam
com o método sem malha Element-Free Galerkin (EFG) (Belytschko et al.| (1994)),
que também adota o MMQM para a construcao das fungoes de forma. De fato, o
método hp-Cloud parte do aprimoramento das funcoes de forma do EFG, através
de fungoes enriquecimento, que podem ser polinomiais ou nao.

Apesar dos métodos sem malha apresentarem vantagens importantes em rela-
¢ao ao MEF, varias questoes ainda precisam ser resolvidas para que eles se tornem
eficientemente competitivos em relacao a outros tipos de métodos numéricos. As
principais desvantagens dos métodos sem malha estao relacionadas a eficiéncia com-
putacional, a integracao numérica e, para os métodos que nao possuem a propriedade

do delta de Kronecker, a imposicao das condigoes de contorno essenciais.

1.1 Visao geral sobre os métodos sem malha

Os métodos sem malha surgiram como uma alternativa para a solucao de proble-
mas de valor de contorno (PVC). Dentre alguns métodos sem malha bem conhecidos
pode-se destacar o SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics), desenvolvido a partir
dos trabalhos de [Lucy| (1977)) e de (Gingold e Monaghan (1977). O SPH surgiu ini-
cialmente com o objetivo de se modelar fenomenos astrofisicos. A metodologia foi
entao delineada para a analise de problemas como condugao de calor, dinamica de
fluidos e fenomenos relacionados a sélidos elasticos e analise de fraturas. O Método
das Particulas Reprodutoras de Nucleo, ou RKPM (Reproducing Kernel Particle
Method) (Liu et al|(1995))) foi apresentado como uma melhoria para o SPH, onde os

autores propuseram uma fungao de correcao para as fungoes de nicleo deste tultimo.



Nayroles et al.| (1992)) introduziram uma nova categoria de método sem malha,
a qual ficou conhecida como DEM (Diffuse Element Method), ou Método dos Ele-
mentos Difusos. Estes autores substituiram a interpolacao Lagrangeana do MEF
por uma funcao de minimos quadrados ponderados e, assim como no MEF, a apro-
ximagao era construida como uma combinacao linear de fungoes de base. Uma
caracteristica importante é que, neste método, nao era necessariamente observada a
propriedade de interpolacao das fungoes de forma, como ocorria no MEF, apesar de
ter sido assumida pelos autores.

A evolugao do Método dos Elementos Difusos veio com Belytschko et al.| (1994),
com um método que ficou conhecido como Element-Free Galerkin (EFG), onde os
autores verificaram consideravel melhoria de precisao no método com o uso de mul-
tiplicadores de Lagrange para assegurar as condicoes de contorno essenciais, com a
adocao de espacos de quadratura de alta ordem, usando uma célula de base, com
o objetivo de dar suporte a integracao numérica e com a inclusao de certos termos
nas derivadas das funcoes de aproximacao originalmente omitidos. Em seu trabalho,
Belytschko et al|(1994)) identificaram que as fungoes de forma usadas por Nayroles
et al. (1992) no DEM, eram as funcoes de Minimos Quadrados Méveis idealizadas
por |Lancaster e Salkauskas| (1981)), |Gordon e Wixom| (1978) e McLain| (1974).

Algums aspectos do EFG, como o fato de se constituirem uma Particao da Uni-
dade (PU), foram explorados por|[Duarte e Oden| (1995)) para a construgao de espagos
de aproximacao, através do enriquecimento das funcoes de forma. Este novo mé-
todo, chamado hp-Cloud, explorava a caracteristica de reprodutibilidade garantida
pela PU. Uma particularidade deste método é que nao era imperativo que o enri-
quecimento fosse constituido de fungoes polinomiais, de tal forma que poderiam ser
utilizados quaisquer outros tipos de funcoes. Outro atributo é a possibilidade do

uso das fungdes de Shepard (Shepard| (1968)) na composicao das fungoes de forma,



além do fato de que cada né poderia ser enriquecido individualmente. A possibili-
dade do enriquecimento da PU tornou-se um prolifero campo de estudos. Dentre
os trabalhos relacionados, podem ser citados o Método dos Elementos Finitos de
Partigdo da Unidade (Melenk e Babuskal (1996)), Babuska e Melenk| (1997))), o Mé-
todo dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)(Oden et al.| (1998), Strouboulis
et al. (2000)), e o Método dos Elementos de Contorno Generalizados de Galerkin
(Nicolazzi et al.| (2005))).

Outro método sem malha popular é o Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG)
(Atulri e Zhy| (1998)), onde também sao utilizadas as fungdes do MMQM na ob-
tengao das fungoes de forma. Este método nao necessita de uma malha global para
a construcao das funcgoes de aproximacao, tal como para a integracao. Devido a
isso, os autores o denominam de método sem malha verdadeiro. Apesar disso, a
falta de simetria no sistema de equagoes aumenta de forma consideravel o custo
computacional do método.

O Point Interpolation Method (PIM) , desenvolvido a partir dos trabalhos de
Liu e Gul (2001)), ¢ um método sem malha que utiliza interpolagoes na construgao
das funcoes de forma. Desta maneira, este método possui a propriedade do delta de
Kronecker, diferentemente dos métodos que utilizam o MMQM.

Outros métodos sem malha podem ser encontrados na literatura, alguns nascem
como a combinagao de conceitos ja existentes em outros métodos, outros surgem com
novas caracteristicas. Para uma visao um pouco mais aprofundada sobre alguns dos
principais métodos sem malha, recomenda-se os trabalhos de [Liu (2010) e de |Chen

et al.| (2006).



1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Embora o MEF seja, atualmente, a ferramenta numérica mais empregada na
solugao de problemas de mecanica dos solidos, outras técnicas, como a dos Méto-
dos sem Malha podem se mostrar mais vantajosas em varios tipos de problemas.
Assim, seguindo esta linha de pensamento, esta dissertacao teve o objetivo de estu-
dar o método sem malha hp-Cloud e inclui-lo no ambiente computacional INSANE

(INnteractive Structural ANalysis Environment).
1.2.2 Objetivos especificos
Os objetivos especificos deste trabalho foram:

1. Efetuar a implementacao computacional do método hp-Cloud no sistema IN-

SANE;
2. Demonstrar as vantagens do enriquecimento da Particao da Unidade;

3. Realizar testes numéricos e compara-los com os resultados de outros métodos,

com o EFG e o MEFG;

4. Realizar estudo envolvendo o emprego de algumas técnicas de imposicao de

condicoes de contorno essenciais.

1.3 Organizacao do texto

O texto desta dissertacao possui cinco capitulos, além desta introducao, e esta
organizado da forma descrita na sequéncia.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos basicos do hp-Cloud, partindo da equacao
da forma fraca até a montagem do sistema matricial. O capitulo 3 descreve a

implementacao computacional no sistema INSANE, representado através do uso de



diagramas UML’s. O capitulo 4 apresenta as simulacoes numéricas que validam a
implementacao computacional. O capitulo 5 relata as conclusoes e as consideracoes

finais deste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos

Neste capitulo, as equacoes basicas da mecanica do continuo serao resumida-
mente apresentadas, com o objetivo de servir de referéncia para os capitulos pos-
teriores. A formulacao variacional fraca, da qual o método sem malha apresentado
neste trabalho deriva, é mostrada na sequéncia. Um tratamento mais completo sobre
mecanica do continuo pode ser encontrado nos trabalhos de [Timoshenko e Goodier

(1951)), Boresi et al.| (2011) e Saad| (2005).

2.1 Componentes de tensoes e deformacoes

Para um sélido eléstico tridimensional submetido a forgas externas (Fig. [2.1)), as

tensoes as quais o mesmo fica submetido pode se representado pelo tensor de tensoes

de Cauchy,
Ozx Ozy Oxz
A= 1| oy oy 04 (2.1)
Ozz Ozy Oz
O tensor de tensoes de Cauchy pode ser representado da seguinte forma,
ol = { Ous Oyy O Oys Opz Oy } (2.2)

O vetor da Eq. (2.2]) possui apenas seis das nove componentes da Eq. (2.1)),
tendo em vista que 0,y = Oyy, 0.y = Oy, € Op, = 0.

De forma andloga, o tensor de deformacoes E também pode ser reduzido a um

10
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I'u

Figura 2.1: Representagao de um corpo sélido

vetor,

€T:{ Ezxx Eyy Ezz Vyz Vaz ’Yocy} (23)

A relacao entre a deformacao e o deslocamento pode ser dada por

e =Lu (2.4)
onde,
u
u = v (2.5)
w

sendo u, v e w o deslocamento nas direcoes x, y e z, respectivamente e L, o operador

diferencial, dado por

[ 0/0x 0 0 |
0 9/oy 0
L_ 0 0 9/0z (2.6)
0 09/0z 0/0y
0/0z 0 0/ox
| d/0y 0/0x 0O
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2.2 Relacoes constitutivas

A relacao entre as tensoes e as deformacoes de um corpo sélido é dada pelas
equacoes constitutivas, também conhecidas como lei de Hooke generalizada. Assim,

esta relacao pode ser representada matricialmente como
o =De (2.7)

Considerando um material elastico e isotropico, a matriz constitutiva D possui

a seguinte forma,

Dy D1 Dy 0 0 0
D1y D1 Dy 0 0 0
Dy Dy, D 0 0 0
D — 12 12 11 (28)
0 0 o0 Zube 0
0 0 0 0 Do Do 0
. 0 0 0 0 0  DuPe |
onde,
Dei — E(l1-v) (2.9)
YT -2 +v) '
e?
E
Dis = Y (2.10)

(1—-2v)(1+v)
Nas Eq. (2.9) e (2.10)), £ é o médulo de elasticidade e v o coeficiente de poisson

do material.
Para problemas bidimensionais, a matriz mostrada na Eq. (2.8) pode ser redu-

zida. Assim, para estado plano de tensoes, ela possui a forma

1 v 0
E
Dzl_ s v 1 0 (2.11)
00 (1-v)/2

E, para estado plano de deformagoes, a forma

piw |,

1—v

D= v 2.12

i—oyi+n) | ™ 1 Y (2.12)
0 0 1-2v
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2.3 Forma fraca em mecanica dos solidos

Considere o corpo mostrado na Fig. com um dominio £2 e um contorno I'.
O corpo estd submetido & forcas externas t aplicadas sobre o contorno natural, ou
de Neumann, I';. O deslocamento do corpo fica restrito pelas condi¢oes de contorno
essenciais, ou de Dirichlet, I';,. O funcional de energia para este problema, supondo

condicoes de contorno essenciais homogénea, é dado por

1 1 _
= - / paladQ — = / elodQ) + / u’'bdQ) + / u’tdl’ (2.13)
2 Q 2 Q Q Ty

Na Eq. , b representa as forcas de corpo, u representa o campo de desloca-
mento e 1 sua derivada primeira em relagao ao tempo. Ainda, p representa a massa
especifica do corpo.

Este funcional deve ser minimizado, assim, invocando a condicao de estacionari-

edade, tem-se:

1 1 _
ST =4 {— / pa’adQ — - / elod) + / u’bd) + / uTtdF] =0 (2.14)
2 Q 2 Q Q Tt

onde 9§ é o operador que representa variacao.
A solugao da Eq. (2.14)), ou seja, para o principio da minima energia potencial

total com 0II = 0 no caso estatico, resulta:

— / selad + / su’bdQ + [ su'tdl =0 (2.15)
Q Q

Tt

A Eq. (2.15) ¢é conhecida como forma fraca de Galerkin.

2.4 Aproximacao pelo método hp-Cloud

O método hp-Cloud utiliza as fungoes de Minimos Quadrados Mdveis para a
obtencao da aproximacao, em contraste com as funcoes lagrangeanas utilizadas no
MEF. A discretizagao do método é feita inteiramente através da distribuicao de

nos no dominio do problema e sobre seu contorno, logo, nao ha a necessidade da
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construcao de uma malha para a discretizacao do dominio. Como sera demonstrado
posteriormente, caso o método de integracao numérica seja através da quadratura
de Gauss, existe a necessidade de criagao de célula de base com o objetivo de dar
suporte a integracao. Como nao ocorrem conectividades fixas entre os nds, conforme
Duarte| (1995)), o método ainda pode ser considerado sem malha. Um dominio local,
chamado de dominio de suporte, ird garantir a continuidade do problema através
de sobreposicoes mutuas. Em geral, este dominio de suporte pode ser radial ou
tensorial e deve englobar varios nos E|, conforme ilustrado pela Fig para o caso

bidimensional.

Q]

Dominio de
suporte

Figura 2.2: Representacdo do dominio de suporte no R?

2.4.1 O Método dos Minimos Quadrados Modveis

Para o Método dos Minimos Quadrados Moveis, suponha uma funcao escalar
continua u : Q — R, Q C R? para d = 1,2,3. Para esta construcdo, deseja-se
aproximar uma funcio na qual ha um conjunto de valores Qx = {u}Y em N pontos

nodais, de tal forma que x; pertenca ao dominio fechado 2, ou seja, considerando

INo caso de enriquecimento intrinseco, a cobertura do dominio de suporte depende do grau do
polindmio que se deseja representar usando o MMQM, conforme exposto na Secao
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todos os pontos em seu interior e sobre seu contorno. A aproximacao local @(z) é
construida em cada coordenada x do dominio, com o emprego de um subconjunto de
n(z) < N pontos vizinhos Qn) C Q. Esta aproximacao pode entdo ser expressa
na forma de uma combinacao linear de funcoes de base, geralmente polinomiais

P ={p™, ()}, (m < n(x)), sendo m o nimero de monoémios das fungoes de base,

conforme a Eq. (2.16)).

u(x) & i(x) = Y pi(x)a;(x) = P’ (x)a(x) (2.16)
As funcgoes de base P, com m funcgoes linearmente independentes, geralmente
sao constituidas de um conjunto de monémios Py, construidos sobre o triangulo

de Pascal para o caso bidimensional (Fig. ou tetraédro de Pascal para o caso

tridimensional (Fig. [2.4)).

Figura 2.3: Triangulo de Pascal para dominios bidimensionais

Na Eq. (2.16)), a(x) é o vetor de coeficientes dado por
a’(x) = [a1(x) aa(X) ... am(x)] (2.17)

sendo que o vetor de coeficientes a(x) é dado em fungao de x.
De maneira geral, as fungoes de base possuem as seguintes propriedades (Lan-

caster e Salkauskas (1981))):
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Figura 2.4: Tetraédro de Pascal para dominios tridimensionais

I
—

1. P1 (X)

2. pi(x) € C*(Q), i = 1,...,m (onde, para qualquer inteiro nao negativo b, o
espaco C?(2) é definido como o conjunto de todas as funcoes, as quais, junto

com suas derivadas de ordem até b, sdo continuas sobre o dominio, §2).

3. {pi(x)}", sdo linearmente independentes sobre algum grupo m (pontos no-

dais pertencentes ao dominio de suporte) de N pontos dados em um dominio

fechado €.

Assim, a titulo de ilustracao, utilizando funcées de base polinomial, tem-se, para
o caso unidimensional,

P, = [1 x} , base linear (2.18)

P} = [1 T ;pﬂ , base quadratica (2.19)
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para o caso bidimensional,
P, = [1 Ty xy] , base bilinear (2.20)

P; = [1 r oy vy z? y2}, base biquadratica (2.21)

e para o caso tridimensional,
Pr = [1 x Yy z xy T2 yz] , base trilinear (2.22)

P} = [1 vy z vy vz yz o2 9P zz], base triquadratica (2.23)

O vetor de coeficientes a(x) da Eq. (2.16) é determinado através da minimizagao
do funcional

n(x)
J(x) =Y W;x){P"(x))a(x) — i;}> (2.24)

j=1

onde n(x) é o nimero de nés no dominio de suporte de x para o qual a fungao de
ponderagao W;(x) = W(x; — x) # 0, e u; é o parametro de deslocamento nodal
em X = X;, obtidos com a solugao do sistema de equagoes, conforme serd mostrado
posteriormente. Em geral, a fun¢ao aproximadora @(x) (Eq. nao passa pelos
pontos nodais e os parametros de deslocamento %; nao pertencem a curva definida

pela fungao aproximadora, conforme ilustrado na Fig[2.5para o caso unidimensional.

Fazendo
%;Z _ 0 (2.25)
%[Pa —1]"W[Pa—1] =0 (2.26)
Resolvendo a Eq. , encontra-se
P"WPa = P"Wu (2.27)

As matrizes podem entao ser agrupadas da seguinte maneira:

n(x)
A(x) = PTWP =) W(x)p(x;)p" (x,) (2.28)

=1
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t(x)

(75

@

1 °

T |
| | |
| | |
| | |
| | | |
I | I I
I | I I
I | I I
I | I I
I | I I
| | | |

Xi2 Xi1 Xi Xi+1 Xi+2 X

Figura 2.5: Funcao aproximadora @(x) e parametros de deslocamento ; na aproximagao
usando MQM.

B(x) =P'W = nz(xj) Wi(x)p(x:) (2.29)
A Eq. torna-se h
A(x)a(x) = B(x)u (2.30)
entao
a(x) = A(x) 'B(x)u (2.31)

Uma vez isolado o vetor a(x) (Eq. , este pode ser substituido na Eq. (2.16]).

Assim encontra-se:

u(x) ~ U(x) = &7 (x)1 = Z ¢, (x) il (2.32)
onde
d'(x) = P (x) A (x)B(x) (2.33)

ou em notacao indicial

¢j(x) = ZPi(X) A7 (x)B(x)]; (2.34)

¢;(x) é a funcao de forma obtida a partir da aproximacao pelo Método dos Minimos

Quadrados Méveis, associada ao ponto nodal x;. Observa-se que a existéncia de
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¢;(x) esta condicionada & nao singularidade da matriz A(x), conhecida como matriz
de momentos. Este quesito é atendido nos casos em que o numero de nés (n(x))
dentro do dominio de suporte seja muito maior que o nimero de mondmios (m)
das funcgoes de base, o que garante que esta matriz seja bem Condicionadaﬂ Apesar
disso, Liu e Gu (2005) afirmam que nao ha um valor tedrico para esta escolha, de
tal forma que isto deve ser determinado através de experimentos numeéricos.

As derivadas parciais das fungoes de forma ¢;(x) podem ser obtidas pela Regra
da Cadeia. Sendo assim, a derivada primeira apresentada por Belytschko et al.

(1994) como correcao dos trabalhos de Nayroles et al.| (1992)) é dada por:

m

Sik =Y [Pin(A'B)y +pi(AT'B+ AL'B); (2.35)

=1

N

Pode-se observar que a classe de funcgoes {qﬁj}j:l, consistindo de N nuvens wj,

centradas nos pontos x;, para j=1,...,N, atendem em parte a definicao de Particao

da Unidade (PU) de Duarte e Oden| (1996)):

O que significa que além das funcoes de forma satisfazerem as exigéncias de con-
tinuidade do problema, a soma dos valores das fungoes ¢;(x), calculadas em cada
ponto x, deve ser igual a um. Com isso, pode-se garantir a reprodutibilidade da
solucao a medida que se aumenta o nimero de pontos nodais z; da discretizagao.
Adicionalmente a estas caracteristicas, as fungoes de forma devem possuir suporte
compacto, ou seja, devem ser nulas fora do dominio de suporte.

Uma vez que P € C*(w;) e W;(x) € C}(w;), as fungoes de forma terdo a seguinte
caracteristica:

¢;(x) € 5"V (w)) (2.36)

2excetuando-se casos degenerados.
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Em outras palavras, supondo que as fungoes de base do conjunto P sejam defi-
nidas por monodmios, ocorrerd que P € C*. Por consequéncia, tendo em vista que
W;(x) € Cl(w;), implicard que as fungoes de forma pertencerao ao espago C}(w;).
Isso define a regularidade das funcgoes de aproximacao tanto em relacao a regula-
ridade das funcoes de ponderacao W;, quanto em relagao ao grau de aproximacao
polinomial do conjunto Py (Nicolazzi et al. (2005)). A Eq. é provada por
Duarte e Oden| (1995)).

Importante notar que as func¢oes de forma construidas a partir do Método dos
Minimos Quadrados Mdveis nao possuem a propriedade do Delta de Kronecker, ou
seja, as funcoes obtidas sao curvas ou superficies suaves, nao passando através de
suas coordenadas nodais, ao contrario do que ocorre no MEF. Portanto, estas funcoes
nao constituem uma interpolacao, ou seja, o método é nao-interpolante. Neste caso

ocorre apenas uma aproximacao.

2.4.1.1 Funcoes de Ponderacao

As funcoes de ponderagao tém o objetivo de minimizar as distancias entre a
funcao exata e a funcao aproximada. Esta funcao atua de forma a assumir um valor
maximo no ponto onde se pretender obter um menor erro. A distribuicao das fungoes
de ponderagao se da ao longo do dominio e cada uma delas pode estar associada a
um noé ou a um ponto de coordenada especifica diferente da coordenada nodal. Por
outro lado, cada funcao de ponderacao esta associada ao dominio de suporte, de
tal forma que apenas os n pontos nodais dentro do dominio de suporte contribuirao
para a construcao das fungoes de forma. Assim, a funcao de ponderagao W;, também
conhecida com funcao de peso, possui valores nao nulos apenas na vizinhanca w; do

ponto x;, onde w; representa o dominio de suporte do ponto x; (Fig. 2.2)), limitada
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por uma regiao de raio Rjﬂ, ou seja:
w; ={x € R |x — x;|| < R;} (2.37)

A fungao de ponderagao W;(x) pertence ao espago C(w;), ou seja, ao espaco
de funcoes continuas com suporte compacto até a ordem [. Em outras palavras, a
funcao W;(x) é [ vezes continuamente diferencidvel e possui valor igual a zero fora
da nuvem para a funcao e suas [ derivadas. De acordo com [Liu e Gu| (2005)), as
funcoes de ponderacao devem possuir valores maiores que zero dentro do dominio de
suporte, devem ser nulas fora dele, devem decrescer de forma mondtonica a partir
da regiao de interesse e devem ser suficientemente suaves, principalmente sobre o
contorno da nuvem. Sendo assim, é comum a utilizacao de fungoes do tipo Splines

ou exponenciais (Fig. , como por exemplo as funcgoes do tipo Spline cibica,

%—47“?—}—47’?, ser; < 0,5
Wix) = Q3 —drj+4r2 — 43, se0,5<r;<1 (2.38)
0, ser;>1

spline quértica,

1—67”?-+87“§?—3r‘-1 ser; <1

W;(x) = ! (2.39)
0, ser; > 1
e exponencial,
exp*(rﬂ'/ﬁ)Q, ser; <1
W;(x) = (2.40)
0, ser; >1

onde 3 é uma constante e
e

rj= (2.41)
J

A Fig. apresenta os graficos dessas trés funcoes de ponderacao e a Fig.

mostra suas derivadas primeira.

3Isso ocorre para dominio de suporte radial. Caso o dominio de suporte seja tensorial, o raio
R; deve ser substituido pelas respectivas dimensoes do retangulo.
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1.2

— Spline cubica
-------- Spline quéartica
————— Exponencial ||

;o7 voN
0.8~ ;o LN 4

0.2 I I I I I I I I I
1 K K K N

Figura 2.6: Fungoes de ponderacao do tipo Spline cibica, Spline quértica e exponencial
com constante 8 = 0,3.

O raio do dominio de suporte R; pode ser obtido da maneira adotada por Dolbow
e Belytschko (1998), na qual se admite um fator de escala ¢; multiplicado pela
distancia entre os nods, ou seja:

R; = RupaaC; (2.42)

onde ¢; ¢ um parametro de escala adimensional, tendo sido adotado entre 2 e 4 por
estes autores para problemas de andlise estatica, e R,... é a distancia entre dois
nés adjacentes. Apesar disso, Liu e Gul (2005) afirmam que o valor do parametro
de escala deve ser pré-determinado antes da analise, e usualmente é estabelecido
levando-se em conta experimentos numeéricos de problemas de referéncia que ja pos-
suem solucao. Caso o dominio de suporte seja tensorial no R?, por exemplo, consti-
tuido de um retangulo de area ab, R; é substituido por a ou b, conforme a respectiva

direcao analisada. Portanto, para dominios de suporte tensoriais, o valor R; ¢ igual
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— Spline cubica
S Spline quéartica
s [ b Exponencial |

____________

dW/dx

Figura 2.7: Derivada primeira das funcoes de ponderacao do tipo Spline cubica, Spline
quartica e exponencial com constante 5 = 0,3.

a base ou a altura do retangulo.

2.4.2 Funcgoes de Shepard
Considerando o caso particular em que PT = Py = {1}, a Eq. (2.28)) e os ele-
mentos da matriz B(x) da Eq. (2.29) tornam-se, respectivamente:
AX) =) Wix) =) W(x —x) (2.43)
i=1 i=1
B; = Wj(x) = Wj(x; —x) (2.44)
e as fungdes de forma (Eq. [2.34) passam a ser

_ W% =%)
> i Wilxi — x)

A Eq. (2.45) é conhecida como Fungoes de Shepard (Shepard| (1968)). Apesar

¢;(x) (2.45)
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destas fungoes representarem de modo exato apenas fungoes constantesﬂ elas per-
mitem que se dispense o célculo da inversa da matriz A(x), o que resulta em menor
custo computacional, assim como anula a possibilidade de singularidade desta ma-
triz. Além do mais, Duarte e Oden| (1996]) provaram que a taxa de convergéncia nao
depende apenas da ordem dos polinomios do grupo Pk.ﬂ Neste caso, a representacao

de polinémios de graus maiores fica por conta do enriquecimento extrinseco.

2.4.3 Propriedades das funcoes de forma

Consisténcia

Considere %(x) uma aproximagao para u(x), dada por:

i(x) = Z pi(X)u;, x € Q (2.46)

sendo n o nimero de nés no dominio, p as fungoes de base e u; o parametro nodal
associado ao i-ésimo né. A consisténcia da funcao de forma é a habilidade da mesma
em reproduzir a ordem completa do polinomio. Assim, se a ordem do monomio da
funcao de base é k, a funcio de forma possui consisténcia C*.

Para o caso bidimensional por exemplo, dado que x = [z, y], a consisténcia linear

é satisfeita se sao verificadas as seguintes igualdades

> pilx) = 1 (2.47)

sz-(x):ci =z (2.48)

2Py =y (2.49)

4Nao obstante & esta afirmacao, pode-se perceber pelos resultados do Cap. que a0 se comparar
o hp-Cloud com MEFG para um dado valor de p nota-se que as fungoes racionais do MMQM podem
representar algo além de simplesmente monémios, tendo em vista os bons resultados obtidos.

5Lembrando que indice k denota o grau das funcoes de base usadas na construcdo das funcoes
de forma, ou seja, se referindo ao enriquecimento intrinseco.



25

As condigoes de consisténcia de ordem k sao dadas por
D pix)af=af, 0< <k x€Q (2.50)
i=1

Reprodutibilidade

Embora haja certa similaridade com a consisténcia, Liu (2002) separa ambos os
conceitos. O autor considera reproducao como a capacidade em reproduzir fungoes
que estao nas funcoes de base. Em contrapartida, consisténcia enfatiza a reprodu-
tibilidade da ordem completa do polinomio. Como afirmado pelo autor, as funcoes
do MMQM podem reproduzir exatamente qualquer funcao que aparece na base.
Particao da Unidade

Como ja dito anteriormente, as fungoes de forma do MMQM constituem uma
Particao da Unidade:

n
Y bix) =1 (2.51)
i=1

Esta propriedade é essencial para que se atendam os critérios de convergéncia a
medida em que o problema é refinado (Barros e Proencal (2000)).
Falta da propriedade do delta de Kronecker

Esta é uma importante caracteristica inerente as funcoes do MMQM e que nao
ird permitir que as condigoes de contorno essenciais sejam impostas de forma direta.
Como consequéncia, é necessario recorrer a métodos alternativos para contornar este
problema. Neste trabalho serao estudadas duas metodologias, os multiplicadores de
Lagrange e o método da penalidade. Além do mais, serd demonstrado outra técnica

de imposicao de condig¢oes de contorno, que é o acoplamento com o MEF.

2.5 Familia de funcoes do método hp-Cloud

As fungoes de Shepard (Eq. [2.45)) podem reproduzir constantes, mas em geral,
nao possuem a capacidade de representar polinomios de primeiro grau ou maiores.

As funcoes do método hp-Cloud sao obtidas pela multiplicacao da PU por funcoes
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que possuam boa capacidade de aproximacao, como fungoes polinomiais, harmoni-
cas, exponenciais, trigonométricas, etc. (Duarte|(1996))), de tal forma que as fungoes
de aproximacao do hp-Cloud passem a ter a capacidade de representar, através de
combinagao linear, polindmios de qualquer grau H

Os possiveis tipos de aprimoramento para este método numérico podem ser clas-
sificados como refinamento h, enriquecimento intrinseco e enriquecimento extrinseco,
ou seja:

Refinamento h: consiste na adigao de nés ao modelo. Pode ocorrer sem ou com
o aumento do raio do dominio de suporte, ou mesmo com sua diminiugao. Embora
isso possa melhorar a precisao do modelo por um lado, por outro pode aumentar
consideravelmente o custo computacional. De acordo com |Chen et al| (2006), o
melhor tipo de refinamento h parece ser aquele no qual novos nés sao adicionados,
mas o raio do dominio de suporte destes novos nés é menor que o raio dos nos
inicialmente empreados. Com isso, melhora-se a precisao dos resultados, onde estes
novos nés foram introduzidos, e a um custo computacional menor.

Enriquecimento intrinseco k: consiste em se aumentar a ordem do polindmio.
Para o Método dos Minimos Quadrados Méveis, como feito por [Belytschko et al.
(1994) no EFG, isso é feito aumentando-se a ordem dos monoémios das fungoes de
base P,. Em certas situagoes também é aumentado o raio do dominio de suporte,
com o objetivo de se garantir a ndo-singularidade da matriz A(x).

Enriquecimento extrinseco p: trata da melhoria da aproximacao com o uso de
funcoes de enriquecimento. Para um problema com comportamento polinomial, isto
é feito multiplicando-se a PU por monomios. Este tipo de enriquecimento conse-
gue, assim, representar o polinomio da solucao analitica do problema com grande
precisao.

Para este objetivo, considera-se a introducao de uma categoria de funcgoes de

6Ressaltando, a titulo de exemplo, que o enriquecimento seja polinomial.
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base Ppﬂ denotando uma nova classe de polindbmios de grau menor ou igual a p, de
tal forma que k£ < p. Uma possibilidade para a construcao de P, é utilizar também
o mesmo conjunto de monomios definidos na Segao [2.4.1} A familia de fungoes, para

enriquecimento polinomial, pode ser entao definida por:
¥ =X U{df L)} 1< j < N0 <i<m} (2.52)

onde N ¢é o numero de nuvens, m ¢ o nimero de monomios associado a base P,
L;(x) sao as fungoes de enriquecimento extrinseco que podem ser dadas por L] (x),
L7(x) ou L% (x) caso o problema seja dado no R', R? ou R?, respectivamente.

Assim, LI(x) = L"(z), L*(x) = L"(x)L*(y) e LI (x) = L"(x)L*(y)L'(z), para

0<rst<p.
A Eq. 1) evidencia a adicao hierdrquica de elementos ao grupo {¢f(x) ;\121’

de tal forma que este grupo represente, através de combinagao linear, polinomios de
grau pf

Duarte e Oden| (1996)) provam que, se as fungdes da Particao da Unidade {¢f}§vzl
forem linearmente independentes no R?, entdo as funcoes da familia Sﬂi}p também o
serao.

Observa-se que a familia de fungoes do método, tanto para o EFG quanto para
o hp-Cloud, gerada pelo Método dos Minimos Quadrados Mdveis, nao sao fungoes
polinomiais. Apesar disso ela tem a capacidade de reproduzir, através de combinacao
linear, polinomios de qualquer ordem.

A aproximagcao para a funcio u(x) (Eq. [2.32), com o enriquecimento extrinseco,

pode entao ser dada por:

ul) ~ i(x) = D 0,00, + Y Lix)bi} (253)

70 indice p denota o grau das funcoes de enriquecimento extrinseco.
8 A adicdo hierdrquica implica que o conjunto de monémios Pj, contenha o conjunto de monémios
Pr_1.
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onde L; é o elemento genérico das fungoes de base P, bj; sao constantes introduzi-
das devido ao enriquecimento hierdrquico e u; s@o os parametros de deslocamento
conforme Secao [2.4.1]

Cabe observar que o enriquecimento nao precisa ser formado por fungoes exclu-

sivamente polinomiais. Nesta caso, generalizando a Eq. (2.52)), tem-se:
N = {0 U{fLu(x)} 1 1< < N30 < i <) (2.54)

onde Lj; representar qualquer tipo de funcao que se deseja aproximar e que forme

uma base de fungoes em nimeros de m;.

2.6 Imposicao de condicoes de contorno

Em mecanica dos sélidos, o equilibrio de um corpo no R?, submetido a condicoes
de carregamento e deslocamento inicial, pode ser representado pelo seguinte conjunto

de equagoes diferenciais parciais:

Vo+b=0em () (2.55)
sendo as condigoes de contorno dadas por:

o -n=t, sobre Iy (2.56)

u = 1, sobre I, (2.57)

onde o representa o tensor de tesoes, b representa as forgas de corpo, n representa o
vetor normal unitdrio sobre o contorno e apontando para fora, t representa as forcas
prescritas por unidade de area sobre o contorno de Neumann I'; e @1 os deslocamentos
prescritos sobre o contorno de Dirichlet I',,.

Conforme citado anteriormente, as func¢oes de forma obtidas através do MMQM

nao possuem a propriedade do delta de Kronecker:

lsei=7
Gi(Xi) # 0ij = (2.58)
Osei+#j
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Esta caracteristica implica que as condigoes de contorno essenciais nao podem ser
impostas de forma direta como ocorre no MEF e ainda, sao obtidas apenas de forma
aproximada. Neste caso, é necessario recorrer a algum método alternativo. Dois
métodos muito utilizados para este fim e que serao apresentados a seguir, sao o
método dos multiplicadores de Lagrange e o método da Penalidade, os quais atuam
sobre a forma fraca de Galerkin. Outra forma de impor as condi¢des de contorno
essenciais nos métodos sem malha é o acoplamento com o MEF'. Esta técnica também

é ilustrada na sequéncia.

2.6.1 O método dos multiplicadores de Lagrange

Uma das carateristicas que diferencia o EFG do Método dos Elementos Difusos
¢ a utilizacao do método dos multiplicadores de Lagrange para a imposicao das con-
digdes de contorno essenciais, conforme o trabalho de |Belytschko et al.| (1994). Para
os métodos sem malha nao-interpolantes, um termo relacionado aos multiplicadores
de Lagrange deve ser adicionado a equacao de equilibrio na forma fraca, (Eq. :

/ Alu — @)dl (2.59)

sendo A o vetor de mutiplicadores de Lagrange.

Desta forma, a Eq. (2.15]) é reescrita como
/ sl odQ)— / su’bdQ — 5uTtdF / SA(u—u)dl — / su”Adl' = 0 (2.60)
Q Q r

O multiplicador de Lagrange A ird cumprir o papel de aproximar a igualdade
u = u, garantindo, de maneira aproximada, a imposicao da condicao de contorno
essencial. Este multiplicador de Lagrange é uma fungao incognita de x que deve
ser calculada ao longo do contorno essencial que define as restricoes do problema.

Elas geralmente sao interpoladas usando os valores nodais sobre este contorno. Para
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problemas bidimensionais, define-se,

o
A N, 0 N, 0 he
Ax)=4 A= o D | =N (2.61)
Ao 0 Ny --- 0 Ny
)\un)\
)\uv)\

onde N; sao as fungoes de forma interpolantes do i-ésimo né sobre o contorno de
Dirichlet, tais como as usadas no MEF, nA é o nimero de nés usados na construgao
deste sistema, e A é o vetor que define o nimero de multiplicadores de Lagrange
sobre os nés do contorno. Matricialmente, a Eq. pode ser escrita como
SIRAEIETAEE S
/\:Z:[ . N]{ N }:;Nl)\i (2.62)
Em geral, as fungoes de forma N podem ser dadas, para uma coordenada s ao longo

do contorno de Dirichlet, por

n HT'Z:()(S - Si) .
Ni(s) = == —— parai # k 2.63
(s) T # (2.63)

Para o caso de interpolagao linear, n = 1, nos pontos s = sy e s = s1, tem-se as

seguintes funcgoes

S — 851

No(s) = — (2.64)
Ni(s) = SS __380 (2.65)

Portanto, para o caso linear, as fungoes de forma serao dadas por fungoes lineares
unindo nés adjacentes.
A aproximacao local para o método hp-Cloud, a qual ird considerar os nds dentro

do dominio de suporte, é dada no dominio bidimensional por

u = { ! } (2.66)
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e serd representada matricialmente como

N\ 7~
N
—_

u'= | [pLl [¢Ll ... [¢L]. ) (2.67)

sendo
¢; 0 ¢;jLp 0 . ¢ijmj 0
0 o 0 o;Lji ... 0 fbijm]-

ou equivalentemente,

[9L]; = (2.68)

n
u = Z P, (2.69)
i
Na Eq. (2.67), ¢; sdo as funcoes de forma do MMQM, L, sao fungdes de enri-
quecimento até a ordem p, u; e v; sao parametros de deslocamento relacionados as
diregoes x e y, respectivamente, b; sao constantes introduzidas pelo enriquecimento
hierarquico.

As deformacoes sao obtidas da seguinte forma:

r \
U;
. PR ’U
— _ d E ! — W
e—LZgoiul—Z 0 3 [ 0 ¢ - &L ] : _ZBZul
) [ a9 8 1 1=p . )
o] oz
Y \ b]p ) ( )
2.70
onde
iz 0
B, = 0 @iy (2.71)

Spi,y Qpi,:v
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onde ¢; , e p;, representam as derivadas das funcoes de forma enriquecidas, em

relacao as diregoes x e y, respectivamente. Ao substituir as Eq. (2.70)), e
E69) na Bq. E60), tem-se

/(5 Xn:Blu, Zn:Bjuj dQ+
Q P -
’ n T n T
- / 4} Z%Ui b—/ d Zgoiui
Q i It i
'y i Iy i

Agrupando a Eq. (2.72)) na forma matricial apds a aplicagdo do teorema funda-

T

D

tdl+

T
Al =0 (2.72)

mental do cédlculo variacional, conforme pode ser acompanhado no trabalho de |Liu

e Gu| (2005)), obtém-se o seguinte sistema:

EMINEN

sendo os elementos da matriz de rigidez K global dados por
K= / B/DB;d0 (2.74)
Q
G a matriz global formada pela uniao dos elementos Gy;

Gyj=- [ Nl (2.75)

Ty

F, o vetor de forgas formado pelos elementos F;

F, = / @ bdQ) + / ptdl’ (2.76)
Q T

e vetor q formado pelos elementos q;

qi= | N;adl (2.77)

I
Na Eq. (2.73)), U é o vetor de parametros de deslocamento formados pela com-

posicao dos elementos do vetor u; e A é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.
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Ambos sao calculados na resolucao do referido sistema de equagoes. Importante
observar que os valores de U obtidos através da Eq. nao sao os valores do
deslocamento nodal, os quais devem ser calculados conforme apresentado pela Eq.
(12.69).

O método dos Multiplicadores de Lagrange consegue impor as condigoes de con-
torno essenciais com grande precisao. Apesar disso, devido ao aumento dos zeros na
diagonal principal, a matriz deixa de ser positiva-definida, embora ela ainda perma-
neca simétrica. Como consequéncia o custo computacional para a solugao do sistema
de equagoes também é aumentado, o que é uma desvantagem, tendo em vista que o
custo computacional dos métodos sem malha para a construcao da matriz de rigidez
é, em geral, maior que o custo computacional de outros métodos como o MEF, sendo
esta uma caracteristica inerente aos métodos sem malha, principalmente devido a
maneira da composicao das fungoes de forma e do nimero de nés envolvidos pelo

dominio de suporte.

2.6.2 O método da penalidade

Analogamente ao que foi feito usando o método dos multiplicadores de Lagrange,
a equacao da forma fraca de Galerkin recebe um termo adicional que ird assegurar

as condigoes de contorno essenciais. Logo a Eq. torna-se:
/Q selodQ) — /Q su’bd) — /F sutdl — / 5%(11 — )’ a(u—-a)dl =0 (2.78)
Matricialmente, a Eq. pode ser agrupada da seguinte maneira,
K+ K*U=F+F“ (2.79)

sendo K a matriz de rigidez global obtida agrupando-se os termos K;;, conforme
a Eq. (2.74), U é o vetor de parametros de deslocamentos nodais obtidos com o

calculo do sistema de equagoes apresentado na Eq. (2.79) e F é o vetor de forcas
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externas, conforme dado pela Eq. (2.76). K% é a matriz de fatores de penalidade,

obtida de acordo o agrupamento dos elementos K7;:

K, :/ p;ap,dl (2.80)

u

O vetor de forcas de penalidade F* é dado por

F¢ = / @] aidl (2.81)

A matriz de parametros de penalidade fica definida por

St 0 1 se u; é prescrito sobre I,
a=a« tal que S; = 1=1,2.

0 5 0 se u; nao é prescrito sobre I',,

(2.82)
O parametro de penalidade o é, em geral, uma constante positiva de grande valor
numérico. [Liul (2010) sugere que este valor seja adotado entre 10* e 103 vezes o
maximo valor do elemento da diagonal da matriz de rigidez do problema, ou ainda,
entre 10° e 10® vezes o médulo de elasticidade (Médulo de Young) do corpo analisado.
J& Zhu e Atluri (1998) consideram o uso de fatores de penalidade entre 10° e 107
vezes o Moédulo de Young. O ideal para a maioria dos métodos sem malha é que
se efetuem os testes e os compare com problemas similares que possuem solugao
analitica.

O método da penalidade nao assegura de forma exata as restrigoes de contorno
de Dirichlet. Em um primeiro momento poderia se pensar que quanto maior o pa-
rametro de penalidade, maior a precisao do modelo numérico. Entretanto valores
muito altos de « frequentemente ocasionam problemas numéricos, interferindo no
condicionamento da matriz de rigidez (Zhu e Atluri (1998))). Outra caracteristica
importante é que, em geral, o método da penalidade retorna valores menos preci-
sos dos que os encontrados com o método dos multiplicadores de Lagrange (Liu e
Gu (2005)). Apesar disso, observando que o fator de penalidade atua apenas nas

posicoes dos graus de liberdade prescritos, o tamanho da matriz de rigidez nao ¢
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alterado, pois, nao sao criadas novas incognitas, além da mesma permanecer simé-
trica e positiva definida, o que torna o custo computacional menor se comparado
com os multiplicadores de Lagrange. Um estudo compreensivo sobre o método da

penalidade pode ser encontrado no trabalho de |Carey et al.| (1982).

2.6.3 Acoplamento com o MEF

O acoplamento com o MEF é uma metodologia de imposicao das condicoes de
contorno essenciais que considera a aplicacao do MEF sobre o contorno, aprovei-
tando a propriedade do delta de Kronecker das fungoes deste método numérico. Foi
proposto a partir dos trabalhos de Belytschko et al.| (1995), |Huerta e Fernandez-
Méndez| (2000), Fernandez-Méndez e Huerta (2004)) e Huerta et al.| (2004)).

A aproximacao via métodos sem malha acoplado ao MEF é dada por,
u(x) ~ u(x) + u’(x) (2.83)

onde u"(x) é a parcela relacionada ao MEF e u”(x) é a parcela relacionada ao método
sem malha e sao dadas respectivamente por,

u'(x) =) u(x;) N} (x) (2.84)

icIh

w(x) =) ulx;)ef (%) (2.85)

S

sendo ¢! as fungoes de forma enriquecidas no caso do hp-Cloud. O dominio € é
assumido como sendo a unido de dois subdominios nao-disjuntos, ou seja 2 = Q"UQ”.
Um conjunto de néds {x; };cn, associados as fungdes de forma do MEF, e um conjunto
{x;}jere, associados as funcoes de forma do método sem malha sdo definidos na
aproximagao. O subdomfnio Q" onde as funcoes de forma N/*(x) tem influéncia, é
dado por

Q" = {r € Q|Fi € I", N!(x) # 0} (2.86)
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E o subdominio ©?, onde pelo menos uma fungao de forma ¢f(x) seja nao nula, é
dado por,

0 = {z € QFj € I, ¢(x) # 0} (2.87)

Nas equacoes acima, I" e I” sdo os conjuntos de indices dos nés, na vizinhanca de x,

nos dominios Q" e 2?, respectivamente. Além disso, a seguinte condicao é verificada:
I = {j tal que |x; — x| < R;} (2.88)

Resumidamente, nesta aproximagao, ocorrera trés regioes distintas sobre o do-
minio. Na regiao onde apenas elementos finitos estao presentes, serd herdada a
interpolagao do MEF. Na regiao onde apenas as fungoes de métodos sem malha es-
tao presentes, sera herdada a aproximacao via métodos sem malha. Ja na regiao de
sobreposicao, que ocorre geralmente na interface MEF - método sem malha, havera
atuagao tanto do MEF quanto do método sem malha. Nesta regiao, a aproximagcao
¢é dada por:

u(x) ~ a(x) = u"(x) +uf(x) = Z u(x;) N (x) + Z u(x;) @ (x (2.89)

ielh Jere

sendo ¢f(x) a fungdo de forma do método sem malha levando em conta o acopla-
mento com as fungoes de forma de elementos finitos. De acordo com |Fernandez-
Méndez e Huertal (2004), a aproximagao dada pela Eq. é continua sobre o
dominio se o grau de todos os polindmios das aproximacao pelos métodos sem ma-
lha forem menores ou igual a base de elementos finitos. Além disso, o dominio de
suporte nodal deve abranger a area na qual os elementos finitos nao tenham uma
base de interpolagao completa.

A forma fraca de Galerkin para o problema com acoplamento é também obtida

conforme Eq. (2.15)):

/ §(Lu)” (DLu)dQ — / su’bdQ) — 5uTtdF =0 (2.90)
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onde, na Eq. (2.90), L é o operador diferencial para o caso bidimensional. Apos

alguma manipulacao algébrica, que pode ser acompanhada através do trabalho de

Silval (2012), obtém se a seguinte matriz de rigidez:

K =K” + K" + K" + K"

K” ="K, onde K,, = / (B?)"DB’d$)
Q

relr selr

K" =" "K; onde K;, = / (B/TDB?dQ
Q

ielh relr

K" =3Y") "K, onde K,; = /Q (B2)"DB"dQ

selr jeIh

K" =33 "K;; onde K;; = / (B!Y"DB!d

ielh jeIh Q
sendo

h _ h
B/ = 0 Nt}y

h h
Ni,y Ni,x

p

gpi,x O

p_ P
Bi - O gOi,y

P p
@i,y Spi,x

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

Para a implementacao do hp-Cloud no INSANE optou-se por nao relacionar o aco-

plamento as condicoes de contorno naturais. Sendo assim, o vetor de forcas, para

forcas de superficie, é dado por,

Iy

(2.98)
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2.7 Integracao numérica

Uma das grandes dificuldades de se trabalhar com os métodos sem malha consiste
em efetuar a integracao numérica de forma precisa e eficiente. Conforme reconhe-
cido por Babuska et al.| (2009)), a integragao numérica para os métodos sem malha
representa um desafio muito maior que para o MEF. De acordo com |Belinha| (2014)),
é importante estabelecer para cada tipo de aproximagao via método sem malha, a
relacao étima entre o niimero de nés e a densidade de pontos na célula de integragao,
tanto na ocasiao da mudanca de procedimento na construgao da fungoes de forma
quanto na alteragao do tamanho do dominio de suporte. Neste trabalho optou-se
pelo esquema de quadratura de Gauss, tendo em vista ser, atualmente, uma das

técnicas mais difundidas para a integragao dos métodos sem malha.

2.7.1 Quadratura de Gauss-Legendre

Embora a quadratura de Gauss seja bem difundida na comunidade dos métodos
sem malha, ela apresenta alguns contratempos. Para |Dolbow e Belytschko| (1999)
existem duas fontes distintas de erros de integracao numérica usando quadratura de
Gauss nos métodos sem malha: (1) as funcoes de forma dos métodos sem malha
nao sdo polinomiais e (2) seus suportes locais nao se alinham com os dominios de
integracao. O mesmo nao ocorre para o MEF, onde a malha ou célula de integragao
coincide com a malha do elemento finito, além do fato de suas fungoes de forma serem
polinomiais. Embora o MMQM possua a capacidade de representar polinomios, suas
funcoes sao racionais, o que dificulta a obtencao de valores da aproximacao com boa
precisao, ao contrario do que ocorre com fungoes polinomiais. Sendo assim, em geral
a integracao numérica dos métodos sem malha exige uma ordem de quadratura muito
maior que a necessaria para o MEF, no sentido de se obter precisao com a mesma

ordem de grandeza.
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Para a realizacao da integracao numérica dos métodos sem malha, usando qua-
dratura de Gauss, é necessaria a criacao de células de base. Para problemas bidi-
mensionais, ¢ comum a utilizacao de células de base retangulares ou triangulares.
Para Liu e Gul (2005), células de base triangulares sdo mais adequadas a problemas
com geometria complexa.

A integragao numérica de uma fungdo F'(z), definida no dominio €2, pode ser
expressa por:

g
/ F(a)d9 =Y diF (x:) (2.99)

L i=1
onde w; ¢ o peso do ponto de integracao z;, e ny ¢ o numero de pontos de inte-
gracao. Diferentemente do que ocorre com o MEF, onde os valores geralmente sao
calculados usando-se coordenadas naturais para diversos tipos de familias de ele-
mentos, as coordenadas x; sao, para os métodos sem malha, as coordenadas fisicas
do problema. Dolbow e Belytschko| (1999) sugerem para o EFG que as células de
integragao sejam distribuidas de acordo com o dominio de suporte. Se por um lado
esta metodologia melhora a precisao do modelo numérico, por outro aumenta o custo
computacional. Outra metodologia interessante e que tem chamado a atencao de
muitos pesquisadores é o esquema de integragao nodal e estabilizada (SCNT)(Beissel
e Belytschko| (1996), Chen et al.| (2001), Chen et al.| (2002)). Apesar disso, Belinha
(2014)) afirma que esta técnica de integracdo numeérica, além de aumentar o custo
computacional do modelo, nao é capaz de alcancar a mesma precisao ou a mesma
taxa de convergéncia que o esquema de quadratura Gaussiana. Estudos no sentido
de avaliar o comportamento do EFG frente ao SCNI foram desenvolvidos por |Faria

(2014).
Uma explicacao mais detalhada sobre o esquema da quadratura de Gauss-Legendre

pode ser encontrado em [Bathe| (1996)).



Capitulo 3

Implementacao do hAp-Cloud no
sistema INSANE

Este capitulo trata da implementacao computacional do método hp-Cloud no
sistema INSANE (I/Nnteractive Structural ANalysis ENvironment). Para ilustrar o
desenvolvimento do cédigo e sua relagdo com o projeto ja existente, foram utilizados
diagramas UML (Unified Modeling Language), que é uma forma de padronizagao na
modelagem de programas Orientados a Objetos, sendo a representacao grafica de
um conjunto de elementos do sistema (Silva (2001))).

O INSANE ¢é uma plataforma computacional desenvolvida no Departamento de
Engenharia de Estruturas (DEEs) da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG)
com o objetivo de servir como ambiente de desenvolvimento das pesquisas relaciona-
das aos métodos numéricos. Tendo em vista que o INSANE é implementado sob o
paradigma de Programagao Orientada a Objetos (POO), utilizando linguagem Java,
o sistema possui grande flexibilidade na implementacao de novas classes ou métodos.
Além do mais, a biblioteca de métodos numéricos existentes e o grande numero de
algoritmos ja implantados facilitam a inclusao de novos recursos e o trabalho de
modelagem com outros métodos.

O INSANE possui trés principais aplicagoes: pré-processador, processador e pos-
processador. O pré e o pos-processador sao aplicacoes graficas que permitem a

representacao do modelo e a visualizagao dos resultados. O processador é o nicleo

40
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numérico do INSANE, o qual é responsavel pela montagem e solucao do modelo
numérico. E na parte de processamento que se concentra, basicamente, a maioria das
alteragoes feitas no INSANE, na ocasiao da inclusao de um novo método numeérico.

Atualmente, o INSANE possui implementacoes de diversos métodos numéricos,
como o MEF, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), o Método
dos Elementos de Contorno (MEC), o Element-Free Galerkin (EFG) e, agora, como
implementado neste trabalho, o hAp-Cloud.

Assim, ao longo deste capitulo discute-se as alteracoes que foram necessarias
para a inclusao do método hp-Cloud, o que foi feito sem a necessidade da criagao
de um grande ntmero de classes ou métodos. Sendo este um grande atrativo e uma
vantagem na utilizagao do INSANE. Logo, com o objetivo evidenciar as alteragoes,
optou-se por usar a legenda de cores apresentada na Fig. [3.I Assim, as classes
inalteradas serao exibidas em branco, as alteradas em amarelo e as classes novas em
verde. Ressalta-se que, além disso, grande parte das novas classes nasceram como

adaptacoes de outras classes ja existentes.

Classe nao modificadlal] Classe modificada Nova classe

Figura 3.1: Representacao das alteracoes no INSANE

3.0.2 Visao geral do INSANE

O processador do INSANE compoe-se de classes abstratas e interfaces que por
meio do mecanismo de heranca, permitem a reutilizacao dos codigos pré-existentes

no programa. Assim, uma classe abstrata obrigara que a classe herdeira implemente
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todos os métodos abstratos definidos. As interfaces trabalham com herancga multi-
pla, de tal forma que mais de uma interface pode definir os métodos que a classe
herdeira ird implementar (Santos| (2003))). Assim, a estrutura do INSANE ¢ formada
pelas interfaces Assembler, Model, Persistence e pela classe abstrata Solution. Estas

classes podem ser visualizadas nos diagramas UML presentes na Fig. [3.2

<<interface>>
java.util.Observer

£

java.util.Observable : java.util.Observable

<<interface>>
JAN Persistence

JAN

<<interface>> .
M odel Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 3.2: Representacao do nicleo numérico do INSANE

A interface Assembler é a responsavel pela montagem do modelo discreto. Este

sistema pode ser representado pela equagao:
AX +BX+CX=D (3.1)

onde X ¢é o vetor de variaveis de estado, X e X sao a derivada segunda e a derivada

primeira das variaveis de estado, respectivamente, em relagao ao tempo. A, B e C
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sao as matrizes de coeficientes e D é o vetor de termos independentes.

A classe abstrata Solution é a responsavel pela solucao, no INSANE, da Eq.
. Esta classe possui as informacoes pertinentes para a obtencao dos resultados
do problema numérico.

A classe abstrata Model contém as informagoes do método numérico e os dados
do modelo discreto. Esta classe retornara as informacgoes do modelo para que a
classe Assembler monte o sistema de equacoes.

Model e Solution se comunicam com a interface Persistence, a qual é responsavel
pela interpretacao dos dados de entrada, assim como repassar as informagcoes dos
dados de saida para que possam servir para outras tarefas, na ocasiao de serem

observadas alteragoes no estado do modelo discreto.

3.0.3 Implementacao do hp-Cloud

Esta secao apresenta as principais classes que foram alteradas ou criadas para
a inclusao do método hp-Cloud. A sequéncia serd dividida conforme as interfaces
e classe abstrata do nticleo numérico (Fig. [3.2)), Persistence, Model, Assembler e

Solution.

3.0.3.1 Interface Persistence

Conforme Fig. [3.2], o processo de observagoes das alteragoes acontece conforme
o padrao de projetos Observer-Observable. Assim, quando um objeto denominado
observador é criado ele passa a pertencer a lista de observadores dos objetos de-
nominados observados. Neste caso, a tarefa do observador é incumbida a interface
Persistence, enquanto que os objetos observados consistem da classe abstrata Solu-
tion e da interface Model. A interface Persistence também sera a responsavel por
receber os dados de entrada através de arquivos XML, que ird tratar da preserva-

¢ao dos dados do ambiente INSANE. Outras informagoes sobre como o INSANE
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trabalha com estes dados podem ser encontrado em |Fonsecal (2008)).

Com o intuito de registrar os dados referentes a analise pelo método hp-Cloud
e que sao adicionais aqueles do EFG (enriquecimento, por exemplo), foi necessario
alterar a classe PersistenceAsXML, a qual implementa a interface Persistence. Os
dados sao lidos do arquivo XML e sao armazenados e transmitidos para o modelo

numérico, como mostra a Fig. [3.3 preenchendo os dados necessarios na classe Model.

<<interface>>
java.util.Observer

JAN
I
|
I

PersistenceAsXM L

<<interface>> <
Persistence

Figura 3.3: Diagrama de classes para Persistence

3.0.3.2 Interface Assembler

Conforme citado anteriormente, a interface Assembler é aquela que possui os
métodos necessarios para a composicao do sistema matricial dado pela Eq. . A
interface Assembler é implementada pela classe denominada FemAssembler. Com o
objetivo de tirar o maximo proveito do sistema INSANE, |Silval (2012) partiu do pres-
suposto de que uma célula de integracao pode ser representada como um elemento
finito. Assim, a classe MfreeAssembler do EFG é uma extensao da classe FemAssem-

bler, assim como a classe MfreeModel é uma extensao da classe FemModel. Seguindo
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a mesma linha de raciocinio, criou-se uma classe chamada HpCloudAssembler que
trabalha como extensao da classe MfreeAssembler. A Fig. [3.4 mostra as classes que

implementam a interface Assembler a partir da classe FemAssembler.

O

Assembler

FemAssembler

MfreeAssembler GFemAssembler XFemAssembler Nonlocal FemAssembler

|

HpCloudAssembler

Figura 3.4: Classes que implementam a interface Assembler a partir da classe FemAs-
sembler

Assim, na anédlise estatica, a Eq. (3.1)), usando o método dos multiplicadores de

X, | [ R
U

que é a representacao adotada para a Eq. (2.73), sendo C a matriz de rigidez do

Lagrange torna-se:
CcC G

GT 0

modelo, G a matriz que leva em conta a interpolacao Lagrangeana para assegurar
as condigoes de contorno essenciais, X, o vetor de parametros de deslocamentos
nodais, A o vetor de multiplicadores de Lagrange, R, o vetor de forcas prescritas
calculadas levando em conta as fungoes de forma do MMQM e Q;,,, o vetor que leva

em conta a interpolacao dos deslocamento prescritos.



46

Caso a solucao seja através do método da penalidade, o sistema matricial em

regime estatico é dado por:
[C + CP]{X} ={F + FP} (3.3)

que ¢é a representagao adotada para a Eq. (2.79)), sendo C a matriz de rigidez, C? a
matriz de fatores de penalidade, X o vetor de parametros de deslocamentos nodais,
F o vetor de forgas prescritas e FP o vetor que leva em conta a penalidade devido

aos deslocamentos prescritos.

3.0.3.3 Classe abstrata Solution

A classe Solution é a responsavel pela solucao do sistema apresentado pela Eq.
. A classe SteadyState implementa a solucao para o caso estatico linear. Tendo
como atributo a classe LinearEquationSystem e a interface Assembler, o sistema de
equacoes lineares montado por Assembler é solucionado pela LinearFEquationSystem
(Fig. . A implementacao do hp-Cloud aproveitou integralmente as alteragoes
introduzidos para o EFG, conforme pode ser constatado ap se verificar o trabalho

de [Silval (2012).

3.0.3.4 Interface Model

A interface Model é responsavel por representar o modelo discreto do problema.
Uma classe denominada HpCloudModel foi criada com o objetivo de representar o
modelo do Ap-Cloud. Ela herda da classe MfreeModel uma lista de campos nodais
(mfNodes), uma lista de células de integragao (mfElements), uma lista de dominios
de suporte (influenceDomain), fungoes de forma do MMQM (mfShape) e uma lista
de segmentos para definicdo dos dominios de suporte (listOfSegments). A classe
MfreeModel, por sua vez, estende a classe FemModel, como exemplificado na Fig.

B.6l A classe HpCloudModel possui como atributo uma lista de varidveis do tipo
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Solution

: SteadyState Linear EquationSystems

Assembler

Figura 3.5: Solution

EnrichmentType. Tal atributo é usado para a descricao das fungoes enriquecedo-
ras que serao multiplicadas pela Particao da Unidade com o objetivo de fornecer
a aproximagao o comportamento da funcao que se deseja representar através do

enriquecimento polinomial ou de outro tipo, conforme Eq. (2.53)).

3.0.3.5 Classe abstrata ProblemDriver

O objetivo da classe abstrata ProblemDriver é a de repassar para a interface
Assembler os dados para a montagem do sistema de equacoes. Estes dados sao, por
exemplo, os valores a serem alocados na matriz de rigidez do problema, calculada
por alguma classe derivada. Neste trabalho foi implementada uma classe denomi-
nada HpCloudParametric, derivada da classe abstrata SolidMech, que por sua vez
é derivada da classe abstrata ProblemDriver. A classe hpCloudParametric trabalha
de forma andloga a classe MfreeParametric, com a diferenga de que leva em conta os

graus de liberdade adicionais por ocasiao do enriquecimento extrinseco (Fig. |3.7)).
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)

Moaodel

FemM odel

-node: ArrayList<Node>
-element:ArrayList<Element>

-shape: ArrayList<Shape>

-analysisModel: ArrayList<AnalysisModel>
-loading: ArrayList<FEM L oading>
-degeneration: ArrayList<Degeneration>
-material: ArrayList<Material>

A

I

MfreeM odel

-mfNodes. ArrayList<MfreeNode>

-mfElements: ArrayList<Element>
-influenceDomain: ArrayList<InfluenceDomain>
-mfShape: MfreeShape

-listOf Segments: Segments

I

HpCloudM odel
-enrich: ArrayList<EnrichmentType>

Figura 3.6: Model
3.0.3.6 Classe abstrata AnalysisModel

A classe abstrata AnalysisModel é a responsavel pela definicdo do modelo ma-
tematico. Na implementacao, trabalhou-se com os modelos matematicos de estado
plano de tensao e estado plano de deformagao. Os graus de liberdade do enriqueci-
mento foram o motivo para a criagao das classes HpCloudPlaneStress, derivada da

classe PlaneStressMfree e da classe HpCloudPlaneStrain, derivada da classe PlaneS-

trainMfree (Fig. [3.8).
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ProblemDriver

7

SolidM ech
| | | |
Parametric FlatShell Frame M freePar ametric
HpCloudPar ametric GfemParametric KirchhoffThinPlate

Figura 3.7: Classe ProblemDriver

3.0.3.7 Classes que definem as funcgoes de enriquecimento

As funcoes de forma do MMQM sao calculadas com o auxilio da classe abstrata
MfreeShape. Problemas bidimensionais por exemplo, utilizam os métodos presentes
na classe MlsShape2D, a qual é uma extensao de MfreeShape. Apds o calculo das
funcoes de forma, sao efetuados os enriquecimentos, de acordo com as informagoes
passadas ao método no momento da definicao do enriquecimento dos graus de li-
berdade. O tipo de enriquecimento é definido pela classe abstrata EnrichmentType
usada na declaracao da lista de objetos da classe HpCloudModel, conforme segao
e implementado de forma analoga ao trabalho desenvolvido por Alves (2012),
na concepcao do MEFG no INSANE. Esta classe entao armazena e manipula as
informacoes relacionadas ao enriquecimento nodal. Assim, as funcoes {L;;(x)}_,
sendo polinomiais, o mondémio {L;;(x)}7; a partir do segundo termo, dado que o
primeiro é unitario, ou seja, L;j;(x) = 1, possui a seguinte forma:

(L), = { (:c ;jxj>°” , (y ;jyj)ﬁi | (z ;jzj)%}j: o

2
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AnalysisM odel
Plane
| = |
PlaneStress PlaneStrain
PlaneStressMfree PlaneStrainM free
HpCloudPlaneStress HpCloudPlaneStrain

Figura 3.8: Classe AnalysisModel

sendo a constante h; um parametro de escala que pode ser associado ao tamanho do
dominio de suporte, com o objetivo de minimizar erros de arredondamento, assim
como a subtragao pelas coordenadas da posicao do né, conforme recomendam Duarte
et al| (2000). Os expoentes o, (3; e ; sdo valores relativos aos graus do polinémio
do enriquecimento, para as diregoes x, y e z, respectivamente. Assim como acontece
no INSANE para o GFEM, cada n6 pode possuir uma lista de objetos da classe
EnrichmentType. Isso permite que cada né possa ser enriquecido com diferentes
funcoes de enriquecimento. De forma andloga, o mesmo ocorre com o tamanho do
dominio de suporte. Assim, os nés podem possuir dominios de suporte de tamanhos
diferentes uns dos outros.

Para o enriquecimento com singularidade implementado por Alves| (2012), na

qual as funcoes tem o objetivo de representar campos de tensoes em regioes de
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singularidade nas estruturas, para o modo I de abertura, as equagoes que descrevem

este comportamento sao dadas por [Szabo e Babuska) (1991)):

Ay

ug(r,0) = ﬁr’\l{[ﬁ — Q1(A1 + 1)]cosA10 — A\jcos(A — 2)0} (3.5)
Uy (r, 0) = ;—ér’\l{[ﬁ — Q1(A1 + 1)]senA16 — Aisen(A — 2)60} (3.6)

Para estado plano de deformacoes,

k=3—4v (3.7)
e para estado plano de tensoes,
3—v
= 3.8
K=1T5 (3.8)

sendo v o coeficiente de Poisson. Os valores de \; e ()7 sao obtidos conforme o
trabalho de |Szabo e Babuskal (1991). A classe que retorna as fungoes de forma
enriquecidas é a HpCloudEnrichedShape que é derivada da classe abstrata Mfre-
eShape. Ela possui variavel do tipo MfreeShape, uma vez que as fungoes de forma
do MMQM também devem estar disponiveis nesta etapa para que o enriquecimento

seja concluido (Fig|3.9).

M freeShape
-bf: BasisFunction

HpCloudEnrichedShape
-original Shape: MfreeShape

Figura 3.9: Classe MfreeShape
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3.0.3.8 Classes que definem as células de integracao

Como discutido anteriormente, a célula de integracao do hp-Cloud também se
comporta como um elemento finito. Para esta aplicacao, criou-se dois tipos de células
de integracao para problemas bidimensionais, uma denominada HpQuadrilateralCell
e outra TriangularCell (Fig . Estas classes foram criadas devido a necessidade
de sobreposicao de algums métodos, principalmente por causa da diferenca do nt-
mero de graus de liberdade entre o hp-Cloud e o EFG. As classes que definem as
células de integracao do hp-Cloud, possuem uma varidavel denominada parametri-
cElement. Assim, elas, além de derivarem da classe abstrata ParametricElement,
possuem variavel do tipo ParameticElement que atua como um elemento paramé-
trico do MEF. Isso se faz necessario devido as informacoes que devem ser passadas

ao método no momento do enriquecimento da PU (Fig. [3.10)).

Par ametricElement

7 7T TA
Bar Quadrilateral Triangular
A A \
QuadrilateralCell TriangularCell
A
BarCell HpCloudM freeCell
JAN

HpQuadrilateralCell HpTriangular Cell

HpBarCell

Figura 3.10: Classes derivadas de ParametricElement para os métodos sem malha



Capitulo 4

Analise Numeérica

Este capitulo aborda simulacoes numéricas usando o método hp-Cloud no sistema
INSANE. Nele sao apresentados os testes realizados em problemas de Mecanica dos
Sélidos, onde sao analisados os resultados obtidos através da variacao de alguns
parametros deste método. Além do mais, estes resultados sao confrontados com
aqueles obtidos usando o EFG ou o MEFG. Em geral, os métodos sem malha pos-
suem uma variedade de parametros que podem ser alterados e que irao influenciar
no resultado final. Portanto, neste capitulo sera verificada a influéncia da escolha
de alguns destes parametros como dominio de suporte ou método de imposicao das
condicoes de contorno essenciais usando penalidade, multiplicadores de Lagrange ou
acoplamento com o MEF. Além do mais, é apresentrado o estudo de convergéncia

nas condigoes de refinamento h e enriquecimento p.

4.1 Viga em balanco sob flexao simples

Esta secao trabalha com a andlise do problema de uma viga em estado plano de
tensao, submetida a forgas em suas extremidades, como mostrado na Fig. [£.1] Este
problema é apresentado no trabalho de [Lee e Bathe| (1993)) e possui os seguintes

valores e propriedades, em unidades consistentes:

e Comprimento L = 100,0

23
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(% I,

Figura 4.1: Viga submetida a forgas nas extremidades
e Altura ¢ = 10,0
e Moédulo de elasticidade £ = 1,0 - 107
e Espessurat = 1,0

O problema apresentado é submetido a uma forca P com distribuicao parabdlica,

da seguinte forma:
~ 120y 1202
L cL

P (4.1)

Impoe-se também as reacoes de apoio, aplicando-se na posicao x = 0 as reagoes de

cisalhamento de valor -P e as reacoes de flexao de valor:

240y
o

M — 120 (4.2)

Como observado por Barros| (2002)), os vinculos introduzidos servirdo apenas para
eliminar os movimentos de corpo-rigido, sendo que a estrutura encontra-se auto-
equilibrada. Além do mais, o comportamento dos apoios mostrados na Fig. [4.1| nao
sao reproduzidos pelo método do multiplicadores de Lagrange ou da penalidade,

sendo que os mesmos sao mostrados na figura apenas a titulo de ilustracao.
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Em |Lee e Bathe| (1993)) também séo encontradas as solugoes analiticas para este

problema, logo, o deslocamento horizontal ¢ dado por:

1 /120 , 92 , 60 , 240 138 , 46¢
=—=|—2y— —y’ — —a°— — — 1200 — — 4.
u E<chy A ety Oz 7Y (4.3)
o deslocamento vertical, dado por:
1 40 . 36 , 120 , 36 36 , 46¢
=—=|—-——2"-— — — — —x — 36 4.4
v E<CL:C Tt vt Twt—y e y (4.4)
As tensoes normais ao longo da direcao x sao dadas por:
240 120 240
= —ay— —1r— — 12 4.
Opp = 7y = & — ——y +120 (4.5)
E as tensoes normais ao longo da direcao y por:
Oyy =0 (4.6)
e as tensoes de cisalhamento por
120 , 120
= —— — 4.
Tzy CLy + 7Y (4.7)

As equagoes apresentadas acima sao vélidas para0 <z < Le 0 <y < c.
4.1.1 Estudo de convergéncia usando refinamento h

Para este estudo avaliou-se o comportamento do hAp-Cloud frente ao refinamento
h, ou seja aumentando-se o niimero de graus de liberdade do problema pelo aumento
do niimero de nds, variando-se, conforme a exigéncia da aproximacao, o tamanho do
dominio de suporte. Nesta andlise utilizou-se as func¢oes de Shepard e enriquecimento

linear obtido a partir da seguinte base polinomial:

P, = [ 1 z y xy} (4.8)
Com o enriquecimento dado pela Eq. (4.8), as funcoes de forma sao definidas,

conforme Eq. (3.4), como:
0; 0 Zfte; 0 HRe 0 SHEEGEY, 0

¥ - T—T; —Y; T—T; Y—Y;
’ 0 ¢ 0 HHEe 0 LM 0 S,

(4.9)
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onde o valor adotado para h; ¢ igual ao tamanho do dominio de suporte, correspon-
dente a maior distancia entre dois nés adjacentes. Conforme pode ser visto nas Fig.
4.2 [4.3] e [4.5 a discretizagao I é composta de 6 nds, a discretizacao II por 15
nos, a discretizacao III por 45 e a discretizacao IV por 153 nos, todos regularmente
espacados. Assim, os dominios de suporte, adotados aqui como tensoriais, possuem

valores de R, respectivamente, iguais a 50, 25 12,5 e 6,25[1-].

Figura 4.2: Discretizacao I

S b b S b . T b .
R $oom e o R SERERREEEEEE S EREEEEEEEEE 4o e S REEREEEEE .
poo e S ¢ B SRR # oo e S q

Figura 4.4: Discretizacao 111

Como a integragao numérica para este problema é dada por quadratura de Gauss,
cada célula de integracao serd limitada por um conjunto de 4 nés, conforme ilustrado
nas respectivas figuras, logo a discretizacao I tera 2 células de integracao, a discreti-
zacao II tera 8 células de integracao, discretizacao III terd 32 células de integracgao e

a discretizagao IV tera 128 células de integragao. Conforme ja comentado, em geral

Lembrando que para dominios de suporte tensoriais o valor R equivale & medida da base do
retangulo.
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Figura 4.5: Discretizacao IV

os métodos sem malha necessitam de um grande nimero de pontos de integracao
para a obtencao de solugoes precisas, como ocorre no caso das fungoes de forma raci-
onais construidas usando o MMQM. Assim, como o interesse nesta primeira andlise
¢ o estudo de convergéncia h, utilizou-se uma quadratura de 25 x 25 pontos de in-
tegracao por célula. O objetivo é minimizar ao maximo a influéncia da integracao
numérica.

As fungoes de ponderacao utilizadas sdo do tipo Spline ctbica (Eq. . Para
o método da penalidade o valor do parametro utilizado é de 1 x 105,

A convergéncia do refinamento h é verificada através da norma do erro relativo

da energia de deformagao dado por:

AV; uex - ua
e% = 10071” (4.10)

sendo U,, a energia de deformacao de referéncia, obtida a partir da solucao analitica
para este problema, e U, o valor da energia de deformagao da aproximagao numérica.
A taxa de convergéncia é tomada como sendo o coeficiente angular da reta formada
por todos os pontos pentencentes a curva em analise, obtidas por meio de regressao
linear.

As Tab. e[4.2] mostradas na sequéncia, apresentam os valores das energias de
deformacao para as discretizacoes I, II, III e IV, assim como o erro relativo obtido
usando o método da penalidade e o método dos multiplicadores de Lagrange para
a imposicao das condigoes de contorno essenciais. Paralelamente, estes dados sao
confrontados com os obtidos com o EFG usando a plataforma INSANE, nas mesmas

condicoes de tamanho de dominio de suporte, valor do parametro de penalidade,
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funcoes de ponderacgao, e grau de representacao polinomial. Uma caracteristica
inerente ao EFG e que deve ser observada na montagem do modelo é a necessidade
de se prevenir a singularidade da matriz de momentos (Eq. . Assim, o tamanho
do dominio de suporte usado no EFG, em geral, deve ser maior que o minimo valor
necessdrio usado para o hp-Cloud construido com fungoes de Shepard (Eq. [2.45).
Portanto, tentou-se manter os dominios de suporte pequenos, mas respeitando-se
um numero minimo de nds a serem cobertos pelos mesmos. Assim, para o EFG,
foi adicionado um valor igual a 0,01 ao dominio de suporte, logo, para o EFG,

R=R+0,01.

Tabela 4.1: Erro da energia de deformagao para o refinamento h para o método dos mul-
tiplicadores de Lagrange, considerando aproximagao linear (p = 1) e dominio de suporte
igual & maior distancia entre nés adjacentes (R = Ryqz)

Discret. hp-Cloud EFG
Uap e (%) R Uap e (%) R
1 0,029567 79,6 50,00 0,001719 989 50,01
II 0,042489 68,8 25,00 0,036883 73,7 25,01
I11 0,058814 52,0 12,50 0,050038 61,6 12,51
v 0,072136 32,5 6,25 0,070137 36,1 6,26

U, = 0,080624

Tabela 4.2: Erro da energia de deformagao para o refinamento h para o método da
penalidade, considerando aproximacao linear (p = 1) e dominio de suporte igual & maior
distancia entre nés adjacentes (R = Riaz)

Discret. hp-Cloud EFG
Uap e (%) R Uep e (%) R
1 0,030696 78,7 50,00 0,007520 95,2 50,01
IT 0,042897 684 25,00 0,037004 73,6 25,01
I11 0,058939 51,9 12,50 0,050739 60,8 12,51
v 0,072149 324 6,25 0,070180 36,0 6,26

U = 0,080624

As Tab. e mostram a energia de deformagdo do problema da viga
empregando-se os métodos hp-Cloud e EFG, assim como o erro calculado pela Eq.
(4.10)). Para estes casos, foram considerados dominio de suporte tensorial igual a

maior distancia entre nés adjacentes, dada por R = R4, € aproximacao linear
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usando polinomio completo, como mostrado pela Eq. , tanto para o enriqueci-
mento do hp-Cloud quanto para a base polinomial do EFG. Estes dados sao apre-
sentados nos graficos das Fig. e [4.7 em fungdo do nimero de graus de liberdade
e em funcao do nimero de ndés do modelo, respectivamente. Tendo em vista que o
enriquecimento extrinseco das funcoes de forma acrescenta graus de liberdade extras
ao problema, observa-se melhor aproximagao concebida pelo EFG quando se verifica
a norma do erro da energia de deformacao pelo nimero de graus de liberdade (Fig.
. Em contrapartida, a aproximacao do hp-Cloud torna-se melhor quando compa-
rada com o numero de nés (Fig. . Os graus de liberdade extras do hp-Cloud sao

as variaveis que irao definir a aproximacao. Ao se observar os graficos mostrados

2 - —o—hp-Cloud - Lagrange - Taxa= 0,29
—8—EFG - Lagrange - Taxa= 0,28
1.95 hp-Cloud - Penalidade - Taxa= 0,29

——EFG - Pendlidade - Taxa= 0,28

19
185 - \

Log (Erro percentual)
>

1.55 -

1.5 T T T
0.8 1.3 1.8 2.3 2.8 3.3

Log (NGL)

Figura 4.6: Grafico da norma do erro da energia de deformacao pelo niimero de graus
de liberdade, para p = 1 e dominio de suporte igual a Rqq-

nas Fig. e [£.7] nota-se a similaridade no comportamento de ambos os métodos
de imposicao das condigoes de contorno (multiplicadores de Lagrange e penalidade).
Sabendo, entretanto, que a precisao da aproximacao é dependente do valor do pa-
rametro de penalidade adotado, sera verificado na Segao [£.1.4] a influéncia que este
fator tem na andlise deste problema da viga.

Outro parametro que também pode influenciar na precisao da aproximacao é o
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Figura 4.7: Gréafico da norma do erro da energia de deformagado pelo nimero de nés,
para p = 1 e dominio de suporte igual a R,qz.

tamanho do dominio de suporte. Objetivando mostrar como é importante a escolha
de um dominio de suporte adequado, os valores de erro da energia de deformacao sao
novamente reproduzidos, porém o dominio de suporte é aumentado para R = 2R,,,4.,
ou seja, duas vezes a maior distancia entre dois nés adjacentes. Com este valor de
dominio de suporte, nao é mais necessario a soma de 0,01 no valor de R para o EFG.

Os resultados obtidos sao apresentados nas Tab. e[d.4) e no grafico da Fig. 4.8

Tabela 4.3: Erro da energia de deformacao para o refinamento h para o método dos mul-
tiplicadores de Lagrange, considerando aproximagao linear (p = 1) e dominio de suporte
igual 2Rqz

Discret. hp-Cloud EFG
U, (%) R U, (%) R
1 0,079422 12,2 100,00  0,027174 81,4 100,00
11 0,080241 6,9 50,00 0,066321 41,1 50,00
111 0,080614 1,1 25,00 0,078270 17,1 25,00
IV 0,080623 0,4 1250 0,080372 56 12,50

U, = 0,080624

Ao se observar as Tabelas (4.3) e (4.4]), nota-se como o erro da energia de de-
formacao pode ser consideravelmente reduzido apenas com a escolha do tamanho

do dominio de suporte. Estes dados sdo exibidos no gréfico da Fig. [4.8, onde o
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Tabela 4.4: Erro da energia de deformagao para o refinamento h para o método da
penalidade, considerando aproximagao linear (p = 1) e dominio de suporte igual 2R, 4,

Discret. hp-Cloud EFG
Uap e (%) R Uap e (%) R
I 0,079530 11,7 100,00 0,027813 80,9 100,00
11 0,080479 4,2 50,00 0,070458 35,5 50,00
I11 0,080615 1,1 25,00 0,078714 154 25,00
v 0,080623 04 12,50 0,080335 6,0 12,50

U, = 0,080624

comportamento do hp-Cloud e do EFG sao plotados em funcao do ntimero de graus
de liberdade. Constata-se que para um dominio de suporte igual a 2R,,,,, a con-
vergéncia do hp-Cloud melhora em relagao ao EFG, nas condigoes apresentadas. A

influéncia do tamanho do dominio de suporte para o hp-Cloud sera discutida na

Secao (4.1.3)).
—+—hp-Cloud - Lagrange - Taxa= 1,33
hp-Cloud - Penalidade - Taxa= 1,20
1.7 —#-EFG - Lagrange - Taxa= 0,83
——EFG - penalidade - Taxa= 0,80
% 1.2
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Figura 4.8: Gréfico da norma do erro da energia de deformagao pelo niimero de graus
de liberdade, para p = 1 e dominio de suporte igual a 2R,,4.

4.1.2 Estudo de convergéncia usando enriquecimento ex-
trinseco

Para avaliacao da convergéncia usando enriquecimento extrinseco, adotou-se a

discretizacao II, apresentada na Fig O enriquecimento extrinseco lida com o
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aumento do grau da funcao que se deseja representar através do enriquecimento da
PU. Para o exemplo proposto, a funcao é polinomial. Como a solu¢ao analitica
do problema para o deslocamento, conforme mostram as Eq. e , é um
polinomio de ordem maxima igual a 3, espera-se que ao enriquecer o método com
polinomio de terceiro grau, se atinja esta solucao. Para esta avaliacao, utilizou-se
fungoes de Shepard na construcao das fungoes de forma, dominio de suporte igual a
R = R, = 25,00, funcao de peso do tipo Spline cubica e, impondo-se as condi¢oes
de contorno de Dirichlet com o método da penalidade, adotou-se um fator igual a
1 x 10*°. A Tab. , apresenta a norma do erro da energia de deformagao para
enriquecimento com p = 1, p = 2 e p = 3. As fungoes de enriquecimento sao

obtidas, conforme Eq. (3.4)), empregando-se as bases de monémios apresentadas nas

Eq. (4.11), (4.12) e (4.13) abaixo:

P, = [ 1 2 vy zy } (4.11)
Py = [ Lz y o® y* ay 2% ay’ ] (4.12)
P, = [ 1 2y 22 y* oy 2%y ay? 23 y3] (4.13)

Tabela 4.5: Erro da energia de deformacao para o enriquecimento extrinseco, conside-
rando a discretizagao I (15 nds) e dominio de suporte R = R0 = 25,00

Enriq. Reproducao Uyp e (%)
Lagrange Penalidade Lagrange Penalidade
p=1 P=1 0,042489  0,042898 68,8 68,4
p=2 P=2 0,080613  0,080623 1,2 0,4
p=3 P=3 0,080624  0,080624 0,0 0,0
U, = 0,080624

A Tab. mostra os resultados deste problema usando o MEFG. Como na
discretizacao foram utilizados 8 elementos finitos de aproximacao linear, bastava

efetuar o enriquecimento quadratico para a obtencao da solucao de referéncia, uma
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vez que esta combinacao resulta em polindmio de terceiro grau. As bases de mono-

mios usadas no enriquecimento do MEFG foram:
P,oy = [ 1z y } (4.14)

Pp:2=[1 r oy a? y2] (4.15)

Além disso, a quadratura de Gauss usada na integracao numérica do MEFG foi de
10 x 10 pontos por elemento e as condigoes de contorno foram impostas de forma

direta.

Tabela 4.6: Erro da energia de deformacao para o enriquecimento extrinseco, usando o
MEFG com 8 elementos Lagrangeanos de aproximagao linear

Enriq. Reproducao Uyp e (%)
=0 P=1 0,023488 4.2
p=1 P=2 0,080204 7.2
p=2 P=3 0,080624 0,0

U, = 0,080624

Tabela 4.7: Deslocamento horizontal (u) e deslocamento vertical (v) na posi¢ao x = 100
e y = 0 para o enriquecimento extrinseco, considerando a discretizacao II e dominio de
suporte R = R0 = 25,00

Enriq. U v

Lagrange  Penalidade Lagrange  Penalidade
p=1 2,926x10~* 2,910x10~* 4,151x107% 4,117x1073
p=2 5,999x10~%  5,999x10~4 8,046x1073 8,046x1073
p=3 6,000x10~*  6,000x10~* 8,046x107% 8,046x1073

Uee = 6,000 x 1074
Voy = 8,046 x 103

Nas Tab. e¢[4.6] hd uma coluna chamada "Reprodugao”, onde estao expressos
os graus dos polindmios que estao sendo representados. Assim, os valores, nesta co-
luna, possuem as seguintes correspondéncias: P = 1 reproduz um polinémio linear,
P = 2 reproduz um polinémio quadratico e P = 3 reproduz um polinomio ctibico.

Conforme constatado através dos dados da Tab. o erro da energia de defor-

macao diminui com o enriquecimento extrinseco, a medida em que ocorre o aumento
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do grau do polinomio da aproximagao. Isso se confirma tanto na utilizagao do mé-
todo dos multiplicadores de Lagrange quanto no método da penalidade. Assim, para
o enriquecimento p = 3, a solucao analitica é atingidaﬂ Os deslocamentos horizontal
(u) e vertical (v) na posigdo x = 100 e y = 0 sdo mostrados na Tab. e o grafico
da norma do erro da energia de deformacao pelo nimero de graus de liberdade, mos-
trado na Fig. Neste grafico percebe-se uma convergéncia mais rapida usando o
hp-Cloud que o MEFGE|

O enriquecimento extrinseco das fungoes de forma necessariamente aumenta o
numero de graus de liberdade do modelo. Assim, para a discretizacao de 15 nés
(Fig. , o problema possui 120 graus de liberdade para p = 1 (Eq. , 240
graus de liberdade para p = 2 (Eq[4.12)) e 300 graus de liberdade para p = 3 (Eq.
. Com o aumento do nimero de graus de liberdade, aumenta-se o tamanho da
matriz de rigidez, o custo computacional, em geral, é consideravelmente aumentado

devido a isto.

4.1.2.1 Influéncia do grau do polinémio das funcoes de base e do enri-
quecimento da PU

Para o hp-Cloud, o aprimoramento da qualidade da funcao de aproximacao
¢FLi(x) (da Eq. também pode ser obtido a partir da combinacdo entre o
aumento do grau do polinomio das fungoes de base do MMQM e o aumento do grau
do polinomio do enriquecimento das fungoes de forma. Denotando por enriqueci-
mento intrinseco o primeiro e por enriquecimento extrinseco o segundo, conforme
exposto na secao , realizou-se testes com a discretizacao I (15 nés), variando os
valores de k (intrinseco) e p (extrinseco). Para os valores k = 0, as fungdes de base

sao representadas por uma funcdo constante Pr_o = [1], ou seja, funcoes de forma

2Como as funcoes de forma do MMQM sédo racionais, em geral pode-se esperar um pequeno
erro de aproximagao numérica. Para os dados apresentados nas tabelas, os erros percentuais foram
arredondados com uma casa decimal

30s valores que representam polindémio de terceiro grau (P = 3) nao estdo plotados por resul-
tarem em erro=0,0.
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Figura 4.9: Gréfico da norma do erro da energia de deformacao pelo ntimero de graus de
liberdade, para o enriquecimento p = 1, p = 2 e dominio de suporte R = R4, = 25,00.

do tipo Shepard. Assim, as combinagoes foram as seguintes:

1. k=0,p=1
2. k=0,p=2
3. k=0,p=3
4. k=1,p=1
5. k=1,p=2
6. k=2,p=1

Para este estudo foram utilizadas funcoes de peso Spline cibica, fator de penalidade
igual a 1 x 10'®, dominio de suporte igual a 2R,z

A Tab apresenta os dados da energia de deformagao e a norma do erro para as
combinagoes do refinamento p = k e enriquecimento p. Percebe-se que a combinacao
para k = 2 e p = 1 nao reproduz tao bem o polinomio de grau 3 da aproximagao,

se comparadas com as outras combinacgoes. Isso poderia ser esperado pelo fato das
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Tabela 4.8: Energia de deformacao para avaliacdo com enriquecimento k e p, para do-
minio de suporte R = 2R, = 50,00 e discretizacao I1

Enriq. Uyp e(%)
Lagrange Penalidade Lagrange Penalidade
k=0,p=1 0,080241  0,080479 6,9 4,2
k=0,p=2 0,080624  0,080624 0,0 0,0
k=0,p=3 0,080624  0,080624 0,0 0,0
k=1,p=1 0,080590  0,080604 2,1 1,6
k=1,p=2 0,080624  0,080622 0,0 0,5
k=2p=1 0,080496  0,080608 4,0 1,4
U, = 0,080624

funcoes do MMQM serem racionais. Pode-se notar ainda que o uso das fungoes de
Shepard resulta nas melhores aproximacgoes para o exemplo proposto, reafirmando a
demonstracao de Duarte e Oden| (1996), na qual os mesmos apresentam as fungoes

de Shepard como sendo, possivelmente, as melhores propostas para a construcao da

PU para o hp-Cloud.

4.1.3 Influéncia do tamanho do dominio de suporte

Como exibido na Segao (4.1.1)), o tamanho do dominio de suporte pode interferir
nos resultados da aproximacao. Para o EFG hd uma questao adicional em que
o numero de nés dentro do dominio de suporte deve ser tal que nao ocasione a
singularidade da matriz de momentos, o que nao ocorre com hp-Cloud ao se utilizar
as fungoes de Shepard. Para verificar como o tamanho do dominio de suporte pode
atuar na precisao, foram feitos testes usando a discretizacao IV (153 nés), e com
o tamanho do dominio de suporte igual a R,..z, 1,5Rmaz, 2Rmaz, 3Rmazr € 4Rz,
sendo Rmaxr = 6,25. Para esta andlise usou-se enriquecimento linear (Eq. [4.§),
funcoes de peso do tipo Spline ctibica, parametro de penalidade igual a 1 x 10'° e
fungoes de Shepard. A Tab. mostra os resultados da energia de deformagao para
a situacao proposta.

Os resultados apresentados na Tab. parecem confirmar o sugerido em Dol-

bow e Belytschko (1998)), onde os autores recomendam a utilizagdo de um valor de
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Tabela 4.9: Energia de deformacao para avaliagdo do dominio de suporte para a discre-
tizacao IV, enriquecimento p = 1 e fungoes de Shepard

Dominio de Uyp e(%)
influéncia Lagrange Penalidade Lagrange Penalidade

Razx 0,072136  0,072149 32,5 32,4
1,5 R ez 0,078848  0,078853 14,8 14,8
2R ez 0,080624  0,080624 0,0 0,0
3R ez 0,080611  0,080611 1,3 1,3
AR s 0,080624  0,080624 0,0 0,0
SRmax 0,080622  0,080622 0,5 0,5

U, = 0,080624

dominio de suporte de duas a quatro vezes a maior distancia entre nés adjacentes.
Para este problema, nota-se que o menor erro é obtido com o dominio de suporte

igual a 4R qz-

4.1.4 Influéncia do valor do parametro de penalidade

O valor do parametro de penalidade é outra variavel que influencia na precisao
dos métodos sem malha. Para este estudo, utilizou-se os valores de « igual a 108,
10°. 10%°, 10, 102, 103, 10, 10'°, 10', 10'7, 10'8, 10" e 10?°. Sendo o médulo
de elasticidade (E) do exemplo igual a 107, os testes foram formados considerando a
margem sugerida por Liu/ (2010) (10°FE < a < 10®E), além de alguns valores menores
e outros maiores para fins de comparacao. Os parametros usados nesta andlise
foram, funcgoes de peso Spline cubica, dominio de suporte R = 2R,,.. = 50,00,
enriquecimento p = 1 e func¢oes de Shepard. Todos os testes forma feitos com a
discretizagao II (15 nés).

Como apresentado na Tab. [£.10, o erro da energia de deformagcao tende a au-
mentar para o valor de @ = 1 x 10'%, caindo novamente para a = 1 x 10%°. Para
valores menores, o erro permanece praticamente constante em uma grande faixa de
valores de «, inclusive para o intervalo 10°E < o < 108FE, estando de acordo com o

sugerido por |Liu/ (2010). O grafico da Fig. [4.10, esboga esta constatacao.
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Tabela 4.10: Energia de deformacao para avaliacao do parametro de penalidade para a
discretizagao II, enriquecimento p = 1 e fungoes de Shepard
P Uy (%)
1 x 10% 0,080534 3,3
1 x 10% 0,080098 8,1
1 x 108 0,080450 4,7
1 x 107 0,804778 4,3
1 x 10 0,804784 4,3
1 x 10% 0,804794 4,2
1 x 10 0,804794 4,2
1 x 1013 0,804794 4,2
1 x 10'? 0,804794 4,2
1 x 10! 0,804794 4,2
1 x 10 0,804794 4,2
1 x 10° 0,804794 4,2
1 x 108 0,804794 4,2
U, = 0,080624

4.2 Chapa com orificio em estado plano de defor-
macao

Esta secao apresenta o problema de uma chapa com orificio em estado plano
de deformagao, com a geometria mostrada na Fig. Devido a dupla simetria,
apenas um quarto da chapa é analisado, conforme pode ser observado pela linha
tracejada na figura. Esta simetria é garantida pela imposicao das condigcoes de
contorno essenciais aplicadas nesta regiao.

As propriedades desta estrutura, em unidades consistentes, sao:
1. Médulo de elasticidade F = 1,0 x 103

2. Coeficiente de Poisson v = 0,3

3. 0=1,0

A solucao de referéncia para este problema foi obtida usando o software ANSY'S,

com 14749 elementos finitos de aproximagao quadratica, totalizando 89476 graus de
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Figura 4.10: Grafico da norma do erro da energia de deformagao pelo valor do expoente
do parametro de penalidade.

o o
< . P
<+ | >
D [ —>
< I ‘-//\ —
D —>
<« S -—-=-- —
<« —
<« —
<« —
<« —
<« —

L 10 L
7 7

Figura 4.11: Chapa com orificio em estado plano de deformacao

liberdade. Assim, a energia de deformagao encontrada foi de 0,0125799151. O erro

¢ avaliado através da norma da energia de deformagao, conforme Eq. (4.10)).
4.2.1 Refinamento h

Os testes para o refinamento h foram feitos usando-se as discretizagoes apresen-
tadas na Fig. [4.12] sendo a discretizacao I com 6 nés, a discretizacao II com 15
nés e a discretizagao III com 45 nds. O método de imposicao de condigoes de con-

torno essenciais usado foi o método dos multiplicadores de Lagrange. As células de
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integracao estao representadas nessa figura por meio das linhas tracejadasﬂ

v , v , , v
s s | s
s / s /*\/\ / s
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Figura 4.12: Discretizacao da chapa para o refinamento h

Os testes com o hp-Cloud foram realizados usando fungées de Shepard (fun-
¢oes de base constante) e fungdes de peso do tipo Spline quartica. Em relacao ao
dominio de suporte, decidiu-se por manté-lo constante, igual a 5,0001 x 5,0001E|
durante o refinamento, de tal forma que todos os nés contribuem para a aproxi-
macao de um determinado ponto. As funcgoes de enriquecimento utlizadas foram
Py = [ 1 = y =zy | eaquadratura de Gauss foi de 25 x 25 pontos. De forma
andloga, os testes feitos com o EFG levaram em conta apenas representacao po-
linomial linear, além dos mesmos parametros de dominio de suporte, método de
imposigao das condicoes de contorno essenciais e nimero de pontos de Gauss usa-
dos no hp-Cloud. A taxa de convergencia foi calculada da mesma forma que para
o problema da viga submetida a flexao simples, ou seja, usando regressao linear
considerando todos os pontos da curva.

A Tab. [A.11] apresenta os valores das energias de deformacao, assim como as

respectivas normas e a Fig. mostra o grafico de convergéncia.

4As células de integracao quadrilaterais sao limitadas por um conjunto de 4 nés. Isto é devido
a uma limitacdo atual do INSANE.

5Testes preliminares apresentaram melhores resultados com Spline quértica que com Spline
cubica para este problema da chapa com orificio, assim como o uso de dominio de suporte de
5,0001 x 5,0001 ao invés de 5,0000 x 5,0000.
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Tabela 4.11: Energia de deformagao e norma do erro para o problema da chapa com
orificio em refinamento h usando multiplicadores de Lagrange

Discretizacao Uyp e (%)
hp-Cloud EFG hp-Cloud EFG
1 0,01245833 0,01171560 9,8 26,2
I 0,01250338 0,01193367 7.8 22.6
111 0,01256263 0,01231400 3,7 14,5

U, = 0,01257991
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Figura 4.13: Grafico de convergéncia para o refinamento h

Ao se utilizar polindmios com aproximagcao linear para o enriquecimento intrin-
seco, os resultados da convergéncia h para o hp-Cloud, em termos de taxa, sao
similares aos obtidos usando o MEF com aproximagao linear (Szabo e Babuska
(1991)). Pode-se notar ainda que esta taxa de convergéncia foi um pouco superior a
do EFG. Deve-se perceber que uma discretizacao com poucos graus de liberdade nao
deveria reproduzir de forma precisa o comportamento da chapa devido a suavidade
do orificio que nao é adequadamente representada por segmentos de reta. Ainda

assim, o erro obtido nao foi proeminente.
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4.2.2 Enriquecimento extrinseco

Para o estudo do enriquecimento extrinseco do modelo da chapa com orificio,
optou-se por utilizar a discretizagao II (15 nés). O estudo foi feito usando-se fungoes
de Shepard e enriquecimento do primeiro ao quinto grau conforme Eq. e
empregando-se as seguintes bases para o enriquecimento.

Enriquecimento linear:
P, = [ 1 2y xy } (4.16)

Enriquecimento quadratico:

Py = [1 r oy 2* vy y: 2y xyg} (4.17)

Enriquecimento de terceiro grau:
Py = [ Loy 2 oy v 2%y ay’ 27y 2%y xy3] (4.18)

Enriquecimento de quarto grau:
Py = [ 1z y 22 oy v? 2%y xy? 28 o3 23y xy® 2t oyt oy xy4}
(4.19)

Enriquecimento de quinto grau:

P_s= [ 1 x Y 22wy y? 2ty xy? 2 oy 2Py ayd

oyt 2y 2ty 2ty ayt 2y 2Py ay]
(4.20)
Estes resultados sao comparados com o MEFG, enriquecidos com polinomios até

o quarto grau, usando as seguintes bases polinomiais:

Py = [ 1z y ] (4.21)

Pyeg = [1 Ty z? yz} (4.22)
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Ppoy = [ Loy 2® g 28y } (4.23)

Pp:4=[1 r oy a? oy oad oy ot y4} (4.24)

Nota-se que as fungoes de enriquecimento utilizadas no hp-Cloud sao diferentes
das funcoes utilizadas no MEFG. Isso se deve ao fato de que utilizou-se funcoes de
Shepard para o hp-Cloud e elementos finitos Lagrangeanos com representacao linear
para o MEFG. Esta combinagao fornece o mesmo grau de representagao polinomial
para ambos os métodos.

Para o MEFG, adotou-se quadratura de Gauss de 10 x 10 pontos por elemento

e as condicoes de contorno essenciais foram impostas de forma direta.

Tabela 4.12: Energia de deformag@o e norma do erro para o problema da chapa com
orificio em enriquecimento extrinseco com hp-Cloud usando multiplicadores de Lagrange

Reproducao hp-Cloud MEFG

Enrigq. Uyp e(%) Enrigq. Uyp e(%)
P=1 p=1 10,01250338 7,8 p=0 0,01230747 14,7
P =2 p=2 0,01255950 4,0 p=1 10,01248652 8,6
P=3 p=3 0,01256877 3,0 p=2 0,0125285 6,4
P=4 p=4 001257426 2,1 p=3 0,01253955 5,7
P=5 p=>5 0,01257894 0,9 p=4 001254339 54

U, = 0,01257991

Os resultados deste estudo estao apresentados na Tab. e no grafico da Fig.
4.14] onde pode-se observar a taxa de convergéncia superior a do MEFG. Apesar
disso, deve-se notar que o método hp-Cloud gera uma matriz de rigidez cheia, uma
vez que o dominio de influéncia do exemplo apresentado engloba toda a chapa. Ja

o MEFG gera uma matriz de rigidez esparsaf

6Caso o estudo fosse formado usando o EFG, a matriz gerada também seria cheia, devido as
restrigoes do método conforme Segao
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Figura 4.14: Gréfico de convergéncia para o enriquecimento extrinseco

4.3 Chapa com Trinca em Modo I de Abertura

4.3.1 Enriquecimento com singularidade

Esta segao verifica o problema de uma chapa com uma trinca em estado plano de
tensao, submetida a esforgos de tracao, conforme apresentado na Fig. [4.15] Devido
a simetria da estrutura, apenas metade da chapa é analisada. A Fig mostra a
discretizacao utilizada nos testes. O objetivo é verificar a fungao de enriquecimento
de trinca em estruturas que possuem singularidade, sendo que os resultados sao
comparados com o0 MEFG em condigoes similiares de refinamento h, enriquecimento
p e nimero de graus de liberdade.

As caracteristicas do modelo sao, em unidades consistentes:

1. Tensao o = 1,0 dada por uma for¢a uniformemente distribuida f, = 0, 1;
2. Médulo de Elasticidade E = 1,0;

3. Coeficiente de Poisson v = 0,3;

4. Estrutura em estado plano de tensoes.
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Figura 4.15: Chapa com trinca submetida a esforcos de tracao

A solugao de referéncia deste problema foi obtida por |Alves (2012) utilizando o
software ANSY'S, usando elementos finitos com malha de 12087 p-elementos qua-
drilaterais, considerando a simetria do problema e a partir da extrapolacao para
aproximagoes polinomiais de grau p = 1, 2 e 3. O valor da energia de deformagao
encontrada pelo mesmo foi de 10,983267. Como neste trabalho o estudo é realizado
usando metade da estrutura, a energia de deformacao considerada é de 5,491634.

A discretizacao do problema foi feita através da distribuicao regular de 36 nés ao
longo da estrutura (Fig. . Para a construcao da aproximagao com o hp-Cloud,
foram usadas fungoes de peso do tipo Spline quartica e dominio de suporte igual a
2,0001 x 2,0001.|Z| Mais uma vez, usou-se 25 x 25 pontos de Gauss com o objetivo de

minimizar a influéncia da integracao numérica. O parametro de penalidade adotado

7O valor de 2,0001 ao invés de 2,0000 é necessario para evitar problemas de insuficiéncia de
suporte nodal, tendo em vista que as fungoes de base usadas nesta andlise sao fungoes lineares, ou
seja Pr—1 = [ 1 =z y zy ]
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foi de 1,0 x 1019, As células de integracao estao representadas pelas linhas tracejadas
mostradas na Fig. [4.16]

Para a anélise do problema usando o MEFG usou-se 25 elementos finitos qua-
drilaterais de aproximagcao linear e quadratura de Gauss igual a 7 x 7. Tanto para
o hp-Cloud quanto para o MEFG, foram feitos testes usando as seguintes bases,
Pp:o=[1],Pp:1:[1 Ty xy],Pp:QZ[l r oy 22wy y? 2y xyz]
e P = [ 1 2y 22 zy ? 2%y ay? 28 ¢ 2%y xy? ], de tal forma que a
analise através de ambos os métodos tenha o mesmo niimero de graus de liberdade,
embora nao tenha o mesmo grau de reproducao polinomial.

Em contrapartida, na analise usando o enriquecimento de trinca foram utilizadas
fungoes de base linear (Py—;) para o hp-Cloud e elementos finitos de aproximagao
linear para o MEFG, funcao de enriquecimento de trinca apenas na ponta da trinca,
ou seja, na coordenada x = 8,0 e y = 0,0 (Fig. e funcoes de enriquecimento
linear (P,—1) nos demais nés. O enriquecimento de trinca ¢ dado pelas Eq. e

(3.6)), com parametros A\; = 0,50000 e ¢); = 0,333333.
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Figura 4.16: Discretizagao do modelo da chapa com trinca analisado neste estudo.

Os valores das energias de deformacao, assim como as respectivas normas do
erro, calculadas conforme Eq. (4.10]), estao apresentadas nas Tab. el4.14] tanto
para o MEFG quanto para o hp-Cloud. As condi¢oes de contorno essencias para o

método sem malha sao asseguradas pelos métodos dos multiplicadores de Lagrange
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e penalidade.

Tabela 4.13: Energia de deformacao para avaliacdo de problema com singularidade,
comparando enriquecimento polinomial e de trinca, usando elemento finito de aproximacao
linear para o MEFG e fungoes de base linear para o hp-Cloud

Enriq. NGL Uy

Lagrange Penalidade MEFG
p=0 72 5,262601  5,275978  5,282331
p=1 288 5,381256  5,385884  5,405462
p=2 D76 5,407882 5414727  5,434285
p=3 864 5,419492 5409456  5,441524
trinca 284 5,490107  5,457218  5,484991

U, = 5,491634

Tabela 4.14: Norma do erro da energia de deformacgao para avaliacao de problema com
singularidade, comparando enriquecimento polinomial e de trinca, usando elemento finito
de aproximagao linear para o MEFG e funcoes de base linear para o hp-Cloud

Enriq. e(%)

Lagrange Penalidade MEFG
p=20 20,4 19,8 19,5
p=1 14,2 13,9 12,5
p=2 12,4 11,8 10,2
p=3 11,5 12,2 9,6
trinca 1,7 7,9 3,9

U, = 5,491634

Os resultados apresentados nas Tab. e mostram a capacidade do hp-
Cloud em representar campos de tensoes singulares quando se utiliza o enriqueci-
mento de trinca. Nota-se uma aproximacao bem melhor que para o caso da utilizacao
de fungoes polinomiais, apesar da tendéncia do método em convergir com o aumento
do grau do polinomio. Ainda, observa-se a superioridade do método dos multiplica-
dores de Lagrange em relacao ao método da penalidade para o caso onde houve o

enriquecimento com trinca.

4.3.2 Acoplamento com o MEF

O problema da chapa com trinca em modo I de abertura é agora solucionado

utilizando o acoplamento com o MEF. O objetivo deste topico é o de demonstrar o
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funcionamento do hp-Cloud na utilizacao desta técnica de imposicao das condi¢oes
de contorno essenciais.

O refinamento da chapa é baseado no esquema de malha geométrica, usando refi-
namento hp, conforme definido em [Szabo e Babuskal (1991)) e Babuska et al.| (1997).
Este refinamento tem por finalidade representar de forma adequada a singularidade,
uma vez que na etapa atual de desenvolvimento do INSANE, nao é possivel en-
riquecer os nos de elementos finitos usados no acoplamento para o hp-Cloud. A
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Figura 4.17: Discretizacao do modelo da chapa com trinca usando acoplamento com o
MEF.

Fig. [4.17 mostra a discretizagao utilizada com taxa de redugao préximo a trinca
de 10%, a regiao hachurada é composta por elementos finitos. As linhas traceja-
das representas os limites das células de integracao para o método sem malha em
estudo. As funcgoes de base usadas no hp-Cloud foram de aproximagao linear, ou
seja Py = [ 1 2 y xy ] Tendo em vista que atualmente nao é possivel en-
riquecer os nos do elemento finito acoplado, os nés 1, 2, 4, 5, 7, 8, 11, 12, 14 e
15 nao sao enriquecidos. Os nés 3, 6, 9, 10, 13 e 16 sao enriquecidos com funcoes
Py = [ 1 2 y ay ] Para a comparacao com o GFEM, a regra usada foi a
mesma, tendo em vista que os elementos finitos usados foram quadrilaterais. Ainda,

para o hp-Cloud, o dominio de suporte foi tensorial de 9,0001 x 9,0001, o nimero
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de pontos de quadratura foi de 25 x 25 pontos por célula de integracao e as fungoes
de peso foram do tipo Spline quartica.
A Tab. apresenta os resultados da energia de deformagao e da norma do

erro para a discretizacao apresentada.

Tabela 4.15: Norma do erro da energia de deformacgao para avaliacao de problema com
singularidade comparando o hp-Cloud acoplado ao MEF e o MEFG
NGL  Método Uyp e (%)
68  hp-Cloud 5481149 44
68 MEFG  5,314958 17,9

Nota-se que o hp-Cloud acoplado ao MEF, usando o esquema de malha geo-
métrica, produziu bons resultados. Apensar disso, torna-se necessario efetuar um
estudo de convergéncia com o objetivo de avaliar tais taxas. A finalidade deste t6-
pico foi a de apresentar o funcionamento do hp-Cloud acoplado ao MEF, de forma
que estudos complementares devam ser efetuados no futuro. A Fig. apresenta o
deslocamento vertical da chapa. Interessante observar nesta figura que as condigoes
de contorno essenciais sao asseguradas de forma exata, diferentemente do que ocorre

ao se utilizar o método da penalidade ou multiplicadores de Lagrange.
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Figura 4.18: Campo de deslocamento vertical do modelo da chapa com trinca usando
acoplamento com o MEF.



Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho apresentou uma visao geral sobre o método sem malha hp-Cloud e
a estratégia de implementacao no ambiente INSANE. Fez-se um paralelo com outros
métodos numéricos como o EFG e MEFG. Em determinadas ocasides, comparou-se
as metodologias de imposicao das condicoes de contorno essenciais na solucao de
problemas de mecanica dos sélidos com comportamento elastico-linear. Parametros
relevantes foram postos em andlise, como o refinamento h, os enriquecimentos intri-
seco e extrinseco, o tamanho do dominio de influéncia e o parametro de penalidade.
A validacao da implementacao foi apresentada através da analise de alguns tipos de
problemas com caracteristicas diferentes, como o problema de uma viga com solugao
polinomial suave, o problema de uma chapa com orificio e com solugao nao polino-
mial suave e o problema de uma chapa com trinca cuja solugao é nao suave. Em
geral, o hp-Cloud necessita de quadratura de alta ordem para a integragao numérica.
Os estudos foram feitos com um grande nimero de pontos de integracao com o ob-
jetivo de minizar a influéncia da quadratura de Gauss. Além do mais, o aumento do
nimero de graus de liberdade do método eleva consideravelmente o custo computa-
cional. Apesar disso, o hp-Cloud possui diversas vantagens como o enriquecimento
independente dos nés, o fato de um mesmo problema poder ser aproximado com o
auxilio de diferentes tipos de fungoes de enriquecimento como feito na Secao [4.3.1]

para a chapa com trinca, além da independéncia direta do tamanho do dominio de

81
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influéncia na aproximagao ao se utilizar fungées de Shepard (Como pode ser obser-
vado nas Secoes e . Na sequéncia sao mostradas as principais conclusoes
a respeito do método.

O problema da viga com forgas distribuidas nas extremidades possui a caracteris-
tica de ter campos de tensoes suaves. Este problema foi solucionado levando-se em
conta duas técnicas de imposicao das condi¢oes de contorno, o método dos multipli-
cadores de Lagrange e o método da Penalidade. A solucao deste problema permitiu

as seguintes observagoes:

1. Refinamento h: foi formado a partir de 4 tipos de discretizacao, na qual a
discretizacao anterior possuia sempre o dobro de espacamento nodal da pos-
terior. Utilizou-se para este estudo funcoes de Shepard e enriquecimento de
aproximagao linear. Para este refinamento, notou-se baixa taxa de convergen-
cia e norma do erro elevada para tamanho de dominio de influéncia igual ao
espacamento entre os nos, se comparado com o MEF no trabalho de [Szabo
e Babuska (1991). Conclusao semelhante foi obtida com EFG. Ao se dobrar
o dominio de influéncia, os resultados foram consideravelmente melhorados e
o hp-Cloud apresentou precisao melhor que o EFG, emboraa ambos tenham

apresentado taxas de convergéncia proximas.

2. Enriquecimento extrinseco: Se mostrou bem mais eficaz na solugao do pro-
blema, conseguindo-se reproduzir a solucao analitica (que é de terceiro grau),
com enriquecimento de aproximacao cibica e ainda utilizando dominio de in-
fluéncia igual ao espacamento nodal. Para este enriquecimento observou-se
alta taxas de convergéncia superiores ao EFG. Outra observagao importante
¢ que ao se utilizar as funcoes de Shepard, nao se faz necessario aumentar o

tamanho do dominio de influéncia, uma vez que a aproximacao é reproduzida
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pelo enriquecimento e nao pelas fungoes de base, como ocorre com o EFG. Ape-
sar das vantagens inerentes ao enriquecimento extrinseco, o método hp-Cloud

paga o preco de se ter um sistema com problemas de condicionamento.

3. Combinagao do aumento do grau das funcoes de base (enriquecimento intrin-
seco) e do enriquecimento da PU (enriquecimento extrinseco): Tendo em vista
que as funcoes de forma do MMQM nao sao polinomiais, mas somente possuem
a capacidade de representar polinomios (diferentemente do que ocorre para o
MEFG), avaliou-se a combinagao do aumento das fungdes de base com o enri-
quecimento da PU. A combinagao k+p apresentou pequeno erro da norma de
energia quando a soma k+p = 3, ou seja, esta combinacao permitia representar

um polinomio de terceiro grau com boa precisao.

4. Dominio de influéncia: Notou-se o aumento da precisao com o aumento do
dominio de influéncia, tendo em vista que mais nds contribufam para a aproxi-
macao. Entretanto ha um limite onde a solucao comecga a se deteriorar. Esta

observagao nao ¢é genérica e deve ser feita para cada tipo de problema.

5. Parametro de penalidade: os testes mostraram que para o hp-Cloud também
sao vélidos os limites sugeridos por [Liu/ (2010)), que varia entre 10° e 10% vezes

o modulo de elasticidade do material.

O problema da chapa com orifcio apresenta uma solucao nao polinomial suave.
Semelhantemente ao problema da viga com forca de ponta, o enriquecimento ex-
trinseco (p) mostrou-se mais eficaz que o refinamento h, com taxas de convergéncia
superiores, sendo que praticamente se reproduziu a solucao analitica com enrique-
cimento de quinto grau para a discretizacao de 15 nds (Fig. [4.14)). Parte dos erros
encontrados, especialmente para malhas com menor ntimero de pontos, podem ser

explicados pela curvatura do orificio que nao é adequadamente representado por
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segmentos de reta.

O problema da chapa com a trinca teve o objetivo de exibir o comportamento
do hp-Cloud ao se utilizar o enriquecimento com singularidade, conforme definido
em |Alves (2012). Testes com enriquecimento polimonial, até o terceiro grau, foram
feitos com o objetivo de comparacao. Além do mais, os dados foram também com-
parados com os obtidos usando o MEFG. Pode-se observar resultados semelhantes
ao se utilizar o hp-Cloud e o MEFG. Ainda, os resultados mostraram que, como es-
perado, o enriquecimento polinomial nao é adequado na solugao de problemas com
singularidades, mas o enriquecimento de trinca mostrou-se eficaz.

Ainda, para o problema da chapa com trinca, implementou-se a técnica de aco-
plamento com o MEF. Este teste foi feito a titulo de ilustracao, mostrando que o
hp-Cloud também pode ser usado com esta metodologia de imposicao de condigoes
de contorno. Além do mais, esta técnica assegura de forma exata as condigoes de
contorno essenciais, se estas forem lineares por partes, diferentemente do que ocorre
com o método da penalidade ou multiplicadores de Lagrange. Ha, no entanto, a
necessidade de se verificar o comportamento do hp-Cloud, como a convergéncia, por
exemplo, frente a esta técnica. Ainda, como recomendagao para trabalhos futuros,
existe uma série de fatores e tentativas de melhorias que podem ser exploradas, como
o emprego da Integracdo Nodal Conforme e Estabilizada (SCNI) ou mesmo o acopla-
mento do hp-Cloud com o MEFG, o que permitiria enriquecer os nés do contorno.
Outros estudos, envolvendo problemas como nao linearidade fisica e geométrica,

além do estudo de sélidos tridimensionais, podem ser feitos.
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