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Laws of Thermodynamics:

1 - You cannot win

2 - You cannot break even

3 - You cannot get out of the game.

C. P. Snow

A todos os professores que contribuiram para o meu aprendizado.
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2.3 Formulação clássica do Problema de Transferência de Calor . . . . . . 18

2.3.1 Modos de transferência de calor . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.2 Teoria da condução de calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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v



Lista de Tabelas

5.1 Descrição resumida dos testes de validação realizados. . . . . . . . . . 158

5.2 Simbologia adotada para as unidades de medida. . . . . . . . . . . . . 159
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5.12 Cilindro longo exposto à convecção em sua superf́ıcie. . . . . . . . . . 173

5.13 Discretização da seção axissimétrica modelada no Exemplo 4. . . . . . 175

5.14 Comparativo entre as soluções anaĺıtica e numérica do Exemplo 4. . . 176
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F,Λ Funções matemáticas para assegurar a integrabilidade

T Temperatura medida na escala absoluta

S Entropia do sistema uniforme

η Função densidade de entropia

ϕ Energia livre

Iε, IIε, IIIε Invariantes do tensor de deformações infinitesimais

T0 Temperatura de referência no estado livre de tensões

T ′ Temperatura admensional

δij Delta de Kronecker

λ, µ Constantes de Lamé
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convecção na superf́ıcie do elemento finito

h Coeficiente de troca de calor por convecção

θ Vetor contendo os valores de temperatura em cada um dos nós do meio

discretizado

Ae Matriz de indexação dos graus de liberdade do elemento finito
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nas
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Caṕıtulo 5 - Exemplo 5.2.2

t Tempo decorrido desde o ińıcio da análise
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Resumo

Essa dissertação de mestrado se refere à implementação de recursos no ambiente

computacional livre INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), que é

escrito conforme o paradigma de programação orientada a objetos, para a solução

de problemas termomecânicos fisicamente não-lineares no regime transiente. A dis-

cretização espacial do problema é realizada segundo a formulação paramétrica do

Método dos Elementos Finitos e a discretização temporal é realizada por uma ex-

pansão em Diferenças Finitas. O escopo se restringe a situações onde a variação da

temperatura ocorre durante um regime quasi-estático. Nesse tipo de regime, tanto

a variação da temperatura como a variação das ações mecânicas ocorrem de forma

lenta e gradual, permitindo que o calor gerado durante o processo de deformação

possa ser desprezado, bem como o calor gerado por fenômenos dissipativos. Ao

remover esses termos, obtém-se um conjunto de equações diferenciais desacopladas

que viabiliza a solução do problema térmico de forma independente do problema

mecânico. Todavia, para a solução do problema mecânico é necessário conhecer pre-

viamente a solução térmica, uma vez que a variação da temperatura contribui para a

deformação do corpo analisado. Para gerir o processo de solução, uma nova entidade

denominada SimulationManager foi introduzida no projeto orientado a objetos do

núcleo numérico do programa. As novas classes, bem como todas as demais modi-

ficações realizadas, foram validadas a partir da análise de problemas cuja solução

anaĺıtica é conhecida.

Palavras-Chave: Análise Termomecânica, Método dos Elementos Finitos, Soft-

ware Livre
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Abstract

This master’s thesis refers to the implementations of tools in the free computa-

tional environment INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), writ-

ten accordingly with the object-oriented programming paradigm, for the solution

of physically non-linear thermomechanical problems in the time-dependent regime.

The spatial discretization follows the parametric formulation of the Finite Element

Method (FEM), and the temporal discretization follows an expansion in Finite Dif-

ferences (FD). The scope is limited to situations where the temperature variation

occur in a quasi-static regime. In this regime, both the temperature variation and

the mechanical actions change slowly, allowing neglect the heat produced during

the deformation process, as well as the heat produced by dissipative phenomena.

Removing these terms we obtain a set of decoupled partial differential equations,

enabling the solution of the thermal problem independently of the mechanical pro-

blem. However, to solve the mechanical problem, the thermal solution should be

known in advance, since the temperature variation contributes to the strain field

in the body. To manage the solution process, we introduced a new entity in the

object-oriented design of the software’s numerical core, named SimulationManager.

The analysis of problems whose analytical solution is previously known validated

the new classes, as well as all other modifications made in the source code.

Keywords: Thermomechanical Analysis, Finite Element Method, Free Software
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Às agências brasileira de fomento à pesquisa, pelo apoio financeiro.
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

A termoelasticidade é a área do conhecimento que estuda o comportamento dos

corpos deformáveis sob a interação mútua dos campos de deformações e de tempe-

ratura (Nowacki, 1970). Ela representa, portanto, uma generalização da Teoria da

Elasticidade e da Teoria da Condução do Calor (Parkus, 1976), e se relaciona com

outras áreas do conhecimento, como a Termodinâmica e a Matemática Aplicada

(Maugin, 1999; Hetnarski e Eslami, 2009).

Problemas termomecânicos ocorrem em diferentes ramos da engenharia e têm

recebido considerável atenção da comunidade cient́ıfica (Johns e Neal, 1965). Ilus-

trativamente, podem ser mencionadas aplicações práticas ligadas às indústrias si-

derúrgica (Schacht, 1993), automobiĺıstica (Cerit, 2011; Dippel et al., 2014; Jian e

Shui, 2017), aeroespacial (Thornton, 1996), ferroviária (Wu et al., 2011) e de cons-

trução civil (Kumar e Kodur, 2017). Também destacam-se estudos voltados para a

simulação computacional de processos de fabricação por soldagem (Kim et al., 2005;

Sluzalec, 2005), por conformação mecânica (Badreddine et al., 2016) e por usina-

gem (Shih e Yang, 1993; Lei et al., 1999), bem como processos de endurecimento

superficial por têmpera (Kang e Im, 2007) e por esmerilhamento (Kolkwitz et al.,

2011).

Segundo observado inicialmente em experimentos e depois formulado matemati-

camente por Duhamel (1837), a atuação de carregamentos dinâmicos em um corpo

1
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ocasiona, além de deslocamentos, variações de temperatura no mesmo. Reciproca-

mente, a introdução ou remoção de calor de um corpo promove o surgimento de

deformações, além de provocar variações de temperatura (Nowacki, 1970).

Conforme detalhadamente descrito por Booley e Weiner (1997), o fluxo de ca-

lor que surge durante o processo de deformação ocasiona um aumento da entropia

e, portanto, a variação da energia ocorre de uma forma irrecuperável. Este fenô-

meno é conhecido como dissipação termoelástica. Essa dissipação é representada

na equação corrigida da condução de calor por um termo proporcional à taxa de

variação do tensor de deformações, usualmente denominado termo de acoplamento

termoelástico.

Todavia, na maioria das aplicações práticas de engenharia é posśıvel simplificar

a modelagem do problema sem a introdução de erros significativos nos resultados da

análise. Dentre as posśıveis simplificações, ressalta-se a omissão do termo de aco-

plamento termoelástico na equação corrigida da condução de calor, o que desacopla

a análise térmica da mecânica.

O desacoplamento dispensa a solução simultânea da equação diferencial parcial

da condução de calor do conjunto de equações diferenciais parciais que compreende as

equações do movimento, as equações de equiĺıbrio, a relação constitutiva e as relações

cinemáticas. Estratégias de solução para o caso acoplado podem ser encontradas na

bibliografia, como em Riedlbauer et al. (2014) e em Bouery (2012).

O acoplamento termoelástico somente pode ser desprezado se não existirem vari-

ações bruscas ou descontinuidades no histórico temporal do campo de temperaturas

e se os carregamentos mecânicos forem aplicados de forma lenta e gradual, na mesma

escala temporal em que ocorre a variação da temperatura.

As condições exigidas para negligenciar o acoplamento termoelástico na equação

corrigida da condução de calor correspondem a um tipo particular de regime tran-

siente, denominado regime quasi-estático. Dentro dessas condições, também é usual

desprezar os termos inerciais na equação do movimento, que se reduz à equação de
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equiĺıbrio após tal consideração.

Ressalta-se que durante a determinação de uma relação entre o campo de tensões

e o campo de deformações, obtém-se um termo associado ao surgimento de deforma-

ções devidas à variação da temperatura. Este termo é mantido na lei constitutiva

nas análises termomecânicas desacopladas.

Outra simplificação frequentemente realizada consiste em modelar o problema

térmico segundo a Lei de Fourier, o que corresponde à teoria clássica da termoelas-

ticidade. Esta simplificação possui três deficiências principais, a saber: velocidade

infinita de propagação dos distúrbios termoelásticos, resposta termoelástica insatis-

fatória de um sólido quando a introdução de calor ocorre de forma extremamente

curta e concentrada como em pulsos de laser, e descrição precária do comporta-

mento termoelástico a temperaturas próximas ao zero absoluto (Hetnarski e Ignac-

zak, 1999).

Segundo apresentado por Ignaczak e Ostoja-Starzewski (2009) e por Hetnarski

e Ignaczak (1999), diversos modelos foram desenvolvidos para contornar as defici-

ências da Lei de Fourier, constituindo uma teoria denominada Termoelasticidade

Generalizada. Nestes modelos, a condução do calor passa a ter um comportamento

ondulatório no qual a velocidade de propagação da onda de calor é finita. Este fenô-

meno é denominado Segundo Som. Ilustrativamente, pode-se mencionar como uma

aplicação prática da teoria generalizada da termoelasticidade a análise termoelástica

dinâmica de meios fissurados durante choques térmicos (Esmati et al., 2018).

As discussões realizadas até o presente momento se referem ao comportamento

elástico do material. Caso o material trabalhe em um regime inelástico, também

surgirá na equação corrigida da condução de calor um termo associado aos fenômenos

dissipativos do processo de deformação inelástica. Conforme discutido em Eraslan e

Orcan (2002), o calor gerado por fenômenos dissipativos também pode ser desprezado

se a variação de temperatura que ele proporcionar for significativamente inferior à

causada pelas ações térmicas externas.
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Um outro aspecto importante a ser discutido durante a modelagem de problemas

termomecânicos é a dependência das propriedades f́ısicas em relação à temperatura

(Hetnarksi e Achenbach, 1996). Nos casos em que a variação da temperatura ocorre

em uma pequena faixa, estas propriedades podem ser consideradas constantes. Caso

contrário, atenção especial deve ser dada à formulação matemática a fim de consi-

derar essa dependência (Barron e Barron, 2012).

Na análise termomecânica acoplada, os problemas podem se tornar fisicamente

não-lineares se qualquer uma das propriedades f́ısicas adotadas na modelagem pos-

suir dependência com a temperatura. Adicionalmente, as demais fontes de não-

linearidade f́ısica, como a dependência da deformação na lei tensão-deformação,

também tornam o problema termomecânico fisicamente não-linear (Nicholson, 2003).

Caso o problema termomecânico (PTM) seja modelado de forma desacoplada,

existirá não-linearidade na parcela térmica se uma ou mais dentre as propriedades

Calor Espećıfico, Densidade e Condutividade Térmica dependerem da temperatura

(Carslaw e Jaeger, 1959). Soluções anaĺıticas podem ser encontradas para alguns

casos particulares, porém em geral é necessário recorrer a métodos numéricos para

resolver o problema termomecânico devido à sua complexidade matemática (Het-

narski e Eslami, 2009).

Diversas técnicas numéricas para a solução de problemas cont́ınuos regidos por

equações diferenciais parciais vem sendo desenvolvidas há algumas décadas, sendo

o Método dos Elementos Finitos (MEF) uma técnica consolidada dispońıvel para

tal finalidade (Zienkiewicz e Taylor, 2000). Segundo Hetnarski e Eslami (2009),

o MEF é uma ferramenta poderosa para a solução de problemas termomecânicos,

especialmente por sua elevada taxa de convergência.

Além de análises termomecânicas pelo MEF, podem ser encontrados na litera-

tura, a t́ıtulo ilustrativo, trabalhos utilizando o Método dos Elementos Finitos com

suavização baseada em faces (Feng et al., 2013), o Método dos Elementos Fini-

tos Generalizado também conhecido como Método dos Elementos Finitos Estendido
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(Plews e Duarte, 2016; Esmati et al., 2018) , o Método dos Elementos de Contorno

(Matsumoto et al., 2005) , Métodos Sem Malha como o Método de Diferenças Fini-

tas Generalizado (Hosseini, 2013) e o Método Local Petrov-Galerkin (Sladek et al.,

2009) e o método Phase-Field (Miehe, Schänzel, e Ulmer, 2015; Miehe, Hofacker,

Schänzel, e Aldakheel, 2015), dentre outros métodos numéricos.

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), o MEF é uma técnica numérica baseada

na subdivisão do domı́nio em componentes individuais, denominados elementos fi-

nitos, cujo comportamento é previamente conhecido. Esses componentes são então

combinados de forma adequada para reconstruir o sistema original, com o objetivo

de fornecer uma aproximação do comportamento do corpo.

A subdivisão do domı́nio, denominada discretização, simplifica o processo de

solução por aproximar o problema cont́ınuo, governado por equações diferenciais

parciais, por meio de um problema discreto, regido por um sistema de equações al-

gébricas. Como a qualidade dessa aproximação melhora à medida que o número de

componentes individuais aumenta, é necessário resolver um grande sistema de equa-

ções nas situações de aplicação prática, justificando a implementação computacional

do método.

Belytschko et al. (2014) apresenta uma revisão da evolução histórica do MEF

aplicado a análises não-lineares, indicando algumas ferramentas computacionais de-

senvolvidas nos centros de pesquisa ao longo dos anos.

Os programas de computador desenvolvidos para a solução numérica de pro-

blemas de engenharia segundo o MEF podem ser divididos em duas categorias:

programas livres ou proprietários. Denomina-se Software Livre aquele que respeita

a liberdade e a concordância do usuário. Neste senso, o usuário possui a liberdade

de executar, copiar, distribuir, estudar, modificar e melhorar o programa de compu-

tador. Quando o usuário não possui controle sobre o programa, diz-se que o mesmo

é proprietário (Stallman e Gay, 2015).

Atualmente existem vários projetos de software livre para a solução de problemas
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de engenharia regidos por equações diferenciais parciais com o aux́ılio do MEF. Uma

breve lista de alguns desses projetos é apresentada a seguir:

� Agros2D (Karban et al., 2013) ;

� Calculix (Dhondt, 2004) ;

� Elmer (Jussila e Ruokolainen, 2007) ;

� FEniCS (Logg, 2007; Logg et al., 2012) ;

� FreeFEM++ (Hecht, 2012) ;

� GetFEM++ (Putanowicz et al., 2013) ;

� INSANE (Pitangueira et al., 2008);

� LibMesh (Kirk et al., 2006; Rattez, 2017).

O sistema computacional INSANE - INteractive Structural ANalysis Environ-

ment, dispońıvel em https://www.insane.dees.ufmg.br/, é um software livre mul-

tiplataforma, escrito na linguagem de programação Java segundo o paradigma de

Programação Orientada a Objetos (POO). O programa é desenvolvido desde 2004

no Laboratório de Software Livre - INSANE Lab, pertencente ao Departamento de

Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), com

o objetivo de ser utilizado principalmente como um recurso didático e como uma

ferramenta de pesquisa.

Além de conter recursos para a solução de problemas utilizando o MEF, o IN-

SANE atualmente também é capaz de resolver problemas da mecânica dos sólidos

utilizando as técnicas de discretização: Método dos Elementos Finitos Generali-

zado/Estendido (Alves et al., 2013) , Método dos Elementos de Contorno (Peixoto

et al., 2018) e Métodos sem Malha (Gori et al., 2017).

https://www.insane.dees.ufmg.br/
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Esta dissertação tem por objetivo a implementação computacional de recursos no

núcleo numérico do ambiente computacional INSANE para a solução de problemas

termomecânicos, utilizando como técnica de discretização o MEF. A implementação

se restringe ao caso quasi-estático, no qual os termos inerciais nas equações do mo-

vimento e o termo de acoplamento termoelástico são desprezados. A implementação

também se restringe aos casos nos quais as trocas de calor por radiação podem ser

desprezadas. Quanto às propriedades f́ısicas, permite-se uma dependência polino-

mial entre a condutividade térmica e a temperatura, o que introduz não-linearidade

f́ısica na parcela térmica. Quanto à parcela mecânica do problema termomecânico,

estuda-se o comportamento do corpo na presença de deformações oriundas da vari-

ação da temperatura.

1.1.2 Objetivos espećıficos

A solução de um problema termomecânico desacoplado pode ser subdividida em

duas macroetapas, onde a primeira consiste na solução de um Problema de Trans-

ferência de Calor (PTC) para obter a variação da distribuição de temperaturas, e a

segunda consiste na solução de um problema da mecânica dos sólidos contemplando

o efeito da variação da temperatura calculada na primeira etapa.

Os recursos previamente dispońıveis no INSANE para a solução do PTC e do

PTM com o aux́ılio do MEF (Botelho et al., 2015) se restringiam à análise linear

em regime permanente.

A fim de solucionar o PTC no regime transiente considerando a não-linearidade

f́ısica introduzida pela dependência entre a condutividade térmica e a temperatura,

tornou-se necessário expandir as entidades do núcleo numérico relacionadas à solução

do problema de transferência de calor.
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A implementação das novas ferramentas relativas ao PTC foi realizada em fases,

a saber:

1. PTC fisicamente não-linear em regime estacionário;

2. PTC linear em regime transiente;

3. PTC fisicamente não-linear em regime transiente.

Para generalizar as análises multif́ısicas, onde a solução de cada f́ısica pode ser

conduzida por um algoritmo diferente de acordo com as caracteŕısticas do problema

analisado, é recomendável a existência de uma entidade para controlar o fluxo de

execução durante o processo global de obtenção da solução.

Outra questão relativa à multif́ısica é a necessidade de especificar, sobre a mesma

geometria, condições iniciais e condições de contorno espećıficas para cada uma das

f́ısicas envolvidas. Especialmente em relação às condições de contorno, há a neces-

sidade de introduzir na parcela mecânica a condição de contorno correspondente ao

efeito da variação da temperatura, calculada na primeira etapa.

A fim de generalizar a implementação para qualquer caso multif́ısico, propõe-se

neste trabalho que o gerenciador da solução também seja responsável pela manipu-

lação das condições iniciais e das condições de contorno.

Por fim, por serem referentes ao mesmo meio, cada f́ısica possui suas particula-

ridades no seu respectivo problema discreto. Portanto, também é necessária uma

configuração espećıfica para cada f́ısica, que também pode ser coordenada pelo ge-

renciador do processo de solução.

Persegue-se, portanto, como um objetivo espećıfico, a implementação do geren-

ciador da solução atendendo aos critérios supramencionados.

Conclúıda a implementação do PTC e existindo um gerenciador do processo

de solução, pôde-se avançar para a última etapa deste trabalho, que consiste em

implementar algoritmos para atender às seguintes demandas:
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� Geração e aplicação automática dos carregamentos oriundos da variação da

temperatura no problema mecânico;

� Solução da parcela mecânica de problemas fisicamente não-lineares que conte-

nham carregamentos de variação de temperatura;

� Correção do cálculo das tensões quando houver a presença de deformações

oriundas de variações de temperatura.

Após a implementação dessas tarefas, realizou-se a implementação final do PTM

em fases como foi realizado para o PTC:

1. PTM linear em regime transiente;

2. PTM fisicamente não-linear em regime estacionário;

3. PTM fisicamente não-linear em regime transiente.

1.2 Organização do texto

Após esse caṕıtulo introdutório, no qual é brevemente detalhada uma visão geral

sobre o tema tratado, são apresentados cinco caṕıtulos e três apêndices.

No caṕıtulo 2 é realizada uma revisão histórica da análise termomecânica, acom-

panhada da formulação matemática clássica do problema. Neste caṕıtulo, as sim-

plificações descritas até o presente momento são detalhadas.

No caṕıtulo 3 é apresentada a formulação do PTC e do PTM segundo o MEF,

e no caṕıtulo 4 são apresentadas as modificações realizadas no núcleo numérico do

INSANE para atender aos objetivos mencionados neste caṕıtulo introdutório.

Os testes da implementação encontram-se no caṕıtulo 5, e as conclusões relativas

a esse trabalho se encontram no caṕıtulo 6, bem como a proposição de trabalhos

futuros que continuem a pesquisa apresentada nessa dissertação.
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Uma análise detalhada do núcleo numérico do INSANE indicando os pontos

que necessitavam de mudanças para que as ferramentas propostas nessa dissertação

fossem introduzidas no programa é apresentada no Apêndice A.

O apêndice B contém o desenvolvimento das soluções anaĺıticas dos exemplos de

validação tratados no caṕıtulo 5, e o apêndice C contém tabelas indicando as enti-

dades do núcleo numérico empregadas durante a modelagem e solução dos exemplos

de validação.



Caṕıtulo 2

REFERENCIAL TEÓRICO

Este caṕıtulo apresenta uma breve revisão teórica sobre a análise termomecâ-

nica. Primeiramente é exposto um levantamento histórico da evolução dessa área

do conhecimento, seguido de uma revisão sobre os conceitos básicos da termodinâ-

mica clássica e da formulação do problema de transferência de calor em materiais

isotrópicos. Posteriomente, é feita uma apresentação da termodinâmica do cont́ınuo

em conjunto com a formulação do problema termomecânico acoplado. Ao final, as

aproximações simplificadoras são discutidas, explicitando o desacoplamento entre o

problema térmico e o problema mecânico no caso particular tratado nessa dissertação

de mestrado.

2.1 Levantamento histórico

Segundo detalhadamente descrito por Boley (1980) em (Hasselman e Heller,

1980) e por Hetnarski e Eslami (2009), o desenvolvimento da teoria da termoe-

lasticidade se iniciou com a leitura do trabalho de Duhamel (1837) pela Academia

Francesa de Ciências. A teoria apresentada por J. C. Duhamel foi publicada poucos

anos após a publicação de C.L.M.H. Navier sobre os fundamentos da teoria da elas-

ticidade (Navier, 1821), lido também pela Academia Francesa de Ciências em 1821

e publicado em 1827, e após a publicação do tratado de J.B.J. Fourier sobre a teoria

da transferência de calor (Fourier, 1822).

11
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Pouco avanço ocorreu em um peŕıodo de aproximadamente 60 anos após a pu-

blicação de J. C. Duhamel, como ilustrado na Figura 2.1. Após esse peŕıodo, as

principais contribuições à formulação das equações da termoelasticidade são atribúı-

das a Neumann (1885), a Almansi (1897), a Tedone (1906) e a Voigt (1910).

Figura 2.1: Publicações sobre termomecânica entre 1836 e 1955 (Boley, 1980).

Contudo, apesar do trabalho apresentado por J. C. Duhamel conter a derivação

das equações para o acoplamento entre o campo de temperaturas e o campo de de-

formações em um corpo sólido, foi somente 120 anos depois que uma demonstração

completa para a equação da condutividade térmica foi apresentada por Biot (1956),

que se baseou na Termodinâmica dos Processos Irreverśıveis. O trabalho de Biot

também inclui métodos básicos tanto para a solução da equação da termoelastici-

dade, como para a formulação de uma abordagem variacional (Nowacki, 1970).

Uma breve revisão dos principais trabalhos na área da termodinâmica até o

estabelecimento da teoria utilizada por Biot para a sua formulação variacional do

problema termomecânico é apresentada a seguir.
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Como descrito por Maugin (1999), os desenvolvimentos da termodinâmica se

iniciaram principalmente em 1824 com o trabalho de Carnot (1986) e com o trabalho

de Clapeyron (1834), que construiram as noções de termometria e calorimetria. Estes

conceitos introduziram a noção de trabalho, que posteriormente se concretizou na

primeira e na segunda lei da termodinâmica, formalmente postuladas por Clausius

(1851).

Figura 2.2: Árvore genealógica do desenvolvimento da termomecânica (Adaptado

de Maugin (1999)).

Especificamente em relação à segunda lei da termodinâmica, cuja essência é atri-

búıda a R. von Mayer (1842) e a William Thomson, também conhecido como Lord

Kelvin (Thomson e Tait, 1867), na maioria dos casos a energia deve mudar a sua

natureza para que ela seja conservada. Essa mudança de qualidade, segundo Clau-

sius, ocorre somente em uma direrção, implicando em fenômenos não-conservativos.
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Atribui-se também a R. Clausius a criação do conceito de entropia, utilizado para

qualificar o que muda quando a energia é conservada.

O prinćıpio de conservação da energia foi então desenvolvido detalhadamente

por Gibbs (1928), no domı́nio da termoestática, e o prinćıcio do não-decréscimo

da entropia foi amplamente discutido nos trabalhos de Planck (1903), levando à

desigaldade de Clausius-Planck.

Os primeiros cruzamentos entre a termodinâmica e a termoelasticidade ocorre-

ram com o trabalho de G. G. Stokes, relativo ao reconhecimento do vetor de fluxo

de calor, e com o trabalho de Lord Kelvin sobre a dissipação da energia mecânica,

como ilustrado na Figura 2.2.

As contribuições de Kirchhoff, mencionadas em Jakubowska (1982), consolidaram

a primeira teoria de campo da termomecânica, e após essa consolidação a referida

linha de pesquisa levou à formulação da desigualdade de Clausius-Duhem por Duhem

(1911), que introduziu claramente as equações locais de estado enquanto reconhecia

que a termodinâmica pode levar a irreversibilidades globais.

Após os trabalhos de Gibbs, Planck e Duhem, Théophile de Donder consolidou

uma teoria padronizada para a termodinâmica, denominada Teoria dos Processos

Irreversśıveis (de Donder e van Rysselberghe, 1936), abreviada como TPI. na Figura

2.2.

Diversos avanços ocorreram posteriormente, em especial quanto à definição do

conceito de entropia com as contribuições de Maxwell (1871) e de Ludwig Boltzmann,

que teve um dos seus trabalhos mais proeminentes na termodinâmica traduzidos para

o inglês por Sharp e Matschinsky (2015), e com a contribuição de Rayleigh (1899),

importante na caracteriazação de processos irreverśıveis em sistemas macroscópicos

em diversos estados e na definição de funções de dissipação. Também ressalta-se a

proposição de uma equação para o balanço de entropia por Bridgman (1943, 1950),

que foi utilizada para provar que a dissipação térmica deve ser sempre positiva.

As evoluções descritas até o presente momento são suficientes para caracterizar
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historicamente o leitor em relação à formulação matemática da teoria termomecâ-

nica clássica em sua forma geral, apresentada na seção 2.4 deste caṕıtulo. Maiores

detalhes sobre os desenvolvimentos da termodinâmica após Duhem podem ser con-

sultados em Maugin (1999).

2.2 Primeira Lei da Termodinâmica

Na presente seção, os aspectos termodinâmicos serão revisitados, sendo apresen-

tada a formulação matemática da primeira lei da termodinâmica conforme detalhado

em Booley e Weiner (1997).

2.2.1 Sistemas uniformes

Inicia-se definindo variáveis de estado como o conjunto de valores numéricos

relacionados às grandezas f́ısicas observáveis utilizadas para descrever o comporta-

mento de um sistema em um dado instante de tempo. Define-se também processo

adiabático como sendo aquele que ocorre em um sistema que não troca calor com

a sua vizinhança. Adicionalmente, diz-se que um sistema encontra-se em equiĺıbrio

termodinâmico se as variáveis de estado não se modificam ao longo do tempo.

Se um sistema for retirado de um estado de equiĺıbrio termodinâmico no instante

de tempo t = t0, caracterizado pelas variáveis de estado X = X(t0) , e levado por

meio de um processo adiabático a um novo estado de equiĺıbrio no instante de tempo

t = t1, caracterizado pelas variáveis de estado X = X(t1), pode-se afirmar que o

trabalho total realizado pelo sistema, definido a seguir, é independente do processo

adiabático particular empregado, ou seja, o trabalho depende somente das variáveis

de estado observadas nos extremos do intervalo temporal.

W =

∫ t1

t0

Ẇ (t)dt (2.1)
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Denomina-se energia interna (U) o trabalho realizado pelo sistema em um pro-

cesso adiabático que retira o sistema de uma condição de referência arbitrária e

o leva ao estado em questão. Sendo a referência fixa, U é uma função de estado

definida como:

U = U(X1, ..., Xj) (2.2)

Observa que a energia interna é uma propriedade extensiva, ou seja, a energia

interna de um sistema compreendido por dois ou mais subsistemas é igual à soma

das energias internas de todos os subsistemas.

Considerando um processo arbitrário conectando dois pontos de extremidade

caracterizados por X(t0) e X(t1), onde U [X1(t0), ...,Xj(t0)] = U(t0) e U [X1(t1), ...,

Xj(t1)] = U(t1) , e no qual o trabalho total seja expresso pela Equação 2.1, pode-se

escrever para um processo adiabático:

[U(t1)− U(t0)]−W = 0 (2.3)

Nos casos em que o processo não for adiabático, a diferença entre a variação da

energia interna e o trabalho não será nula. Essa diferença é então denominada calor

(Q):

[U(t1)− U(t0)]−W = Q (2.4)

Os valores de W e de Q serão diferentes para diferentes processos conectando os

mesmos pontos de extremidade, todavia a soma (W+Q) é independente do processo

particular empregado visto que ela depende apenas da função de estado U .

A Equação 2.3 também pode ser expressa na forma de taxa ou na forma diferen-

cial:
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U̇ = Ẇ + Q̇ (2.5a)

dU = dW + dQ (2.5b)

Considerando dois sistemas, 1 e 2, em contato perfeito um com o outro, mas

separados de suas vizinhancas por fronteiras adiabáticas, tem-se:

U̇1 = Ẇ1 + Q̇1 (2.6a)

U̇2 = Ẇ2 + Q̇2 (2.6b)

Como a energia interna é uma propriedade extensiva, a variação da energia in-

terna do sistema constitúıdo pela união dos dois sistemas 1 e 2 é igual à soma

da variação das energias internas desses sistemas separadamente. Adicionalmente,

como o sistema composto está impedido de trocar calor com a vizinhança, a variação

do calor desse sistema composto deve ser nula. Logo,

U̇ = Ẇ1 + Ẇ2 (2.7)

O resultado anterior implica em:

Q̇1 = −Q̇2 (2.8)

Desta forma, é razoável definir calor como a energia sendo transferia de um

sistema para o outro. Sendo assim, a Equação 2.5 pode ser interpretada como uma

formulação matemática da lei da conservação da energia, usualmente referida como

primeira lei da termodinâmica.
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2.3 Formulação clássica do Problema de Transfe-

rência de Calor

Esta seção apresenta uma breve revisão dos modos de transferência de calor a fim

de complementar a definição de calor apresentada na seção anterior. Como essa dis-

sertação de mestrado se insere no âmbito da mecânica dos sólidos, será apresentada

na sequência a formulação matemática clássica das equações pertinentes à condu-

ção de calor em sólidos, que posteriormente serão utilizadas no desenvolvimento da

teoria termomecânica.

Como detalhadamente descrito por Bergman et al. (2011), a transferência de

calor ocorre na natureza em três modos distintos: condução, convecção e radiação

térmica.

2.3.1 Modos de transferência de calor

2.3.1.1 Condução

A condução, em ńıvel atômico e molecular, pode ser vista como a transferência

de energia das part́ıculas mais energéticas para as menos energéticas do material

devido às interações entre mesmas. Em um gás que não possua movimento global, ou

macroscópico, e que apresente gradiente térmico, esta transferência de energia ocorre

a partir da transmissão da energia cinética de part́ıculas com temperatura mais

alta para part́ıculas de temperaturas mais baixa, à medida que elas colidem. Um

comportamento muito similar pode ser observado nos ĺıquidos, embora as moléculas

estejam mais próximas que em um gás e as interações sejam mais fortes e mais

frequentes. Analogamente, em um sólido a condução pode ser atribúıda à atividade

atômica na forma de vibração dos ret́ıculos. Portanto, na presença de gradiente

de temperatura a transferência de energia por condução deve ocorrer na direção da

diminuição da temperatura.
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2.3.1.2 Convecção

A transferência de calor por convecção é caracterizada pela combinação de dois

fenômenos: transferência de energia devido ao movimento molecular aleatório do

fluido e pelo transporte de energia devido à movimentação macroscópica do fluido.

A convecção pode ser classificada de acordo com a natureza do escoamento do fluido,

sendo subdividida em convecção forçada e convecção natural. A convecção forçada

ocorre quando o escoamento é induzido por meios externos, tais como um ventilador,

uma bomba, ou ventos atmosféricos. Já a convecção natural ocorre quando o esco-

amento é induzido por forças de empuxo, que são originadas a partir de diferenças

de densidades causadas por variações de temperatura no fluido.

2.3.1.3 Radiação

A radiação térmica é a energia emitida pela matéria que se encontra a uma tem-

peratura não-nula. Independentemente do estado da matéria, a emissão de energia

pode ser atribúıda a mudanças nas configurações eletrônicas dos átomos ou molé-

culas que a constituem. A energia do campo de radiação é transportada por ondas

eletromagnéticas, portanto, não necessitando de um meio material para a sua pro-

pagação.

2.3.2 Teoria da condução de calor

Segundo Carslaw e Jaeger (1959) a teoria da condução do calor foi constrúıda

embasada em observações experimentais. O primeiro ensaio, que posteriormente

levou à Lei de Fourier, será descrito a seguir.

Considera-se a placa mostrada na Figura 2.3, na qual o comprimento e a largura

sejam muito maiores que a espessura e cujas superf́ıcies superior e inferior estejam

submetidas a diferentes temperaturas. O centro do sistema de coordenadas se en-

contra no centro da placa, e seus eixos são perpendiculares às superf́ıcies que formam

o contorno da placa.
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Figura 2.3: Desenho esquemático da placa considerada no desenvolvimento da teoria

da condução de calor.

Se as temperaturas nas superf́ıcies superior e inferior forem mantidas constantes

ao longo do tempo, a distribuição de temperaturas na placa não irá se alterar.

Restringe-se essa diferença de temperaturas a uma faixa na qual as propriedades

f́ısicas do material da placa possam ser consideradas constantes.

Dadas as condições descritas acima, escolhe-se como volume de controle um

cilindro pertencente ao domı́nio da placa, distante das bordas, e cujo eixo seja normal

às superf́ıcies superior e inferior.

Neste tipo de ensaio observa-se que o calor total Q transmitido através do cilin-

dro após t segundos é diretamente proporcional à diferença de temperaturas entre

as superf́ıcies da placa, ∆θ, à área da seção transversal do cilindro, A, ao tempo

de observação, e é inversamente proporcional à espessura da placa, h. Também se

observa que o calor transmitido nesse intervalo de tempo se modifica ao se modificar

o material da placa. Portanto, introduz-se uma constante k denominada condutivi-

dade térmica que possui um valor espećıfico para cada material a cada temperatura.

Matematicamente, pode-se expressar:

Q = k A t
∆θ

h
(2.9)

Denomina-se fluxo de calor q′′ a taxa na qual calor atravessa uma determinada
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superf́ıcie em um ponto do corpo, expresso por unidade de área. Analisando um caso

limite no qual a espessura h da placa tenda a zero, o fluxo de calor que a atravessa

é definido como:

q′′x = −k dθ
dx

(2.10)

O sinal negativo é introduzido para enfatizar que o fluxo de calor é positivo na

direção de diminuição da temperatura.

Pode-se mostrar que o fluxo de calor em um ponto genérico P é uma grandeza

vetorial, cujas componentes em cada uma das direções independentes do sistema de

coordenadas são, para materiais isotrópicos:

q′′i = −kθ,i (2.11)

com i correspondente a cada uma das direções espaciais independentes.

A Equação 2.11 pode ser generalizada a fim de contemplar materiais anisotró-

picos. Para tal, a condutividade térmica é representada por um tensor de segunda

ordem D e assume-se que cada componente do vetor de fluxo de calor em um ponto

é uma função linear das componentes do gradiente de temperatura nesse mesmo

ponto (Carslaw e Jaeger, 1959). Dessa forma,

q′′i = −Dijθ,j (2.12)

A equação anterior naturalmente contempla o caso particular de materiais iso-

trópicos, onde o tensor constitutivo é dado por Dij = k · δij.

2.3.2.1 Equação da Condução do Calor

O desenvolvimento matemático para a obtenção de uma equação que permita

calcular a distribuição de temperaturas em um corpo sólido parte da aplicação da

primeira lei da termodinâmica ao elemento diferencial mostrado na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Volume de controle utilizado na formulação da equação da condução do

calor (Bergman et al., 2011).

Como dentro do elemento diferencial pode ocorrer um processo que gere ou con-

suma energia térmica, tem-se a taxa de variação da energia Ėg causada por esse

fenômeno:

Ėg = ė dx dy dz (2.13)

onde ė é a taxa na qual energia é gerada ou consumida, por unidade de volume do

meio.

Além de poder gerar ou consumir energia, a quantidade de energia interna, U ,

acumulada pela matéria no elemento diferencial pode aumentar ou diminuir ao longo

do tempo. Essa variação pode ser matematicamente explicitada por:

U̇ = ρ cp
∂θ

∂t
dx dy dz (2.14)

onde ρ é a massa espećıfica e cp é o calor espećıfico a pressão constante.
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As taxas de transferência de calor por condução nas superf́ıcies de controle que

passam pelo ponto P (x, y, z) são qx, qy e qz. Para determinar as taxas correspon-

dentes nas superf́ıcies das faces que passam pelo ponto P (x + dx, y + dy, z + dz),

realiza-se uma expansão em série de Taylor. Desprezando os termos de ordem supe-

rior à linear, tem-se:

qx+dx = qx +
∂qx
∂x

dx (2.15a)

qy+dy = qy +
∂qy
∂y

dy (2.15b)

qz+dz = qz +
∂qz
∂z

dz (2.15c)

Realizando o balanço de energia descrito pela primeira lei da termodinâmica,

Equação 2.5a, ao volume de controle da Figura 2.4, pode-se equacionar:

qx + qy + qz + ė dx dy dz − qx+dx − qy+dy − qz+dz = ρ cp
∂θ

∂t
dx dy dz (2.16)

Substituindo as equações 2.15a, 2.15b e 2.15c na Equação 2.16, obtém-se:

− ∂qx
∂x

dx− ∂qy
∂y

dy − ∂qz
∂z

dz + ė dx dy dz = ρ cp
∂θ

∂t
dx dy dz (2.17)

Utilizando a relação entre o fluxo de calor e o gradiente de temperaturas descrito

pela Lei de Fourier em materiais isotrópicos, Equação 2.11, e multiplicando pela

correspondente área da seção transversal do elemento diferencial em cada uma das

direções cartesianas para determinar a taxa de transferência de calor a partir do

fluxo de calor, pode-se escrever:

qx = −kdydz ∂θ
∂x

(2.18a)

qy = −kdydz ∂θ
∂y

(2.18b)

qz = −kdydz ∂θ
∂z

(2.18c)
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Substituindo as equações 2.18a, 2.18b e 2.18c na Equação 2.17, obtém-se a equa-

ção da difusão do calor em coordenadas cartesianas, para materiais isotrópicos:

∂

∂x

(
k
∂θ

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂θ

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂θ

∂z

)
+ ė = ρ cp

∂θ

∂t
(2.19)

que na forma indicial pode ser escrita como:

(kθ,i),i + ė = ρ cp θ̇ (2.20)

2.3.2.2 Condições de contorno do Problema de Transferência de Calor

Para solucionar a equação diferencial parcial da difusão do calor, Equação 2.19,

é necessário introduzir as condições de contorno e a condição inicial.

A condição inicial se refere ao estado que o corpo se encontra no instante de

referência para o começo da análise. Devem ser especificadas as temperaturas e os

fluxos de calor em todo o domı́nio neste instante de tempo.

As condições de contorno se referem às condições f́ısicas existentes na fronteira do

sólido, podendo essas serem constantes ou variáveis ao longo do tempo. As condições

de contorno mais comuns estão listadas abaixo:

1. Temperatura prescrita;

2. Fluxo térmico prescrito na superf́ıcie;

3. Troca de calor por convecção na superf́ıcie;

4. Troca de calor por radiação na superf́ıcie.

Ressalta-se que o caso de uma superf́ıcie isolada termicamente equivale matema-

ticamente a prescrever um fluxo de calor nulo na superf́ıcie.

Nesta dissertação de mestrado não será abordada a troca de calor por radiação

visto que a mesma demanda um tratamento especial devido à sua não-linearidade,

o que excede o escopo previsto para este trabalho.
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2.3.3 Propriedades térmicas dependentes da temperatura

Segundo Carslaw e Jaeger (1959), rigorosamente falando as propriedades tér-

micas dos materiais variam com a temperatura. Quando a faixa na qual ocorre a

variação da temperatura é estreita, pode-se negligenciar essa dependência.

Quando a dependência das propriedades térmicas com a temperatura não pode

ser negligenciada, a Equação 2.19 se torna uma equação diferencial não-linear, cuja

solução anaĺıtica não é trivial. Algumas soluções podem ser encontradas na literatura

para geometrias particulares, todavia em casos genéricos torna-se necessário recorrer

a técnicas numéricas para obter a distribuição de temperaturas.

2.4 Formulação do problema termomecânico

Na presente seção será realizada uma breve apresentação da formulação ter-

momecânica acoplada em sua forma mais geral, conforme detalhado em Booley e

Weiner (1997). Devido à consideração da presença de campos de temperaturas não

uniformes, torna-se necessário estender os aspectos termodinâmicos apresentados na

seção 2.2 a sistemas não-uniformes. Para tal, utiliza-se a teoria da termodinâmica

do cont́ınuo.

Primeiramente, a primeira lei da termodinâmica será aplicada ao problema ter-

momecânico, onde será considerado o trabalho realizado pelas ações externas e pela

resposta mecânica interna do material, a energia cinética adquirida pelo corpo du-

rante o processo de deformação e o calor trocado com a vizinhança.

Em seguida, a parcela dissipativa será isolada na equação da conservação da ener-

gia e o teorema matemático de Carathéodory será empregado para que a formulação

atenda à segunda lei da termodinâmica.

Para concluir o desenvolvimento, uma função potencial de energia livre será in-

troduzida na equação da conservação da energia, o que irá conduzir às equações aco-

pladas que descrevem o problema termomecânico, a saber: a lei tensão-deformação
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contemplando o efeito das deformações devidas à variação da temperatura, e a equa-

ção corrigida da equação do calor, que contempla o termo dissipativo termoelástico.

Finalmente, serão aplicadas as simplificações que desacoplam os problemas térmico

e mecânico.

2.4.1 Conservação da energia aplicada ao problema termo-

mecânico

A taxa na qual trabalho é realizado por forças de corpo por unidade de massa b

e forças de superf́ıcie p sobre um corpo compreendido pelo domı́nio Ω envolto pela

superf́ıcie Γ pode ser calculada por:

Ẇ (t) =

∫
Ω

ρ [bi(X, t)vi(X, t)] dV +

∫
Γ

[pi(X, t)vi(X, t)] dA (2.21)

onde v é a velocidade, v ≡ u̇ .

A energia cinética é dada pela expressão:

K =
1

2

∫
Ω

ρvividV (2.22)

Dada a função de densidade de energia interna γ(X, t), medida em energia por

unidade de massa, pode-se obter a energia interna total pela integração:

U =

∫
Ω

ργdV (2.23)

O equiĺıbrio entre as forças de superf́ıcie e as tensões em um ponto da superf́ıcie

do corpo é expresso por:

pi = σijnj (2.24)

onde σ é o tensor de tensões de Cauchy e n é um vetor unitário normal à

superf́ıcie Γ.
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Considerando que ocorre transferência de calor para o corpo através da superf́ıcie

Γ a uma taxa −q′′(X, t) por unidade de área, a taxa total de transferência de energia

por esse mecanismo é dada por:

qent = −
∫

Γ

q′′inidA (2.25)

A lei da conservação da energia implica que a taxa na qual as forças de corpo

e de superf́ıcie realizam trabalho sobre o corpo adicionadas à energia transferida ao

corpo por calor é igual ao aumento da soma entre as energias interna e cinética,

levando a:

∫
Γ

σijnjvidA+

∫
Ω

ρbividV −
∫

Γ

q′′inidA =
d

dt

(
1

2

∫
Ω

ρvividV +

∫
Ω

ργdV

)
(2.26)

Aplicando o teorema da divergência ao primeiro e ao terceiro termos:

∫
Γ

σijvinjdA =

∫
Ω

(σijvi),jdV (2.27)

∫
Γ

q′′inidA =

∫
Ω

q′′i,idV (2.28)

Além disso, baseando-se na equação da continuidade que expressa a conservação

da massa, pode-se inverter a ordem de diferenciação e de integração nos termos do

lado direito da igualdade na Equação 2.26:

d

dt

(
1

2

∫
Ω

ρvividV +

∫
Ω

ργdV

)
=

∫
Ω

ρv̇ividV +

∫
Ω

ργ̇dV (2.29)

Substituindo as equações 2.27 a 2.29 na equação 2.26 e utilizando um processo

de integração por partes, tem-se:

∫
Ω

[(σij,j + ρbi − ρv̇i)]vidV +

∫
Ω

[(σijvi,j − q′′i,i − ργ̇]dV = 0 (2.30)
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onde a primeira integral na equalção acima é nula por corresponder à equação de

equiĺıbrio. Assumindo que a equação 2.30 seja válida para qualquer ponto do domı́nio

do corpo, tem-se que o integrando dessa equação deve ser identicamente nulo. Logo,

σijvi,j − q′′i,i − ργ̇ = 0 (2.31)

Efetuando uma decomposição do gradiente de velocidades em sua parcela simé-

trica e anti-simétrica:

vi,j =
1

2
(vi,j + vj,i) +

1

2
(vi,j − vj,i) = ε̇ij + ω̇ij (2.32)

sendo ε o tensor de deformações infinitesimais.

Como o produto σijωij é nulo visto que σij é simétrico e ωij é anti-simétrico, a

Equação 2.31 pode ser escrita como:

σij ε̇ij − q′′i,i = ργ̇ (2.33)

Assume-se então uma separação entre as parcelas dissipativas e as parcelas con-

servativas no produto entre o tensor de tensões e a variação temporal do tensor de

deformações. Para tanto, cada componente independente dos respectivos tensores é

representada por uma variável caracteŕıstica:

ξa = conservεrs : deformações não-dissipativas onde a = 1, . . . , 6 e r, s = 1, 2, 3 ;

dm = dissipεrs : deformações dissipativas onde m = 1, . . . , 6 e r, s = 1, 2, 3 ;

σa : componente de tensão conjugada de ξa ;

ςm : componente de tensão conjugada de dm .

A Equação 2.33 pode ser reescrita após a separação entre as parcelas conservativa

e dissipativa:

ςmḋm + σaξ̇a − q′′i,i = ργ̇ (2.34)



29

Aplicando o teorema de Caratheodory (1909), abordado em detalhes por Zach-

manoglou (1971), às variáveis de estado em um ponto genérico do corpo, obtém-se

a equação abaixo para que a mudança de estado em um ponto genérico do corpo

ocorra de forma irreverśıvel, acompanhada de dissipação de energia na forma de

calor para as vizinhanças do ponto:

1

Λ(ξa, θ)

[(
ρ
∂γ

∂ξa
− σa

)
ξ̇a + ρ

∂γ

∂θ
θ̇

]
= Ḟ (ξa, θ) (2.35)

onde Λ(ξa, θ) e F (ξa, θ) são funcões matemáticas a serem determinadas para asse-

gurar a integrabilidade no teorema Carathéodory, como descrito em detalhes em

Booley e Weiner (1997).

Reescrevendo a Equação 2.34 em termos das novas variáveis Λ e F , e entendendo

que γ = γ(ξa, θ):

ργ̇ − σaξ̇a = ςmdm − q′′i,i = Λ(ξ1, . . . , ξ6, θ)Ḟ (ξ1, . . . , ξ6, θ) (2.36)

Restringindo a aplicação do teorema de Carathéodory a um processo onde dm(t) =

0, isto é, um processo não dissipativo, pode-se reescrever a Equação 2.36 como:

− q′′i,i = Λ(ξ1, . . . , ξ6, θ)Ḟ (ξ1, . . . , ξ6, θ) (2.37)

A integração da Equação 2.37 sobre o volume do corpo, utilizando o teorema da

divergência, leva a:

Q̇ =

∫
Ω

Λ(ξ1, . . . , ξ6, θ)Ḟ (ξ1, . . . , ξ6, θ)dV (2.38)

onde Q̇ é a taxa na qual energia é transferida para o sistema na forma de calor.

Assumindo que o sistema seja uniforme e que o calor seja transferido de forma

lenta e gradual, a equação anterior pode ser reescrita como:

Q̇ = ΛḞ V (2.39)
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onde V é o volume total do sistema, ou como:

Q̇ = Λ∗ḞM (2.40)

sendo M é a massa total do sistema e Λ∗(ξa, θ) = Λ(ξa, θ)/ρ(ξa, θ).

Pode-se mostrar que existe uma única função Λ∗ a menos de uma constante

multiplicadora que atenda ao Teorema de Carathéodory, e que essa função depende

unicamente da variável de estado θ e não poder mudar de sinal. Essa função é

conhecida como temperatura absoluta, denominada T (θ) .

A função Ḟ (ξa, θ) correspondente a T (θ) é portanto uma função de estado única

para cada sistema.

A função Densidade de Entropia, por sua vez, corresponde diretamente à função

F (ξa, θ), sendo denominada η(ξa, θ), ou seja:

η(ξa, θ) = F (ξa, θ) (2.41)

Definida a função de estado intensiva Densidade de Entropia, reescreve-se a Equa-

ção 2.36 utilizando, por motivos de conveniência, T no lugar de θ como variável de

estado:

σaξ̇a + ρT η̇ = ργ̇ (2.42a)

ςmdm − q′′i,i = ρT η̇ (2.42b)

Introduz-se então uma função de energia livre, ϕ(εij, T ) como definido a seguir:

ϕ(εij, T ) = γ(εij, T )− Tη(εij, T ) (2.43)

Substituindo a expressão para a energia livre na Equação 2.42a:

(
σij − ρ

∂ϕ

∂εij

)
ε̇ij − ρ

(
η +

∂ϕ

∂T

)
Ṫ = 0 (2.44)
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Devido ao fato dos coeficientes de ε̇ij e T serem independentes, e devido à simetria

do tensor de tensões, ambos os parênteses devem ser identicamente nulos, o que leva

a:

σij = ρ
∂ϕ

∂εij
(2.45)

η = −∂ϕ
∂T

(2.46)

A energia livre pode ser expressa em função dos invariantes do tensor de defor-

mações, Iε, IIε, IIIε, dos ângulos dos eixos principais e da temperatura absoluta.

No caso de um material isotrópico, a energia livre é independente dos ângulos de

orientação dos eixos principais do tensor de deformações, logo:

ϕ(εij, T ) = ϕ(Iε, IIε, IIIε, T ) (2.47)

Assim, a Equação 2.45 pode ser reescrita como:

σij = ρ

(
∂ϕ

∂Iε

∂Iε
∂εij

+
∂ϕ

∂IIε

∂IIε
∂εij

+
∂ϕ

∂IIIε

∂IIIε
∂εij

)
(2.48)

Considerando um estado de referência à temperatura T = T0 para o qual o

material se encontre isento de tensões, expande-se ϕ em uma série de potências em

função dos invariantes do tensor de deformações, Iε, IIε, IIIε e da variável T ′, onde:

T ′ = (T − T0)/T0 (2.49)

Então:

ϕ(Iε, IIε, IIIε, T
′) =

1

ρ
(a0 + a1Iε + a2IIε + a3IIIε + a4T

′ + a5Iε
2+

a6IIε
2 + a7IIIε

2 + a8T
′Iε + . . . )

(2.50)
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Substituindo a Equação 2.50 na Equação 2.48, utilizando as expressões dos in-

variantes do tensor de deformações em função das componentes desse tensor e con-

siderando que para um material linear em regime de pequenos deslocamentos os

produtos entre εij e T ′ possam ser desprezados, obtém-se:

σij = (2a5 + a2)δijεkk − a2εij + a8δijT
′ (2.51)

As constantes a2 , a5 e a8 podem ser expressas em termos das constantes de Lamé,

λ e µ, e em termos do coeficiente de expansão térmica α, o que leva à tradicional

relação tensão-deformação para materiais sólidos elásticos e lineares na presença de

variações de temperatura:

σij = λδijεkk + 2µεij − (3λ+ 2µ)δijα(T − T0) (2.52)

Partindo do prinćıpio de que a geração de entropia é sempre positiva, na ausência

de variáveis dissipativas obtém-se uma relação funcional linear entre o fluxo de calor

e o gradiente de temperaturas. Para um material isotrópico, essa relação se reduz à

lei de Fourier.

A equação da conservação da energia pode ser colocada em uma forma mais

conveniente, para sólidos elásticos lineares na ausência de variáveis dissipativas,

partindo-se da Equação 2.42b:

− q′′i,i = ρT η̇ = ρT

(
∂η

∂εij
ε̇ij +

∂η

∂T
Ṫ

)
(2.53)

Substituindo a formulação para a função de densidade de entropia descrita na

Equação 2.46 na Equação 2.53, obtém-se:

− q′′i,i = −ρT
(

∂2ϕ

∂εij∂T
ε̇ij +

∂2ϕ

∂T 2
Ṫ

)
(2.54)

Da definição de calor espećıfico a deformação constante, caracterizado por um

processo onde ε̇ij = 0, tem-se:
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cp = −∂
2ϕ

∂T 2
T (2.55)

Considerando também a relação da Equação 2.45, pode-se mostrar que:

∂2ϕ

∂εij∂T
=

1

ρ

∂σij
∂T

(2.56)

Substituindo as equações 2.55 e 2.56 na equação 2.54:

− q′′i,i = ρ cp Ṫ − T
∂σij
∂T

ε̇ij (2.57)

Aplicando a relação tensão deformação da Equação 2.52 na Equação 2.57, utili-

zando a Lei de Fourier, incluindo o termo de geração de energia, ė, e considerando

T = T0 + T ′T0 ≈ T0 obtém-se a equação corrigida, ou acoplada, da condução de

calor para o problema termoelástico:

(kθ,i),i + ė = ρ cp Ṫ + (3λ+ 2µ)αT0 ε̇kk (2.58)

onde α é o coeficiente de expansão térmica do material.

A Equação 2.58 é uma extensão da Equação 2.20 aplicada ao caso termomecânico,

e seu último termo é denominado termo de acoplamento termoelástico por implicar

na necessidade de resolver as equações da mecânica dos sólidos simultaneamente à

equação da condução do calor.

2.4.2 Considerações simplificadoras

Reescrevendo a Equação 2.58 introduzindo um parâmetro admensional Ψ:

(kθ,i),i = ρcpṪ

[
1 + Ψ

(
λ+ 2µ

3λ+ 2µ

)(
ε̇kk

αṪ

)]
(2.59)

onde Ψ é definido por:

Ψ =
(3λ+ 2µ)2α2T0

ρ2cpv2
e

(2.60)
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O parâmetro ve é a velocidade de propagação das ondas de dilatação no meio

elástico, definido como:

ve =
√

(λ+ 2µ)/ρ (2.61)

O acoplamento termoelástico pode então ser desprezado quando:

ε̇kk

3αṪ
�
(
λ+ 2µ/3

λ+ 2µ

)
1

Ψ
(2.62)

Segundo Booley e Weiner (1997), em termos práticos, para negligenciar o acopla-

mento termoelástico é necessário atender à desigualdade Ψ � 1, o que ocorre para

a maioria dos metais, desde que as taxas de deformação sejam da mesma ordem

de grandeza das taxas de variação da temperatura. O segundo critério implica na

necessidade do histórico temporal dos deslocamentos seguir o histórico da variação

de temperaturas de tal forma que não ocorram atrasos ou vibrações no movimento

do corpo.

2.4.3 Problema termomecânico desacoplado em regime quasi-

estático

No problema termomecânico desacoplado em regime quasi-estático tanto o termo

de acoplamento termoelástico na Equação 2.58 como os termos inerciais da equação

do movimento podem ser desprezados.

Nessa condição, o problema é solucionado em duas etapas:

Etapa 1: Obter a evolução da distribuição de temperatura segundo a teoria clássica

da condução do calor:

(kθ,i ) ,i +ė = ρ cp θ̇ (2.63)

para a condição inicial em todo o domı́nio do corpo X ∈ Ω, em t = 0:θ(x, y, z, t = 0) conhecida em Ω

q(x, y, z, t = 0) conhecida em Ω
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e com as condições de contorno na superf́ıcie do corpo X ∈ Γ = Γθ ∪ Γq ∪ Γh:
θ(x, y, z, t) conhecida em Γθ

qini(x, y, z, t) conhecido em Γq

qhini(x, y, z, t) = h(θ − θ∞) conhecido em Γh

Etapa 2: Obter a evolução do campo de deslocamentos em função da variação tem-

poral das ações mecânicas e da temperatura:

(λ+ µ)ui,ij + µuj,kk + bj − (3λ+ 2µ)αθ,j (t) = 0 (2.64)

Para as condições de contorno na superf́ıcie do corpo X ∈ Γ = Γu ∪ Γp:ui(x, y, z, t) conhecida em Γu

σij(x, y, z, t)nj(x, y, z, t) = pi(x, y, z, t) conhecido em Γp

Nas equações acima, Γθ e Γu se referem às porções da superf́ıcie do corpo onde

atuam as condições de contorno de Dirichlet, ou de primeira espécia, e Γq e Γp às

porções da superf́ıcie do corpo onde atuam as condições de contorno de Neumman,

ou de segunda espécie, e Γh à proção da superf́ıcie do corpo onde atua a condição de

contorno de Robin, ou de terceira espécie. Ressalta-se que a formulação apresentada

neste caṕıtulo se restringe a materiais isotrópicos.



Caṕıtulo 3

ABORDAGEM NUMÉRICA

A teoria referente ao problema termomecânico desacoplado em regime quasi-

estático, discutida resumidamente no Caṕıtulo 2, resulta em um conjunto de equa-

ções diferencias parciais em função das variáveis espaciais do problema e da variável

tempo. Nesta situação, diz-se que o problema é cont́ınuo visto que, ao se resolver

o referido conjunto de equações, é obtida uma solução anaĺıtica válida para qual-

quer ponto do domı́nio em qualquer instante de tempo. Entretanto, para a maioria

dos casos de aplicação prática, a obtenção da solução anaĺıtica não é trivial, ou até

imposśıvel, especialmente em corpos cuja geometria seja complexa.

Uma alternativa à solução anaĺıtica do conjunto de equações diferenciais parciais

consiste em calcular uma solução aproximada em pontos do domı́nio espacial e do

domı́nio temporal, com o aux́ılio de métodos numéricos, e então interpolar os valores

calculados nesses pontos para estender essa aproximação ao restante do corpo e do

peŕıodo de tempo estudado.

Nessa dissertação de mestrado são empregados métodos que realizam uma sub-

divisão tanto do espaço como do peŕıodo de tempo em que se deseja conhecer a

resposta aproximada. A porção espacial do problema é discretizada e analisada se-

gundo o Método dos Elementos Finitos e a porção temporal segundo o Método de

Diferenças Finitas, ambos métodos consagrados na literatura.

A apresentação desses métodos nesse caṕıtulo se iniciará com a discussão do

36
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Método dos Elementos Finitos aplicado à porção espacial do Problema de Trans-

ferência de Calor, seguida da apresentação do Método de Diferenças finitas para

o tratamento da porção temporal dos problemas de condução de calor em regime

transiente. Nesse momento, também serão discutidas as simplificações relativas à

análise térmica em rigme permanente.

Posteriormente, será mostrada a formulação do Método de Newton para a so-

lução numérica da equação da condução do calor quando a condutividade térmica

apresenta dependência em relação à temperatura, o que torna o problema não-linear.

A seção relativa ao problema de transferência de calor será conclúıda com uma

discussão da aplicação conjunta dos métodos de Newton, Elementos Finitos e Dife-

renças Finitas para a solução de problemas de transferência de calor não-lineares no

regime transiente. Nessa seção também serão apontadas as considerações simplifi-

cadoras para o caso particular do PTC não-linear em regime permanente.

Na sequência, a formulação do problema mecânico segundo o MEF, contem-

plando a variação da temperatura no corpo, é apresentada em detalhes. Uma breve

discussão sobre o procedimento de cálculo das deformações térmicas, quando o co-

eficiente de expansão térmica possui dependência polinomial com a temperatura, é

realizada ao final da respectiva seção.

Uma breve revisão acerca da formulação paramétrica e da utilização da técnica

de integração numérica dentro do contexto do MEF é apresentada após as formula-

ções do PTC e do PTM, onde são tratadas algumas particularidades dos problemas

abordados nessa dissertação de mestrado.

O caṕıtulo será conclúıdo com a apresentação de uma das abordagens posśıveis

à solução do problema multif́ısico termomecânico em regime quasi-estático contem-

plando os métodos numéricos supramencionados, sob o ponto de vista de fluxo de

execução.
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3.1 Formulação do Problema de Transferência de

Calor pelo Método dos Elementos Finitos

O problema cont́ınuo de condução de calor em corpos sólidos, descrito no Caṕı-

tulo 2, é regido pela equação:

(Dijθ,j ) ,i +ė = ρ cp θ̇ (3.1)

onde D é o tensor constitutivo, que representa a relação entre as componentes

do fluxo de calor e do gradiente de temperaturas em um ponto. Em materiais

isotrópicos, o tensorD torna-se diagonal com todos os termos iguais à condutividade

térmica do material, isso é, Dij = k · δij.

A Equação 3.1 pode ser reescrita na forma:

R(θ) = (Dijθ,j ) ,i +ė− ρ cp θ̇ = 0 (3.2)

onde R é denominado reśıduo. Para que a solução buscada seja válida, esse reśıduo

deve ser nulo em qualquer ponto do domı́nio e em qualquer instante do peŕıodo de

tempo analisado.

Como detalhadamente descrito por Bergheau e Fortunier (2008), existe uma

famı́lia de métodos de reśıduos ponderados que se baseiam na condição de cancela-

mento do reśıduo:

∫
Ω

ψR(θ)dV = 0 (3.3)

onde ψ são funções peso, pertencentes a um conjunto de funções Eψ, integráveis no

domı́nio Ω. Diz-se que a função θ(x, y, z, t) buscada, quando admisśıvel, deve possuir

derivadas de segunda ordem integráveis em Ω. O conjunto de funções θ admisśıveis

é denominado Eθ.

A formulação do método de reśıduos ponderados aplicada ao problema de trans-

ferência de calor leva, portanto, ao problema de buscar uma função θ ∈ Eθ para
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qualquer função ψ ∈ Eψ tal que:

∫
Ω

ψ[(Dijθ,j ) ,i +ė− ρ cp θ̇]dV = 0 (3.4)

As mesmas condições iniciais e condições de contorno discutidas no Caṕıtulo 2

devem ser atendidas pelo problema de valor inicial e de contorno descrito acima.

Caso o campo de temperaturas θ(x, y, z, t) seja uma solução da Equação 3.2, ele

automaticamente será uma solução da Equação 3.4. Caso contrário, a escolha dos

conjuntos de funções Eψ e Eθ irá definir se o campo de temperaturas θ será uma

solução da Equação 3.4. Esta abordagem é adequada para a busca de uma solução

aproximada para o campo de temperaturas.

A integral de volume na Equação 3.4 pode ser modificada pela integração por

partes seguida da aplicação do teorema da divergência:

∫
Ω

ψ[(Dijθ,j ) ,i ]dV =

∫
Γ

ψ(Dijθ,j ni) dA−
∫

Ω

ψ,i(Dijθ,j ) dV (3.5)

Substituindo esse resultado na Equação 3.4, obtém-se a Formulação Integral

Fraca do problema:

∫
Ω

ψ(ė− ρ cp θ̇)dV +

∫
Γ

ψ(Dijθ,j ni) dA−
∫

Ω

ψ,i(Dijθ,j ) dV = 0 (3.6)

Ao escrever o problema na Formulação Integral Fraca, os requisitos relacionados

às funções que podem descrever o campo de temperaturas são reduzidos, uma vez

que não existem mais derivadas segundas dessas funções na Equação 3.6. Por outro

lado, se observa que nessa formulação existem derivadas primeiras tanto das funções

θ como das funções ψ, o que eleva o rigor quanto à seleção do conjunto de funções

admisśıveis Eψ.

Segundo Bergheau e Fortunier (2008), os conjuntos de funções admisśıveis Eθ

e Eψ devem pertencer ao primeiro espaço de Sobolev, H1(Ω), que fornece funções

quadraticamente integráveis. Por apresentarem requisitos similares, as funções ψ
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podem ser escolhidas como variações admisśıveis das funções Eθ. Portanto, se θ ∈

Eθ, então para qualquer ψ em Eψ, θ + ψ ∈ Eθ.

Na Formulação Integral Fraca, as condições de contorno de Dirichlet, ou essenci-

ais, devem ser obrigatoriamente introduzidas no espaço de funções admisśıveis para

o campo de temperaturas, Eθ. Ademais, selecionam-se funções peso ψ que sejam

nulas no contorno Γθ.

O termo correspondente à integral de superf́ıcie na Equação 3.6 pode ser redu-

zido fazendo uso da propriedade supramencionada das funções ψ no contorno Γ do

problema, onde ψ é nula em Γθ, região onde são prescritas as condições de contorno

essenciais, e pode ser diferente de zero em Γq onde são prescritas as condições de

contorno naturais:

∫
Γ

ψ(Dijθ,j ni) dA =

∫
Γθ

ψ︸︷︷︸
=0

(Dijθ,j ni) dA+

∫
Γq

ψ(Dijθ,j ni) dA =

∫
Γq

ψq′′sdA

(3.7)

onde q′′s é o fluxo de calor correspondente à condição de contorno de Neumman, ou

natural, prescrita na superf́ıcie Γq.

Uma solução aproximada pode ser obtida trabalhando em sub-espaços En
θ e En

ψ de

Eθ e Eψ, respectivamente, de dimensão finita n. A partir de um elemento particular

de Eθ, θ
∗, é posśıvel expressar todos os elementos do sub-espaço En

θ na forma:

θ = θ∗ + ψ. O Método de Galerkin faz uso dessa propriedade ao considerar um

espaço de funções En
θ definido a partir do espaço En

ψ.

Portanto, tal método consiste em substituir o problema cont́ınuo de cancelamento

do reśıduo por um problema discreto de dimensão n, no qual deve-se buscar θ ∈ En
θ

tal que para qualquer função ψ ∈ En
ψ:

∫
Ω

ψ(ė− ρ cp θ̇)dV +

∫
Γq

ψq′′sdA−
∫

Ω

ψ,i(Dijθ,j ) dV = 0 (3.8)

Ao se incrementar a dimensão n de sub-espaços En
θ e En

ψ, se obtém uma melhor
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aproximação da solução, que converge para a solução anaĺıtica quando o número de

funções nos sub-espaços tende ao infinito.

O Método dos Elementos Finitos é um caso particular do Método de Galerkin. No

MEF os sub-espaços de aproximação En
θ e En

ψ são constrúıdos sobre a subdivisão da

geometria do corpo, e cada subdomı́nio geométrico é denominado Elemento Finito.

Para construir as aproximações nos elementos finitos são utilizados os valores

do campo de temperaturas em pontos espećıficos do subdomı́nio geométrico, que

passam a constituir as incógnitas do problema. Esses pontos são denominados nós,

e por isso diz-se que o Método dos Elementos Finitos pertence a uma famı́lia de

métodos de aproximação nodal por sub-domı́nios.

As funções que realizam a aproximação local são denominadas funções de forma,

funções de aproximação, ou funções interpoladoras, e serão aqui referenciadas por

N . Cada nó do modelo discreto possui uma função de interpolação associada a si.

Essas funções devem atender a alguns requisitos particulares tais como:

� Possuir valor unitário sobre o nó correspondente à função;

� Ser nula em sub-domı́nios geométricos que não contenham o nó correspondente

à função;

� Ser nula nas fronteiras do sub-domı́nio geométrico que não conterem o nó

correspondente à função;

� Ser definida e continuamente diferenciável no sub-domı́nio geométrico.

Além dos requisitos sobre as funções de aproximação, a união dos subdomı́nios Ωe

dos elementos deve resultar no domı́nio do corpo Ω e não deve ocorrer sobreposição

dos mesmos. Em geral, os subdomı́nios são figuras geométricas básicas como linhas,

triângulos, quadriláteros, tetraedros e hexaedros.

Inicia-se o desenvolvimento do MEF realizando a aproximação do campo de

temperatura θ no interior do elemento finito por uma interpolação dos valores de
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temperatura nos nós do elemento. Essa interpolação é feita utilizando as funções N,

associadas a cada um dos nós do elemento, agruapadas no vetor linha N .

Agrupando as temperaturas nos nós do elemento em um vetor coluna θe, pode-

se interpolar o campo de temperaturas no domı́nio do elemento finito pelo produto

matricial:

θ = N θe (3.9)

onde N = {N1 N2 . . . Nn} e θe = {θe1 θe2 . . . θen}
T

.

A função peso no interior de um elemento finito também pode ser constrúıda a

partir dos seus valores nodais, ou seja,

ψ = ψeT NT (3.10)

ondeψe é o vetor dos pesos nos nós do elemento, escrito comoψe = {ψe1 ψe2 . . . ψen}
T

.

O número de componentes no vetor linha N e nos vetores coluna θe e ψe é dado

pelo número de graus de liberdade do elemento finito.

O gradiente do campo de temperaturas no interior do domı́nio do elemento finito

também pode ser calculado utilizando as funções de interpolação:

θ,i = (N θe),i = (LNT )θe (3.11)

onde L é um operador de derivadas, que no caso tridimensional em um sistema

cartesiano é expresso como:

L =


∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 (3.12)

O resultado do produto entre L e N é uma matriz, que será referida como B.

Logo,

θ,i = B θe (3.13)
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Analogamente, o gradiente da função peso é obtido como:

ψ,i =
(
ψeT NT

)
,i = ψeT (LN)T = ψeT BT (3.14)

Em seguida, as integrais presentes na Equação 3.8, que operam sobre todo o do-

mı́nio Ω do corpo, são decompostas nas somas de funções integrais sobre os domı́nios

Ωe de cada um dos elementos finitos. As aproximações para ψ e θ, definidas nas

equações 3.9 e 3.10, são então substitúıdas na formulação:

∫
Ω

ψ(ė− ρ cp θ̇)dV =
m∑
e=1

ψeT
(∫

Ωe
NT ėdV −

∫
Ωe
ρ cpN

T N dV

)
(3.15a)∫

Γq

ψq′′sdA =
m∑
e=1

ψeT
∫

Γe
⋂

Γq

NT q′′sdA (3.15b)∫
Ω

ψ,i Dij θ,j dV =
m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
BTDBθedV (3.15c)

onde m é o número de elementos finitos que compõem a malha, obtidos no processo

de discretização espacial.

Substituindo as expressões acima na Equação 3.8, obtém-se:

m∑
e=1

ψeT Re = 0 (3.16)

onde os termos Re do somatório são os vetores de reśıduo associados a cada um dos

elementos finitos:

Re =

∫
Ωe
NT ėdV −

∫
Ωe
ρ cpN

T Nθ̇
e
dV+∫

Γe
⋂

Γq

NT q′′sdA−
∫

Ωe
BTDBθedV

(3.17)

A definição do reśıduo do elemento finito expressa pela Equação 3.17 ainda pode

ser modificada considerando que a troca de calor no contorno q′′s pode ocorrer tanto

por fluxo de calor prescrito q′′p como por convecção, q′′h = h(θ∞ − θ), logo:
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Re =

∫
Ωe
NT ėdV −

∫
Ωe
ρ cpN

T Nθ̇
e
dV+∫

Γe
⋂

Γqp

NT q′′pdA+

∫
Γe
⋂

Γqh

NThθ∞dA−
∫

Ωe
BTDBθedV

−
∫

Γe
⋂

Γqh

NT hNθedA

(3.18)

onde Γq = Γqp ∪ Γqh , sendo Γqp a porção do contorno onde foram prescritos fluxos

de calor e Γqh a porção que troca calor com um fluido por conveção.

Para que a relação expressa na Equação 3.16 seja válida para qualquer função

ψ, caracterizada pelos coeficientes ψi nos nós que compõem a malha, o reśıduo deve

ser identicamente nulo.

No processo de formulação, as funções interpoladoras, os valores instantâneos de

temperatura nos nós e os valores da variação temporal da temperatura nos nós em

cada elemento finito foram agrupados no vetor linha N e nos vetores coluna θe e

θ̇e, o que faz com que as integrais que descrevem o reśıduo em cada elemento finito

resultem em matrizes e vetores ao serem avaliadas. As matrizes e vetores resultantes

possuem sentido f́ısico, e serão aqui denominadas matrizes de capacitância e de

condutividade térmica, Ce e Ke respectivamente, e vetor das ações externas F e,

onde:

Ce =

∫
Ωe
ρ cpN

T NdV (3.19)

Ke = Λe +He ⇒

Λe =
∫

Ωe
BTDBdV

He =
∫

Γe
⋂

Γqh
NT hNdA

(3.20)

F e = Fė
e + Fq′′p

e + Fh
e ⇒


Fė

e =
∫

Ωe
NT ėdV

Fq′′p
e =

∫
Γe
⋂

Γqp
NT q′′pdA

Fh
e =

∫
Γe
⋂

Γqh
NTh θ∞dA

(3.21)

onde Fė
e é o vetor de carregamento nodal equivalente relativo à geração de calor

no interior do elemento, Fq′′p
e é o vetor de carregamento nodal equivalente devido à
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prescrição de fluxo de calor por unidade de área no contorno do elemento e Fh
e é o

carregamento nodal equivalente devido às trocas de calor por convecção na superf́ıcie

do elemento finito.

O reśıduo em um elemento finito pode então ser representado pela equação ma-

tricial:

Re = F e −Ce · θ̇ e −Ke · θe = 0 (3.22)

O somatório das contribuições de cada elemento finito na Equação 3.16 resulta

no reśıduo global. Esse processo de retornar ao reśıduo total a partir dos reśıduos

de cada elemento é usualmente definido como etapa de montagem do sistema global.

Tal sistema global assume então a seguinte forma:

R = F −C θ̇ −K θ (3.23)

onde F é o vetor das ações externas do meio discretizado, C é a matriz de capaci-

tância do meio discretizado e K é a matriz de condutividade do meio discretizado.

Ao impor que as componentes do vetor de reśıduos do meio discretizado devem ser

nulas, obtém-se o sistema de equações diferenciais ordinárias na variável temporal:

C θ̇ +K θ = F (3.24)

A última etapa do processo de solução pelo MEF consiste em condicionar o

sistema descrito na Equação 3.24, o que pode ser realizado de diversas formas, sendo

as mais comuns a aplicação do Método da Eliminação, que será empregado nesse

trabalho e descrito a seguir, ou a aplicação do Método da Penalidade ou do Método

dos Multiplicadores de Lagrange. Esses métodos são detalhados em Bergheau e

Fortunier (2008).

No Método da Eliminação realiza-se um particionamento do sistema a partir de

uma reordenação das equações, onde são agrupadas em uma porção as equações rela-

cionadas aos graus de liberdade cujo valor é conhecido a priori, θc, e na outra porção
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as demais equações, referentes aos nós onde não se conhece o valor da temperatura,

θd.

({
Fc

Fd

}
−

[
Cdd Cdc

Ccd Ccc

] {
θ̇d

θ̇c

}
−

[
Kdd Kdc

Kcd Kcc

] {
θd

θc

})
= 0 (3.25)

O sistema da equação anterior é resolvido em duas etapas. Na primeira, trata-se

a porção superior desse sistema para determinar os valores desconhecidos do campo

de temperaturas ao longo do tempo. Essa solução é obtida ao se resolver a equação

diferencial ordinária:

Cdd θ̇d +Kdd θd = Fc −Cdc θ̇c −Kdc θc (3.26)

Após a solução da Equação 3.26 trata-se a porção inferior da Equação 3.25 para

determinar o calor transferirdo através do contorno do problema nas regiões em que

o campo de temperaturas foi prescrito. Para tal, substitui-se θ̇d e θd, previamente

calculados, na equação a seguir:

Fd = Ccd θ̇d +Ccc θ̇c +Kcd θd +Kcc θc (3.27)

3.1.1 Método de Diferenças Finitas para a solução de pro-

blemas transientes formulados segundo o MEF

A formulação do Problema de Transferência de calor segundo o Método dos

Elementos Finitos na seção anterior resultou em sistemas de equações diferenciais

ordinárias na variável temporal. Em geral, a solução desses sistemas de forma ana-

ĺıtica não é simples, e por isso emprega-se um método numérico espećıfico para essa

função.

Segundo Bergheau e Fortunier (2008), a técnica numérica usualmente empregada

para a solução do referido sistema de equações diferenciais ordinárias é o Método de
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Diferenças Finitas. Outras técnicas, como a superposição modal, também podem

ser empregadas e estão descritas resumidamente em Bergheau e Fortunier (2008).

A aplicação do Método de Diferenças Finitas para a solução das equações 3.26 e

3.27 resulta em uma famı́lia de métodos de integração direta (Reddy, 2005), que se

diferenciam principalmente pela forma de aproximar a variação temporal da tempe-

ratura. Nesses métodos, o intervalo de tempo entre o ińıcio e o término da análise é

discretizado, e a solução no instante de tempo seguinte é calculada de forma apro-

ximada utilizando os valores correspondentes ao instante atual.

O método de Newmark, exposto detalhadamente por Logan (2011), é um dos

métodos pertencentes à famı́lia de métodos de integração direta e foi o método

numérico empregado nesse trabalho. No método de Newmark, as distribuições de

temperatura em dois instantes de tempo consecutivos (t) e (t + 1) podem ser pon-

deradas por um parâmetro que varia entre 0 e 1, denominado β, e pelo intervalo de

tempo ∆t através da equação:

θ(t+1) = θ(t) + [(1− β)θ̇(t) + β θ̇(t+1)] ∆t (3.28)

sendo que para β = 0 o método de Newmark corresponde ao método de diferenças

finitas progressivas, para β = 1/2 ao método de diferenças centrais, para β = 2/3

ao esquema de Galerkin, e para β = 1 ao método de diferenças finitas regressivas

(Reddy, 2005).

Escrevendo a Equação 3.24 para os instantes de tempo t(i) e t(i+1):

(1− β)(K θ(t) +C θ̇(t)) = (1− β) F(t) (3.29a)

β (K θ(t+1) +C θ̇(t+1)) = β F(t+1) (3.29b)

Observa-se que a Equação 3.29a foi multiplicada em ambos os lados por (1−β) e

que a Equação 3.29b foi multiplicada em ambos os lados por β. Somando a Equação
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3.29a à Equação 3.29b obtém-se:

C[(1− β)θ̇(t) + βθ̇(t+1)] +K[(1− β)θ(t) + βθ(t+1)] = (1− β)F(t) + βF(t+1) (3.30)

As derivadas temporais da temperatura na Equação 3.30 podem ser eliminadas

isolando o termo entre colchetes na Equação 3.28 e o substituindo na Equação 3.30,

o que resulta em:

C(θ(t+1) − θ(t))

∆t
+K[(1− β)θ(t) + βθ(t+1)] = (1− β)F(t) + βF(t+1) (3.31)

Rearranjando a Equação 3.31, pode-se escrever a distribuição de temperaturas no

instante de tempo seguinte em função da distribuição de temperaturas no instante

corrente e das ações nestes instantes de tempo:

(
1

∆t
C + βK

)
θ(t+1) =

[
1

∆t
C − (1− β)K

]
θ(t) + (1− β)F(t) + βF(t+1) (3.32)

A Equação 3.32 pode ser representada na forma compacta:

K̃ θ(t+1) = F̃ θ(t) + (1− β)F(t) + βF(t+1) (3.33)

onde as matrizes K̃ e F̃ são:

K̃ =

(
1

∆t
C + βK

)
(3.34)

F̃ =

[
1

∆t
C − (1− β)K

]
(3.35)

Para solucionar o sistema de equações algébricas descrito pela Equação 3.33, é

necessário passar pela etapa de condicionamento, que corresponde a aplicar métodos

como o Método da Eliminação, descrito na seção anterior, ou o Método da Penalidade

ou o Método dos Multiplicadores de Lagrange (Bergheau e Fortunier, 2008).
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A aplicação do Método da Eliminação, que faz uso da propriedade dos coeficientes

da função peso serem nulos nos nós submetidos a condições de contorno essenciais,

resulta no particionamento:

[
K̃dd K̃dc

K̃cd K̃cc

]{
θd(t+1)

θc(t+1)

}
=

[
F̃ dd F̃ dc

F̃ cd F̃ cc

]{
θd(t)

θc(t)

}
+ (1− β)

{
Fc(t)

Fd(t)

}
+ β

{
Fc(t+1)

Fd(t+1)

}
(3.36)

onde os ı́ndices d se referem às equações associadas a nós cuja temperatura seja

desconhecida a priori, e os ı́ndices c às equações associadas a nós cuja temperatura

tenha sido prescrita por meio da condição de contorno essencial.

As temperaturas desconhecidas θd no instante de tempo (t + 1) são então cal-

culadas a partir das equações da porção superior do sistema de equações algébricas

descrito na Equação (3.36):

K̃dd θd(t+1) = F̃ dd θd(t) + F̃ dc θc(t) + (1− β)Fc(t) + βFc(t+1) − K̃dc θc(t+1) (3.37)

Obida as temperaturas no instante de tempo (t + 1), pode-se calcular os fluxos

de calor no instante (t+ 1) pela porção inferior da Equação (3.36):

βFd(t+1) = K̃cd θd(t+1) + K̃cc θc(t+1) − F̃ cd θd(t) − F̃ cc θc(t) − (1− β)Fd(t) (3.38)

3.1.2 Transferência de calor em regime permanente

Como dito anteriormente, as equações 3.26 e 3.27 constituem sistemas de equa-

ções diferenciais ordinárias em relação à variável tempo. Nesse tipo de problema, o

corpo possui uma configuração inicial que se modificará ao longo do tempo enquanto

as ações externas perturbarem o seu equiĺıbrio.

Se após um certo instante as condições de contorno permanecerem constantes,

a distribuição de temperaturas irá se estabilizar em uma nova configuração. Nesta

situação, diz-se que o sistema atingiu o regime permanente.
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Caso não haja interesse em conhecer a evolução da distribuição de temperaturas

ao longo do tempo, e sim determinar qual é a distribuição de temperaturas final na

nova condição de equiĺıbrio, pode-se simplificar as equações 3.26 e 3.27, já que no

regime permanente θ̇c e θ̇d são nulos.

Ao negligenciar os termos referentes às taxas de variação da temperatura nas

equações 3.26 e 3.27, são obtidos sistemas de equações algébricas nos quais as res-

pectivas soluções podem ser facilmente obtida sequencialmente:

Kdd θd = Fc −Kdc θc (3.39)

Fd = Kcc θc +Kcd θd (3.40)

3.1.3 Transferência de calor fisicamente não-linear pelo MEF

A discussão apresentada nas seções anteriores desse caṕıtulo se baseia nas se-

guintes considerações:

� Os valores máximo e mı́nimo da distribuição de temperaturas estão contidos

em uma faixa dentro da qual pode-se admitir que as propriedades f́ısicas do

material sejam constantes, ou seja, não é necessário descrever essas proprieda-

des a partir de funções matemáticas dependentes da temperatura;

� As condições de contorno do problema não possuem dependência com a tempe-

ratura do corpo, ou possuem dependência descrita por uma relação linear com

a temperatura do corpo, que é o caso da convecção com valor do coeficiente

de filme constante.

Conforme melhor descrito por Reddy (2005) e por Bergheau e Fortunier (2008),

quando os critérios acima não são atendidos diz-se que o problema de transferência

de calor é fisicamente não-linear.
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Essa dissertação de mestrado se restringe ao caso onde somente a condutividade

térmica apresenta dependência com a temperatura e onde as condições de contorno

atendem ao critério supramencionado.

Nesse tipo de problema fisicamente não-linear é necessário conhecer a distribuição

de temperaturas no corpo para montar a matriz de condutividade térmica do meio

discretizado com exatidão.

Como a distribuição de temperaturas é a informação buscada, deve-se recorrer a

um processo de solução iterativo que se inicie a partir de uma estimativa do campo

de temperaturas. Essa estimativa é então utilizada para calcular uma aproximação

da matriz K, e a cada iteração são calculadas melhores aproximações tanto da

distribuição de temperaturas como da matriz de condutividade. O processo iterativo

continua até que um critério de convergência seja atingido.

O método iterativo empregado nesse trabalho para a solução de problemas de

transferência de calor fisicamente não-lineares é o Método de Newton, que será

descrito em detalhes a seguir.

3.1.3.1 Método de Newton aplicado à formulação do MEF do problema

de transferência de calor fisicamente não-linear

Conforme discutido na seção 3.1, o Método dos Elementos Finitos consiste no

cancelamento do reśıduo, sob uma perspectiva integral, em um domı́nio discretizado.

Segundo Reddy (2005) e Bergheau e Fortunier (2008), a formulação do Método

de Newton para a solução do sistema de equações não-lineares parte da expansão em

série de Taylor do vetor de reśıduo na iminência da solução de forma a correlacionar

a distribuição de temperaturas da iteração corrente com a distribuição de tempe-

raturas calculada na iteração anterior. A expansão em série de Taylor do reśıduo ,

truncada no termo linear, pode ser escrita como:

R(θ)
(r)
i = R(θ)

(r−1)
i +

n∑
j=1

(
∂Ri

∂θj

)(r−1) (
θ

(r)
j − θ

(r−1)
j

)
(3.41)
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Na iminência da solução, pode-se considerar que o reśıduo é nulo, o que implica

em igualar o lado esquerdo da Equação 3.41 a zero. As derivadas parciais presentes

na equação acima podem ser dispostas em uma matriz, referenciada nesse trabalho

como M , e o somatório da Equação 3.41 pode ser representado por um produto

entre a matriz M e o vetor δθ, que corresponde ao último termo entre parênteses

na equação anterior. Logo,

M (r−1) δθ = R(θ)(r−1) (3.42)

onde os termos da matriz M são definidos como:

M
(r−1)
ij = −

(
∂Ri

∂θj

)(r−1)

(3.43)

O vetor δθ representa, portanto, o incremento que deve ser dado na distribuição

de temperaturas calculada na iteração anterior para que se caminhe em direção à

solução do problema.

Para o caso da condução de calor em regime transiente, o reśıduo após a discre-

tização temporal por Diferenças Finitas segundo o Método de Newmark é obtido a

partir da reorganização da Equação 3.33 e pode ser expresso por:

R(θ)
(r−1)
(t+1) = F̃ θ(t) + (1− β)F(t) + βF(t+1) − K̃(r−1) θ(t+1) (3.44)

Substituindo a Equação 3.44 na Equação 3.43 e utilizando as expressões para K̃

e para F̃ dadas pelas equações 3.34 e 3.35, pode se escrever a contribuição de cada

elemento finito Me à matriz de iteração global M :

M e
ij

(r−1)
(t+1) = −

(
∂

∂θej (t+1)

)( n∑
m=1

F̃ e
im(t) θ

e
m(t) + (1− β)F e

i (t)+

βF e
i (t+1) −

n∑
m=1

K̃e
im

(r−1) θem(t+1)

) (3.45)
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Como as derivadas parciais são tomadas em relação aos instantes de tempo t+1,

e como os vetores de carregamento F e não dependem da temperatura do corpo, a

equação acima se reduz a:

M e
ij

(r−1)
(t+1) =

∂

∂θej (t+1)

n∑
m=1

K̃e
im

(r−1) θem(t+1) (3.46)

Aplicando a regra da cadeia nos termos do somatório da Equação 3.46, tem-se:

M e
ij

(r−1)
(t+1) =

n∑
m=1

(
∂K̃e

im
(r−1)

∂θej (t+1)

θem(t+1) + K̃e
im

(r−1)∂θ
e
m(t+1)

∂θej (t+1)

)
(3.47)

onde a derivação parcial no segundo termo no somatório se reduz à identidade se

m = j e a zero se m 6= j. Logo,

M e
ij

(r−1)
(t+1) =

n∑
m=1

∂K̃e
im

(r−1)

∂θej (t+1)

θem(t+1) + K̃e
ij

(r−1)
(3.48)

O termo da derivação parcial presente na Equação 3.48 pode ser expandido a

partir da substituição da definição de K̃ dada pela Equação 3.34:

∂K̃e
im

(r−1)

∂θej (t+1)

=
∂

∂θej (t+1)

(
1

∆t
Ce
im + βKe

im
(r−1)

)
= β

∂Ke
im

(r−1)

∂θej (t+1)

(3.49)

Na equação acima a derivação de C em relação a θ é nula devido à conside-

ração realizada nesse trabalho de que somente a condutividade térmica apresenta

dependência com a temperatura.

Combinando as equações 3.34, 3.48 e 3.49, obtém-se finalmente a expressão para

a matriz de iteração no problema de transferência de calor fisicamente não-linear em

regime transiente:

M e
ij

(r−1)
(t+1) =

1

∆t
Ce

ij + β

(
Ke

ij +
n∑

m=1

∂Ke
im

(r−1)

∂θej (t+1)

θem(t+1)

)
(3.50)

Em cada iteração, resolve-se o sistema de equações algébricas descrito na Equa-

ção 3.42 para determinar o valor de δθ. Nesta etapa, a matrizM é montada segundo
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a Equação 3.50 e o reśıduo R que é montado segundo a Equação 3.44, ambos utili-

zando a distribuição de temperaturas θ
(r−1)
(t+1) calculada na iteração anterior, ou seja,

na iteração (r − 1).

Determinado o valor de δθ, incrementa-se o campo de temperaturas segundo a

equação:

θ
(r)
(t+1) = θ

(r−1)
(t+1) + δθ (3.51)

Com a distribuição de temperaturas atualizada, recalcula-se o vetor de reśıduos

para fins de verificação da convergência da iteração. Usualmente adota-se como

critério de convergência avaliar se a norma do vetor de reśıduo é inferior à uma

tolerância pré-estabelecida. Também pode-se adotar como critério complementar

verificar se a norma do incremento do campo de temperaturas é inferior à sua res-

pectiva tolerância.

Atendidos os critérios de convergência, encerra-se o processo iterativo no passo de

tempo atual para dar ińıcio ao cálculo da distribuição de temperaturas no próximo

passo de tempo. Caso contrário, a matriz de iteração é atualizada para a nova

distribuição de temperaturas para que um novo incremento δθ seja calculado.

A matriz M de iteração, que nessa dissertação foi obtida aplicando o Método de

Newton, pode ser calculada de outras formas, como o Método da Iteração Direta,

ou Método de Picard, ou como o Método de Newton Modificado (Reddy, 2005).

O processo completo de solução de um problema de transferência de calor fisica-

mente não-linear em regime transiente é ilustrado na figura a seguir. Nessa figura,

as etapas foram identificadas com algarismos romanos para futura referência.



55

Figura 3.1: Fluxograma para solução do PTC transiente fisicamente não-linear.
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3.1.3.2 Problema de Transferência de Calor fisicamente não-linear em

regime permanente

Na seção 3.1.2 foram discutidas as simplificações aplicáveis quando as condições

de contorno se estabilizam após o ińıcio da análise. Estas simplifacações permitem

ao calculista determinar a distribuição de temperaturas no regime permanente a

partir da solução do sistema de equações algébricas descrito na Equação 3.39.

Quando a condutividade térmica do material depende da temperatura buscada,

a Equação 3.39 é não-linear e a solução pode ser obtida utilizando um método

numérico como o Método de Newton, descrito na seção anterior.

No caso particular do PTC fisicamente não-linear em regime permanente, o re-

śıduo pode ser expresso como:

R(θ) = F −K(θ)θ (3.52)

Os termos da matriz Me de iteração do elemento finito podem ser obtidos a

partir da substituição da Equação 3.52 na Equação 3.43:

M e
ij

(r−1) =
∂

∂θej

(
n∑

m=1

Ke
imθ

e
m − F e

i

)
(3.53)

Como as ações externas não dependem da temperatura, obtém-se:

M e
ij

(r−1) =
n∑

m=1

(
∂Ke

im

∂θej
θem +Ke

im

θem
∂θej

)
=

n∑
m=1

∂Ke
im

∂θej
θem +Ke

ij (3.54)

Para obter a distribuição de temperaturas em regime permanente, calculam-se

os incrementos ao campo de temperaturas a cada iteração conforme a Equação 3.42

até que o critério de convergência seja atendido.

O processo de solução do PTC fisicamente não-linear em regime permanente está

ilustrado a seguir. Novamente, identificou-se as etapas com algarismos romanos para

futura referência.
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Figura 3.2: Fluxograma para solução do PTC fisicamente não-linear em regime

permanente.
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3.1.3.3 Considerações sobre a dependência entre a condutividade tér-

mica e a temperatura

Nas duas sub-seções anteriores foram obtidas expressões para uma matriz de-

nominada matriz de iteração, que é utilizada no cálculo dos incrementos no campo

de temperaturas para diminuir a norma do reśıduo a cada iteração em problemas

fisicamente não-lineares.

Nas expressões para as matrizes de iteração do problema em regime transiente e

do problema em regime permanente, equações 3.50 e 3.54, respectivamente, são en-

contradas derivadas parciais da matriz de condutividade em relação às temperaturas

nodais do elemento finito.

Nesta sub-seção será realizado um desenvolvimento desses termos para o caso

em que a dependência entre a condutividade térmica e a temperatura é expressa por

um polinômio, como descrito na equação abaixo:

k(θ) = a0 + a1 θ + a2 θ
2 + · · ·+ an θ

n (3.55)

onde a0 , a1 , a2 , · · · , an são valores escalares, coeficientes do polinômio k(θ).

Reforça-se que o desenvolvimento aqui apresentado se restringe a materiais iso-

trópicos.

A matriz de condutividade é calculada segundo a Equação 3.20. Os termos dessa

matriz podem ser calculados separadamente:

Ke
ij =

∫
Ωe
BT
i DBjdV +

∫
Γe
⋂

Γq

NT
i hNjdA (3.56)

onde os ı́ndices i e j referem-se à linha i e à coluna j das matrizes B, N e NT

Primeiramente, transfere-se a derivação parcial sobre termos da matriz de con-

dutividade nas equações 3.50 e 3.54 para o interior do integrando da Equação 3.56:

∂Ke
im

∂θej
=

∫
Ωe

Bi
T ∂D

∂θej
BmdV (3.57)
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A parcela convectiva de K, correspondente ao segundo termo à direita da igual-

dade na Equação 3.56, não possui dependência com as temperaturas nodais do

elemento e por isso a sua derivada em relação a θe é nula.

Além disso, se observa na parcela condutiva que a matriz B não possui depen-

dência com a temperatura, portanto o operador de derivadas ∂/∂θej atua somente

sobre a matriz constitutiva, matriz D.

Em materiais isotrópicos, a matriz constitutiva é uma matriz diagonal na qual

a condutividade térmica é igual em todas as direções. Ao aplicar o operador de

derivadas sobre D, obtém-se:

∂D

∂θej
=

∂

∂θej


k(θ) 0 0

0 k(θ) 0

0 0 k(θ)

 =


∂k(θ)/∂θej 0 0

0 ∂k(θ)/∂θej 0

0 0 ∂k(θ)/∂θej

 (3.58)

Como a temperatura é uma grandeza que varia dentro do domı́nio do elemento

finito, a condutividade térmica também irá assumir um valor espećıfico em cada

ponto desse domı́nio quando ela depender da temperatura. Consequentemente, a

matriz constitutiva também irá variar dentro do domı́nio do elemento finito.

No Método dos Elementos Finitos o campo de temperaturas no interior do ele-

mento é calculado a partir dos valores que a temperatura assume nos nós, por meio

das funções de interpolação conforme apresentado na Equação 3.9.

Substituindo a Equação 3.9 na Equação 3.55, obtém-se:

k(θ) = a0 + a1 (N θe) + a2 (N θe)2 + · · ·+ an (N θe)n (3.59)

As derivadas parciais de k(θ) em relação aos valores nodais de temperatura no

elemento finito, θej , podem então ser calculadas:

∂k(θ)

∂θej
=a1

∂(N θe)

∂θej
+ 2 a2 (N θe)

∂(N θe)

∂θej
+ · · ·

+ n an (N θe)(n−1) ∂(N θe)

∂θej

(3.60)
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Claramente, os termos
∂(N θe)

∂θej
são iguais a Nj, logo:

∂k(θ)

∂θej
=
(
a1 + 2 a2 (N θe) + · · ·+ n an (N θe)(n−1)

)
Nj (3.61)

Retornando a relação θ = Nθe na equação anterior, obtém-se:

∂k(θ)

∂θej
=
(
a1 + 2 a2 θ + · · ·+ n an θ

(n−1)
)
Nj = k′(θ)Nj (3.62)

onde k′(θ) será referenciada ao longo dessa dissertação como condutividade térmica

tangente do material, sendo correspondente ao termo entre parênteses na equação

anterior, isto é:

k′(θ) =
(
a1 + 2 a2 (N θe) + · · ·+ n an (N θe)(n−1)

)
(3.63)

Analogamente, será introduzida a nomencaltura matriz constitutiva tangente

para a matriz diagonal cujos termos não nulos são a condutividade térmica tangente

do material:

D′ =


k′(θ) 0 0

0 k′(θ) 0

0 0 k′(θ)

 (3.64)

A Equação 3.58 pode então ser reescrita utilizando a matriz constitutiva tan-

gente, levando a:

∂D

∂θej
=

∂

∂θej


k(θ) 0 0

0 k(θ) 0

0 0 k(θ)

 = D′ ·Nj (3.65)

Substituindo a expressão acima na Equação 3.57, tem-se:

∂Ke
im

∂θej
=

∫
Ωe

Bi
TD′BmNjdV (3.66)

Retornando agora às equações 3.50 e 3.54, deve-se desenvolver o seguinte soma-

tório:



61

n∑
m=1

∂Ke
im

∂θej
θem =

∂Ke
i1

∂θej
θe1 + . . .+

∂Ke
in

∂θej
θen (3.67)

Assim, substituindo a Equação 3.66 na Equação 3.67:

n∑
m=1

∂Ke
im

∂θej
θem =

∫
Ωe

(
Bi

TD′B1

)
(Njθ

e
1) + . . .+

(
Bi

TD′Bn

)
(Njθ

e
n) dV (3.68)

Pode-se notar que a soma no integrando da Equação 3.68 pode ser representada

pelo produto interno entre dois vetores, o que resulta em um escalar:

n∑
m=1

∂Ke
im

∂θej
θem =

∫
Ωe

{
Bi

TD′B1 . . . Bi
TD′Bn

} 
Njθ

e
1

...

Njθ
e
n

 dV = K ′
e
ij (3.69)

Dessa forma, o cálculo de todos os termos da matriz K′e pode ser realizado a

partir da integração do produto matricial mostrado abaixo:

K′e =

∫
Ωe


B1

TD′B1 . . . B1
TD′Bn

...
. . .

...

Bn
TD′B1 . . . Bn

TD′Bn



N1θ

e
1 . . . Nnθ

e
1

...
. . .

...

N1θ
e
n . . . Nnθ

e
n

 dV (3.70)

A equação acima pode então ser condensada :

K′e =

∫
Ωe

(
BTD′B

)
(θeN ) dV (3.71)

As matrizes de iteração utilizadas no processo de solução do problema não-linear

em regime transiente e em regime permanente, equações 3.50 e 3.54, respectivamente,

podem finalmente ser reescritas:

M e
ij

(r−1)
(t+1) =

1

∆t
Ce
ij + β

(
Ke
ij

(r−1)
(t+1) +K ′

e
ij

(r−1)
(t+1)

)
(3.72)

para o problema em regime transiente, e
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M e
ij

(r−1) = Ke
ij

(r−1) +K ′
e
ij

(r−1)
(3.73)

para o problema em regime permanente.

3.2 Formulação do Problema da Mecânica dos Só-

lidos pelo Método dos Elementos Finitos

A formulação do problema mecânico segundo o MEF segue os mesmos prinćıpios

da formulação apresentada para a condução de calor na seção 3.1 desse caṕıtulo. A

abordagem adotada consiste em cancelar o reśıduo no domı́nio do corpo, sob uma

perspectiva integral, como enunciado na Equação 3.3.

Como essa dissertação de mestrado se restringe ao regime quasi-estático, que é

um caso particular do regime transiente, o desenvolvimento apresentado nessa seção

não irá considerar a contribuição dos termos inerciais.

Na mecânica dos sólidos a variável de estado é o deslocamento, que é um campo

vetorial e será referido por u.

Conforme detalhado por Zienkiewicz e Taylor (2000) e por Fish e Belytschko

(2007), a formulação do problema da mecânica dos sólidos segundo o MEF parte da

equação de equiĺıbrio em um elemento infinitesimal:

σij,j + bi = 0 (3.74)

onde b é o vetor das forças de corpo.

As funções peso são agrupadas em um vetor linha ψ, e são independentes para

cada uma das direções do campo de deslocamentos. Pode-se então escrever a forma

integral forte:

∫
Ω

ψi(σij,j + bi)dV = 0 (3.75)
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Integrando o primeiro termo da equação acima por partes e aplicando o teorema

da divergência, obtém-se:

∫
Ω

ψi σij,jdV =

∫
Γ

ψi σijnjdA−
∫

Ω

ψi,j σijdV (3.76)

Substituindo a Equação 3.76 na Equação 3.75:

∫
Γ

ψi σijnjdA−
∫

Ω

ψi,j σijdV +

∫
Ω

ψi bidV = 0 (3.77)

Na equação acima, o produto σijnj no contorno do corpo deve se igualar à com-

ponente pi do vetor de forças de superf́ıcie p.

A forma integral fraca do problema de valor de contorno referente ao meio con-

t́ınuo é equivalente à formulação do prinćıpio dos trabalhos virtuais, com as funções

peso correspondendo aos deslocamentos virtuais (Zienkiewicz e Taylor, 2000).

Organizando as componentes do tensor de tensões em um vetor, o produto ψi,j σij

pode ser representado pelo produto interno entre um vetor linha denominado δε,

que também pode ser interpretado como as deformações virtuais, e o vetor σ.

Dessa forma, a Equação 3.76 pode ser reescrita na forma matricial:

∫
Ω

δεσdV −
∫

Ω

ψbdV −
∫

Γp

ψpdA = 0 (3.78)

onde a integral de superf́ıcie foi reduzida à porção Γp do contorno baseando-se na

propriedade de que ψ é nula na porçao Γu de Γ.

Seguindo os preceitos do Método dos Elementos Finitos apresentados no ińıcio

desse caṕıtulo, desenvolve-se uma aproximação para o campo de deslocamentos no

interior de um elemento finito conforme a relação:

u = N ue (3.79)

Analogamente, aplica-se o mesmo expediente às funções peso:
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ψ = ψeT NT (3.80)

Desenvolve-se então os operadores sobre o campo de deslocamentos e sobre as

funções peso:

ε = (LN)ue = Bue (3.81)

δε = L (ψeT NT ) = ψeT (LN)T = ψeT BT (3.82)

Substituindo as equações 3.80 e 3.82 na Equação 3.78 e decompondo as integra-

ções sobre o domı́nio e sobre o contorno do corpo em somatórios das integrais sobre

os subdomı́nios:

m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
BT σdV −

m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
NTbdV−

m∑
e=1

ψeT
∫

Γe∩Γp

NTpdA = 0

(3.83)

Conforme discutido em detalhes em Boresi et al. (2011), pode-se realizar uma

decomposição do tensor de deformações em uma parcela associada à alteração geo-

métrica do corpo ocasionada exclusivamente pelas ações mecânicas externas e uma

parcela exclusivamente associada à variação da temperatura:

εij = εmecij + εθij (3.84)

onde ε é o tensor de deformações infinitesimais, correspondente à deformação total,

εmec é o tensor das deformações ĺıquidas decorrentes das ações mecânicas exter-

nas e εθ é o tensor correspondente às deformações ocasionadas pela variação da

temperatura.

No caso de materiais termicamente isotrópicos, as componentes do tensor εθ

podem ser expressas por:
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εθij = α(θ − θ0)δij (3.85)

em que α é o coeficiente de expansão térmica do material, θ0 é a temperatura de

referência na qual o ponto material está isento de tensões e θ é a temperatura corrente

do corpo, obtida da solução do problema de transferência de calor.

A lei constitutiva do problema termomecânico, Equação 2.52 , pode então ser

representada na forma matricial, com os tensores ε e εθ representados por vetores:

σ = D (ε− εθ) (3.86)

Substituindo a Equação 3.86 na Equação 3.83, obtém-se:

m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
BTD (ε− εθ) dV −

m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
NTbdV−

m∑
e=1

ψeT
∫

Γe∩Γp

NTpdA = 0

(3.87)

Substitui-se então a Equação 3.81 na Equação 3.87 e realiza-se uma reorganização

dos termos:

m∑
e=1

ψeT
(∫

Ωe
BTDBuedV

)
−

m∑
e=1

ψeT
(∫

Ωe
BTDεθdV

)
−

m∑
e=1

ψeT
∫

Ωe
NTbdV −

m∑
e=1

ψeT
(∫

Γe∩Γp

NTpdA

)
= 0

(3.88)

Colocando as funções peso em evidência, a equação acima pode ser reescrita

como:

m∑
e=1

ψeT Re = 0 (3.89)

onde o reśıduo associado a cada um dos elementos finitos pode ser representado por:

Re =

(∫
Ωe
BTDBdV

)
ue−

∫
Ωe
BTDεθdV −

∫
Ωe
NTbdV −

∫
Γe∩Γp

NTpdA (3.90)
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Na equação anterior, o vetor contendo os valores de deslocamento nos nós do

elemento finito ue pôde ser removido do integrando visto que eles são grandezas

puntuais e por isso não variam no domı́nio de integração.

Para que a relação descrita na Equação 3.89 seja válida para qualquer conjunto

de funções ψ, caracterizadas pelos coeficientes ψi para cada uma das direções cartesi-

anas independentes nos nós que compõem a malha, o reśıduo deve ser identicamente

nulo, logo:

Ke ue = F e = F eeq(θ) + F eeq(b) + F eeq(p) (3.91)

sendo:

Ke =

∫
Ωe
BTDBdV (3.92)

F eeq(θ) =

∫
Ωe
BTDεθdV (3.93)

F eeq(b) =

∫
Ωe
NTbdV (3.94)

F eeq(p) =

∫
Γe∩Γp

NTpdV (3.95)

onde Ke é a matriz de rigidez do elemento finito e F eeq(θ), F
e
eq(b)

e F eeq(p) são os

vetores dos carregamentos nodais equivalentes devidos à variação da temperatura,

às forças de corpo e às forças de superf́ıcie, respectivamente.

Os śıbolos Ke e F e foram utilizados, em diferentes contextos, nas formulações

segundo o MEF para o problema de transferência de calor e para o problema da

mecânica dos sólidos. Apesar de terem significado f́ısico diferente, esses termos

possuem uma natureza matemática similar. O leitor deve atentar, portanto, ao

contexto em que esses śımbolos forem utilizados para se referirem às respectivas

equações que os descrevem.
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Combinando os reśıduos em cada um dos elementos finitos e igualando o resultado

a zero obtém-se o sistema de equações global:

Ku = F (3.96)

onde F é o vetor das ações externas do meio discretizado e K é a matriz de rigidez

do meio discretizado.

O sistema global precisa passar pela etapa final de condicionamento, onde são in-

troduzidas as condições de contorno essenciais. Aplicando o Método da Eliminação,

descrito anteriormente, obtém-se:

[
Kdd Kdc

Kcd Kcc

] {
ud

uc

}
=

{
Fc

Fd

}
(3.97)

onde uc é a parcela do vetor u contendo os graus de liberdade cujo valor da variável

de estado é conhecido a priori e ud é a parcela onde esses valores são desconhecidos.

O sistema da Equação 3.97 deve ser solucionado em duas etapas. Na primeira,

resolve-se a porção superior referente aos graus de liberdade desconhecidos:

Kdd ud = Fc −Kdc uc (3.98)

Obtido o campo de deslocamentos, pode-se calular as reações de apoio solucio-

nando a porção inferior da 3.97:

Fd = Kcd ud +Kcc uc (3.99)

3.2.1 Dependência do coeficiente de expansão térmica com

a temperatura

A lei constitutiva associada à resposta mecânica do material, Equação 2.52 apre-

sentada no caṕıtulo anterior, se restringe ao caso em que a variação da temperatura
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ocorre em uma faixa estreita na qual o coeficiente de expansão térmica pode ser

considerado constante.

De forma criteriosa, o coeficiente de expansão térmica é definido como a mudança

relativa no comprimento L, ou outra dimensão linear, por unidade de mudança da

temperatura absoluta T enquanto a tensão é mantida constante no material (Barron

e Barron, 2012). Esse enunciado pode ser expresso matematicamente como:

α(T ) =
1

L

(
∂L

∂T

)
σ

=

(
∂ε

∂T

)
σ

(3.100)

Portanto, a parcela de deformação relacionada exclusivamente à variação de tem-

peratura em materiais isotrópicos em cada uma das direções principais é expressa

como:

εθ =

∫ Tf

Ti

α(T )dT (3.101)

No caso particular em que a relação entre o coeficiente de expansão térmica e a

temperatura possa ser representada matematicamente por uma função polinomial,

tem-se:

εθ = α0

∫ Tf

Ti

dT + α1

∫ Tf

Ti

TdT + α2

∫ Tf

Ti

T 2dT + . . .+ αn

∫ Tf

Ti

T ndT (3.102)

onde α(T ) = α0 + α1T + α2T
2 + . . .+ αnT

n .

Integrando a Equação 3.102, pode-se representar a deformação correspondente

por:

εθ =
n∑
j=1

αj−1

j

(
T jf − T

j
i

)
(3.103)

Na análise transiente, a temperatura varia continuamente, e a deformação tér-

mica pode então ser representada por uma função temporal por meio de uma mu-

dança de variáveis:
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εθ(t) =

∫ tf

ti

α(T (t))
∂T (t)

∂t
dt (3.104)

Para a relação polinomial entre o coeficiente de expansão térmica e a tempera-

tura:

εθ(t) =α0

∫ tf

ti

∂T (t)

∂t
dt+ α1

∫ tf

ti

T (t) · ∂T (t)

∂t
dt+

α2

∫ tf

ti

T 2(t) · ∂T (t)

∂t
dt+ . . .+ αn

∫ tf

ti

T n(t)
∂T (t)

∂t
dt

(3.105)

Os termos da equação acima podem ser integrados por partes, resultando em:

εθ(t) =
n∑
j=1

αj−1

j
·
(
T j(tf )− T j(ti)

)
(3.106)

A formulação apresentada na Equação 3.106 é útil na definição do carregamento

nodal equivalente relativo à variação de temperatura em problemas dependentes do

tempo, Equação 3.93.

Ressalta-se que devido à diferença entre potências da variável temperatura nas

equações 3.103 e 3.106, deve-se utilizar a escala de temperatura absoluta tanto para

a realização dos cálculos como para representar a relação polinomial entre a variação

do coeficiente de expansão térmica e a temperatura.

3.3 Formulação paramétrica do MEF

Conforme detalhado nas seções anteriores, ao discretizar o problema cont́ınuo

segundo o Método dos Elementos Finitos são obtidas matrizes que representam o

comportamento do subdomı́nio, Ce e Ke, e vetores que representam a influência

das ações externas sobre o subdomı́nio, F e, cujos termos são calculados a partir de

integrais que operam sobre o domı́nio ou sobre o contorno do elemento finito.

Para algumas geometrias regulares, as referidas integrais podem ser avaliadas

analiticamente em função de parâmetros como as coordenadas dos nós ou como a
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largura e a altura do elemento. Todavia, em casos de aplicação prática frequen-

temente não é posśıvel subdividir o domı́nio utilizando geometrias regulares, o que

implica na necessidade de distorcer as geometrias de referência em formas arbitrárias

(Zienkiewicz e Taylor, 2000).

Figura 3.3: Mapeamento bidimensional de alguns elementos finitos (adaptado de

Zienkiewicz e Taylor (2000)).

A formulação paramétrica do MEF se mostra atraente tanto por viabilizar o

cálculo sobre geometrias complexas e genéricas, como por ser adequada à implemen-

tação em programas de computador.

Segundo descrito por Zienkiewicz e Taylor (2000), na formulação paramétrica

é realizada uma transformação de coordenadas a fim de se obter uma geometria

parametrizada, descrita no sistema de coordenadas local do elemento finito. Essa

transformação de coordenadas é denominada mapeamento, e está mostrada ilustra-

tivamente para o caso de problemas bidimensionais na Figura 3.3 .

O mapeamento é responsável por estabelecer uma correspondência biuńıvoca
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entre o elemento finito em seu sistema local de coordenadas e o elemento finito em

sua forma distorcida, definida no sistema de referência. Matematicamente, pode-se

escrever:


x

y

z

 =


fx(ξ, η, ζ)

fy(ξ, η, ζ)

fz(ξ, η, ζ)

 (3.107)

Como discutido anteriormente, a variável de estado no interior de um elemento

finito é aproximada utilizando os valores nodais e as funções de interpolação, funções

N . Essa mesma metodologia pode ser utilizada na formulação paramétrica para

descrever a geometria do elemento em função das coordenadas do nós.

Agrupando as coordenadas dos nós em cada uma das direções independentes, em

vetores separados xe, ye e ze, pode-se aproximar a geometria do elemento por:

x = N xe (3.108)

y = N ye (3.109)

z = N ze (3.110)

onde as funções de forma na formulação paramétrica são escritas no sistema de

coordenadas do elemento.

O cálculo dos termos das matrizes e vetores Ce, Ke e F e contempla derivações

das funções de interpolação em relação às direções cartesianas. Como na formula-

ção paramétrica as funções de interpolação são escritas em relação ao sistema de

coordenadas do elemento finito, torna-se necessário aplicar a regra da cadeia, como

mostrado nas equações abaixo:
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
∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂η

∂Ni
∂ζ

 =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ




∂Ni
∂x

∂Ni
∂y

∂Ni
∂z

 = J


∂Ni
∂x

∂Ni
∂y

∂Ni
∂z

 (3.111)

onde J é denominada matriz Jacobiana.

Substituindo as equações 3.108, 3.109 e 3.110 na matriz jacobiana, obtém-se:

J =
n∑
i=1


Ni,ξxi Ni,ξyi Ni,ξzi

Ni,ηxi Ni,ηyi Ni,ηzi

Ni,ζxi Ni,ζyi Ni,ζzi

 (3.112)

As derivadas das funções de interpolação em relação às coordenadas cartesianas

podem ser obtidas a partir da inversão da matriz jacobiana:


∂Ni
∂x

∂Ni
∂y

∂Ni
∂z

 = J−1


∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂η

∂Ni
∂ζ

 (3.113)

No processo de transformação de coordenadas, a geometria é parametrizada para

que os limites de integração, em geral, sejam -1 e 1 a fim de facilitar a integração

numérica por quadratura de Gauss.

A relação entre os diferenciais nas coordenadas originais e no sistema de coorde-

nadas natural é definida pelo determinante da matriz jacobiana:

dx dy dz = |J |dξ dη dζ (3.114)

As matrizes Ce e Ke e os vetores F e serão apresentados a seguir na forma

paramétrica tanto para o problema de condução de calor como para o problema da

mecânica dos sólidos.

3.3.0.1 Problema de transferência de calor

Na forma paramétrica, as equações 3.19, 3.20 e 3.21 assumem o formato:
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Ce =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ρ cpN
T (ξ, η, ζ)N (ξ, η, ζ)|J |dξ dη dζ (3.115)

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BT (ξ, η, ζ)D(ξ, η, ζ)B(ξ, η, ζ)|J |dξ dη dζ+∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)hN (ξ, η, ζ)|J |ξ=ctedη dζ
(3.116)

Fė
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)ė|J |dξ dη dζ (3.117)

Fq′′p
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)q′′p |J |dη dζ (3.118)

Fqc
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)|ξ=cteqc|J |ξ=ctedη dζ (3.119)

Fh
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)h θ∞|J |ξ=ctedη dζ (3.120)

K′e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
BT (ξ, η, ζ)D′(ξ, η, ζ)B(ξ, η, ζ)

)
· (θe(ξ, η, ζ)N (ξ, η, ζ)) |J |dξ dη dζ

(3.121)

3.3.0.2 Problema da mecânica dos sólidos

A forma paramétrica das equações relativas à matriz de rigidez, Equação 3.92, e

aos vetores de força, equações 3.93 a 3.95, é apresentada a seguir:

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BT (ξ, η, ζ)DB(ξ, η, ζ)|J |dξ dη dζ (3.122)

Fθ
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BT (ξ, η, ζ)Dεθ(ξ, η, ζ)|J |dξ dη dζ (3.123)

Fb
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)b|J |dξ dη dζ (3.124)
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Fp
e =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

NT (ξ, η, ζ)p|J |dξ dη dζ (3.125)

3.3.1 Integração numérica

As integrais presentes nas equaçoes 3.115 a 3.125 geralmente são calculadas nu-

mericamente quando o processo de cálculo é implementado em um programa de

computador. Usualmente, emprega-se a Quadratura de Gauss-Legendre para efe-

tuar a integração numerica. Essa técnica é explicada em detalhes dentro do contexto

do Método dos Elementos Finitos pelos autores Zienkiewicz e Taylor (2000), Navarra

(1995), Weaver e Johnston (1984), entre outros.

Ao se realizar uma integração numérica, o domı́nio de integração é substitúıdo

por pontos espećıficos e por pesos associados, sendo o resultado obtido a partir de

um somatório do valor que o integrando assume nesses pontos, denominados pontos

de integração, multiplicados pelo fator peso associado, conforme mostrado a seguir

para domı́nios unidimensionais:

I =

∫ 1

−1

f(ξ)dξ ≈
p∑
i=1

Wi f(ξi) (3.126)

onde Wi é o peso associado ao ponto de integração ξi.

Na Quadratura de Gauss-Legendre o número e a disposição dos pontos de inte-

gração e os respectivos fatores-peso são fixados para polinômios de várias ordens,

visando à melhor precisão para a aproximação. Neste método, os pontos de in-

tegração usualmente são denominados pontos de Gauss. Quando o integrando é

polinomial, uma quadratura contendo n pontos de Gauss integra com exatidão um

polinômio de grau 2n− 1.

Para efetuar a integração em mais de uma direção independente, é usual adotar

a integração unidimensional de Gauss sucessivamente para cada uma das direções

(Zienkiewicz e Taylor, 2000). Neste caso, devem ser introduzidos em cada direção

um número de pontos de Gauss suficiente considerando o grau do polinômio obtido
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naquela direção, considerando as variáveis associadas às demais direções como cons-

tantes. As bibliograficas relacionadas à aplicação da integração numérica no contexto

do MEF, citadas previamente, dipõem de tabelas indicando a posição dos pontos

de integração e os respectivos valores dos fatores peso para diversas geometrias de

elementos finitos.

3.3.1.1 Particularidades da análise térmica fisicamente não-linear

No caso da transferência de calor fisicamente não-linear, deve-se atentar à eleva-

ção de ordem do integrando tanto na matriz de condutividade K como da matriz

de condutividade não-linear K′ devido às matrizes D e D′ conterem potências da

matriz N nos seus termos. Essas potências se devem à dependência entre a conduti-

vidade térmica e a temperatura, descrita nesse trabalho por uma relação polinomial.

As expressões para a condutividade térmica k(θ) e para a condutividade térmica tan-

gente k′(θ) podem ser consultadas nas equações 3.59 e 3.63, respectivamente.

3.3.1.2 Particularidades da análise mecânica

Quando houver dependência entre o coeficiente de expansão térmica e a tem-

peratura segundo uma relação polinomial, deve-se atentar à eventual elevação de

ordem do integrando do carregamento nodal equivalente relacionado à variação de

temperatura, F eeq(θ) .

Assim como no problema de transferêcia de calor fisicamente não-linear, deve-se

assegurar que número de pontos de integração esteja compat́ıvel com a ordem do

integrando durante o cálculo de F eeq(θ), para que não haja perda de precisão.
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3.4 Problema Termomecânico desacoplado em re-

gime quasi-estático

Na análise termomecânica tanto a distribuição de temperaturas como as ações

mecânicas externas podem variar continuamente ao longo do tempo. Como dis-

cutido anteriormente, em casos particulares nos quais essas variações ocorram de

forma lenta e gradual o problema termomecânico pode ser simplificado ao se negli-

genciar o termo de acoplamento termoelástico na equação da condução do calor e o

termo inercial na equação do movimento, o que corresponde a estudá-lo no regime

quasi-estático. Tal consideração permite que o campo de temperaturas seja obtido

independentemente da solução do problema da mecânica dos sólidos. Além disso, ao

se desprezar os efeitos inerciais, a solução do problema mecânico em um instante de

tempo qualquer pode ser calculada considerando somente a variação total das ações

mecânicas externas e a variação total do campo de temperatura entre o instante

inicial e o instante corrente.

Como será discutido nos próximos caṕıtulos, diversas abordagens podem ser em-

pregadas para a obtenção das soluções térmica e mecânica nos instantes de tempo

desejados. Uma delas, que foi a considerada nesse trabalho, consiste em avançar al-

ternadamente nas análises térmica e mecânica como resumido na figura a seguir. As

etapas da análise foram identificadas com algarismos arábicos para futura referência.

Três macroetapas também foram identificadas com as letras A, B e C correspon-

dendo, respectivamente, à macroetapa de cálculo da distribuição de temperaturas

ao longo do tempo, à macroetapa de transporte e manipulação de informações en-

tre as f́ısicas envolvidas e à macroetapa de cálculo do campo de deslocamentos na

solução mecânica.
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Figura 3.4: Fluxograma para solução do PTM transiente fisicamente não-linear.



Caṕıtulo 4

IMPLEMENTAÇÃO
COMPUTACIONAL

O Caṕıtulo 1 realiza uma breve apresentação do sistema computacional INSANE,

que é um programa de computador livre, desenvolvido majoritariamente na lingua-

gem JAVA no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal

de Minas Gerais. As modificações e expansões realizadas nesse programa para atingir

os objetivos desse trabalho são apresentadas em detalhes nesse caṕıtulo.

Inicia-se com uma visão geral sobre as entidades que compõem o INSANE, ex-

posta na seção 4.1. Em seguida, a lista dos requisitos que devem ser atendidos para

viabilizar a solução de problemas multif́ısicos termomecânicos no âmbito do Método

dos Elementos Finitos utilizando o INSANE é brevemente discutida na seção 4.2.

Esses requisitos foram determinados a partir de uma análise do projeto orientado a

objetos do núcleo numérico do INSANE, que está dispońıvel no Apêndice A. A partir

dessa análise, pôde-se identificar os trechos de código pasśıveis de reutilização com

ou sem alterações, bem como novas funcionalidades que precisavam ser introduzidas.

A descrição detalhada da implementação computacional se inicia na seção 4.3

com a apresentação dos novos recursos para solução de problemas de transferência de

calor. Na sequência, são mostradas na seção 4.4 as novas classes para a representação

das condições iniciais e das condições de contorno essenciais, e as novas classes para

a representação dos conjuntos formados pela condição inicial e pelas condições de

contorno essenciais e naturais.

78
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Na seção 4.5, a entidade responsável pelo gerenciamento do fluxo de execução

durante o processo de solução é abordada. Essa entidade trabalha em conjunto

com duas novas entidades também introduzidas nesse trabalho: um configurador do

ambiente de solução e um gerenciador da estrutura de dados. Dedica-se a seção 4.6

às estratégias adotadas para conferir um comportamento multif́ısico às entidades

que são dependentes da f́ısica sendo solucionada.

Por fim, as novas classes para tratarem das particularidades do problema termo-

mecânico em regime quasi-estático na presença de não-linearidade f́ısica na parcela

mecânica são detalhadas na seção 4.7, e as modificações necessárias na interface de

entrada e sáıda de dados para lidar com as novas informações são abordadas na

seção 4.8.

Para melhor visualização das contribuições desse trabalho ao núcleo numérico do

INSANE, as classes modificadas durante o desenvolvimento são representadas em

amarelo e as novas classes introduzidas são representadas em verde, como ilustrado

na Figura 4.1.

Figura 4.1: Padrão de cores utilizado na representação UML.

4.1 Visão geral do núcleo numérico do INSANE

O INSANE pode ser dividido basicamente em três grandes aplicações indepen-

dentes: pré-processador, processador e pós-processador. Essas aplicações são res-

ponsáveis, respectivamente, pela geração da estrutura de dados que representa o

problema a ser analisado computacionalmente, pela solução desse problema, e pela

exibição dos resultados obtidos.

Como o trabalho apresentado nessa dissertação se concentrou no processador, não

serão abordadas as aplicações de pré e de pós-processamento. Entretanto, ressalta-se
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que o núcleo se comunica com essas aplicações.

O núcleo numérico do INSANE é resultado das contribuições de diversos tra-

balhos, dos quais citam-se em especial Penna (2011) e da Fonseca (2008). Esse

núcleo era composto, previamente a esse trabalho, principalmente pelas entidades

Assembler, Model, Persistence e Solution, que não tiveram os seus propósitos

alterados.

De uma forma geral, após o disparo do processo de solução pelo usuário, o IN-

SANE percorre as combinações de carregamentos definidas para a análise e, para

cada uma delas, solicita à entidade Solution que obtenha os resultados desejados.

Para calcular a solução, é necessário obter uma representação algébrica do sistema

de equações correspondente ao meio discretizado, e para isso a entidade Solution

realiza solicitações à entidade Assembler para obter as matrizes e os vetores dese-

jados.

Como foi discutido no caṕıtulo anterior, o comportamento de um meio discreti-

zado pode ser determinado pelo arranjo apropriado das contribuições de cada sub-

domı́nio que constitui o meio. A organização dessas contribuições dos subdomı́nios

é realizada pela entidade Assembler. Todavia, o comportamento de cada subdo-

mı́nio não é calculado pelo Assembler, e sim pela entidade Model. Essa estratégia

confere ao Assembler um maior ńıvel de abstração, uma vez que o processo de mon-

tagem das matrizes e dos vetores do sistema de equações algébricas que representa

o meio discretizado é indiferente ao problema f́ısico abordado. Portanto, ao longo

do processo de montagem, a entidade Assembler se comunica continuamente com a

entidade Model para obter as informações necessárias.

A entidade Model contém toda a estrutura de dados relacionada ao meio discre-

tizado, e tanto o seu preenchimento para a realização dos cálculos, como o registro

dos resultados nela armazenados após a conclusão do processo de solução é realizado

pela entidade Persistence.
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4.2 Requisitos a serem atendidos

Dentre os requisitos discutidos detalhadamente no Apêndice A, distinguem-se as

seis grandes demandas listadas a seguir.

Requisito 1: Introdução de novas classes para a representação e solução do problema

de transferência de calor contemplando a dependência temporal e a

não-linearidade f́ısica;

Requisito 2: Introdução de novas classes para a representação das condições inici-

ais e condições de contorno essenciais. Nesta mesma linha, também

observou-se ser necessário criar novas classes para representar combina-

ções multif́ısicas, onde são especificados conjuntos de condições iniciais

e condições de contorno naturais e essenciais para cada uma das f́ısicas.

Requisito 3: Criação de um mecanismo de gerenciamento que proporcione controle

do fluxo de execução durante o processo de solução, permitindo dessa

forma:

� Colocar o processo de solução do PTC em estado de espera ao final

de um passo de tempo;

� Solicitar à persistência o registro dos resultados obtidos no passo

de tempo corrente da solução térmica;

� Transferir informações entre a análise térmica e a mecânica, in-

troduzindo no comportamento mecânico os efeitos da modificação

da distribuição de temperaturas. Isso implica tanto na criação e

aplicação de carregamentos de variação de temperatura na análise

mecânica, como na eventual alteração das propriedades constitu-

tivas mecânicas;

� Realizar a solução mecânica para o passo de tempo corrente e

colocá-la em estado de espera após a conclusão referente ao passo
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de tempo corrente;

� Solicitar à persistência o registro dos resultados obtidos no passo

de tempo corrente da solução mecânica;

� Retornar o fluxo de execução à solução térmica para que seja obtida

a distribuição de temperaturas no passo de tempo seguinte.

Requisito 4: Criação de mecanismos para configurar o ambiente de solução em cada

caso particular. Dentre as configurações posśıveis, ressalta-se a aplica-

ção das condições iniciais e de contorno aplicáveis ao PTC e ao PTM,

bem como a manipulação das entidades que tenham comportamento

multif́ısico.

Requisito 5: Criação de mecanismos para representar e gerir a estrutura de dados do

modelo discretizado no caso multif́ısico. Como detalhado no Apêndice

A, no regime permanente a mesma instância do modelo pode ser utili-

zada para ambas as f́ısicas, desde que seja realizada uma adequação nas

entidades que se comportem de maneira diferente de acordo com a f́ısica

ativa. Essa manipulação é realizada durante a transição entre a análise

térmica e a mecânica. Para soluções em regime transiente, propõe-se

utilizar duas instâncias do modelo discreto, uma para cada f́ısica, sendo

uma cópia da outra com as devidas adequações nas entidades que pos-

suam comportamento dependente da f́ısica. Tal escolha permite uma

maior reutilização de código.

Requisito 6: Introdução de novas classes para tratarem as particularidades da solução

mecânica quando ela for fisicamente não-linear e contemplar efeitos de

variação de temperatura. Esse requisito se deve à forma espećıfica de

introduzir gradativamente os carregamentos de variação de temperatura

segundo os algoritmos incrementais-iterativos e à forma espećıfica de

verificar a obtenção do equiĺıbrio ao final da iteração.
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Reforça-se aqui que detalhes sobre a análise mecânica fisicamente não-

linear não foram abordados no Caṕıtulo 3. Entretanto, recursos para

esse tipo de análise encontram-se dispońıveis no INSANE e foram uti-

lizados nesse trabalho a partir de adaptações simples, demonstrando

as potencialidades de um projeto baseado na programação orientada a

objetos.

4.3 Expansões para a solução do PTC

4.3.1 Expansões no projeto solution

Figura 4.2: Diagrama de expansão da interface Step.
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Figura 4.3: Diagrama de classe da expansão de Solution.
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Quanto aos algoritmos para cálculo da solução do PTC, foram introduzidas seis

novas classes no projeto solution:

� TimeDependentHeatTransfer: Classe abstrata para agrupar algoritmos para

solução do PTC no domı́nio dependente do tempo. Contém apenas três atribu-

tos sendo um deles uma referência a um objeto do tipo Assembler, e os outros

dois referências à condição de contorno natural e à condição de contorno es-

sencial. Também encontram-se nessa classe métodos de acesso e modificação

a esses atributos;

� ThermalDirectIntegration: Classe abstrata para agrupar algoritmos de so-

lução, pela técnica de integração direta, de problemas de transferência de calor

dependentes do tempo. Contém referências às submatrizes que constituem a

matriz de capacitância e a matriz de condutividade, equações 3.19 e 3.20, pa-

râmetros relativos ao método de integração direta como o tamanho do passo

de tempo, ∆t, e o tempo final da análise, tf e dois campos auxiliares, sendo

um para os instantes de tempo atual e seguinte, (t) e (t+1), e um para o vetor

das ações externas, F . Os métodos implementados são utilizados para acesso

e modificação dos atributos;

� LinearHeatTransferNewmarkBeta: Classe que implementa o algoritmo de in-

tegração direta para problemas de condução de calor fisicamente lineares em

regime transiente, descrito no item 3.1.1.

� NonLinearHeatTransferNewmarkBeta: Especialização da classe LinearHeat-

TransferNewmarkBeta para a solução do PTC fisicamente não-linear conforme

o algoritmo descrito na seção 3.1.3.1.

� NonIncrementalEqPath: Classe que tem por objetivo iniciar o processo de

solução de problemas de transferência de calor fisicamente não-lineares no re-

gime permanente, cujo algoritmo de solução é implementado em um objeto do
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tipo Step. Possui um comportamento semelhante ao da classe StaticEqui-

libriumPath, sendo a principal diferença a remoção da parte incremental do

processo de solução incremental-iterativo.

� NewtonIterative: Classe que implementa a interface Step para solucionar

problemas de transferência de calor fisicamente não-lineares em regime per-

manente segundo o algoritmo descrito no item 3.1.3.2.

Os diagramas de classe ilustrando a expansão no pacote solution são mostrados

nas figuras 4.2 e 4.3. Nestes diagramas podem ser notadas outras novas classes que

são aplicáveis à solução multif́ısica e serão abordadas posteriormente.

4.3.2 Expansões no pacote assembler

Figura 4.4: Diagrama de expansão da interface Assembler.

Para o cálculo de problemas de transferência de calor em regime transiente,

dois novos métodos foram inseridos na interface Assembler e implementados na
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classe FemAssembler, a saber: setDerivedXp e getXp, como destacado na Figura

4.4. O primeiro método é responsável por registrar ao longo do processo de solução

os valores da taxa de variação temporal da temperatura nos graus de liberdade

perscritos quando a condição de contorno essencial não é constante. O segundo

método mencionado acima é utilizado para obter o valor dos graus de liberdade

prescritos na condição inicial, e também possui implementações para que os valores

prescritos sejam obtidos para uma combinação espećıfica das condições de contorno

essenciais no instante inicial ou no instante de tempo informado.

4.3.3 Expansões no projeto model

4.3.3.1 Expansões no pacote analysisModel

Uma nova classe herdeira de AnalysisModel foi introduzida para descrever mo-

delos de análise axissimétricos para a transferência de calor. Essa classe, denominada

HeatTransferAxisymmetric, pode ser visualizada no diagrama de classes da Figura

4.5. As outras classes adicionadas serão descritas posteriormente. As alterações nas

classes existentes e as demais classes inseridas nesse pacote também serão explicadas

nas próximas seções desse caṕıtulo.
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Figura 4.5: Diagrama de expansão da classe AnalysisModel.
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4.3.3.2 Expansões no pacote problemDriver

A classe HeatTransferPd, previamente implementada para problemas de trans-

ferência de calor lineares em regime permanente foi expandida com a implementação

do método getB, responsável pelo cálculo da matriz de capacitância do elemento,

equações 3.19 e 3.20. Para o cálculo das matrizes e vetores adicionais, presentes

no processo de solução fisicamente não-linear, matriz K′ dada pela Equação 3.71 e

vetor R dado pela Equação 3.23, especializou-se a classe HeatTransferPd na classe

NonLinearHeatTransfer, mostrada no diagrama de classes da Figura 4.6. Essa nova

classe contém métodos que atendem às necessidades do problema de transferência

de calor fisicamente não-linear tanto em regime permanente como do em regime

transiente. As alterações na classe Parametric e as novas classes para o tratamento

do problema multif́ısico serão discutidas posteriormente.

Figura 4.6: Diagrama de expansão da classe ProblemDriver.
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4.3.3.3 Expansões no pacote constitutiveModel

Para representar a lei constitutiva nos problemas de condução de calor formulados

segundo a Lei de Fourier, introduziu-se uma nova classe denominada HeatTransfer-

ConstitutiveModel. Visto que outros modelos constitutivos para transferência de

calor podem ser implementados posteriormente, criou-se também uma superclasse

denominada ThermalConstitutiveModels meramente com o objetivo de agrupar

suas herdeiras sob um tipo comum. O diagrama de classes da Figura 4.7 ilustra essa

expansão. Esse diagrama também contém classes para o tratamento do problema

multif́ısico, que serão explicadas nas seções que se seguem.



91

Figura 4.7: Diagrama de expansão da classe ConstitutiveModel.
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4.3.3.4 Expansões no pacote Material

Para representar materiais lineares e isotrópicos dentro do âmbito da condução

de calor, criou-se a classe ThermalIsotropicMaterial. Essa classe contém os atri-

butos básicos para descrever as propriedades f́ısicas relacionadas à transferência de

calor e métodos para modificar ou para retornar esses valores. A implementação

realizada nessa classe atende aos casos em que o meio possui um comportamento

linear. Também foram adicionadas três chaves na classe Material, a saber: CON-

DUCTIVITY , SPECIFIC HEAT e EMISSIVITY.

A condução de calor fisicamente não-linear é caracterizada pela dependência en-

tre as propriedades constitutivas do PTC e a temperatura, que é a grandeza buscada

durante o processo de solução. Para conferir essa funcionalidade de dependência em

relação à temperatura, criou-se uma interface no pacote Material, denominada

TemperatureDependable. Essa interface especifica quatro métodos, a saber:

� getMaterialValues: Retorna o valor de uma propriedade f́ısica armazenado no

mapa de um objeto da classe Material dada a chave que identifica a proprie-

dade;

� getTemperature: Retorna o valor de temperatura armazenado no objeto que

implementa a interface TemperatureDependable. Essa é a temperatura con-

siderada para a avaliação das propriedades f́ısicas do material;

� getTemperatureDependenceIntegrationOrder : Informa o máximo grau das fun-

ções que descrevem a dependência entre as propriedades f́ısicas e a tempera-

tura. Esse valor é utilizado para determinar o número de pontos de integração

durante a etapa de integração numérica das matrizes e vetores que representam

o coportamento do meio;



93

� setTemperature: Atribui um novo valor de temperatura ao campo que arma-

zena essa informação no objeto que implementa a interface TemperatureDe-

pendable.

A interface TemperatureDependable foi então implementada na classe abstrata

TemperatureDependableMaterial, que estende diretamente a classe abstrata Ma-

terial. A classe TemperatureDependableMaterial funciona como uma cápsula

capaz de adicionar a funcionalidade de dependência em relação à temperatura a

qualquer um dos materiais previamente implementados no INSANE. Para tal, essa

classe possui dois atributos: a temperatura na qual as propriedades f́ısicas devem

ser avaliadas e uma referência a um objeto do tipo Material. Na prática, toda vez

que um método é evocado na classe TemperatureDependableMaterial, ela atualiza

as propriedades f́ısicas do material armazenado em si conforme a temperatura que

está armazenada em seus atributos, e em seguida evoca o mesmo método em seu

objeto interno do tipo Material. Essa classe possui dois métodos abstratos, que

se referem a forma de cálculo das propriedades f́ısicas e suas derivadas em relação

à temperatura dado o valor da temperatura. Essa abstração flexibiliza a forma de

descrever a relação entre as propriedades f́ısicas e a temperatura, que pode ser dada

por uma tabela de valores, por um polinômio, entre outras possibilidades.

Como essa dissertação de mestrado se concentra no caso particular em que a de-

pendência em relação à temperatura é descrita por uma relação polinomial, criou-se

a classe PolynomialTempDepMaterial, que estende a classe TemperatureDependa-

bleMaterial incluindo como um novo atributo um mapa para armazenar os coe-

ficientes dos polinômios para cada uma das propriedades f́ısicas, e métodos para o

cálculo das propriedades f́ısicas e suas derivadas a partir do valor de temperatura

armazenado na sua superclasse.

Por fim, a classe PolynomialTempDepMaterial é especializada em duas novas

classes, uma utilizada para a análise térmica e uma para a análise mecânica. Essas

duas classes diferem entre si especialmente na forma de sobrecarregarem o método
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getPt, que retorna as propriedades tangentes do material. Na versão para o PTC,

deve-se utilizar a derivada em relação à temperatura do polinômio que descreve

essa dependência, como descrito pela equação 3.64 na seção 3.1.3.3. Já no caso da

mecânica dos sólidos, utiliza-se a o polinômio em si, e não a sua derivada, para

avaliar o valor da propriedade f́ısica segundo enunciado na Equação 3.102.

A novas classes e a nova interface adicionada podem ser observadas no diagrama

da Figura 4.8. As classes para aplicações multif́ısicas serão abordadas posterior-

mente.

Figura 4.8: Diagrama de expansão da classe Material.
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4.3.3.5 Expansões no pacote shape

Figura 4.9: Diagrama de expansão da classe Shape.

Conforme discutido na seção 3.3.1.1, quando a condutividade térmica varia com

a temperatura segundo uma relação polinomial, os termos da matriz de constitutiva

secante e da matriz constitutiva tangente são polinômios, o que eleva o grau do

integrando das matrizes de condutividade.

Como a implementação apresentada nesse texto se refere à formulação para-

métrica do MEF, adicionou-se um método abstrato na clase NaturalCoordsShape

denominado getMaxPolynomialOrder() cuja finalidade é informar a máxima ordem

das funções de interpolação. Tendo acesso a essa informação, objetos do tipo Pro-

blemDriver conseguem calcular corretamente o número de pontos de integração que
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devem ser usados durante o cálculo das matrizes de condutividade linear e não-linear.

Todas as classes não abstratas no primeiro ńıvel de herança de NaturalCoordsShape

tiveram o método getMaxPolynomialOrder implementado, conforme representado na

Figura 4.9.

4.3.3.6 Expansões no pacote load

Figura 4.10: Modificações realizadas no pacote load.

Nos problemas de transferência de calor, os carregamentos degenerados em um

único ponto do domı́nio do elemento podem ser de duas naturezas diferentes: fluxos

de calor prescritos ou convecções prescritas. A diferenciação entre esses carregamen-

tos pode ser facilmente realizada pelo número de componentes que eles contêm em

sua descrição, sendo necessário somente um valor para descrever um fluxo prescrito

e dois valores para prescrever uma conveção prescrita. Todavia, o modo de cálculo

do carregamento nodal equivalente é diferente entre esses casos, e por isso tornou-se
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necessário incluir a classe PointConvectiveEquivalentNodalValue, destacada na

Figura 4.10.

4.4 Inclusão do projeto conditions

No Apêndice A foi colocada a necessidade de flexibilizar a forma de armazenar as

condições de contorno essenciais na estrutura de dados, bem como a forma de aplicá-

las. Também foi apontada a importância de iterar sobre conjuntos que contenham,

em cada conjunto, as condições de contorno naturais e essenciais, de uma forma que

ambas possam variar ao longo do tempo, além da condição inicial.

Com esse objetivo, criou-se um novo projeto no ambiente de desenvolvimento do

INSANE, denominado conditions. Esse projeto é composto por três pacotes, sendo

um para agrupar as classes que representam as condições de contorno essenciais, um

para agrupar as classes para representarem as condições iniciais e um para agrupar

as classes que representam os conjuntos de condições de contorno e condições ini-

ciais. Esses pacotes serão detalhados a seguir. Ressalta-se que não foi necessário

criar um pacote para representar as condições de contorno naturais, que já estão

implementadas no INSANE no pacote load dentro do projeto model.

4.4.1 Pacote statevarboundaryconditions

Neste pacote encontram-se as classes para a representação das condições de con-

torno essenciais e suas combinações. Cada uma das classes é brevemente descrita a

seguir:

� StateVariableBoundaryCondition: Essa classe abstrata representa de forma

genérica uma condição de contorno essencial e contém apenas a assinatura de

quatro métodos, responsáveis por:

– retornar, em um vetor de valores booleanos, quais graus de liberdade têm

os seus valores prescritos pela condição;
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– obter a lista das entidades submetidas à essa condição de contorno essen-

cial. No caso do MEF, essas entidades são os nós;

– obter os valores prescritos pela condição de contorno à variável de estado;

– combinar um objeto de condição de contorno essencial com outro por

meio de uma comparação lógica do tipo “Ou”. Esse método visa a eli-

minação de conflitos quando duas condições de contorno essenciais são

aplicadas sobre a mesma entidade, fazendo com que essas condições se

complementem. O tratamento de conflitos será abordado com mais deta-

lhes adiante, podendo também ser posśıvel que o usuário opte por ignorar

o conflito mantendo a condição que for aplicada primeiro ou por sobrescre-

ver as informações correntes com a condição que for aplicada por último.

Para a identificação da estratégia de solução de conflito, três constan-

tes são declaradas nessa classe com os nomes COMBINE STRATEGY,

INGNORE STRATEGY e REPLACE STRATEGY.

� NodalStateVariableBoundaryCondition: descreve a condição de contorno

essencial quando ela é aplicada sobre um nó. Essa classe é uma especialização

da classe StateVariableBoundaryCondition.

� StateVariableBoundaryConditionCase: representa um caso de uma condi-

ção de contorno essencial. O caso contém um objeto do tipo StateVariable-

BoundaryCondition ao qual é atribúıda uma função escalar que pode conferir

a possibilidade de variação temporal.

� StateVariableBoundaryConditionCombination: essa classe contém uma lista

de casos de condições de contorno essenciais, representando portanto uma com-

binação, além de conter métodos para manipular essa lista.

Essas classes são ilustradas nos diagramas da Figura 4.11.
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Figura 4.11: Diagrama das classes do pacote statevarboundaryconditions.

4.4.2 Pacote initialconditions

As condições iniciais são representadas pelas classes expostas na Figura 4.12,

descritas a seguir:

� StateVariableInitialCondition: contém dois métodos abstratos para re-

tornarem as listas das entidades submetidas à essa condição inicial e os valores

que foram prescritos;

� NodalStateVariableInitialCondition: especializa a classe abstrata State-

VariableInitialCondition. Nessa implementação as condições iniciais são

definidas sobre os nós do modelo discreto. As entidades submetidas à condição

inicial descrita por objetos dessa classe são armazenadas em uma lista cujos

itens são do tipo String e os valores prescritos para cada um dos graus de
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liberdade do nó são armazenados em uma lista de pontos flutuantes de du-

pla precisão. A classe também conta com métodos para acesso e manipulação

desses atributos.

� InitialConditionSet: representa um conjunto de condições iniciais, que são

armazenados em uma lista de objetos do tipo StateVariableInitialCondi-

tion. O agrupamento de diversos objetos do tipo StateVariableInitial-

Condition é necessário quando os valores iniciais não são uniformes ao longo

da malha.

Figura 4.12: Diagrama das classes do pacote initialconditions.

4.4.3 Pacote conditions

O pacote conditions contém quatro classes, detalhadas a seguir:

� BoundaryConditionsSet: descreve uma combinação contemplando as condi-

ções de contorno natural e essencial, armazenando somente os rótulos na forma

de texto que identificam essas condições de contorno.

� CombinationSet: contém atributos para representar um conjunto compreen-

dido pelas condições de contorno e pela condição inicial. Tanto a referência
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ao conjunto de condições de contorno como ao conjunto de condições iniciais

é feito por um rótulo do tipo String.

� MultiphysicsSet: essa classe é utilizada para armazenar as referências a con-

juntos de condições em ambientes multif́ısicos. O conjunto associado a cada

f́ısica é referenciado por um rótulo no mesmo formato das demais classes desse

pacote previamente descritas.

� Conditions: essa classe é uma estrutura de dados para conter em listas e ma-

pas as informações relacionadas às condições iniciais, às condições de contorno

essenciais e suas combinações, aos conjuntos contendo apenas as condições de

contorno natural e essencial e aos conjuntos contendo a condição inicial e as

condições de contorno natural e essencial. Nessa classe também são implemen-

tados métodos para acesso e modificação das informações armazenadas nessa

estrutura de dados.

Essas classes podem ser visualizadas no diagrama de classes na Figura 4.13.

Figura 4.13: Diagrama das classes do pacote conditions.
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4.5 Expansões para gerenciamento da solução: pro-

jeto simulationmanager

Como discutido anteriormente na seção A.2.2 , uma das estratégias posśıveis

para a solução de problemas multif́ısicos corresponde à solução conduzida de forma

intercalada em duas ou mais classes de solução, o que demanda um maior controle

do fluxo de execução. Além desse controle, é necessário automatizar a transferência

de dados entre as f́ısicas sendo solucionadas, o que justifica a implementação de um

gerenciador da estrutura de dados do modelo discreto.

Em geral, os resultados obtidos em uma f́ısica em um determinado momento se

comportam como dados de entrada para a continuação da solução na f́ısica seguinte.

Essa entrada de dados normalmente se manifesta na forma de uma condição de

contorno, que deve ser aplicada automaticamente durante essa transição entre as

f́ısicas. Essa tarefa de manipulação das condições de contorno está associada com

uma configuração do ambiente de solução, e por isso foram encapsuladas em classes

responsáveis por essas configurações.

Para atingir o objetivo principal de gerenciar a solução multif́ısica, inseriu-se uma

nova entidade denominada SimulationManager no núcleo numérico do INSANE.

Essa entidade foi projetada para trabalhar em conjunto com duas novas entidades:

um DataManager para gerenciar a estrutura de dados e um Setuper para configurar

o ambiente de solução. Cada uma dessas entidades será descrita nas sub-seções a

seguir.

4.5.1 Pacote simulationmanager

Esse pacote agrupa as classes ilustradas no diagrama da Figura 4.14, responsáveis

pelo gerenciamento do processo de solução, e serão descritas nas seções a seguir.
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Figura 4.14: Diagrama das classes do pacote simulationmanager.

4.5.1.1 Classe abstrata SimulationManager

Figura 4.15: Diagrama da classes abstrata SimulationManager.

A classe abstrata SimulationManager é tanto uma observadora como uma classe

observada dentro do padrão Observer-Observable, atuando como uma intermedia-

dora entre as notificações provenientes dos objetos de solução e os seus originais

observadores. Essa mudança de arquitetura permite que sejam tomadas ações toda
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vez que os objetos de solução conclúırem um passo, seja ele um passo temporal,

um passo no processo iterativo ou a conclusão de uma análise linear em regime

permanente.

Três atributos são declarados na superclasse SimulationManager, sendo eles três

mapas contendo como valores objetos do tipo Solution, DataManager e Setuper.

Além dos métodos de acesso e manipulação desses atributos, ressaltam-se os métodos

descritos a seguir:

� createInstance, que corresponde a uma fábrica de instâncias de objetos do tipo

SimulationManager;

� solve, que é o ponto de partida do processo de solução. Na classe Simulati-

onManager esse método evoca dois métodos abstratos da própria classe;

� setUp, que é a primeira ação executada pelo método solve, correspondendo à

configuração do ambiente de solução;

� solveCombinations, que é a segunda ação executada pelo método solve(), onde

são percorridas as combinações, e para cada uma dispara-se uma solução.

� generateOutput, que notifica os observadores do SimulationManager, onde um

deles é a persistência, para a geração do arquivo de sáıda de dados. Nesse

processo, um objeto do tipo SolutionOutputMessage, cujo diagrama está

apresentado na Figura 4.16, é criado contendo dentro de si uma referência

ao modelo de elementos finitos que foi analisado, uma referência ao objeto de

solução que disparou a notificação e uma referência ao objeto de combinação

de carregamento ao qual a solução se refere.

O próximo ńıvel da hierarquia de SimulationManager contém duas classes, uma

para manter a compatibilidade com todos os trabalhos já realizados previamente no

projeto INSANE, denominada CompatibilitySimulationManager e uma para des-

crever em linhas gerais o comportamento do SimulationManager dentro do âmbito
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do Método dos Elementos Finitos, denominada FemSimulationManager.

Figura 4.16: Diagrama UML da classe SolutionOutputMessage.

4.5.1.2 Classe CompatibilitySimulationManager

Figura 4.17: Diagrama da classes CompatibilitySimulationManager.

A classe CompatibilitySimulationManager esquematizada na Figura 4.17 opera

com uma classe de solução, e tanto o seu setuper como o seu data manager são pré-

definidos, dos tipos CompatibilitySetuper e SinglePhysicsDataManager, respec-

tivamente.

O método solveCombinations foi implementado conforme o conceito original do
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INSANE, onde a lista de combinações de carregamentos é percorrida sequencial-

mente, evocando a cada uma delas o método execute do objeto de solução. Pre-

viamente à execução em cada combinação, o setuper realiza uma atualização da

combinação de carregamento corrente no objeto de solução.

Quanto à etapa de configuração prévia, a única atividade realizada é a criação

e inicialização do objeto do tipo Assembler adequado, conforme o tipo do modelo

e de solução. Após sua inicialização, o assembler recebe a referência ao objeto de

modelo, e em seguida o objeto de solução recebe uma referência ao objeto assembler

recém criado. Esse procedimento finaliza a criação da cadeia de comunicação entre

solução, assembler e modelo.

Em relação à implementação do método update da classe CompatibilitySimu-

lationManager, a única ação executada é a chamada ao método generateOutput

implementado na superclasse SimulationManager, passando como parâmetros o

modelo armazenado no objeto datamanager, o objeto de solução e a referência à

combinação de carregamento corrente.

4.5.1.3 Classe abstrata FemSimulationManager

Figura 4.18: Diagrama da classe FemSimulationManager.

A classe FemSimulationManager mostrada na Figura 4.18 representa um está-

gio intermediário na implementação do SimulationManager, apenas introduzindo

funcionalidades relacionadas às condições iniciais e de contorno que serão comuns a
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todas as suas herdeiras que seguirem a metodologia prevista pelo MEF.

Nessa classe são introduzidos cinco novos métodos, sendo dois deles protegidos e

abstratos, dois deles privados, e um protegido.

Os métodos privados applyBoundaryConditions e applyInitialCondition recebem

todas as informações necessárias à aplicação dessas condições por parâmetro, tais

como os objetos de modelo, solução, de condições iniciais e de contorno, o conjunto

de condições iniciais corrente, o conjunto de condições de contorno corrente e uma

referência ao setuper. Dessa forma, em suas implementações os referidos métodos

apenas obtêm dos parâmetros as informações requeridas e delegam a função de

aplicar as condições iniciais e de contorno ao setuper.

Os métodos abstratos introduzidos em FemSimulationManager são o método

getBoundaryConditionsSet e o método getInitialConditionSet, que apenas obterão

os objetos relativos aos conjuntos de condições de contorno e iniciais dados rótulos

na forma de texto passados como parâmetro. Esses métodos são abstratos porque a

estrutura de dados para conter esse tipo de informação ainda não está implementada

nas classes abstratas SimulationManager e FemSimulationManager, entretanto es-

ses métodos já são utilizados na implementação do método solveBoundaryAndIniti-

alConditionsSet, explicado no parágrafo a seguir.

O método solveBoundaryAndInitialConditionsSet prepara e dispara a solução de

um problema definido para um modelo discretizado segundo o MEF, dado o con-

junto de condições inicial e de contorno. Este método foi implementado nesse ńıvel

hierárquico para ser utilizado pelas herdeiras de FemSimulationManager indepen-

dentemente do problema ser multif́ısico ou não. O método basicamente obtém os

objetos que descrevem as condições iniciais e de contorno com o aux́ılio dos métodos

abstratos supramencionados, e em seguida realiza a aplicação dessas condições por

meio dos métodos privados implementados na própria classe. Após essas etapas, a

solução é disparada.

A seguir, serão detalhadas as duas classes filhas de FemSimulationManager, das
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quais uma é aplicável a modelos que envolvem uma única f́ısica e a outra é empregada

para o caso multif́ısico termomecânico.

4.5.1.4 Classe SinglePhysicsFemSimManager

Com o intuito de permitir a utilização da nova forma de combinar as condições de

contorno e as condições iniciais em análises realizadas em uma única f́ısica, criou-se

a classe SinglePhysicsFemSimManager, ilustrada na Figura 4.19, que possui como

atributos uma referência a um objeto de solução, uma referência a um setuper do

tipo SinglePhysicsFemSetuper e uma referência a um gerenciador da estrutura de

dados do tipo SinglePhysicsDataManager.

Figura 4.19: Diagrama da classe SinglePhysicsFemSimManager.

O método solveCombinations percorre os conjuntos de combinações, que contem-

plam tanto as condições de contorno essencial e natural e a condição inicial, e para

cada um deles solicita a solução do problema evocando o método solveBoundaryAn-

dInitialConditionsSet, que foi implementado na superclasse FemSimulationManager.
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Após o término da análise da combinação corrente, o iterador dos conjuntos de com-

binações verifica se há uma próxima combinação a ser analisada, e caso exista, o

setuper é acionado para redefinir todos os parâmetros do ambiente de solução para

os seus valores padrão, de forma que a análise de uma combinação não interfira na

análise seguinte.

Ao término da análise em cada combinação, o objeto de solução notifica os seus

observadores, o que dispara o método update sobrecarregado em SinglePhysics-

FemSimManager, visto que a própria classe é um dos observadores da solução. Esse

registro na lista de observadores é feito no método setSolution. A versão imple-

mentada do método update solicita a criação do arquivo de sáıda pela chamada ao

método generateOutput, implementado na superclasse SimulationManager.

A etapa de configuração prévia do ambiente de solução é descrita na implementa-

ção do método setUp. A primeira ação nesse método é delegar ao objeto setuper que

defina a classe adequada de assembler a ser instanciada e que após a sua inicializa-

ção crie a cadeia de comunicação entre o assembler, o modelo e o objeto de solução.

Em seguida, a referência ao objeto de assembler é armazenada no gerenciador da

estrutura de dados.

Os métodos getInitialConditionSet e getBoundaryConditionsSet, que haviam sido

declarados abstratos no ńıvel hierárquico anterior, foram implementados na classe

SinglePhysicsFemSimManager. Para fornecerem informações relativas às condições

iniciais e de contorno, esses métodos consultam o gerenciador da estrutura de dados

do tipo SinglePhysicsDataManager.

4.5.1.5 Classe abstrata ThermoMechanicalSimulationManager

As especificações gerais para o gerenciamento da solução em problemas multif́ı-

sicos termomecânicos, implementadas na classe abstrata ThermoMechanicalSimu-

lationManager que está apresentada na Figura 4.20, são descritas a seguir.

Essa classe possui duas referências protegidas a objetos de solução, sendo um



110

utilizado para a solução do PTC e um para os cálculos mecânicos contemplando os

efeitos da variação de temperatura. Para tratar as notificações enviadas por esses

objetos, a classe possui dois observadores, dos tipos ThermalSolutionObserver e

MechanicalSolutionObserver, ambos declarados como campos privados e imple-

mentados em classes internas da classe ThermoMechanicalSimulationManager. A

escolha pela a utilização de classes internas se deve à capacidade de acesso dos obser-

vadores aos métodos e atributos da classe ThermoMechanicalSimulationManager,

mesmo que eles sejam privados.

Figura 4.20: Diagrama da classe ThermoMechanicalSimulationManager.

Além de compartilhar as referências aos objetos de solução com as suas herdei-

ras, os objetos de ThermoMechanicalSimulationManager também compartilham
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com elas uma referência a um conjunto de condições de análise multif́ısico, do tipo

MultiphysicsSet, e o seu gerenciador da estrutura de dados, declarado do tipo

ThermoMechanicalDataManager.

Dentre os novos métodos introduzidos na classe, sete deles são abstratos e estão

listados abaixo:

� generateMechanicalOutputFile, responsável pela geração dos arquivos de sáıda

de dados relacionados à análise mecânica;

� generateThermalOutputFile, idem ao anterior, porém aplicável ao PTC;

� performThermoMechanicalSolution, utilizado para iniciar o processo de solu-

ção do problema termomecânico;

� removeAuxiliaryTempVarLoadCase, empregado para remover o carregamento

de variação de temperatura criado automaticamente durante a transição entre

a análise térmica e a análise mecânica. Essa ação evita o acúmulo de objetos

de carregamento em análises realizadas em mais de um passo de tempo;

� resetEnvironment, empregado para reinicializar o ambiente de solução para a

sua condição padrão após a solução de uma combinação multif́ısica;

� solveMechanicalProblem, responsável por iniciar a solução do problema da me-

cânica dos sólidos;

� solveThermalProblem, idem ao anterior, porém aplicável ao PTC.

Quanto à manipulação dos carregamentos de variação de temperatura, a classe

implementa três novos métodos privados para auxiliar nessa tarefa: addConstant-

TempVarLoading, addProportionalTempVarLoading e removeTemperatureVariation-

Loading. Esses métodos são evocados pelo observador do objeto que calcula a solução

do problema de transferência de calor, como será descrito nos parágrafos a seguir.
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A classe também conta com um método público utilizado para definir quais

serão as classes de solução empregadas para a análise térmica e para a análise me-

cânica, método setSolution, e dois métodos auxiliares protegidos que delegam as

suas funções ao gerenciador da estrutura de dados, métodos setCurrentTempera-

turesOnMechanicalModel e setInitialTemperaturesOnMechanicalModel. Este último

método é utilizado pelo método solveCombinations, que percorre as combinações de

carregamento multif́ısicas solucionando uma a uma.

O método solveCombinations possui uma implementação simples, e trabalha em

conjunto com as implementações dos observadores das soluções, que realizam o con-

trole do fluxo de execução durante o processo de solução multif́ısico. O detalhamento

da implementação do método solveCombinations e dos método update nos observa-

dores dos objetos de solução, apresentado nos próximos parágrafos, faz referência às

etapas indicadas no fluxograma apresentado na Figura 3.4.

O método solveCombinations percorre as combinações multif́ısicas e, em cada

uma delas, realiza as seguintes ações:

� lê a distribuição inicial de temperaturas, correspondente ao item 1 do fluxo-

grama, e a atribui no modelo mecânico, correspondente ao item 5 do fluxo-

grama;

� inicia o processo de solução termomecânico com a chamada ao método per-

formThermoMechanicalSolution. As implementações do método performTher-

moMechanicalSolution serão descritas nas próximas seções durante o detalha-

mento das classes herdeiras da classe ThermoMechanicalSimulationManager.

Basicamente, elas realizam preparações para a solução multif́ısica, e em se-

guida disparam a solução do problema de transferência de calor, evocando o

método solveThermalProblem. Esse último método identifica quais são as con-

dições de contorno do problema térmico e solicita a solução do PTC a partir da

chamada ao método solveBoundaryAndInitialConditionsSet, implementado na
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superclasse FemSimulationManager, englobando assim o item 2 do fluxograma

e todo o bloco identificado pela letra A;

� verifica se existem outras combinações multif́ısicas a serem solucionadas após

a conclusão da análise termomecânica corrente, e caso existam, realiza uma

reconfiguração do ambiente de solução para os seus valores padrão utilizando

o método resetEnvironment.

Os observadores dos objetos de solução atuam toda vez que esses objetos emitem

suas notificações, o que coincide com os momentos em que são realizadas as operações

de registro em disco dos resultados calculados, itens 2, 4, 14 e 20 do fluxograma.

Como nos itens 2 e 4 somente ocorrem registros das condições iniciais do problema

térmico e do problema mecânico, o desvio do fluxo de execução do código nestes

momentos não será discutido, visto que o comportamento do algoritmo é igual ao

que ocorre nos itens 14 e 20, em cada uma das f́ısicas. Portanto, para proporcionar

uma melhor compreensão será explicado abaixo a sequência de ações realizadas pelo

observador da solução do PTC assim que ele é notificado após o término do cálculo

de uma nova distribuição de temperaturas, item 14 do fluxograma.

Ao receber essa notificação, o observador do objeto de solução do PTC executa

as seguintes ações:

� gera o arquivo de sáıda contendo a distribuição de temperaturas recém calcu-

lada, item 14 do fluxograma;

� cria os carregamentos de variação de temperatura, item 15 do fluxograma;

� cria um caso de carregamento contendo os carregamentos de variação de tem-

peratura, item 15 do fluxograma;

� adiciona o caso de carregamento criado à combinação de carregamento mecâ-

nico sendo analisada, item 17 do fluxograma;
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� atualiza as temperaturas no modelo mecânico com valores recém calculados

na análise térmica, item 16 do fluxograma;

� realiza a solução do problema mecânico contendo os carregamentos de variação

de temperatura, bloco C do fluxograma. Neste momento o observador do

problema de transferência de calor entra em estado de espera, enquanto são

realizadas as etapas 18, 19 e 20 do fluxograma. Assim que a análise mecânica é

conclúıda, deve ser realizado o registro em disco desses resultados, item 20 do

fluxograma, e para tal uma notificação é disparada ao observador da solução

mecânica. Basicamente, esse observador gera o arquivo de sáıda de dados da

análise mecânica e retorna o fluxo de execução ao observador do problema de

condução de calor.

� conclúıda a solução do problema mecânico, o observador do PTC remove os

carregamentos auxiliares de variação de temperatura recentemente criados e

em seguida retorna o fluxo de execução do código a quem o notificou, nesse

caso o objeto de solução do problema térmico. Esse retorno ocorre na transição

entre o bloco C e o passo 21 do fluxograma, momento no qual o objeto de

solução térmica irá verificar se ainda existem outros passos a serem calculados

ou se a análise como um todo já foi conclúıda.

O procedimento acima descrito se referiu ao problema termomecânico em regime

transiente, entretanto ressalta-se que o mesmo algoritmo é aplicável ao caso em

regime estácionário, que corresponderá a uma única execução do bloco identificado

pela letra A no fluxograma da Figura 3.4.

A classe abstrata ThermoMechanicalSimulationManager possui duas herdeiras,

sendo uma para problemas em regime permanente e a outra para problemas em

regime transiente. Essas classes serão descritas nas duas seções seguintes.
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4.5.1.6 Classe SteadyStateThermoMecSimManager

A classe SteadyStateThermoMecSimManager mostrada na Figura 4.21 é utili-

zada na solução dos problemas termomecânicos em regime permanente, sejam eles

fisicamente lineares ou não-lineares, podendo a não-linearidade se manifestar em so-

mente uma das f́ısicas ou em ambas. Como em problemas em regime permanente

a solução em cada f́ısica é realizada uma única vez devido à ausência dos passos de

tempo t́ıpicos da análise transiente, pode-se utilizar o mesmo modelo discreto nas

duas análises.

Nessa abordagem, após o devido registro em disco da distribuição de temperatu-

ras em regime permanente e criação dos carregamentos de variação de temperatura,

as variáveis armazenadas nos nós são sobrescritas com os valores padrão para que

esses espaços de memória sejam usados para receberem os valores calculadas na

análise mecânica.

Entretanto, devem ser realizadas adequações durante a transição entre a análise

térmica e a mecânica devido à presença de entidades no modelo que têm um compor-

tamento diferente de acordo com a f́ısica sendo analisada, a saber: ProblemDriver,

AnalysisModel, ConstitutiveModel, Material.

Com o intuito de atribuir um comportamento multif́ısico às entidades supra-

mencionadas, foram introduzidas as novas classes ThermoMechanicalPd, ThermoMe-

chanicalAm, ThermoMechanicalCm e ThermoMechanicalMaterial. Para encapsular

em um único local os objetos de solução a serem utilizadas no caso termomecânico,

incluiu-se também uma nova classe denominada ThermoMechanicalSolution. Es-

sas classes serão explicadas na seção 4.6. Em linhas gerais, elas possuem dentro de

si dois objetos, um que descreve o comportamento térmico e um que descreve o com-

portamento mecânico, e também contêm um atributo que determina qual a f́ısica

ativa. Além disso, todos os métodos das respectivas superclasse são sobrecarrega-

dos para realizarem um redirecionamento das chamadas aos seus objetos interiores

conforme a f́ısica ativa.



116

Para tratar as particularidades do compartilhamento da estrutura de dados do

modelo para a solução em ambas as f́ısicas, a classe SteadyStateThermoMecSim-

Manager possui uma referência a um objeto do tipo SharedModelSteadyStateTer-

moMecSetuper, que realiza as configurações necessárias antes do ińıcio da solução

em cada f́ısica. A classe também inicializa, por meio de uma chamada ao método

initDataManager no seu contrutor, um objeto do tipo SharedModelThermoMecDa-

taManager para o gerenciamento dessa estrutura de dados. Para determinar se a

f́ısica ativa é a térmica ou a mecânica, a classe utiliza um campo privado.

Figura 4.21: Diagrama da classe SteadyStateThermoMecSimManager.

Descrevendo o fluxo de execução com o aux́ılio do fluxograma da Figura 3.4,

a solução do problema termomecânico se inicia com o cálculo da distribuição de
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temperaturas para o regime permanente, correspondente às etapas 5 a 14, prossegue

com a criação dos carregamentos de variação de temperatura nas etapas 15 a 17, e

conclui com a solução do problema mecânico nas etapas 18 a 20. Portanto, nesse

caso não há continuidade de cálculos na análise térmica após a conclusão da análise

mecânica, como mencionado anteriormente.

Como discutido nas seções anteriores, na nova abordagem o processo de solução

se inicia no método solve da classe SimulationManager, que evoca os métodos setUp

e solveCombinations. O método solveCombinations foi implmementado na super-

classe ThermoMechanicalSimulationManager, e o método setUp foi implementado

na classe descrita nessa seção, conforme apresentado a seguir.

A primeira etapa a ser realizada na preparação do ambiente de solução se refere

à inicialização do objeto assembler, que pode ser compartilhado pelos objetos de

solução, e à atribuição desse assembler nesses objetos de solução. Para tal, o mé-

todo setUp evoca o método setUpAssembler do setuper da classe, fornecendo como

parâmetros o modelo de elementos finitos compartilhado e o objeto de solução mul-

tif́ısico, que contém dentro de si dois objetos do tipo Solution, um para o PTC e

um para o PTM. Criado e atribúıdo às soluções, a referência ao objeto de assembler

é atribúıda no data manager para concluir a ponte de comunicação entre soluções,

assembler e modelo.

Após a etapa inicial de configurações gerais, o método solveCombinations da su-

perclasse ThermoMechanicalSimulationManager é chamado e as combinações mul-

tif́ısicas são percorridas. A cada uma delas, a solução termomecânica é iniciada no

método performThermoMechanicalSolution. Na presente classe, esse método possui

apenas uma linha, na qual é realizada uma chamada ao método solveThermalPro-

blem.

Para resolver a parcela do problema multif́ısico relacionada ao PTC, o método
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solveThermalProblem, implementado na SteadyStateThermoMecSimManager, ob-

tém as condições inicial e de contorno, e em seguida evoca o método solveBoun-

daryAndInitialConditionsSet implementado na classe FemSimulationManager for-

necendo todos os parâmetros necessários.

A solução térmica será então calculada pelo objeto de solução escolhido para essa

f́ısica, e ao término dos cálculos esse objeto irá disparar uma notificação aos seus

observadores, sendo um deles um objeto do tipo ThermalSolutionObserver imple-

mentado como uma classe interna da classe ThermoMechanicalSimulationManager.

Ao receber a notificação, as seguintes ações são realizadas pelo observador:

� Geração do arquivo de sáıda de dados do PTC, realizada pelo método gene-

rateThermalOutputFile, implementado na classe SteadyStateThermoMecSim-

Manager;

� Criação automática dos carregamentos de variação de temperatura através dos

métodos addConstantTempVarLoading e addProportionalTempVarLoading, im-

plementados na classe ThermoMechanicalSimulationManager. Esses métodos

delegam a criação desses carregamentos ao objeto de gerenciamento da estru-

tura de dados, do tipo SharedModelThermoMecDataManager;

� Atualização das temperaturas nos nós do modelo a ser utilizado para a solução

do problema mecânico, feita pelo método setCurrentTemperaturesOnMechani-

calModel, implementado na classe ThermoMechanicalSimulationManager. A

responsabilidade dessa atualização também é delegada ao data manager ;

� Solução do problema mecânico a partir da chamada ao método solveMechani-

calProblem, implementado na classe SteadyStateThermoMecSimManager. Esse

método executa as seguintes atividades:

– Adequação do ambiente de solução, feita pelo setuper e disparada pelo

método setEnvironmentToMechanical, implementado na própria classe
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SteadyStateThermoMecSimManager;

– Obtenção das condições inicial e de contorno do problema mecânico;

– Reatribuição dos valores padrão às variáveis pertinentes à análise, rea-

lizada pelo método resetToDefaultValues do setuper. Essa etapa tem o

objetivo de evitar que os valores previamente calculados na análise tér-

mica interfiram de forma indevida nos resultados da análise mecânica;

– Aplicação das condições inicial e de contorno, e solução do problema me-

cânico contemplando os efeitos da variação de temperatura por meio da

chamada ao método solveBoundaryAndInitialConditionsSet descrito na

classe FemSimulationManager. Após a conclusão da análise mecânica,

o observador do tipo MechanicalSolutionObserver é notificado, o que

desencadeia a geração do arquivo de sáıda de dados da análise mecânica

pela chamada ao método generateMechanicalOutputFile, implementado

na classe SteadyStateThermoMecSimManager. Após o registro em disco,

o fluxo de execução retorna ao observador da análise térmica para a rea-

lização do último passo, descrito a seguir;

� Remoção dos casos de carregamento de variação de temperatura da combi-

nação de carregamento mecânica, bem como remoção dos carregamentos de

variação de temperaturas da lista de carregamentos do modelo mecânico. Essa

etapa é realizada pelos métodos removeAuxiliaryTempVarLoadCase e remove-

TemperatureVariationLoading.

No caso de existir mais de uma combinação multif́ısica a ser calculada, o método

resetEnvironment é chamado entre as análises para que o ambiente seja ajustado

para a solução de problemas de transferência de calor. Para tal, o método setEnvi-

ronmentToThermal é evocado, seguido do método resetToDefaultValues do setuper

para a atribuição dos valores padrão às variáveis armazenadas nos nós.
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4.5.1.7 Classe TimeDepThermoMecSimManager

Para gerenciar a solução de problemas termoemcânicos em regime quasi-estático,

implementou-se a classe TimeDepThermoMecSimManager, que possui uma organiza-

ção similar à da classe SteadyStateThermoMecSimManager descrita na seção ante-

rior. Devido a essas semelhanças, somente as particularidades relativas aos proble-

mas com dependência temporal serão discutidas nessa seção.

Ao optar por conduzir a solução em ambas as f́ısicas de forma paralelizada, ou

seja, sem a necesssidade de concluir toda a análise térmica em todos os passos de

tempo para então iniciar o cálculo mecânico, torna-se interessante a utilização si-

multânea de duas instâncias do modelo discreto visto que nesse caso não é adequado

sobrescrever as informações durante as trocas de f́ısicas porquê ao ińıcio de cada

passo de tempo deve-se dar continuidade aos cálculos realizados no passo de tempo

anterior. Uma alternativa que poderia ser empregada para utilizar um único modelo

é a alocação de espaços auxiliares de memória para armazenar as variáveis históricas

necessárias a cada f́ısica para, no passo de tempo corrente, dar continuidade aos cál-

culos realizados no passso de tempo anterior. Todavia, nessa abordagem a economia

de memória não é significativa perante à utilização de dois modelos e se observa

uma redução de desempenho causada pela repetida reconfiguração do ambiente de

solução a cada transição de fisica, em cada passo de tempo.

A fim de eliminar a necessidade de criar um mecanismo de mapeamento geo-

métrico nesse primeiro momento, decidiu-se por criar os modelos discretos a serem

utilizados em cada f́ısica a partir da geração de cópias de um modelo de referência,

garantindo assim a mesma posição e identificação dos nós e dos elementos finitos.

Esse procedimento de clonagem do modelo é facilitado com a utilização das novas

entidades introduzidas no núcleo numérico que possuem comportamento multif́ı-

sico, a saber ThermoMechanicalPd, ThermoMechanicalAm, ThermoMechanicalCm,

ThermoMechanicalMaterial e ThermoMechanicalSolution. Assim, essas entida-

des multif́ısicas são atribúıdas inicialmente ao modelo de referência a ser utilizado
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por todas as f́ısicas para a geração das respectivas cópias, e após a clonagem passam

a ter somente o comportamento da f́ısica à que lhes for atribúıda. Tal configuração

inicial é realizada pelo método setUp.

Outra estratégia importante empregada durante a concepção do gerenciador de

solução do problema termomecânico em regime quasi-estático se refere à manipula-

ção do carregamento mecânico a ser aplicado em cada instante de tempo. Quando

o comportamento mecânico do problema é fisicamente não-linear e as ações mecâ-

nicas externas variam ao longo do tempo, torna-se necessário separar a cada passo

temporal a parcela do carregamento mecânico previamente equilibrada no ińıcio do

passo e a parcela a ser aplicada de forma incremental ao longo da solução não-linear

no passo de tempo corrente.

Matematicamente, pode-se dizer que a parcela de carregamento a ser equilibrada

no passo de tempo pode ser calculada a partir da diferença entre o valor do carre-

gamento no instante em que se deseja obter o campo de deslocamentos, ou seja, no

final do passo de tempo, e o valor que esse mesmo carregamento assume no ińıcio

do passo de tempo.

No INSANE, a variação temporal de um carregamento é definida a partir da

atribuição de uma função escalar ao caso de carregamento que o contém. Dentro

do contexto das análises que possuem dependência temporal, as funções escalares

recebem como parâmetro um instante de tempo e retornam um valor escalar, que é o

fator de multiplicação das cargas de referência. Assim, para calcular a diferença entre

o carregamento no final e no ińıcio do passo de tempo pode-se substituir o caso de

carregamento original pela subtração de dois casos de carregamento auxiliares, onde

um corresponde aos valores no final do passo de tempo e o outro ao carregamento no

ińıcio do passo de tempo. Como no INSANE os casos de carregamento são somados

automaticamente, tal subtração é realizada ao se multiplicar o carregamento no

ińıcio do passo de tempo por -1.

Decidiu-se durante a fase de implementação substituir cada um dos casos de



122

carregamento presentes na combinação de carregamento corrente aplicável à parcela

mecânica por três casos de carregamentos auxiliares conforme descrito abaixo:

� Primeiro caso de carregamento auxiliar (CCA1): é uma cópia do

caso de carregamento de referência contendo exatamente a mesma função es-

calar, que retorna o valor do fator de multiplicação das cargas no instante de

tempo em que se deseja obter o campo de deslocamentos, ou seja, no final do

passo de tempo corrente;

� Segundo caso de carregamento auxiliar (CCA2): é uma cópia do

carregamento de referência contendo uma função escalar modificada que, ao

ser acionada para informar o fator de multiplicação do carregamento no ins-

tante de tempo referente ao final do passo de tempo, retorna esse valor em

um instante de tempo defasado, cuja defasagem é um atraso igual à dura-

ção do passo de tempo. Após calcular o valor do fator de multiplicação do

carregamento no instante de tempo deslocado, essa função ainda multiplica

o resultado por um fator de escala igual a −1. Assim, a soma CCA1 +

CCA2igual ao carregamento a ser equilibrado no passo de tempo;

� Terceiro caso de carregamento auxiliar (CCA3): é uma cópia do

carregamento de referência contendo uma função escalar modificada seme-

lhante à do segundo caso de carregamento auxiliar, porém sem multiplicar

o resultado de sua avaliação por −1. Esse caso de carregamento auxiliar re-

torna a parcela do carregamento previamente equilibrada no ińıcio do passo de

tempo, identificada no INSANE como parcela constante do carregamento na

análise fisicamente não-linear. Reforça-se que a soma CCA1+CCA2+CCA3

leva ao carregamento total no final do passo de tempo.

Essa função escalar modificada é representada por uma nova classe introduzida

no núcleo numérico, denominada ScaledAndShiftedFunction, que estende a classe

ScalarFunction. A classe ScaledAndShiftedFunction possui como atributos uma
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referência a uma função escalar convencional a ser operada, o fator de multiplicação

e a defasagem temporal. Nessa classe, o método getValue foi sobrecarregado para

retornar o valor da função armazenada na classe em um instante de tempo deslocado,

multiplicado pelo referido fator de escala.

Figura 4.22: Diagrama da classe ScaledAndShiftedFunction.

A fim de manter a combinação de carregamento de referência inalterada, optou-

se por introduzir os casos de carregamento resultantes do desmembramento descrito

acima em uma combinação de carregamento auxiliar. Esse processo de criação da

combinação de carregamento auxiliar e dos casos de carregamento auxiliares a par-

tir dos casos de referência é realizado no método mountAuxiliaryLoadCombination,

evocado pelo método performThermoMechanicalSolution, ambos implementados na

classe TimeDepThermoMecSimManager, cujo diagrama é mostrado na Figura 4.23.

Após obter a combinação de carregamento da análise mecânica e usá-la como

referência para a criação da combinação de carregamento auxiliar contendo o des-

membramento entre as cargas constantes e as cargas proporcionais, o método per-

formThermoMechanicalSolution dispara o ińıcio do processo de solução termome-

cânico pela chamada ao método solveThermalProblem. Ao término da solução dos

passos de tempo do PTC, o observador do problema térmico é acionado para criar

os carregamentos de variação de temperatura e direcionar o fluxo de execução para
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a solução do problema mecânico. Ao ser conclúıda, a solução mecânica notificará

o seu observador, retornando o fluxo de execução à solução térmica para dar conti-

nuidade ao cálculo da distribuição de temperaturas no instante de tempo seguinte.

Essa estratégia de utilização dos observadores para controle do fluxo de execução foi

explicada em detalhes na seção anterior.

Figura 4.23: Diagrama da classe TimeDepThermoMecSimManager.
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O método solveThermalProblem implementado na classe TimeDepThermoMec-

SimManager é semelhante ao método implementado na classe SteadyStateTher-

moMecSimManager, discutida anteriormente, sendo a única diferença os parâmetros

passados ao método solveBoundaryAndInitialConditionsSet, que nesse caso contém

referências a objetos espećıficos para o caso em que o modelo de elementos finitos

não é compartilhado por ambas as f́ısicas.

O método solveMechanicalProblem, por sua vez, possui uma implementação espe-

ćıfica na classe TimeDepThermoMecSimManager. O método inicia com a atualização

do instante de tempo corrente no objeto de solução da parcela mecânica e em seguida

a inicia. Observa-se nesse método que as condições de contorno e o preparo para

a solução mecânica ocorre somente se for o primeiro passo de tempo. Nos demais,

apenas o método execute do objeto de solução é evocado para dar continuidade à

análise conclúıda no passo de tempo anterior.

Por fim, a última particularidade dessa classe a ser discutida se refere à geração

dos arquivos de sáıda de dados, realizada pelos métodos generateThermalOutputFile

e generateMechanicalOutputFile. No regime transiente o nome dos arquivos passa a

conter tanto o instante de tempo como o passo iterativo ao qual se referem.

4.5.2 Pacote setuper

Figura 4.24: Diagrama de classes do pacote setuper.
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As classes para configuração do ambiente de solução são agrupadas no pacote

setuper, cuja organização hierárquica é ilustrada na Figura 4.24. Nas próximas

sub-seções serão discutidas as particularidades de cada uma dessas classes.

4.5.2.1 Classe abstrata Setuper

Essa classe especifica um conjunto mı́nimo de funcionalidades comuns às classes

responsáveis pela configuração do ambiente de solução. Dentre os métodos mostra-

dos na Figura 4.25, destacam-se:

� A inicialização do objeto assembler e a criação da ponte de comunicação entre

os objetos de modelo e de solução, desempenhada pelos métodos initAssembler

e setUpAssembler ;

� A aplicação de condições de contorno no modelo discreto, feita pelo método

applyBoundaryConditions ;

� A aplicação da condição inicial, realizada pelo método applyInitialConditions ;

� A reinicialização do ambiente de solução aos seus valores padrão, conduzida

pelo método resetToDefaultValues. Como discutido no Apêndice A, essa rei-

nicialização tem a função de previnir que os resultados calculados em uma

combinação prévia interfiram nos cálculos da combinação corrente.

Figura 4.25: Diagrama da classe abstrata Setuper.

Nesse ńıvel hierárquico, somente os métodos initAssembler e setUpAssembler

possuem corpo, sendo os demais abstratos. Como o método initAssembler se com-

porta como uma fábrica de instâncias, optou-se por torná-lo um método de classe, ou
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seja, um método estático que não requer a existência de um objeto do tipo Setuper

em tempo de execução para ser evocado.

4.5.2.2 Classe CompatibilitySetuper

Figura 4.26: Diagrama da classe CompatibilitySetuper.

O setuper de compatibilidade mostrado na Figura 4.26 é empregado quando as

condições inicial e de contorno são descritas sem a utilização das classes especializa-

das para essa finalidade, como era feito previamente a esse trabalho. Nessa forma

convencional, as condições iniciais e a condição de contorno essencial são definidas

diretamente sobre os nós e não podem se modificar nem mesmo quando há a troca

da combinação de carregamentos em uma análise contendo mais de uma combinação

de carregamentos a ser calculada.

Assim, o método responsável por aplicar as condições de contorno essencial e

natural, método applyBoundaryConditions, apenas aplica a condição de contorno

natural, já que as informações relacionadas à condição inicial e à condição de con-

torno essencial já foram definidas durante a etapa de pré-processamento para geração

do modelo discreto.

Para aplicar a condição de contorno natural, o método privado applyDualVar-

BoundaryCondition obtém a combinação de carregamentos corrente a partir de uma

consulta ao modelo e em seguida atribui essa combinação ao objeto de solução.

Por não terem aplicabilidade nesse cenário em que somente as condições de

contorno naturais se modificam ao longo das combinações a serem analisadas, os
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métodos resetToDefaultValues e applyInitialCondition, que eram abstratos no ńı-

vel hierárquico anterior, são implementados na classe CompatibilitySetuper sem

executarem nenhuma ação.

4.5.2.3 Classe abstrata FemSetuper

A classe abstrata FemSetuper inclui de uma forma geral os recursos para a con-

figuração do ambiente de solução em problemas modelados segundo o Método dos

Elementos Finitos e que utilizam a nova abordagem proposta nessa dissertação para

a manipulação das condições inicial e de contorno.

O método applyBoundaryConditions, que era abstrato no ńıvel hierárquico da

superclasse Setuper, é implementado evocando sequencialmente dois métodos pro-

tegidos introduzidos na classe FemSetuper: applyStateVarBoundaryCondition e ap-

plyDualVarBoundaryCondition. Esses métodos são responsáveis, respectivamente,

pela aplicação das condições de contorno essenciais e naturais.

Assim como na classe CompatibilitySetuper, o método applyDualVarBoun-

daryCondition obtém a combinação de carregamento corrente a partir de uma con-

sulta ao modelo e em seguida atribui essa combinação no objeto de solução.

O método applyStateVarBoundaryCondition possui duas assinaturas, sendo a di-

ferença entre elas um parâmetro adicional especificando o instante de tempo para o

qual as condições de contorno essenciais devem ser avaliadas antes de serem aplicadas

ao modelo discreto. Na implementação atual, a assinatura que não contém o parâ-

metro de tempo evoca o mesmo método atribuindo o valor zero para o parâmetro

de tempo.

Na versão completa do método applyStateVarBoundaryCondition, os casos pre-

sentes na combinação de condições essenciais são percorridos e, a cada um deles,

os valores armazenados no caso são aplicados aos nós contidos na lista armazenada

pelo objeto StateVariableBoundaryCondition. A cada nó a receber a condição
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essencial é feita uma verificação de conflito com eventuais valores atribúıdos previ-

amente nesse nó, sendo o conflito tratado por uma das estratégias informadas pelo

usuário durante a criação do caso de condição essencial.

O outro método abstrato da classe Setuper que é implementado na classe FemSe-

tuper é o método applyInitialCondition. Esse método percorre a lista de condições

iniciais e, a cada uma, atribui os respectivos valores nos nós contidos na lista arma-

zenada pelo objeto NodalStateVariableInitialCondition.

A classe FemSetuper não pode ser utilizada por não implementar o método abs-

trato resetToDefaultValues, introduzido na superclasse Setuper. Essa implementa-

ção é realizada nas classes herdeiras de FemSetuper.

Também pode ser encontrada em FemSetuper, conforme Figura 4.27, uma fá-

brica de instâncias para objetos aplicáveis à configuração do ambiente de solução

em problemas descritos conforme o MEF. As três herdeiras de FemSetuper serão

descritas a seguir.

Figura 4.27: Diagrama da classe FemSetuper.

4.5.2.4 Classe SinglePhysicsFemSetuper

Para realizar as configurações necessárias em análises que contemplem somente

uma f́ısica e que descrevam as condições inicial e de contorno conforme a metodologia

proposta nesse trabalho, utiliza-se a classe SinglePhysicsFemSetuper exposta na

Figura 4.28.
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Essa classe estende FemSetuper introduzindo a implementação do método re-

setToDefaultValues, que basicamente percorre a lista de nós do modelo evocando

neles o método assignInitialState. Em seguida, os valores armazenados pelas chaves

RESTRAINTS e PRE STATE VARIABLE do mapa de valores do nó são alterados

para os seus valores padrão: falso para os valores da chave RESTRAINTS e zero

para os valores da chave PRE STATE VARIABLE.

Figura 4.28: Diagrama da classe SinglePhysicsFemSetuper.

4.5.2.5 Classe TimeDepThermalSetuper

A classe TimeDepThermalSetuper, mostrada na Figura 4.29, estende a classe

SinglePhysicsFemSetuper, sendo a única diferença, em relação à sua classe mãe,

a sobrecarga do método applyBoundaryConditions. Na versão especializada, após

delegar a aplicação das condições de contorno ao mesmo método de sua superclasse,

o objeto contendo a combinação das condições de contorno essenciais é atribúıdo no

objeto de solução espećıfico para a solução de problemas de transferência de calor

no regime transiente, TimeDependentHeatTransfer.

Esse passo é necessário visto que durante o cálculo da solução no referido tipo

de problema é necessário utilizar os valores da distribuição de temperaturas nos

instantes de tempo t e t+ 1, Tc(t) e Tc(t+1) respectivamente, como descrito na Equa-

ção 3.36. Para obter esses valores, o objeto de solução realiza uma requisição ao

assembler por meio do método getXp informando a combinação de condições es-

senciais e o instante de tempo. Devido à sua especificidade, essa classe deve ser

utilizada somente no contexto da solução de problemas de transferência de calor em

regime transiente.
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Figura 4.29: Diagrama da classe TimeDepThermalSetuper.

4.5.2.6 Classe SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper

A outra herdeira de SinglePhysicsFemSetuper ilustrada na Figura 4.30 é a

classe SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper, responsável pela configuração

do ambiente de solução nas análises multif́ısicas termomecânicas em regime perma-

nente. Nessas análises, a estrutura de dados do modelo discreto é compartilhada

entre as f́ısicas envolvidas, como descrito na seção 4.5.1.6.

Figura 4.30: Diagrama da classe SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper.

A classe possui um campo privado para indicar a f́ısica que se encontra ativa

e duas constantes booleanas, uma para cada f́ısica. Dentre os métodos herdados,

os métodos resetToDefaultValues e setUpAssembler foram sobrecarregados. Nessa

classe também são introduzidos dois métodos públicos, getActivePhysics e setActi-

vePhysics, e quatro métodos privados. Esses métodos serão descritos logo após o

detalhamento dos métodos sobrecarregados.
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Na sua versão especializada, o método sobrecarregado setUpAssembler recebe

como parâmetros uma referência ao modelo e uma ao objeto de solução, que deve

ser do tipo ThermoMechanicalSolution. Desse objeto de solução multif́ısico são

extráıdas as referências aos objetos responsáveis pela solução térmica e pela solução

mecânica.

Após a obtenção das referências aos objetos de solução para cada f́ısica, o método

define o estado das entidades multif́ısicas dos tipos ThermoMechanicalPd, Ther-

moMechanicalAm, ThermoMechanicalSolution, ThermoMechanicalCm e ThermoMe-

chanicalMaterial para apresentarem comportamento mecânico.

Em seguida, um objeto do tipo Assembler é criado e recebe uma referência

ao modelo. Feito isso, a referência ao assembler recebe uma referência ao objeto

de solução da parcela mecânica e o método init do assembler é evocado. Nesse

momento, o modelo de elementos finitos passa por sua inicialização, que contém

etapas que irão apresentar um comportamento espećıfico conforme a f́ısica ativa.

Essa inicialização completa garante a atribuição de todas as referências nas entidades

presentes no núcleo numérico, evitando assim a ocorrência de ponteiros nulos.

Conclúıda a inicialização para a parcela mecânica, o setuper realiza esse mesmo

procedimento para a parcela térmica. Para tal, a f́ısica ativa é modificada no setu-

per para a transferência de calor, assim como em todas as entidades que possuem

comportamento multif́ısico. Após esse ajuste, a referência ao assembler é atribúıda

no objeto de solução do PTC, o que também desencadeia o processo de inicializa-

ção do modelo, utilizando alguns objetos diferentes já que o comportamento está

ajustado para a parcela térmica. Reforça-se que o mesmo objeto de assembler é

compartilhado por ambas as f́ısicas.

Quanto à sobrecarga do método resetToDefaultValues, ele difere da versão imple-

mentada na classe SinglePhysicsFemSetuper por apresentar um comportamento

diferente conforme a f́ısica ativa. Isso se deve ao número de graus de liberdade por



133

nó, que em geral não é o mesmo na análise térmica e na mecânica. Todavia, a im-

plementação segue os mesmos preceitos da sua versão para análises em uma única

f́ısica, que corresponde a chamar o método assignInitialState em cada nó e atribuir

os valores padrão em cada uma das chaves presentes no mapa dos valores nodais.

Os métodos públicos introduzidos na classe SharedModelSteadyStateTermo-

MecSetuper são o método getActivePhysics, que apenas informa qual é a f́ısica

ativa, e o método setActivePhysics, que desempenha as etapas listadas a seguir.

Primeiramente, o método atualiza a variável booleana que representa a f́ısica ativa

segundo a informação recebida por parâmetro. Na sequência, as entidades multif́ı-

sicas são ajustadas para apresentarem o comportamento desejado por quem evocou

o método. Esse ajuste é feito com o aux́ılio dos métodos privados setPhysicsOnA-

nalysisModels, setPhysicsOnConstitutiveModels, setPhysicsOnMaterials e setupMo-

delToCurrentPhysics.

Dentre os quatro métodos privados citados acima, os três primeiros são similares:

percorrem a lista das respectivas entidades armazenadas no modelo e a cada vez que

identificam uma entidade multif́ısica, ajustam a mesma para a f́ısica informada no

parâmetro. Já o método setupModelToCurrentPhysics realiza as seguintes etapas:

� Inicializa as chaves dos nós com os valores informados pelo objeto problem

driver por meio do método initKeys do objeto de modelo;

� Em cada um dos nós do modelo, reinicia o vetor de rótulos dos graus de

liberdade por meio da chamada ao método clearDofLabels do nó;

� Em cada elemento finito do modelo, obtém os rótulos dos nós conforme o

modelo e análise do mesmo e os atribui aos nós do elemento evocando o mé-

todo setDofLabels. Em seguida, preenche os ı́ndices de cada um dos graus de

liberdade dos nós dos elementos por meio do método setElementGlobalIndexes ;
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4.5.3 Pacote datamanager

As classes para o gerenciamento da estrutura de dados envolvidas na solução

de um problema discreto são agrupadas no pacote datamanager, cuja organização

hierárquica é ilustrada na Figura 4.31. Nas próximas sub-seções serão discutidas as

particularidades de cada uma das classes contidas nesse pacote.

Figura 4.31: Diagrama das classes no pacote datamanager.

4.5.3.1 Classe abstrata DataManager

Essa classe, mostrada na Figura 4.32, contém três mapas, onde um armazena

entidades do tipo Assembler, outro armazena entidades do tipo Model e o outro

armazena entidades do tipo Conditions. A classe também possui métodos para a

manipulação e obtenção dos itens desses mapas. Chaves do tipo String são utilizadas

para identificar os itens nesses mapas.

Figura 4.32: Diagrama da classe abstrata DataManager.
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A classe foi especializada nas suas quatro herdeiras, descritas nas próximas se-

ções.

4.5.3.2 Classe SinglePhysicsDataManager

Figura 4.33: Diagrama da classe SinglePhysicsDataManager.

Como a classe SinglePhysicsDataManager ilustrada na Figura 4.33 é utili-

zada em análises envolvendo somente uma f́ısica nas quais as condições iniciais e

de contorno são especificadas utilizando as classes do projeto conditions, pode-

se trabalhar com apenas uma referência a cada um dos tipos Assembler, Model e

Conditions. Essas referências são armazenadas pelos três campos da classe Sin-

glePhysicsDataManager.

Os métodos implementados nesse data manager são públicos e são utilizados

para atribuir objetos aos campos da classe, conforme os métodos setAssembler, set-

Conditions e setModel, e para consultar os valores neles armazenados, segundo os

métodos getAssembler, getConditions e getModel. Ressalta-se que os métodos utili-

zados na atribuição de objetos aos campos da classe também inserem esses objetos

na lista correspondente da superclasse DataManager.
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4.5.3.3 Classe abstrata ThermoMechanicalDataManager

Figura 4.34: Diagrama da classe ThermoMechanicalDataManager.

Conforme discutido anteriormente, no caso termomecânico implementado nesse

trabalho é necessário transferir informações da análise térmica para a mecânica. Es-

sas informações se referem tanto aos carregamentos de variação de temperatura como

à atualização da distribuição de temperaturas nos nós da discretização utilizada no

cálculo mecânico. Assim, o data manager termomecânico exposto na Figura 4.34 se

encarrega tanto de armazenar as estruturas de dados para ambas as f́ısicas como de

gerenciar essa transmissão de informação.

Para armazenar as referências às entidades da estrutura de dados de cada f́ısica,

a classe contém seis campos: dois modelos, dois objetos de condições e dois assem-

blers. Também são introduzidos métodos para a consulta e para a manipulação das

referências armazenadas nesses campos.
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Quanto aos carregamentos de variação de temperatura, foram introduzidos mé-

todos associados à parcela desses carregamentos que deve ser aplicada de forma

incremental, denominada parcela proporcional, e métodos associados à parcela dos

carregamentos previamente equilibrados, denominada parcela constante. Essa sepa-

ração se torna necessária nos casos em que a solução mecânica possui não-linearidade.

Em cada um desses dois grupos de métodos, implementou-se um método para criar

os objetos de carga, e um método para introduzir essas cargas em um caso de car-

regamento. Os métodos criados para essa finalidade estão listados a seguir:

� generateConstantTempVarLoading ;

� generateConstantTempVarLoadCase;

� generateProportionalTempVarLoading ;

� generateProportionalTempVarLoadCase.

Para incluir um caso de carregamento de variação de temperatura na combinação

de carregamento corrente da análise mecânica, utiliza-se o método addTempVar-

LoadCaseToLoadCombination, e para removê-lo da combinação de carregamento,

utiliza-se o método removeTempVarLoadFromLoadComb. Quanto à remoção dos

carregamentos, também é implementado um método para remover carregamentos

de variação de temperatura da lista de carregamentos do modelo utilizado na aná-

lise mecânica, método removeTemperatureVariationLoading.

Em relação à atualização da distribuição de temperaturas no modelo utilizado du-

rante a análise mecânica, foram introduzidos os métodos setInitialTemperaturesOn-

MechanicalModel e setCurrentTemperaturesOnMechanicalModel, onde o primeiro é

responsável por atribuir em cada nó a temperatura no instante inicial e o segundo,

por atribuir o valor da temperatura no instante corrente.

A classe ThermoMechanicalDataManager não pode ser instanciada porque os

métodos para a atribuição dos modelos e dos assemblers foram declarados como
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abstratos. Não é posśıvel implementar esses métodos nesse momento visto que o

modelo pode tanto ser compartilhado entre as f́ısicas, como ocorre na implementa-

ção para o regime permanente, como pode ser utilizado um modelo discreto para

cada f́ısica, situação esta necessária no regime transiente. Devido a isso, a classe

ThermoMechanicalDataManager possui duas herdeiras, uma para o caso que tra-

balha sobre um modelo compartilhado, e uma para o caso que opera sobre dois

modelos.

4.5.3.4 Classe SharedModelThermoMecDataManager

Nas análises em regime permanente, o modelo discreto é compartilhado pelas

f́ısicas envolvidas. Devido à essa simplificação, somente uma referência ao modelo

compartilhado e uma referência a um objeto de assembler são necessárias. Essas

referências são introduzidas como campos privados da classe SharedModelThermo-

MecDataManager.

O construtor dessa classe primeiramente evoca os construtores das suas super-

classes e em seguida iguala as referências aos modelos térmico e mecânico, herdadas

da classe abstrata ThermoMechanicalDataManager, à referência do modelo compar-

tilhado, introduzida na classe SharedModelThermoMecDataManager apresentada na

Figura 4.35. O mesmo procedimento é realizado para as referências aos objetos de

assembler térmico e mecânico, herdadas do ńıvel hierárquico anterior.

Além dessa particularidade na inicialização, os métodos para obtenção e para

a definição dos objetos model e assembler foram implementados retornando a refe-

rência ao respectivo objeto compartilhado, métodos com o prefixo get, e definindo

essa referência no campo privado da classe que o contém, métodos com o prefixo

set. Ao definir uma referência a um objeto do tipo model ou assembler, esses méto-

dos também adicionam o objeto recebido como parâmetro nos mapas declarados na

superclasse DataManager.
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Figura 4.35: Diagrama da classe SharedModelThermoMecDataManager.

4.5.3.5 Classe ClonedModelsThermoMecDataManager

A classe ClonedModelsThermoMecDataManager, cujos métodos e atributos são

mostrados na Figura 4.36, foi concebida para trabalhar com modelos independentes

nas análises térmica e mecânica. Na implementação realizada nesse trabalho, os

modelos para cada uma das f́ısicas são criados a partir de um mesmo modelo de

base que possui comportamento multif́ısico. Essa estratégia torna a etapa de pré-

processamento mais simples e assegura que a discretização dos modelos seja idêntica,

o que dispensa a implementação de algoritmos de mapeamento geométrico.

Essa geração do modelo multif́ısico se inicia na persistência, especificamente

no método fillSimulationManagerFromFile da classe PersistenceAsXML. Nesse mé-

todo, ao se identificar que a análise deve possuir dois modelos, sendo um deles uma

cópia do outro, um data manager do tipo ClonedModelsThermoMecDataManager é

criado, recebendo em seguida uma referência ao objeto de modelo armazenado pela

persistência. Após essa etapa, uma nova referência ao modelo é criada utilizando um

novo método introduzido na persistência, denominado cloneModel. Esse método irá
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ler novamente o arquivo XML, criando uma nova instância de objeto do tipo FemMo-

del e a preenchendo conforme as informações especificadas no arquivo. Conclúıda

a geração do novo modelo, essa referência é atribúıda no data manager ao campo

referente ao modelo mecânico. Nesse ponto, ambos os campos da classe ClonedMo-

delsThermoMecDataManager possuem uma referência a uma instância diferente do

modelo, porém o conteúdo desses modelos é idêntico.

Para concluir a geração dos modelos independentes para cada uma das f́ısicas,

o método removeDuality é evocado pelo objeto setuper antes do ińıcio da análise.

Esse método primeiramente remove o comportamento termomecânico no modelo tér-

mico por meio do método removeDualityOnThermalModel, e em seguida realiza esse

mesmo procedimento no modelo mecânico, evocando o método removeDualityOn-

MechanicalModel.

Cada um desses dois métodos percorre todas as entidades do modelo removendo

o comportamento multif́ısico e atribuindo nelas a entidade relacionada à f́ısica de-

sejada, extráıda do objeto multif́ısico correspondente. Para tal, os métodos remove-

DualityOnThermalModel e removeDualityOnMechanicalModel utilizam os métodos

privados relacionados abaixo, implementados na classe ClonedModelsThermoMec-

DataManager:

� removeDualityOnElements;

� removeDualityOnDegenerations ;

� removeDualityOnMaterials;

� removeDualityOnProblemDriver ;

� removeDualityOnGlobalAnalysisModels ;

� removeDualityOnAnalysisModels ;

� removeDualityOnConstitutiveModels ;
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Por fim, os métodos para atribuição e consulta aos objetos model e assembler, que

foram declarados como abstratos no ńıvel hierárquico anterior, são implementados e

trabalham com as referências independentes dessas entidades para a parcela térmica

e para a parcela mecânica.

Figura 4.36: Diagrama da classe ClonedModelsThermoMecDataManager.

4.6 Entidades com comportamento multif́ısico

Essa seção descreve a técnica empregada para atribuir um comportamento de-

pendente da f́ısica ativa em algumas entidades do núcleo numérico. Como descrito

na seção anterior, esse comportamento multif́ısico é útil tanto quando se deseja utili-

zar o mesmo modelo discreto para as soluções nas f́ısicas envolvidas, como para criar

um único modelo de referência para a geração de cópias para cada uma das f́ısicas,

que são especializadas em seguida para que apresentem somente o comportamento

desejado.

Para atingir esse objetivo, primeiramente cria-se uma versão especializada da
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superclasse que se deseja agregar um comportamento multif́ısico utilizando o me-

canismo de herança. Logo, para cada uma das entidades dependentes de f́ısica

presentes no núcleo numérico do INSANE foram criadas as seguintes classes especi-

alizadas:

� AnalysisModel especializada em ThermoMechanicalAm;

� ConstitutiveModel especializada em ThermoMechanicalCm;

� Material especializada em ThermoMechanicalMaterial;

� ProblemDriver especializada em ThermoMechanicalPd;

� Solution especializada em ThermoMechanicalSolution.

Em cada uma das classes especializadas para o caso termomecânico existem três

campos: dois objetos internos do mesmo tipo da superclasse e uma variável booleana

para indicar qual é a f́ısica ativa. Um desses objetos pode ser uma instância de uma

classe que possua comportamento aplicável à transferência de calor e o outro uma

instância de uma classe aplicável à mecânica dos sólidos. Essa estratégia confere

uma maior flexibilidade na hora de determinar como será o comportamento em cada

f́ısica, além de reutilizar as classes previamente implementadas no núcleo numérico.

Além da introdução dos objetos para cada uma das f́ısicas, criou-se um meca-

nismo de redirecionamento de métodos. Esse mecanismo se baseia na sobrecarga de

todos os métodos da superclasse, onde nas versões especializadas desses métodos é

feita uma verificação da f́ısica ativa, e conforme o resultado dessa verificação evoca-se

o método com o mesmo nome no objeto interno correspondente.

A figura a seguir ilustra essa técnica para a entidade AnalysisModel. Racioćınio

análogo é aplicável às demais entidades multif́ısicas mencionadas acima.
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Figura 4.37: Especialização da classe AnalysisModel agregando o comportamento

termomecânico.

4.7 Modificações para a solução do PTM

Na primeira seção deste caṕıtulo foram discutidas as novas classes e as modifi-

cações realizadas nas classes existentes para o tratamento de problemas de transfe-

rência de calor que podem apresentar tanto não-linearidade f́ısica como dependência

temporal. Em seguida, foram discutidas as novas classes introduzidas para propor-

cionar um maior controle do fluxo de execução durante o processo de solução multi-

f́ısico, e as novas classes responsáveis por conferirem um comportamento multif́ısico

a algumas entidades do núcleo numérico. Nesta seção, serão apresentadas as demais

modificações realizadas, espećıficas para a solução do problema termomecânico nas

condições abordadas nessa dissertação.

4.7.1 Modificações no projeto solution

O projeto solution é composto por diversos pacotes, e somente os pacotes que

sofreram alterações são abordados nesse texto. Esses pacotes que receberam a in-

trodução de novas classes são os pacotes solution e step.
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4.7.1.1 Modificações no pacote solution

No pacote solution, foram introduzidas duas classes para lidarem com pro-

blemas termomecânicos no regime quasi-estático: LinearQuasiStatic e QuasiS-

taticEquilibriumPath. Essas classes estão ilustradas na Figura 4.3, apresentada

previamente.

A classe LinearQuasiStatic é semelhante à classe SteadyState, sendo a prin-

cipal diferença entre elas a inclusão de um parâmetro no método execute, que passa

a calcular a solução para o instante de tempo informado nesse parâmetro. Como

discutido anteriormente, no regime quasi-estático os termos inerciais da equação do

movimento são desprezados, porém a variação lenta das ações externas é considerada

nos cálculos. Nesse cenário, uma solução para um determinado instante de tempo é

equivalente a uma solução em regime permanente considerando a variação das ações

externas entre o instante inicial, ou de referência, e o instante desejado.

Analogamente, a classe QuasiStaticEquilibriumPath é semelhante à classe

StaticEquilibriumPath, sendo inclusive uma herdeira dessa classe. Suas princi-

pais diferenças se referem ao cálculo dos carregamentos proporcional e constante,

que na versão especializada leva em conta o instante de tempo e a combinação de

carregamento a partir da qual esses carregamentos serão avaliados, e à atribuição de

uma referência à combinação de carregamento corrente no objeto step.

Tendo em vista que a obtenção de parcelas proporcionais de carregamentos de

variação de temperatura não pode ser realizada apenas por uma multiplicação dos

valores armazenados no objeto de carregamento por um escalar, torna-se necessário

recalcular o valor da parcela proporcional ao longo do processo incremental-iterativo

de minimização do reśıduo nas análises em regime quasi-estático que possuem não-

linearidade f́ısica na parcela mecânica. Portanto, optou-se por fornecer ao objeto

step uma referência à combinação de carregamento corrente, para que ele realize a

avaliação da parcela de cargas associada à variação de temperatura da forma correta.
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Observa-se também que a implementação realizada na classe QuasiStaticEqui-

libriumPath flexibiliza a análise para que ela possa ser realizada para mais de uma

combinação de carregamento. A implementação da classe StaticEquilibriumPath

presume que somente uma combinação de carregamento será analisada e que ela se

encontra na primeira posição da lista de combinações de carregamento armazenada

pelo modelo.

Quanto às modificações nas classes existentes, elas serão abordads a seguir para

cada uma das respectivas classes.

Na classe abstrata Solution, foram inclúıdos três métodos abstratos: getOutput-

FileIndentifier, getOutputFileSeqNumber e setAssemblerWithoutInit. Os dois pri-

meiros são empregados na geração do nome dos arquivos de sáıda, e o terceiro é

utilizado quando se deseja atribuir o objeto assembler no objeto de solução sem re-

alizar uma inicialização completa do modelo discreto. Naturalmente, esses métodos

foram implementados nas herdeiras de Solution.

Devido à necessidade de obter os carregamentos tradicionais da mecânica dos

sólidos separadamente dos carregamentos de variação de temperatura conforme os

motivos previamente mencionados, decidiu-se introduzir novos métodos na classe

Assembler, que serão descritos em detalhes nas seções seguintes. Dentre eles, citam-

se os métodos getHp e getHu, que retornam os carregamentos nodais equivalentes

devido à variação de temperatura nos graus de liberdade cujo valor da variável de

estado foi prescrito e nos graus de liberdade em que essa variável é desconhecida.

Para contemplarem os efeitos da variação de temperatura, foram realizadas modifi-

cações nas classes SteadyState e GlobalLocal, incluindo as chamadas aos referidos

métodos durante a etapa de montagem do vetor das ações externas e durante o

cálculo dos carregamentos nodais equivalentes.
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4.7.1.2 Modificações no pacote step

O pacote step, que agrupa as classes responsáveis por realizarem os cálculos

iterativos durante as soluções não-lineares, recebeu a nova classe ThermoMecSNR

para abordar problemas termomecânicos segundo o método incremental-iterativo

de Newton-Raphson. Essa classe pode ser visualizada no diagrama da Figura 4.2.

Ressalta-se que os problemas termomecânicos introduzem uma complexidade adi-

cional no que se refere à avaliação da convergência, visto que os carregamentos de

variação de temperatura são auto-equilibrados.

Além dos critérios complementares de verificação da convergência, a classe Ther-

moMecSNR realiza o cálculo das parcelas constante e proporcional do carregamento

de variação de temperatura separadamente dos demais carregamentos da mecânica

dos sólidos, bem como conduz o processo iterativo considerando essa segregação du-

rante o cálculo dos incrementos no campo de deslocamentos e durante o cálculo do

reśıduo.

Quanto às modificações nas classes previamente implementadas, foram introdu-

zidos os métodos resetStep, getLoadCombination e setLoadCombination na interface

Step, onde o primeiro é responsável por reconfigurar o objeto step para a sua con-

dição padrão, passo necessário quando se deseja calcular mais de uma combinação,

e os dois últimos são necessários para fornecer a referência à combinação de carre-

gamento corrente a objetos do tipo ThermoMecSNR, como previamente discutido na

sub-seção anterior. Esses métodos também tiveram que ser introduzidos nas classes

que implementam a interface Step.

Na classe Convergence, introduziu-se uma verificação adicional no método check-

Convergence, que considera que houve convergência quando a norma de ambos os

vetores recebidos por parâmetro é inferior ao menor valor de ponto flutuante repre-

sentável. Esse caso pode ocorrer durante a verificação do critério de convergência

em deslocamentos em casos particulares de problemas termo-mecânicos.

Um exemplo que ilustra a necessidade de introduzir essa verificação adicional é
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o caso de uma barra cujas extremidades estejam impedidas de deslocar e submetida

exclusivamente a uma variação uniforme de temperatura. Independentemente do

incremento de cargas associadas à variação de temperatura, o incremento no campo

de deslocamentos será nulo, assim como o campo de deslocamentos totais. O modo

anterior de verifição não indicaria a ocorrência de convergência, visto que ao dividir

a norma desses campos uma pela outra o resultado seria indeterminado devido à

divisão por zero, fazendo com que a comparação entre o resultado e a tolerância

sempre retorne o valor false.

Apesar da classe ClosestPointProjection não se encontrar no pacote step,

decidiu-se mencionar uma modificação realizada nessa classe devido à proximidade

dela em relação aos assuntos abordados nesse momento. Essa modificação se refere

ao aumento em uma ordem de grandeza no número máximo de iterações realizadas

por esse algoritmo, empregado em problemas envolvendo plasticidade. Tal alte-

ração se demonstrou necessária devido à ocorrência de uma redução na taxa de

convergência desse algoritmo quando há a presença de deformações de variação de

temperatura, consequentemente exigindo um número maior de iterações durante o

cálculo das tensões.

4.7.2 Modificações no projeto assembler

O projeto assembler recebeu modificações na interface Assembler e na sua classe

herdeira indireta FemAssembler no que se refere tanto à montagem dos vetores de

carregamento nodal equivalente devido à variação de temperatura, como no que

se refere à montagem dos vetores de carregamento proporcional e de carregamento

constante, aplicáveis à análise fisicamente não-linear na presença de variações de

temperatura.

Como será melhor discutido posteriormente nesse caṕıtulo, foi realizada uma al-

teração na forma de representar os carregamentos de variação de temperatura. Na
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implementação atual, esses carregamentos devem atuar em todo o domı́nio do ele-

mento finito, diferentemente da implementação dos carregamentos da mecânica dos

sólidos, que podem atuar em porções do elemento. Essa simplificação acerca dos car-

regamentos de variação de temperatura permite o domı́nio espacial do carregamento

a partir da geometria do elemento, o que dispensa a existência de uma classe dife-

rente de carregamento de variação de temperatura para cada ńıvel de degeneração

espacial, a saber: carregamentos tridimensionais, bidimensionais e unidimensionais.

Com essa redução do número de classes de carregamento associadas à variação de

temperatura, tornou-se necessário alterar os métodos existentes addLoading, initLo-

ading e setLoading.

Devido à separação dos carregamentos de variação de temperatura dos demais

carregamentos da mecânica dos sólidos, tornou-se necessário implementar os mé-

todos getH, getHp e getHu para a obtenção dos vetores de carregamento nodal

equivalente associados à expansão ou contração do corpo.

Para a solução dos problemas termomecânicos fisicamente não-lineares em regime

quasi-estático, é necessário informar tanto o parâmetro de tempo como a combina-

ção de carregamentos para a qual deve-se montar os carregamentos proporcionais

e os carregamentos constantes. Para tal, foram introduzidos novas assinaturas dos

métodos setProportionalLoad e setConstantLoad.

Quanto ao cálculo dos carregamentos constante e proporcional devidos à vari-

ação de temperatura, introduziu-se o método setTempVarLoading, que possui uma

assinatura pública contendo um número maior de parâmetros e três assinaturas pri-

vadas que utilizam um numéro menor de parâmetros, sendo essas últimas utilizadas

pelo método público durante a montagem dos vetores desejados.

Os métodos adicionados na interface Assembler também foram introduzidos nas

demais superclasses associadas ao Método dos Elementos de Contorno, para que

elas possam ser instanciadas, porém esses métodos não possuem conteúdo em suas

implementações.
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4.7.3 Modificações no projeto model

Nesta seção serão apresentadas as modificações nos pacotes pertencentes ao pro-

jeto model para viabilizar a solução termomecânica.

4.7.3.1 Modificações na classe FemModel

Foi realizada uma modificação no método init da classe FemModel, no qual

incluiu-se uma linha para registrar a referência ao objeto problem driver nos elemen-

tos durante o processo de inicialização do modelo discreto. Esse passo é importante

durante as análises termomecânicas em regime permanente, nas quais o mesmo mo-

delo discreto é empregado na solução do problema de transferência de calor e na

solução do problema da mecânica dos sólidos.

4.7.3.2 Modificações na classe Node

Foram inclúıdas duas chaves na classe para representarem a temperatura inicial

e a temperatura corrente no mapa de valores do nó. Essas chaves receberam os

nomes, respectivamente, de TEMPERATURE e INITIAL TEMPERATURE. Como

discutido previamente, essas chaves são necessárias durante o cálculo termomecânico

fisicamente não-linear em regime quasi-estático.

4.7.3.3 Modificações na classe Element

Devido à simplificação da maneira de representar os carregamentos de varia-

ção de temperatura, que passam a atuar obrigatoriamente sobre todo o domı́nio

do elemento, foram removidas as chaves relativas às implementações prévias dos

carregamentos de variação de temperatura e de deformação inicial que possúıam

atrelamento à geometria dos seus domı́nios de atuação.

Ademais, devido à sepração dos carregamentos de variação de temperatura em

relação aos demais carregamentos da mecânica dos sólidos, incluiu-se o método getH,
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que delega ao problem driver o cálculo do carregamento nodal equivalente devido à

variação de temperatura.

Por fim, para que as tensões sejam calculadas corretamente nos casos em que

existem deformações provenientes da variação de temperatura, foram realizadas mo-

dificações nos métodos getMpDualInternalVariables, getPointDualInternalVariables,

getPointInternalVariables e getPointInternalVariables. Nessas modificações, optou-

se por realizar a subtração das deformações térmicas nos métodos que calculam o

valor da deformação, de forma que eles somente retornem deformações oriundas dos

esforços mecânicos. Devido a essas decisão, as implementações dos métodos que

realizavam o cálculo das tensões a partir das deformações foram modificados para a

sua forma original, prévia à introdução do cálculo termomecânico no INSANE, visto

que já estão recebendo por parâmetro a deformação previamente corrigida.

Além das modificações na classe Element, tornou-se necessário modificar o mé-

todo getPointInternalVariables na classe Bar, herdeira de Element, visto que ela

sobrecarrega o referido método. As modificações realizadas nas classes desse pacote

estão indicadas na Figura 4.38.
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Figura 4.38: Modificações realizadas no pacote element.
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4.7.3.4 Modificações no pacote analysismodel

Quando a temperatura varia em um ponto do material, surgem deformações

oriundas dessa variação de temperatura, que são representadas pelo tensor de de-

formações térmicas mencionado na Equação 3.84, como discutido em detalhes no

Caṕıtulo 3 dessa dissertação. As componentes desse tensor dependem, além da

variação de temperatura, do tipo de material e do modelo de análise.

Como a implementação realizada nesse trabalho se restringe a materiais isotró-

picos, assumiu-se por simplificação que as deformações angulares devidas à variação

de temperatura serão sempre nulas e que as deformações lineares possuirão sempre

o mesmo valor. Portanto, resta somente a responsabilidade ao modelo de análise

informar, a quem for calcular o tensor de deformações ocasionadas pela variação de

temperatura, quais são as componentes não nulas. Para essa finalidade, introduziu-

se o método getTemperatureAffectedInternalVariables de na classe AnalysisModel,

sendo esse método sobrecarregado nas classes herdeiras indicando quais são as com-

ponentes lineares e quais são as angulares por meio de um vetor de valores booleanos.

Essas modificações estão indicadas na Figura 4.5.

4.7.3.5 Modificações no pacote problemdriver

A classe ProblemDriver foi modificada recebendo a implementação do método

abstrato getH, responsável pelo cálculo do carregamento nodal equivalente devido

à variação de temperatura no interior do domı́nio do elemento finito, conforme já

discutido anteriormente. Somente a classe Parametric recebeu uma implementação

do método, enquanto as demais classes herdeiras de ProblemDriver implementam

o método para que não sejam abstratas, mas apenas retornam um ponteiro nulo.

Essa modificação nas classes existentes está indicada na Figura 4.6
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4.7.3.6 Modificações no pacote load

O pacote load sofreu uma alteração significativa em relação à versão documen-

tada em Botelho et al. (2015). Na versão aqui descrita, fez-se a simplificação de que

os carregamentos de campo de deformações iniciais prescritas, e consequentemente

os carregamentos de variação de temperatura, devem atuar em todo o domı́nio do

elemento finito. Tal simplificação permite que o domı́nio espacial do objeto de car-

regamento seja obtido da geometria do elemento finito, sendo necessário portanto

informar somente os valores nodais de deformação inicial ou de variação de tempe-

ratura.

Devido a essa modificação, foram removidas as seguintes classes:

� ElementAreaInitialStrainLoad;

� ElementAreaTemperatureVariationLoad;

� AreaInitialStrainEquivalentNodalValue;

� AreaTemperatureVariationEquivalentNodalValue;

� ElementLineInitialStrainLoad;

� ElementLineTemperatureVariationLoad;

� LineInitialStrainEquivalentNodalValue;

� LineTemperatureVariationEquivalentNodalValue;

� ElementVolumeInitialStrainLoad;

� ElementVolumeTemperatureVariationLoad;

� VolumeInitialStrainEquivalentNodalValue;

� VolumeTemperatureVariationEquivalentNodalValue.

Essas doze classes listadas acima foram substitúıdas pelas classes a seguir:
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� ElementInitialStrainLoad;

� ElementTemperatureVariationLoad;

� InitialStrainEquivalentNodalValue.

Ressalta-se que a classe ElementTemperatureVariationLoad é uma especializa-

ção da classe ElementInitialStrainLoad, e por isso a classe InitialStrainEqui-

valentNodalValue é capaz de atender a ambos os tipos de carregamentos. O cálculo

do carregamento nodal equivalente devido à presença de um campo de deformações

iniciais é dado pela Equação 3.123.

As novas classes introduzidas para a representação dos carregamentos de defor-

mação inicial e de variação de temperatura, bem como a nova classe para o cálculo

do carregamento nodal equivalente devido a campos de deformação inicial, foram

mostradas na Figura 4.10.

4.8 Modificações no projeto persistence

A classe PersistenceAsXML foi modificada para atender à nova arquitetura aqui

proposta. Para tal, tornou-se necessário incluir métodos para a leitura das infor-

mações relacionadas às condições inicial e de contorno prescritas sobre a variável de

estado, métodos fillStateVarBcListFromFile e fillStateVarIcListFromFile, e para a

leitura das informações relacionadas ao simulation manager, método fillSimulation-

ManagerFromFile. No que se refere às entidades multif́ısicas, incluiu-se o método

fillMultiphysicsEntitiesFromFile, cuja leitura ocorre previamente à leitura do pro-

blem driver e do modelo de análise global. Também foram realizadas modificações

no método fillLoadingsFromFile devido à modificação da forma de representar car-

regamentos de deformação inicial e variação de temperatura. Quanto às demais

classes inclúıdas no núcleo numérico para a solução de problemas térmicos e termo-

mecânicos, também foram relizadas adequações no algoritmo de leitura do arquivo
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XML para que as mesmas sejam reconhecidas e devidamente instanciadas quando

necessário.

Os métodos previamente existentes no INSANE relacionados a objetos que pos-

suem comportamento dependente de f́ısica foram adequados para que reconheçam

as novas classes. Nesses casos, optou-se por incluir as fábricas de instâncias imple-

mentadas nos métodos getSolutionFromOMElement e getMaterialFromOMElement,

que são evocadas durante a leitura do arquivo XML.

Como discutido na seção 4.5.3.5, para a realização da análise termomecânica

fisicamente não-linear em regime transiente optou-se por utilizar dois modelos in-

dependentes para cada f́ısica, porém ambos criados a partir de um único modelo

discreto de referência. A criação da cópia desse modelo de referência é efetuada pelo

método cloneModel, introduzido nesse trabalho.



Caṕıtulo 5

EXEMPLOS DE VALIDAÇÃO

Ao longo desse caṕıtulo são apresentados os testes realizados para validar a imple-

mentação descrita no caṕıtulo anterior. Oito exemplos são abordados, sendo quatro

referentes ao problema de transferência de calor e quatro referentes ao problema

termomecânico. Esses exemplos são analisados utilizando o INSANE, e em seguida

as soluções numéricas obtidas são comparadas com os valores esperados, fornecidos

pelas respectivas soluções anaĺıticas desses problemas.

Em cada um desses dois grandes grupos são abordados dois casos em regime

permanente e dois em regime transiente. Em cada um desses regimes temporais,

analisa-se um problema em que as propriedades f́ısicas do meio possuem comporta-

mento linear e um em que essas propriedades manifestam não-linearidade.

No caso dos problemas de transferência de calor, a não-linearidade se manifesta

pela dependência entre a condutividade térmica e a temperatura, enquanto nos pro-

blemas termomecânicos introduziu-se como não-linearidade f́ısica o comportamento

elastoplástico do material.

A seção 5.1 apresenta os quatro problemas de transferência de calor. Para o PTC

com comportamento linear em regime permanente, analisa-se na sub-seção 5.1.1 a

distribuição de temperaturas em uma placa quadrada submetida a temperaturas

e a fluxos de calor prescritos em suas extremidades. Ainda no regime permanente,

porém levando em consideração a não-linearidade f́ısica, discute-se na sub-seção 5.1.2

a obtenção do perfil de temperaturas em uma esfera oca onde as temperaturas são

156
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prescritas nas superf́ıcies interna e externa, e na qual a condutividade térmica varia

linearmente com a temperatura.

Na sequência, discutem-se os dois prolemas de transferência de calor em regime

transiente. O primeiro deles possui comportamento linear, e se refere a uma barra

submetida a um aquecimento senoidal em suas extremidades, tratada na subseção

5.1.3. O último problema discutido na seção 5.1 corresponde a um cilindro submetido

à troca de calor por convecção em sua superf́ıcie. Nesse problema, abordado na sub-

seção 5.1.4, a condutividade térmica é representada por um polinômio de primeiro

grau em função da temperatura.

A seção 5.2 apresenta os quatro problemas termomecânicos utilizados para a

validação da implementação. O primeiro a ser discutido é uma viga bi-apoiada cujo

material tem comportamento linear. Essa viga, melhor detalhada na sub-seção 5.2.1,

é submetida a uma distribuição de temperaturas parabólica assimétrica ao longo da

sua altura transversal, o que ocasiona a flexão da viga acompanhada de expansão

na direção axial. Em seguida, discute-se na sub-seção 5.2.2 a resposta mecânica

de uma barra bi-engastada submetida a uma variação de temperatura uniforme ao

longo de todo o seu comprimento. Nesse exemplo, a variação de temperatura é

suficiente para que a deformação ocasionada pela variação de temperatura exceda a

deformação limite do regime elástico da barra, introduzindo deformações plásticas

por compressão.

Os problemas termomecânicos em regime transiente são abordados na sequência.

Essa discussão se inicia na sub-seção 5.2.3 ao se analisar a resposta elástica ao longo

do tempo de uma viga submetida a um fluxo de calor em sua face superior. Essa

viga possui comportamento fisicamente linear. Por fim, estuda-se na sub-seção 5.2.4

o comportamento mecânico da mesma barra abordada na sub-seção 5.2.2, porém

nesse caso obtém-se a resposta no regime transiente entre a condição inicial e a

distribuição de temperaturas uniforme que é obtida quando o regime permanente é

alcançado. Como as condições finais dos exemplos abordados nas sub-seções 5.2.2
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e 5.2.3 são iguais, espera-se que ambos exemplos apresentem o mesmo resultado no

término da análise. Esses exemplos estão resumidos na tabela a seguir.

Tabela 5.1: Descrição resumida dos testes de validação realizados.

ID Tipo Descrição Regime Comportamento Seção

1 PTC Placa retangular com flu-

xos e temperaturas pres-

critas no contorno

Permanente Linear 5.1.1

2 PTC Esfera oca com tempera-

turas prescritas nas su-

perf́ıcies interna e ex-

terna

Permanente Não-Linear 5.1.2

3 PTC Barra com aquecimento

senoidal nas extremida-

des

Transiente Linear 5.1.3

4 PTC Cilindro longo trocando

calor por convecção na

superf́ıcie

Transiente Não-Linear 5.1.4

5 PTM Viga bi-apoiada com ge-

ração de calor em seu do-

mı́nio

Permanente Linear 5.2.1

6 PTM Barra bi-engastada com

aquecimento uniforme

Permanente Não-Linear 5.2.2

7 PTM Viga submetida a fluxo

de calor prescrito em sua

face superior

Transiente Linear 5.2.3

8 PTM Barra bi-engastada com

aquecimento senoidal nas

extremidades

Transiente Não-Linear 5.2.4
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Por não ser objetivo dessa dissertação de mestrado a implementação de algo-

ritmos referentes à plasticidade computacional, a teoria associada não é abordada

nesse trabalho. Para maiores detalhes quanto à fundamentação teórica e à respectiva

implementação desse recurso no INSANE, refere-se o leitor aos trabalhos de Penna

(2011) e Oliveira (2016).

Ao longo dos exemplos foram utilizados śımbolos para representar as unidades

de medida de maneira genérica, conforme detalhado na tabela abaixo.

Tabela 5.2: Simbologia adotada para as unidades de medida.

Śımbolo Descrição

uc unidade de comprimento

ut unidade de temperatura relativa

up unidade de potência

ute unidade de tempo

uta unidade de temperatura absoluta

um unidade de massa

ue unidade de energia

uf unidade de força

No que se refere às classes empregadas para a definição dos modelos numéricos

e para a obtenção das soluções utilizando o INSANE em cada um dos exemplos

de validação, um resumo pode ser encontrado no Apêndice C dessa dissertação de

mestrado.

5.1 Problemas de Transferência de Calor

5.1.1 Exemplo 1 - Placa retangular com fluxos e tempera-

turas prescritas no contorno

O primeiro exemplo de validação apresentado nesse caṕıtulo tem como objetivo

principal validar a implementação previamente realizada, que já viabilizava a solu-

ção de problemas de transferência de calor lineares e em regime permanente. Além
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da validação do núcleo numérico para esse tipo de aplicação, esse exemplo tam-

bém valida a implementação do gerenciador de solução de compatibilidade, que é

automaticamente instanciado pelo núcleo numérico quando não é declarada a utili-

zação de um tipo espećıfico de gerenciador. O gerenciador de compatibilidade tem

como objetivo garantir que todas as análises que eram realizadas previamente no

INSANE sem a declaração de um simulation manager continuem sendo executadas

sem nenhuma alteração.

O problema escolhido se refere à placa retangular mostrada na Figura 5.1. Essa

placa possui as suas faces perpendiculares ao eixo Z impedidas de trocar calor com

a vizinhança. Devido a essa condição de contorno, pode-se simplificar o problema e

representar a placa somente por um plano, paralelo ao sistema de eixos XY. Escolhe-

se, portanto, o domı́nio definido pelos pontos ABCD. A largura desse domı́nio é a,

a altura b e a espessura da placa, não representada no modelo bidimensional é t.

Figura 5.1: Placa estudada no Exemplo 1.

Além das condições de contorno acima descritas, são definidas as seguintes con-

dições de contorno nas demais faces da placa:

� Superf́ıcies adiabáticas nas faces laterais que contêm as arestas AD e CD;
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� Temperatura prescrita na face lateral que contém a aresta AB, cujo valor é

TAB;

� Troca de calor por convecção na face lateral que contém a aresta BC. O co-

eficiente de troca de calor por convecção é hc e a temperatura do fluido é

T∞ = 0.

Pode-se observar que o problema proposto contempla condições de contorno de

primeira, segunda e terceira espécie. Essas condições de contorno estão ilustradas

na Figura 5.2.

Figura 5.2: Representação bidimensional da placa retangular do Exemplo 1.

A solução anaĺıtica desse problema é apresentada por Carslaw e Jaeger (1959)

e desenvolvida em detalhes no Apêndice B. O campo de temperaturas obtido dessa

solução é dado por:

T (x, y) = 2 h TAB

∞∑
n=1

cos(αnx)cosh[αn(b− y)]

[(α2
n + h2)a+ h] cos(αna)cosh(αnb)

(5.1)

onde h é um coeficiente dado pela divisão entre o coeficiente convectivo hc e a

condutividade térmica k, logo h = hc/k e αn são as ráızes da equação transcedental:
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α tan(αa) = h (5.2)

Para viabilizar a geração de um modelo numérico para comparar os resultados

obtidos pelo INSANE com os resultados anaĺıticos, são atribúıdos os valores apre-

sentados na tabela a seguir aos parâmetros do problema:

Tabela 5.3: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 1.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Largura da placa a 1 uc

Altura da placa b 1 uc

Espessura da placa t 0,01 uc

Temperatura na face AB Tab 100 ut

Coeficiente convectivo hc 10 up/(uc2)

Condutividade térmica k 1 up/(uc · ut)

O domı́nio retangular foi subdividido em 10.000 elementos finitos quadrilaterais

de quatro nós, de mesmo tamanho, correspondendo a uma subdivisão de cada lado

do retângulo em 100 partes iguais. O problema discreto resultante possui, portanto,

10.201 graus de liberdade, onde 101 desses graus de liberdade são prescritos e os

demais desconhecidos.

As condições de contorno essenciais foram atribúıdas diretamente no mapa de

valores nodais, seguindo a metodologia convencional para presecrever esses valores

em modelos discretos no INSANE. Decidiu-se impor as condições de contorno essen-

ciais dessa forma para comprovar que a introdução de uma nova metodologia para

tal não comprometeu os recursos previamente existentes.

O campo de temperaturas obtido da simulação computacional utilizando o IN-

SANE é ilustrado na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Distribuição de temperaturas calculada para a placa do Exemplo 1.

O gráfico a seguir ilustra a comparação entre a solução anaĺıtica e a solução

numérica calculada pelo INSANE ao longo dos caminhos
−−→
AD,

−−→
DC e

−−→
CB. A solução

anaĺıtica foi calculada considerando 200 termos na série da Equação 5.1.

Pode-se observar nesse gráfico que as soluções anaĺıtica e numérica se igualaram,

o que valida a implementação realizada para o caso do PTC linear em regime per-

manente. Também é validada nesse exemplo a criação automática do gerenciador de

solução do tipo CompatibilitySimulationManager quando o usuário não especifica

essa entidade durante a etapa de pré-processamento.
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Figura 5.4: Resultados comparativos para a placa do Exemplo 1.

5.1.2 Exemplo 2 - Esfera oca com temperaturas prescritas

Na análise desse exemplo busca-se a distribuição de temperaturas em uma esfera

oca submetida a temperaturas prescritas em suas superf́ıcies interna e externa. O

comportamento do material é considerado não-linear, onde a condutividade térmica

varia com a temperatura segundo um polinômio de primeiro grau.

A solução anaĺıtica desse problema pode ser obtida seguindo a metodologia des-

crita em (Danish et al., 2011), sendo apresentada em detalhes no Apêndice B. O

raio interno da esfera é Ra e o raio externo Rb. As temperaturas interna e externa

são, respectivamente, Ta e Tb. À temperatura Ta a condutividade térmica é igual a

ka e à temperatura Tb, igual a kb. Dessa forma, a função que descreve a variação da

condutividade térmica com a temperatura pode ser expressa na forma:
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k(T ) = ka + (kb − ka)
T − Ta
Tb − Ta

(5.3)

O campo de temperaturas, válido no intervalo Ra < r < Rb, é dado pela expres-

são a seguir, onde r é a posição radial ao longo da parede da esfera oca:

T (r) = Ta + ka (Tb − Ta)

−1 +

√
1 +

(
kb

2−ka2
ka

2

)(
Rb

Rb−Ra

) (
r−Ra
r

)
kb − ka

 (5.4)

Os valores relacionados na tabela abaixo são atribúıdos às variáveis do problema,

e então um modelo numérico é desenvolvido para que os resultados calculados pelo

INSANE sejam comparados aos resultados anaĺıticos.

Tabela 5.4: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 2.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Raio Interno Ra 100 uc

Raio Externo Rb 300 uc

Temperatura na superf́ıcie interna Ta 0 ut

Temperatura na superf́ıcie externa Tb 1000 ut

Condutividade térmica à 0 ut ka 20 up/(uc · uta)

Condutividade térmica à 1000 ut kb 1020 up/(uc · uta)

Devido à simetria do problema, o calor flui somente na direção radial, o que per-

mite modelar numericamente somente um setor dessa esfera. Dessa forma, escolheu-

se modelar um setor de 5,625 graus, que foi subdividido em 306 elementos finitos

hexaédricos de oito nós. Nessa discretização, mostrada na Figura 5.5, foram dis-

postos 35 pontos igualmente espaçados ao longo da espessura da parede da esfera

oca. Nas direções circunferencial e azimutal, foram dispostos 4 pontos igualmente

espaçados, o que totaliza 560 nós no modelo numérico. Cada um desses nós possui

somente um grau de liberdade, que é a temperatura.
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Figura 5.5: Modelagem computacional do setor da esfera oca do Exemplo 2.

Nesse modelo discreto, utilizou-se a nova metodologia para aplicar as condições

de contorno essenciais. Para tal, criou-se um grupo de condição de contorno essencial

para os nós situados na superf́ıcie interna, ao qual foi atribúıdo o valor prescrito de

Ta, e um grupo para os nós situados na superf́ıcie externa, que recebeu o valor de Tb.

Cada um desses grupos foi inclúıdo em um caso de condição de contorno essencial,

e em seguida esses dois casos foram combinados em uma combinação de condições

de contorno essenciais.

Quanto à solução, ela foi realizada utilizando uma nova classe introduzida no nú-

cleo numérico, denominada NonIncrementalEqPath, trabalhando em conjunto com

um objeto step do tipo NewtonIterative. Nesse exemplo, se utiliza a entidade para

gerenciamento da solução nos casos em que há somente uma f́ısica a ser resolvida,

sendo empregado um objeto do tipo SinglePhysicsFemSimManager trabalhando em

conjunto com um objeto do tipo SinglePhysicsFemSetuper.

No que se refere aos resultados obtidos, o critério de convergência escolhido (de

norma do reśıduo inferior a 1×10−15) foi alcançado após 11 iterações. A distribuição

de temperaturas obtida no setor modelado é mostrada na Figura 5.6.

Um comparativo entre as temperaturas calculadas analiticamente e as obtidas

numericamente pelo INSANE ao longo da parede da esfera oca é ilustrado no gráfico

apresentado na Figura 5.7. Pode-se observar que os resultados convergiram para a

solução esperada para o problema.
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Figura 5.6: Exemplo 2 - Distribuição de temperaturas calculadas pelo INSANE.
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Figura 5.7: Comparativo entre as soluções anaĺıtica e numérica do Exemplo 2.
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5.1.3 Exemplo 3 - Barra com aquecimento senoidal nas ex-

tremidades

Para validar as classes criadas para a solução de problemas de transferência de

calor lineares em regime transiente, realizou-se a análise de uma barra impedida de

trocar calor com o ambiente ao longo do seu comprimento. Nessa barra, impõe-se

que temperatura nas extremidades cresça segundo uma função senoidal até que o

pico dessa função seja atingido no instante de tempo denotado por p. Após concluir

o peŕıodo de elevação da temperatura nas bordas, ela é mantida constante nesses

locais e aguarda-se a estabilização do sistema. Esse comportamento da condição de

contorno é ilustrado na figura a seguir.
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Figura 5.8: Função que descreve o valor da temperatura prescrita nas bordas da

barra.

Após tempo suficiente, a temperatura ao longo de toda a barra deve se igualar

ao valor prescrito em suas extremidades. A condição inicial desse problema é uma

distribuição de temperaturas uniforme e igual a zero. Quanto aos valores de tempe-

ratura prescritos no contorno, restringe-se o estudo ao caso em que eles são iguais

em ambas as extremiades, conferindo simetria nos resultados em relação ao centro

da barra.
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A solução anaĺıtica desse problema é desenvolvida em duas fases. Para a primeira

fase, onde as condições de contorno variam segundo uma função harmônica, segue-se

a metodologia apresentada por Groulx (2007). A segunda fase, que corresponde à

uniformização da temperatura na barra, constitui um problema onde as condições

de contorno não mais variam com o tempo. Nesse peŕıodo, segue-se a metodologia

abresentada por Boyce e DiPrima (2006). O desenvolvimento detalhado da solução

anaĺıtica é apresentado no Apêndice B.

Na barra em questão, o comprimento é 2L, a temperatura nas bordas é θ, a

posição longitudinal na barra, medida em relação à borda esquerda, é denotada por

s e o tempo é representado pelo śımbolo t. A difusividade térmica é denotada por

α, sendo calculada pela divisão da condutividade térmica k pelo produto entre a

massa espećıfica ρ e o calor espećıfico à pressão constante cp.

Figura 5.9: Barra com temperaturas prescritas nas extremidades - Exemplo 3.

A distribuição de temperaturas T (s, t) no interior da barra, 0 ≤ s ≤ 2L , durante

o trecho de elevação da temperatura nas bordas, 0 ≤ t ≤ p , é dada pela expressão

a seguir:

T (s, t) =θ sen

(
πt

2p

)
+

2θ

p

∞∑
m=1

{
(−1)m

(2m− 1)
· cos(βm|L− s|)

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

[
αβ2

mcos

(
πt

2p

)]}
+

2θ

p

∞∑
m=1

{
(−1)m

(2m− 1)
· cos(βm|L− s|)

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

[(
π

2p

)
sen

(
πt

2p

)
− αβ2

me
(−αβ2

mt)

]}
(5.5)
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Para o peŕıodo de estabilização p ≤ t ≤ ∞ a solução no interior da barra é dada

por:

T (s, t) = θ +
∞∑
n=1

Cne
−n2π2α(t−p)/4L2

sen
(nπs

2L

)
(5.6)

onde:

Cn =
∞∑
m=1

Am
cos(βmL)

2

[
1− cos(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
+

1− cos(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

]
+

∞∑
m=1

Am
sen(βmL)

2

[
sen(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
− sen(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

] (5.7)

e os coeficientes Am e βm são:

Am =

(
2θ

pL

)[
(−1)m

(2m− 1)

] [
( π

2p
)− αβ2

me
−αβ2

mp

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

]
(5.8)

βm = (2m− 1)
π

2L
(5.9)

Nas séries acima, observa-se a ocorrência de indeterminações quando n = 2m−1

nos termos:

1− cos(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm
e
sen(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm

Ao avaliar o limite quando n → 2m − 1, conclui-se ao aplicar o teorema de

l’Hospital que o primeiro termo é igual a zero e o segundo é igual a 2L. Portanto,

durante o cálculo da solução anaĺıtica deve-se substituir esses valores quando a re-

lação entre n e m for causar indeterminação.

A comparação entre a solução calculada numericamente pelo INSANE e a solução

anaĺıtica é realizada para um modelo conforme os parâmetros listados na Tabela 5.5.
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Tabela 5.5: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 3.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Comprimento da barra 2L 1 uc

Tempo para a elevação da

temperatura nas bordas

p 3600 ute

Variação de temperatura

nas bordas

δθ 50 ut

Massa espećıfica ρ 2702 um/uc3

Calor espećıfico cp 903 ue/(um · ut)
Condutividade térmica k 237 up/(uc · ut)
Difusividade térmica α 97, 1× 10−6 uc2/ute

A barra modelada foi subdividida em 30 elementos finitos paramétricos unidi-

mensionais de quatro nós, o que totalizou 91 graus de liberdade. O algoritmo de

integração direta escolhido para solucionar o problema foi o método de Newmark-β,

onde se utilizou um passo de tempo de 1 ute e um parâmetro β igual a 0,5.

Em relação às classes do núcleo numérico do INSANE empregadas na solução

desse problema, ressalta-se a utilização da nova classe de solução LinearHeatTrans-

ferNewmarkBeta, do simulation manager do tipo SinglePhysicsFemSimManager e

do setuper TimeDepThermalSetuper. Quanto à condição inicial e quanto às condi-

ções de contorno essenciais , utilizou-se a nova metodologia proposta nesse trabalho

para prescrevê-las sobre a discretização.

A análise computacional foi realizada até um instante de tempo igual a 10800 ute,

o que corresponde a três vezes o tempo de elevação da temperatura nas bordas. A

aproximação da solução anaĺıtica, ilustrada nos gráficos comparativos a seguir, se

refere ao truncamento das séries das equações 5.6 e 5.7 nos valores máximos de m

e n iguais a 8. Observa-se nesses gráficos que a solução numérica atingiu os valores

calculados analiticamente, o que valida a implementação das ferramentas para a

solução desse tipo de problema utilizando o INSANE.
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Figura 5.10: Resultados comparativos durante a elevação da temperatura nas bor-

das.
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5.1.4 Exemplo 4 - Cilindro longo trocando calor por con-

vecção na superf́ıcie

Nesse exemplo é abordado um problema de condução de calor fisicamente não-

linear em regime transiente com o qual valida-se principalmente a nova classe Non-

LinearHeatTransferNewmarkBeta. Para tal, considera-se o cilindro submetido à

troca de calor por convecção em sua superf́ıcie com um meio à temperatura T∞

nula, mostrado na Figura 5.12. O coeficiente de troca de calor por convecção é h,

a distribuição de temperatura inicial no cilindro é uniforme com valor T0. O raio

do cilindro é denotado pelo śımbolo a e o tempo decorrido após o instante inicial é

representado por t. Além disso, considera-se que o cilindro é suficientemente longo

de tal forma que o fluxo de calor ocorre somente na direção radial.

(a) Seção modelada. (b) Condições de contorno.

Figura 5.12: Cilindro longo exposto à convecção em sua superf́ıcie.

A solução anaĺıtica desse problema é tratada em detalhes no Apêndice B. Para

obtê-la, segue-se majoritariamente o expediente apresentado por Jahanian (1995),

onde se realiza uma transformação de Kirchhoff para linearizar a equação diferencial

não-linear que rege o problema. Maiores detalhes sobre essa técnica para a solução de

problemas de transferência de calor fisicamente não-lineares podem ser encontrados
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em Vadasz (2010) e em Carslaw e Jaeger (1959).

Uma abordagem similar à apresentada por Jahanian (1995) pode ser encontrada

em Noda (2014), que foi utilizada nesse trabalho como uma referência complementar

ao trabalho de Jahanian (1995) durante o detalhamento da formulação apresentada

no Apêndice B. Ressalta-se que esses autores tanto realizam a transformação de

Kirchhoff de maneira diferente, como realizam diferentes considerações durante o

detalhamento de um procedimento para a obtenção de uma solução aproximada.

Optou-se nesse trabalho por seguir a solução proposta por Jahanian (1995) por sua

maior simplicidade e clareza, e deixa-se o desenvolvimento detalhado da formulação

anaĺıtica proposta por Noda (2014) a trabalhos futuros que dêm continuidade à linha

de pesquisa exposta nessa dissertação de mestrado.

Para permitir a comparação entre a solução anaĺıtica aproximada e a solução

numérica desse problema, foram conferidos os valores descritos na tabela abaixo aos

parâmetros pertinentes à análise.

Tabela 5.6: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 4.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Raio do cilindro a 0,05 uc

Temperatura inicial T0 300 ut

Temperatura do fluido T∞ 0 ut

Coeficiente convectivo h 100 up/(uc2 · ut)
Condutividade térmica λ(T ) 85, 923− 0, 0437 · T up/(uc · ut)
Massa espećıfica ρ 7850 um/uc3

Calor espećıfico cp 435 ue/(um · ut)

Para realizar a análise computacional desse problema utilizando o INSANE,

elaborou-se um modelo axissimétrico contemplando uma seção do cilindro, como

indicado esquematicamente na 5.12. Essa seção foi subdividida ao longo da direção

radial em 100 elementos finitos quadrilaterais de nove nós, totalizando 603 graus de

liberdade, como ilustrado na Figura 5.13. O comprimento de cilindro modelado foi

escolhido de forma que a base e a altura dos elementos finitos fosse igual. Reforça-se
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que o calor flui somente na direção radial.

Figura 5.13: Discretização da seção axissimétrica modelada no Exemplo 4.

Quanto às classes empregadas para a definição do comportamento das entidades

evolvidas no processo de modelagem e de análise, ressalta-se a utilização da classe

de solução NonLinearHeatTransferNewmarkBeta e de uma classe que confere de-

pendência das propriedades f́ısica do material em relação à temperatura segundo

uma função polinomial, PolynomialTempDepThermalIsotropicMaterial. A con-

dição inicial do problema foi especificada utilizando a nova metodologia, proposta

nesse trabalho.

A análise computacional foi realizada até o instante de tempo 10000 ute em

passos de tempo de 0,1 ute. Quanto ao método de integração, utilizou-se o método

Newmark-β com o parâmetro β = 0, 5. A tolerância definida para a verificação

de convergência ao longo do processo iterativo foi de 1 × 10−12. Para o cálculo da

solução de referência, foram utilizados 5000 termos na série empregada no cálculo

da temperatura transformada, Equação B.78 apresentada no Apêndice B.

A evolução temporal da temperatura na superf́ıcie do cilindro, calculada tanto

analiticamente como numericamente utilizando o INSANE, é ilustrada no gráfico

comparativo da Figura 5.14. Observa-se uma boa correspondência entre os resul-

tados, ocorrendo pequenas diferenças atribúıdas ao fato da formulação anaĺıtica

dispońıvel requerer que a difusividade térmica seja constante, mesmo que as pro-

priedades condutividade térmica, calor espećıfico e massa espećıfica variem com a

temperatura. Como na implementação atual do INSANE somente é posśıvel variar a
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condutividade térmica com a temperatura, tornou-se necessário violar essa premissa.

Visto que a não-linearidade introduzida é baixa, as soluções não se distanciaram sig-

nificativamente.

Todavia, considera-se que os resultados aqui apresentados são suficientes para

validarem os algoritmos implementados no INSANE para a solução de problemas de

transferência de calor fisicamente não-lineares em regime transiente.
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Figura 5.14: Comparativo entre as soluções anaĺıtica e numérica do Exemplo 4.

5.2 Problemas Termomecânicos

5.2.1 Exemplo 5 - Viga bi-apoiada com geração de calor

O primeiro exemplo abordado para a validação da implementação dos recursos

para a solução de problemas termomecânicos é uma viga bi-apoiada submetida à

geração de calor em seu domı́nio. Essa viga possui comprimento L e seção retan-

gular constante de largura b e altura a. Além do calor q̇ gerado uniformemente no

domı́nio da viga, a temperatura é prescrita nas suas faces superior e inferior, sendo
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a temperatura na face superior referenciada por Tsup e a temperatura na face infe-

rior por Tinf . A origem do sistema de coordenadas é disposta no centróide da face

esquerda da viga, ilustrada na Figura 5.15.

Figura 5.15: Viga submetida a geração de calor e temperaturas prescritas - Ex. 5.

A solução anaĺıtica desse problema é apresentada por Hetnarski e Eslami (2009),

e seu desenvolvimento é mostrado em detalhes no Apêndice B.

Para as referidas condições de contorno, o fluxo de calor ocorre somente na

direção y, e ao solucionar o problema obtém-se a seguinte expressão para o campo

de temperaturas:

T (y) = − q

2k
y2 +

Tsup − Tinf
a

y +
Tsup + Tinf

2
+
qa2

8k
(5.10)

onde k é a condutividade térmica do material, considerada independente da tempe-

ratura buscada.

Pode-se notar que o campo de temperaturas descrito pela Equação 5.10 pode ser

decomposto em uma parcela antissimétrica em relação ao plano neutro, que varia

linearmente ao longo da altura da viga, e uma parcela simétrica em relação a esse

mesmo plano, que possui uma variação quadrática ao longo da altura. Conside-

rando a teoria clássica de vigas de Bernoulli-Euler em um regime linear de pequenos



178

deslocamentos e pequenas deformações, o prinćıpio da superposição pode ser apli-

cado e os efeitos dessas duas parcelas do campo de temperaturas pode ser estudado

separadamente.

A parcela antissimétrica do campo de teperaturas ocasiona flexão pura da viga

sem introduzir tensões axiais, já que o problema é isostático e o gradiente de tem-

peraturas é uniforme ao longo da altura. A parcela simétrica, por sua vez, introduz

tensões na direção axial visto que ocasiona um gradiente de temperaturas não uni-

forme.

Por se basear nas hipóteses de Bernoulli-Euler, a solução obtida é uma aproxima-

ção da resposta real da estrutura. Nessa teoria, assume-se que as seções transversais

permanecem planas e não se deformam. Como resultado dessa aproximação, pode-se

representar o comportamento cinemático do corpo pelo campo de deslocamentos da

linha elástica, que nesse caso é o eixo paralelo ao comprimento da viga e que passa

pelos centróides das seções transversais, reduzindo a análise a um modelo teórico

unidimensional.

No problema em discussão nessa seção, as seções transversais desse modelo teó-

rico podem apresentar os movimentos de corpo ŕıgido nas direções axial e vetical,

x e y respectivamente, e rotacionarem em torno de eixos paralelos ao eixo z que

passem pelo centróide da seção. Além disso, o campo de temperaturas não varia ao

longo do comprimento da viga, e sua variação no interior das seções transversais é

incorporada na análise pela introdução do esforços generalizados equivalentes PT e

MTz:

PT =

∫
A

EγT (y, z)dA (5.11)

MTz =

∫
A

EγT (y, z)ydA (5.12)

onde A é a área da seção transversal, γ é o coeficiente de expansão térmica do

material e E é o módulo de elasticidade.
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Integrando a equação da linha elástica levando em conta o esforço generalizado

de flexão MTz e as condições de contorno de apoios simples, obtém-se a seguinte

expressão para a flecha da viga ao longo do comprimento:

v(x) =
γ(Tsup − Tinf )

2a

(
xL− x2

)
(5.13)

As tensões normais, decorrentes da interação entre o esforço axial generalizado

PT e do esforço de flexão generalizado MTz podem ser expressas por:

σ(y) = Eγ
q̇a2

8k

[(
2y

a

)2

− 1

3

]
(5.14)

Como no INSANE não existem recursos no presente momento para introduzir em

um modelo unidimensional os efeitos da variação de temperatura ao longo da seção

transversal quando essa variação de temperaturas for arbitrária, torna-se necessário

modelar o problema de forma bidimensional ou tridimensional.

Visto que não existem gradientes de temperatura na direção z, opta-se pelo

modelo bidimensional elaborado sobre o plano xy devido ao seu menor custo com-

putacional em relação ao modelo tridimensional. O comportamento desse modelo

segue as premissas de estado plano de tensões. Para compatibilizar as considerações

da modelagem numérica com a formulação anaĺıtica, desprezou-se o Efeito de Pois-

son e as deformações térmicas na direção y, paralela à altura da viga. Para tal, o

valor zero foi atribúıdo ao coeficiente de Poisson, parâmetro do material utilizado

na análise mecânica.

Quanto à deformação na direção y associada à variação de temperatura, desconsiderou-

se a sua contribuição durante os cálculos numéricos.

Como tanto o campo de deslocamentos como o campo de temperaturas são si-

métricos em relação ao meio do vão, pode-se discretizar somente metade do domı́nio

e introduzir uma condição de contorno que represente o comportamento no plano

de simetria. Nesse plano, os pontos somente podem se deslocar verticalmente, e por

isso foram introduzidas restrições ao movimento horizontal.
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A figura 5.16 ilustra o domı́nio discretizado, correspondente à metade esquerda

do domı́nio completo, contendo as condições de contorno levando em consideração

a simetria em x = L/2. Nessa discretização, a porção modelada do comprimento

da viga foi subdividida em 50 partes iguais e a altura da viga foi subdividida em

10 partes iguais. Foram utilizados elementos finitos quadrilaterais de nove nós,

onde cada nó possui um grau de liberdade no problema térmico e dois graus de

liberdade no problema mecânico, que são o deslocamento na direção horizontal e

o deslocamento na direção vertical. Dessa forma, o problema discreto possui 2121

graus de liberdade no PTC, onde 1919 são desconhecidos, e 4242 graus de liberdade

no PTM, dos quais 22 são conhecidos e os demais são calculados durante a solução

do problema.

Figura 5.16: Discretização da viga do exemplo 5 contendo as condições de contorno

da parcela mecânica.

Para permitir a comparação entre os resultados calculados analiticamente e nu-

mericamente, são atribúıdos os valores descritos na Tabela 5.7 aos parâmetros que

regem o problema.

No que se refere às classes do núcleo numérico utilizadas na análise computaci-

onal do exemplo em questão, ressalta-se o emprego das classes com comportamento

multif́ısico para as entidades problem driver, analysis model, constitutive model, ma-

terial e solution. As condições de contorno essenciais foram definidas utilizando

a nova abordagem, o que é necessário nos problemas termomecânicos, visto que o

mesmo modelo discreto é utilizado em ambas as f́ısicas. Em relação ao simulation

manager, utilizou-se a classe SteadyStateThermoMecSimManager trabalhando em
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conjunto com um setuper da classe SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper.

Tabela 5.7: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 5.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Comprimento da viga L 10 uc

Altura da seção viga a 1 uc

Largura da seção viga b 0,1 uc

Temperatura na face inferior Tinf 100 ut

Temperatura na face superior Tsup -100 ut

Taxa de geração de calor q̇ 60000 up/uc3

Condutividade térmica k 60 up/(uc · ut)
Módulo de elasticidade E 210× 109 uf/(ua2)

Coeficiente de Poisson ν 0 admensional

Coeficiente de expansão térmica γ 1, 2× 10−6 uc/(ucut)

Figura 5.17: Distribuição de temperaturas calculada pelo INSANE - Exemplo 5.

O campo de temperaturas calculado pelo INSANE é mostrado na Figura 5.17,

e um gráfico comparativo do perfil de temperaturas ao longo da altura da viga,

calculado de forma anaĺıtica e de forma numérica pelo INSANE é mostrado na

Figura 5.18.
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Figura 5.18: Comparativo entre os campos de temperatura anaĺıtico e numérico.

O campo de deslocamentos calculado numericamente pelo INSANE e a forma

deformada da estrutura são mostrados na Figura 5.19. Observa-se a ocorrência da

flexão pura introduzida pela parte antissimétrica do campo de temperaturas e a

ocorrência de um aumento de comprimento da viga, dado pela expansão térmica

ocasionada pela parte simétrica do campo de temperaturas.

Figura 5.19: Campo de deslocamentos na direção Y calculado pelo INSANE - Ex. 5.

No gráfico da Figura 5.20, realiza-se a comparação entre a flecha ao longo do

comprimento da viga calculada anaĺıtica e numericamente.
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Figura 5.20: Comparativo entre as linhas elásticas anaĺıtica e numérica.

Quanto ao campo de tensões na direção axial, o mesmo pode ser visualizado na

Figura 5.21. Observa-se que próximo ao apoio há uma região de transição do campo

de tensões para atender à condição de contorno de forças de superf́ıcies normais nulas

na face esquerda. Esse tipo de comportamento é esperado e não pode ser introduzido

na modelagem anaĺıtica unidimensional descrita pela teoria de Bernoulli-Euler. Na

Figura 5.22, é mostrado um gráfico comparando o valor da tensão normal na direção

x ao longo da altura da viga. Nesse gráfico, os valores são calculados na seção

x = 4.95u.c., próxima ao centro do vão da viga.

Figura 5.21: Tensões normais na direção X calculadas pelo INSANE - Ex. 5.

Pode-se observar nos resultados obtidos para a distribuição de tensões que dis-

tante das bordas os resultados anaĺıticos e os resultados numéricos se igualam, o



184

que valida a implementação. A divergência nos resultados observada na região pró-

xima ao apoio da viga é esperada e não compromete a validação da implementação

realizada.
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Figura 5.22: Comparativo entre os campos de tensão normal na direção axial.

5.2.2 Exemplo 6 - Barra bi-engastada em aquecimento uni-

forme

O exemplo apresentado nessa sub-seção tem como objetivo ilustrar a utilização

dos recursos introduzidos no INSANE para a realização de análises termomecânicas

fisicamente não-lineares em regime permanente. A não-linearidade abordada nesse

exemplo é o comportamento mecânico plástico do material, situação essa que ocorre

quando as tensões excedem o limite de escoamento. A análise térmica é linear por

simplicidade, mas reforça-se que a mesma poderia ser não-linear.

Escolhe-se como objeto de estudo a barra ilustrada na Figura 5.23, que parte de

uma distribuição de temperaturas inicial nula, e após esse instante sofre a imposição

de temperaturas iguais em suas extremidades com o valor θf . Esse problema de
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valor de contorno é complementado pela definição de sua parcela mecânica, na qual

as extremidades da barra são impedidas de se deslocarem.

Figura 5.23: Barra bi-engastada sob aquecimento uniforme - Exemplo 6.

O campo de temperaturas na barra pode ser facilmente obtido da integração da

Equação 2.19, que corresponde à equação da condução do calor, seguida da imposição

das condições de contorno de temperaturas prescritas, o que leva a uma distribuição

de temperaturas uniforme com valor θf ao longo de toda a barra visto que não há

geração de energia e as condições de contorno são iguais em ambas as extremidades.

Como desenvolvido em detalhes no Apêndice B, essas condições de contorno

levam a um campo de deslocamentos totais nulo ao longo de todo o domı́nio. Por

sua vez, o campo de deformações mecânicas εmec é dado pela expressão:

εmec(s) = −γθf (5.15)

onde γ é o coeficiente de expansão térmica.

Esse campo de deformações, que é constante ao longo de todo o comprimento

da barra, causa o aparecimento de tensões de compressão que podem ser calculadas

conforme o modelo constitutivo empregado. Nesse exemplo, adota-se o modelo cons-

titutivo de plasticidade unidimensional, detalhadamente discutido em Souza Neto

et al. (2009). Adicionalmente, utilizou-se nos cálculos a relação tensão-deformação

representada pela curva bi-linear da Figura 5.24, onde a transição do regime elástico

para o regime plástico ocorre na tensão de escoamento fy.
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Figura 5.24: Curva tensão-deformação para a barra do Exemplo 6.

Devido à ausência de carregamentos mecânicos externos, o problema é condu-

zido pela variação da temperatura no corpo, que pode ser considerada previamente

conhecida na análise mecânica, o que simplifica o processo de solução. Nesse caso

particular, pode-se facilmente determinar se o corpo se encontra em seu regime elás-

tico ou em seu regime plástico. A seguir, são apresentadas de forma resumida as

equações utilizadas para o cálculo anaĺıtico da tensão atuante nos regimes elástico e

plástico.

Primeiro caso: Deformação atuante inferior ou igual, em módulo, à deformação

associada ao escoamento, εy.

εy =
fy
E0

(5.16)

onde fy é a tensão de escoamento e E0 é o módulo de elasticidade no regime elástico.

Assim, se |εmec| ≤ εy, tem-se:

σ = E0εmec (5.17)

sendo σ a tensão causada pelo impedimento à variação da temperatura.
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Segundo caso: Deformação atuante superior, em módulo, à deformação associada

ao escoamento.

σ = sig(εmec)[fy + Eep(|εmec| − εy)] (5.18)

onde sig(εmec) é o sinal da deformação mecânica atuante e Eep é o módulo elasto-

plástico do material.

Para permitir a comparação entre os resultados anaĺıticos e os calculados nume-

ricamente, são adotados os parâmetros descritos na Tabela 5.8.

Tabela 5.8: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 6.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Comprimento da barra 2L 1 uc

Temperatura inicial T0 0 ut

Temperatura prescrita nas bordas θ 50 ut

Condutividade térmica k 237 up/(uc · ut)
Módulo de elasticidade no regime

elástico

E0 70000 uf/(ua2)

Coeficiente de expansão térmica γ 23, 1× 10−6 uc/(uc · ut)
Tensão de escoamento fy 30 uf/(ua2)

Módulo de elasticidade elasto-

plástico

Eep 100 uf/(ua2)

Área da seção transversal da

barra

A 1 uc2

Como no regime permanente os campos de temperatura e de deslocamentos são

uniformes ao longo de todo o comprimento da barra, pode-se simplificar a discre-

tização espacial. Para a análise discutida nessa seção, dividiu-se a barra em dois

elementos finitos unidimensionais de dois nós, resultando em um problema de três

graus de liberdade onde dois são prescritos ao se introduzir as condições de contorno.

Quanto às classes empregadas na modelagem do problema, ressalta-se a utili-

zação de entidades multif́ısicas em uma estrutura de dados compartilhada entre as
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f́ısicas térmica e mecânica. Essa estrutura de dados é descrita pela classe SharedMo-

delThermoMecDataManager, que é instanciada automaticamente pelo construtor do

gerenciador da solução, que é do tipo SteadyStateThermoMecSimManager. O pro-

blema térmico é resolvido utilizando a classe convencional de solução de problemas

em regime permanente, classe SteadyState, enquanto a parcela mecânica é soluci-

onada pela nova classe de solução QuasiStaticEquilibriumPath trabalhando em

conjunto com um objeto do tipo ThermoMecSNR, que implementa a interface Step.

Nas análises numéricas não-lineares realizadas no INSANE que seguem o pro-

cedimento de cálculo incremental-iterativo descrito por Yang e Shieh (1990), o car-

regamento total é fracionado e inserido de forma gradual a cada passo de carga.

Nesse exemplo, o carregamento a ser inserido gradualmente é o carregamento nodal

equivalente decorrente da variação de temperatura, calculado numericamente pelo

MEF segundo a Equação 3.123. Esse carregamento foi aplicado em 1000 passos de

carga, onde a cada passo há um incremento de um milésimo da carga total.

O gráfico na Figura 5.25 ilustra os resultados obtidos, onde a cada passo de carga

é introduzido no gráfico um ponto contendo a deformação e a tensão, calculadas

numericamente para o passo de carga corrente.
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Figura 5.25: Relação entre a tensão e a deformação ao longo da análise do Exemplo

6. Valores em módulo.
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A tensão de compressão atuante no regime plástico pode ser melhor visualizada

no gráfico da Figura 5.26, que é uma ampliação do gráfico anterior.
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Figura 5.26: Ampliação da região em regime plástico.

Uma análise detalhada indicou que o escoamento ocorre entre os passos de carga

371 e 372. Comparativos entre os valores de deformação e de tensão obtidos pelo

INSANE nesses passos de carga e no último passo, correspondente à aplicação com-

pleta do carregamento de variação de temperatura, são mostrados nas tabelas a

seguir.

Tabela 5.9: Comparação entre as deformações calculadas analitica e numericamente.

Passo
Deformação (uc/uc)

Calculada analiticamente Calculada pelo INSANE

371 -0.000428505 -0.000428505

372 -0.000429660 -0.000429660

1000 -0.001155000 -0.001155000
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Tabela 5.10: Comparação entre as tensões calculadas analitica e numericamente.

Passo
Tensão (uf/(ua2))

Calculada analiticamente Calculada pelo INSANE

371 -29.99535000 -29.99535000

372 -30.00010886 -30.00010886

1000 -30.07264286 -30.07264286

Pode-se observar nas tabelas 5.9 e 5.10 que os resultados numéricos calculados

pelo INSANE se igualaram aos resultados calculados analiticamente, o que valida

o gerenciador da solução quando o problema é fisicamente não-linear em regime

permanente. Esse gerenciador cria automaticamente os carregamentos de variação de

temperatura e os introduz na parcela mecânica do problema. Também são validadas

com esse exemplo as classes que apresentam comportamento dependente da f́ısica

corrente e o algoritmo para a solução de problemas mecânicos incrementais-iterativos

na presença de variações de temperatura.

Deve ser realizada futuramente uma adequação no pós-processamento do IN-

SANE para que ele seja capaz de reconhecer as classes que possuem comportamento

multif́ısico. No presente momento, os arquivos de sáıda de dados estão sendo pós-

processados para substituir os rótulos das classes multif́ısicas pelas suas respectivas

classes com comportamento térmico ou comportamento mecânico, dependendo da

f́ısica à qual o arquivo de sáıda de dados se refere.

5.2.3 Exemplo 7 - Viga submetida a fluxo de calor prescrito

em sua face superior

Nesse exemplo também se estuda o comportamento termomecânico de uma viga

bi-apoiada, porém as condições de contorno associadas ao PTC diferem das conside-

radas na Seção 5.2.1, referentes ao Exemplo 5. Além dessa diferença nas condições de

contorno, o comportamento é estudado no regime transiente, e não somente em um
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instante de tempo suficientemente distante do inicial, como realizado anteriormente

no Exemplo 5.

Figura 5.27: Viga submetida a fluxo de calor na face superior - Exemplo 7.

A viga aqui abordada possui comprimento total igual a L, seção transversal

de altura a e largura b. A condutividade térmica do material é dada por k, a

difusividade térmica α, o módulo de elasticidade E e o coeficiente de expansão

térmica γ. A viga está impedida de trocar calor por todas as suas faces, exceto

pela sua face superior, que está submetida a um fluxo de calor prescrito q′′. A

origem do sistema de coordenadas é posicionada no centro da face esquerda da viga,

como ilustrado na Figura 5.27, e a viga parte de uma distribuição de temperaturas

uniforme à temperatura T0 = 0.

A solução anaĺıtica desse problema foi obtida de Hetnarski e Eslami (2009) e

seu desenvolvimento é mostrado em detalhes no Apêndice B dessa dissertação de

mestrado.

Do ponto de vista do problema de transferência de calor, o comportamento é
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unidimensional, no qual o calor somente flui na direção paralela à altura da viga. A

distribuição de temperaturas ao longo do tempo T (y, t) é expressa por:

T (y, t) =T0 +
aq′′

24k

[
24αt

a2
+

12y2

a2
+

12y

a
− 1

− 48

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e(−n2π2αt/a2)cos

nπ(2y + a)

2a

] (5.19)

Observa-se que a Equação 5.19 possui dois termos que variam ao longo do tempo,

sendo que um deles desaparece após um tempo suficiente grande após o instante

inicial e o outro não. O termo que contribui somente no ińıcio da análise, contido

no somatório da Equação 5.19, intensifica o grandiente de temperaturas na direção

vertical, enquanto o termo dependente do tempo que permanece ao longo de toda

a análise, fora do somatório, ocasiona uma variação uniforme da temperatura em

todo o corpo.

Em um instante de tempo suficientemente distante do inicial, a distribuição de

temperaturas assume uma variação parabólica ao longo da altura da viga, cujos

valores crescem indefinidamente, porém mantendo a mesma função gradiente de

temperaturas ao longo da direção y.

Conforme detalhado por Hetnarski e Eslami (2009), o efeito da variação da tem-

peratura ao longo da seção transversal da viga pode ser representado por um esforço

normal PT e um momento fletor MTz. Esses esforços são calculados a partir da

integração, ao longo da superf́ıcie da seção transversal, da deformação térmica mul-

tiplicada pelo operador constitutivo. Tal operação leva aos esforços:

PT (t) =
Eγq′′Aαt

ka
(5.20)

MTz(t) = Eγ
q′′Iz
2k

(
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

1

n4
e(−n2π2αt/a2)

)
(5.21)

onde A é a área da seção transversal da seção e Iz é o momento de inércia da seção

em relação ao eixo z.
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Os esforços equivalentes descritos pelas equações 5.20 e 5.21 ocasionam tanto

a flexão da viga como uma expansão na direção axial. O efeito combinado desses

esforços introduz tensões normais na direção axial. Ressalta-se que a viga não está

submetida a nenhum esforço mecânico externo.

A distribuição de tensões normais na direção axial, σxx(y, t), é dada pela equação

a seguir:

σxx(y, t) =Eγ

[(
1

12
− y2

a2

)
+

4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e(−n2π2αt/a2)cos

nπ(2y + a)

2a

− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

e(−n2π2αt/a2)

n4

] (5.22)

No que se refere à variação temporal da distribuição de tensões, nota-se que após

um tempo suficiente grande ela se torna uma distribuição parabólica que não mais se

modifica com o tempo. A distribuição de tensões se estabiliza porquê a variação da

temperatura, em instantes de tempo distantes do inicial, ocorre de maneira uniforme

no corpo, o que ocasiona apenas o aumento de comprimento da viga sem a introdução

de tensões, visto que a mesma econtra-se livre para expandir ou contrair.

Assim como no Exemplo 5, desenvolveu-se um modelo numérico bidimensional

no qual a viga é representada no plano xy segundo um modelo de análise de estado

plano de tensões. Novamente, o Efeito de Poisson e a expansão térmica na direção

paralela à altura da viga foram desprezados a fim de viabilizar a comparação com o

modelo anaĺıtico, que carrega essas hipóteses na sua formulação.

A simetria do problema em relação ao centro do vão foi utilizada para redu-

zir o custo computacional da solução numérica. Dessa forma, modelou-se somente

a metade esquerda da viga e se impôs uma condição de contorno que impede o

deslocamento horizontal dos pontos pertencentes ao plano de simetria.

Essa região modelada foi discretizada em 500 elementos finitos quadrilaterais de

nove nós, resultando em 2121 nós. Com essa discretização, o problema de transferên-

cia de calor possui 2121 graus de liberdade, onde todos são desconhecidos, uma vez
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que não existem condições de contorno essenciais associadas a essa f́ısica. Em rela-

ção ao problema mecânico, existem 4242 graus de liberdade, onde 22 são conhecidos

e os demais são calculados durante a análise.

Figura 5.28: Discretização da viga do exemplo 7 contendo as condições de contorno

da parcela mecânica.

Para permitir a comparação entre os resultados calculados analiticamente e nu-

mericamente, são atribúıdos os valores descritos na Tabela 5.11 aos parâmetros que

regem o problema.

Tabela 5.11: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 7.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Comprimento da viga L 5 uc

Altura da seção viga a 0,5 uc

Largura da seção viga b 0,2 uc

Fluxo de calor na face superior q′′ 850 up/uc2

Condutividade térmica k 401 up/(uc · ut)
Massa espećıfica ρ 8933 um/uc3

Calor espećıfico cp 385 ue/(um · ut)
Difusividade térmica α 116, 6× 10−6 uc2/ute

Módulo de elasticidade E 110× 109 uf/(ua2)

Coeficiente de Poisson ν 0 admensional

Coeficiente de expansão térmica γ 16, 4× 10−6 uc/(ucut)

No que se refere às classes do núcleo numérico utilizadas na análise computacional

do exemplo em questão, ressalta-se a utilização de classes multif́ısicas para definir

o modelo discreto de referência, que previamente ao ińıcio da análise é dividido em
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dois modelos independentes pelo ClonedModelsThermoMecDataManager, sendo um

modelo utilizado exclusivamente para a análise térmica e o outro exclusivamente

para a análise mecânica.

Quanto ao simulation manager, utilizou-se a classe TimeDepThermoMecSimMana-

ger trabalhando com o setuper TimeDepThermalSetuper para a análise térmica e

com o setuper SinglePhysicsFemSetuper na análise mecânica.

No que se refere às classes de solução, o problema térmico dependente do tempo é

linear, sendo solucionado pela classe LinearHeatTransferNewmarkBeta. Utilizou-se

o parâmetro β igual a 0, 5 e um passo de tempo igual a 0,1 ute. O problema mecânico

linear e em regime quasi-estático é solucionado pela classe LinearQuasiStatic.

As distribuições de temperaturas a cada 100 ute, calculadas analiticamente pela

equação 5.19 e numericamente utilizando o INSANE, estão ilustradas no gráfico da

Figura 5.29. Durante o cálculo anaĺıtico foram utilizados 512 termos nos somatórios.

A distribuição de temperaturas obtida para o instante de tempo t = 600 ute está

mostrada na Figura 5.30.
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Figura 5.29: Resultados comparativos das distribuições de temperaturas.
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Figura 5.30: Campo de temperaturas calculado pelo INSANE em t = 600 ute.

Para a distribuição de temperaturas calculada no instante de tempo 600 ute,

obtém-se o campo de deslocamentos ilustrado na Figura 5.31, que também contém

a forma deformada da viga para esse mesmo instante de tempo. Pode-se observar a

ocorrência da flexão e do alongamento da viga ocasionados pelo esforço axial e pelo

momento fletor equvalentes associados à variação de temperatura, descritos pelas

equações 5.20 e 5.21, respectivamente.

O deslocamento máximo medido na linha de centro da viga ocorre no centro do

vão, e pode ser calculado pela expressão:

umax(t) =
γq′′L2

16k

[
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

e(−n2π2αt/a2)

n4

]
(5.23)

Figura 5.31: Deslocamentos em y calculado pelo INSANE em t = 600 ute.
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Um comparativo entre os deslocamentos máximos medidos na linha de centro,

calculados analiticamente pela Equação 5.23 e os deslocamentos máximos calculados

numericamente utilizando o INSANE a cada 100 ute são mostrados na tabela abaixo.

Tabela 5.12: Comparação entre as flechas máximas calculadas analitica e numerica-

mente.

Instante de
Flecha máxima (uc) Erro relativo

tempo (ute) Calculada analiticamente Calculada pelo INSANE (%)

100 2.052353533E-05 2.051596160E-05 -0.037

200 3.299683117E-05 3.299199275E-05 -0.015

300 4.086226041E-05 4.085928694E-05 -0.007

400 4.582596031E-05 4.582413641E-05 -0.004

500 4.895850453E-05 4.895738673E-05 -0.002

600 5.093542464E-05 5.093474019E-05 -0.001

As distribuições das tensões normais na direção axial da viga, calculadas ana-

liticamente segundo a Equação 5.22 e numericamente utilizando o INSANE, estão

mostrada na Figura 5.32 para os instantes de tempo 100 ute e 600 ute.
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Figura 5.32: Resultados comparativos das distribuições de tensões.
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Na Figura 5.33 é mostrado o campo de tensões calculado numericamente pelo

INSANE para o instante de tempo 600 ute.

Figura 5.33: Tensões σxx calculadas pelo INSANE em t = 600 ute.

Os resultados obtidos validaram a implementação realizada para a solução de

problemas termomecânicos lineares em regime transiente. Em especial, nesse exem-

plo valida-se um caso particular do PTC no qual somente condições de contorno

naturais são prescritas sobre o contorno do corpo.

5.2.4 Exemplo 8 - Barra bi-engastada com aquecimento se-

noidal nas extremidades

O último exemplo discutido nessa dissertação de mestrado se refere à barra cujo

comportamento térmico foi abordado no Exemplo 3 e cujas condições de contorno

associadas à parcela mecânica do problema foram descritas no Exemplo 6. Essa

seção se difere da seção 5.2.2 por estudar a resposta termomecânica no regime tran-

siente, ou seja, no peŕıodo entre o ińıcio da elevação da temperatura nas bordas e

um instante de tempo suficientemente distante do momento em que a elevação da

temperatura nas bordas se cessa.

A barra ilustrada na Figura 5.34 parte de uma distribuição de temperaturas

uniforme e nula, e em seguida é submetida a uma elevação de temperaturas em

suas extremidades segundo uma curva senoidal até que a temperatura nesses pontos

atinja o valor desejado no instante de tempo denotado por p, indicado na Figura 5.8.
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Após atingir o primeiro pico da função senoidal, a temperatura nas bordas é mantida

constante até que o regime permanente seja atingido. O restante do contorno da

barra está impedido de trocar calor com o ambiente.

Figura 5.34: Barra bi-engastada sob aquecimento senoidal nas extremidades - Exem-

plo 8.

A solução da parcela térmica do problema termomecânico abordado nessa seção

foi discutida na seção 5.1.3 e a distribuição de temperaturas na barra ao longo do

tempo pode ser obtida das equações 5.5, 5.6 e 5.7, onde a primeira se aplica ao

peŕıodo de elevação da temperatura nas bordas e as outras duas ao peŕıodo em que

a temperatura nas bordas é mantida constante.

A atenção nesse momento é direcionada à parcela mecânica. Como as extremida-

des dessa barra estão impedidas de se deslocar, a variação da temperatura descrita

pela solução do PTC ocasiona o surgimento de tensões, que excedem o limite de

escoamento do material implicando na sua plastificação, como ilustrado no Exem-

plo 6 onde foi obtida a resposta desse mesmo problema termoemcânico em regime

permanente.

A solução anaĺıtica é desenvolvida detalhadamente no Apêndice B. A seguir, serão

apresentadas as expressões referentes ao campo de deslocamentos total, às deforma-

ções mecânicas e às tensões. As formulações para essas grandezas são apresentadas

tanto para o peŕıodo em que ocorre elevação da temperatura nas extremidades da

barra como para o peŕıodo em que essa temperatura é mantida constante.
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O campo de deslocamentos totais é dado pela soma:

iTot = uT + uM (5.24)

na qual uT é calculado pela equação abaixo durante o peŕıodo em que ocorre a

elevação das temperaturas, t ≤ p:

uT (s, t) =sγθsen

(
πt

2p

)
+

2γθ

p

∞∑
m=1

[
W (m, t)

(
cos(βmL)sen(βms)

βm

)]
+

2γθ

p

∞∑
m=1

[
W (m, t)

(
sen(βmL)(1− cos(βms))

βm

)] (5.25)

sendo

W (m, t) =

[
(−1)m

(2m− 1)

]
·
αβ2

mcos
(
πt
2p

)
+
(
π
2p

)
sen

(
πt
2p

)
− αβ2

me
−αβ2

mt[
(αβ2

m)2 +
(
π
2p

)2
] (5.26)

com o coeficiente βm apresentado na seção 5.1.3, igual a:

βm = (2m− 1)
π

2L
(5.27)

Quando p ≤ t < ∞, ou seja, no peŕıodo de tempo a partir do instante em que

a temperatura nas extremidades da barra é mantida constante, o campo uT é dado

pela expressão:

uT (s, t) = sγθ + γ
∞∑
n=1

(
2L

nπ

)
Cne

−n2π2α(t−p)/4L2
[
1− cos

(nπs
2L

)]
(5.28)

onde Cn e Am também foram definidos na seção 5.1.3 e são reapresentados a seguir

para proporcionar maior clareza:

Cn =
∞∑
m=1

Am
cos(βmL)

2

[
1− cos(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
+

1− cos(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

]
+

∞∑
m=1

Am
sen(βmL)

2

[
sen(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
− sen(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

] (5.29)
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Am =

(
2θ

pL

)[
(−1)m

(2m− 1)

][
( π

2P
)− αβ2

me
−αβ2

mp

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

]
(5.30)

O campo de deslocamentos assocaido ao impedimento à expansão da barra é

função do deslocamento da extremidade direita :

uM(s, t) = − s

2L
· uT (2L, t) (5.31)

A deformação mecânica é o gradiente do campo de deslocamentos uM :

εmec(s, t) = −uT (2L, t)

2L
(5.32)

Nesse exemplo, os campos de deslocamentos e de deformações foram obtidos

sem que fosse necessário recorrer à lei constitutiva, o que o torna interessante do

ponto de vista de validação visto que todas as grandezas, inclusive as tensões, podem

ser calculadas na solução anaĺıtica de forma direta sem que seja necessário resolver

uma equação diferencial parcial não-linear. Essa é uma caracteŕıstica dos problemas

conduzidos pela deformação, no qual não existem ações mecânicas externas e a

deformação é previamente conhecida em todo o corpo.

Assim como realizado na seção 5.2.2, adota-se nesse exemplo um modelo cons-

titutivo de plasticidade uniaxial conforme detalhadamente descrito em Souza Neto

et al. (2009). A relação entre a tensão e a deformação é representada pela curva

bi-linear ilustrada na Figura 5.24. Para obter as tensões em cada instante de tempo

deve-se verificar se o módulo da deformação mecânica corrente |εmec| é inferior ou

superior à deformação εy associada ao escoamento do material, descrita na Equação

5.16.

Quando |εmec(t)| < εy, o corpo se encontra em seu regime elástico e a tensão

pode ser calculada por:

σ(t) = E0εmec(t) (5.33)
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Caso |εmec(t)| ≥ εy, a barra está em seu regime plástico, no qual a tensão é

calculada pela equação a seguir:

σ(t) = sig(εmec(t)) · [fy + Eep(|εmec(t)| − εy)] (5.34)

Nas equações acima, E0 é o módulo de elasticidade no regime elástico, sig(εmec) é

o sinal da deformação mecânica atuante e Eep é o módulo elastoplástico do material.

No restante do desenvolvimento desse exemplo será apresentada a modelagem

numérica do problema e os resultados obtidos utilizando os novos recursos imple-

mentados no INSANE. Para permitir a comparação entre as soluções anaĺıtica e

numérica, o valores apresentados na Tabela 5.13 foram atribúıdos aos parâmetros

do problema.

Tabela 5.13: Parâmetros considerados na modelagem do Exemplo 8.

Parâmetro Śımbolo Valor Unidade

Comprimento da barra 2L 1 uc

Temperatura inicial T0 0 ut

Tempo para a elevação da tempe-

ratura nas bordas

p 3600 ute

Temperatura final nas bordas Tf 50 ut

Massa espećıfica ρ 2702 um/uc3

Calor espećıfico cp 903 ue/(um · ut)
Condutividade térmica k 237 up/(uc · ut)
Difusividade térmica α 97, 1× 10−6 uc2/ute

Módulo de elasticidade no regime

elástico

E0 70000 uf/(ua2)

Coeficiente de expansão térmica γ 23, 1× 10−6 uc/(ucut)

Tensão de escoamento fy 30 uf/(ua2)

Módulo de elasticidade elasto-

plástico

Eep 100 uf/(ua2)

Área da seção transversal da

barra

A 1 uc2
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A discretização da barra segue a mesma subdivisão empregada no Exemplo 3,

onde o domı́nio foi subdividido em 30 elementos finitos paramétricos unidimensionais

de quatro nós, o que resulta em 91 graus de liberdade tanto na análise térmica como

na análise mecânica.

Na análise térmica, a temperatura é prescrita nos nós das extremidades, enquanto

no restante do domı́nio tem-se como condição de contorno o impedimento à troca de

calor com o ambiente. Na análise mecânica, o deslocamento nulo é imposto nos nós

da extremidade da barra, enquanto no restante do contorno tem-se como condição

a ausência de forças de superf́ıcie.

Assim como discutido no exemplo anterior, apresentado na seção 5.2.3, previa-

mente ao ińıcio da análise o gerenciador da estrutura de dados cria uma cópia do

modelo discreto e reconfigura cada uma das cópias para que contenham informações

relativas à f́ısica à que se referem. O modelo discreto utilizado de referência para

essa cópia é composto por entidades multif́ısicas, das quais são extráıdos os objetos

associados a cada uma das f́ısicas.

Para a solução do PTC, são empregadas as mesmas classes discutidas na seção

5.1.3. No que se refere à parcela mecânica, ressalta-se a utilização da classe QuasiS-

taticEquilibriumPath para a solução do problema trabalhando em conjunto com

um objeto step da classe ThermoMecSNR, que introduz as modificações necessárias

ao método incremental-iterativo de Newton-Raphson para contemplar as particu-

laridades dos problemas termomecânicos. Um modelo constitutivo de plasticidade

segundo o critério de escoamento de von Mises foi utilizado, no qual é considerada

uma lei de endurecimento linear.

Quanto ao controle do processo de solução, foi empregado um simulation mana-

ger do tipo TimeDepThermoMecSimManager que opera com dois configuradores do

ambiente de solução, um para cada f́ısica. Na transferência de calor, utiliza-se o setu-

per TimeDepThermalSetuper, enquanto para a mecânica dos sólidos o setuper Sin-

glePhysicsFemSetuper. O gerenciador da estrutura de dados é automaticamente
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criado no contrutor do simulation manager, sendo do tipo ClonedModelsThermo-

MecDataManager.

Nas figuras 5.35 e 5.36 são apresentados os comparativos da evolução do campo

de deslocamentos ao longo do tempo.
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D
es

lo
ca

m
en

to
(u
c)

Anl t = 720 ute
Num t = 720 ute
Anl t = 1440 ute
Num t = 1440 ute
Anl t = 2160 ute
Num t = 2160 ute
Anl t = 2880 ute
Num t = 2880 ute
Anl t = 3600 ute
Num t = 3600 ute

Figura 5.35: Resultados comparativos do campo de deslocamentos durante a eleva-

ção da temperatura nas bordas.
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Figura 5.36: Resultados comparativos do campo de deslocamentos após o término

da elevação da temperatura nas bordas.
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A comparação entre a deformação mecânica calculada anaĺıticamente e a ob-

tida numericamente utilizando o INSANE é mostrada na Figura 5.37. Em seguida,

mostra-se na Figura 5.38 esse comparativo para as tenões atuantes na barra.
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çã

o
(u
c/
u
c)

Solução anaĺıtica
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Figura 5.37: Comparativo entre a evolução temporal da deformação calculada ana-

ĺıtica e numericamente.
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sã
o

(u
f
/(
u
a

2
))

Solução anaĺıtica
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Figura 5.38: Comparativo entre a evolução temporal da tensão calculada anaĺıtica

e numericamente.
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Observa-se que o escoamento do material ocorre próximo a 1580 ute após o ińıcio

da elevação da temperatura nas bordas, instante esse inferior ao tempo em que essa

elevação de temperatura se cessa, que é de 3600 ute. O modelo numérico foi capaz

de reproduzir os resultados calculados analiticamente, como melhor ilustrado na

Figura 5.39 onde a janela de tempo apresentada no gráfico foi definida entre 1550

ute e 5000 ute. Ressalta-se que mesmo após a conclusão da elevação da temperatura

nas bordas, tanto a deformação quanto a tensão continuam a crescer, em módulo,

até que o regime permanente seja alcançado, o que corresponde a uma distribuição

de temperaturas uniforme na barra com valor igual ao da temperatura prescrita nas

extremidades.
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Figura 5.39: Ampliação da região próxima ao escoamento no comparativo das ten-

sões.

Ao consultar os resultados calculados numericamente pelo INSANE no instante

de tempo 10224 ute, observa-se que a solução em regime transiente converge para

a solução em regime permanente, apresentada no Exemplo 6, o que complementa a

validação da implementação realizada para o algoritmo em regime transiente.



Caṕıtulo 6

CONSIDERAÇÕES FINAIS

6.1 Contribuições deste trabalho

Este trabalho teve como principal contribuição introduzir recursos no sistema

INSANE para o tratamento de problemas termomecânicos desacoplados. A pos-

siblidadade do problema analisado possuir não-linearidade f́ısica tanto na parcela

térmica como na parcela mecânica é contemplada, assim como a possibilidade do

problema apresentar dependência temporal. Esses recursos poderão ser utilizados

posteriormente tanto como recurso didático em conjunto com as demais ferramentas

desse ambiente, como recurso de base para o desenvolvimento de novas pesquisas

especializadas na área termomecânica.

A revisão bibliográfica realizada nessa dissertação apresentou, de uma forma

simplificada, a evolução da análise termomecânica desde a sua concepção até a

consolidação da sua formulação clássica. Nessa revisão também são mencionados

alguns dos desdobramentos modernos, cujas futuras expansões por meio de novas

pesquisas poderão se apoiar na implementação apresentada nessa dissertação de

mestrado.

As condições que devem ser atendidas para que o trabalho aqui apresentado seja

aplicado a problemas práticos foram elucidadas durante a apresentação da revisão

bibliográfica. Essas condições se referem, especialmente, aos requisitos que devem ser

atendidos para que o termo de acoplamento termoelástico possa ser desprezado na

equação da condução do calor, o que viabiliza a solução do problema de transferência

207
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de calor de forma independente do problema mecânico. Nesse caso particular, é

necessário solucionar a análise térmica previamente à análise mecânica, visto que se

deve conhecer a variação de temperatura ao longo do domı́nio analisado para que o

efeito dela seja inclúıdo durante o cálculo do campo de deslocamentos.

Um dos requisitos necessários para desprezar o termo de acoplamento termoe-

lástico na equação da condução do calor é que a variação da temperatura ocorra de

forma significativamente mais lenta que a variação das ações mecânicas externas, o

que também permite, em geral, desprezar o termo inercial na equação do movimento

no problema mecânico, tornando-o quasi-estático.

Para atingir o objetivo principal desta dissertação, tornou-se necessário expan-

dir signicativamente o núcleo numérico do INSANE, visto que previamente a esse

trabalho somente era posśıvel solucionar problemas de condução de calor lineares

em regime permanente. Os algoritmos introduzidos para solucionar o PTC em con-

dições mais abrangentes foram devidamente detalhados, assim como as pequenas

modificações realizadas na parcela previamente existente do programa.

Ressalta-se a criação de um novo mecanismo para conferir dependência das pro-

priedades f́ısicas dos materiais previamente existenstes no INSANE em relação à

temperatura. Com esse mecanismo foi tanto posśıvel solucionar problemas de trans-

ferência de calor fisicamente não-lineares, como definir propriedades mecânicas de-

pendentes da temperatura sem comprometer o grau de generalidade do INSANE.

Os recursos introduzidos para a solução de problemas de transferência de calor

foram testados em quatro exemplos de validação, que foram escolhidos de forma a

cobrir as combinações posśıveis entre dependência temporal e não-linearidade f́ısica.

As soluções anaĺıticas desses exemplos foram obtidas na literatura e serviram de

referência para a avaliação da qualidade da solução numérica obtida utilizando o

INSANE. Nos três primeiros exemplos, as soluções numérica e anaĺıtica se igualaram,

e no quarto exemplo observou-se um pequeno distanciamento entre essas soluções,

cuja causa é discutida a seguir.
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A solução de referência adotada para o Exemplo 4, que é um problema fisica-

mente não-linear dependente do tempo, permite que a condutividade térmica, o

calor espećıfico e a massa espećıfica variem com a temperatura, desde que a difusivi-

dade térmica permaneça constante. Tal consideração implica que o produto entre o

calor espećıfico e a massa espećıfica varie na mesma proporção que a condutividade

térmica varia.

Como o algoritmo implementado no INSANE no presente momento se restringe

ao caso onde somente a condutividade térmica pode variar com a temperatura,

tornou-se necessário violar o requisito de difusividade térmica constante imposto pela

solução anaĺıtica adotada para permitir a comparação entre os resultados anaĺıticos

e os resultados numéricos nesse exemplo.

Todavia, ressalta-se que mesmo violando o requisito de difusividade térmica cons-

tante, os resultados numéricos e os anaĺıticos se aproximaram de forma satisfatória,

validando as classes implementadas para a solução numérica desse problema. Torna-

se necessário, portanto, revisitar esse exemplo após modificar o algoritmo da classe

NonLinearHeatTransferNewmarkBeta para que ele permita a dependência de todas

as propriedades f́ısicas do material em relação à temperatura buscada.

No que se refere à forma de aplicar as condições iniciais e as condições de con-

torno essenciais, esse trabalho proporcionou uma maior flexibilidade ao usuário na

forma de defini-las e combiná-las. Essa expansão se encontra no novo projeto deno-

minado conditions, essencial à solução termomecânica, mas que também pode ser

empregado em problemas convencionais que envolvam apenas uma f́ısica.

Para a solução termomecânica, também se tornou necessário adequar as classes

de solução para elas representarem as particularidades impostas pela não-linearidade

f́ısica na presença de variações de temperatura, quando ela ocorre na parcela me-

cânica, e para conduzirem soluções no regime quasi-estático. Com o intuito de

proporcionar uma maior modularidade, optou-se por inserir essas particularidades

em novas classes em vez de modificar as classes existentes.
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Outros requisitos impostos pela análise termomecânica que foram cumpridos

nesse trabalho são a criação de um mecanismo que permita a transmissão auto-

mática de informações da análise térmica para a análise mecânica, a criação de

uma entidade que proporcione um maior controle do fluxo de execução durante o

processo de solução, e um configurador automático do ambiente de solução, especi-

almente necessário no caso em que o mesmo modelo discreto é compartilhado por

ambas as f́ısicas. Esses recursos foram introduzidos em um novo projeto denominado

simulationmanager.

Os novos projetos conditions e simulationmanager foram concebidos de forma

a garantirem a compatibilidade com todos os trabalhos realizados previamente no

INSANE que não os continham.

O projeto simulationmanager é subdividido em três pacotes, um que contém

os gerenciadores de solução criados, também demoninado simulationmanager, um

para os configuradores do ambiente de solução, denominado setuper, e um para

os gerenciadores da estrutura de dados, denominados datamanager. As classes in-

troduzidas nesses pacotes respeitaram o paradigma de orientação a objetos e foram

especializadas à medida que os novos recursos foram introduzidos. Reitera-se que o

projeto simulationmanager contém classes que não estão associadas exclusivamente

a problemas multif́ısicos, podendo essas serem utilizadas em outras aplicações do IN-

SANE.

Reforça-se também a criação de novas classes que conferem um comportamento

multif́ısico a entidades que possuem o seu comportamento dependente da f́ısica em

questão, tais como as classes de material, modelo de análise, problem driver e mo-

delo constitutivo. Esse comportamento multif́ısico é proporcionado por classes que

armazenam em si dois objetos do mesmo tipo, sendo um aplicável à transferência

de calor e o outro à mecânica dos sólidos. Essa estratégia se baseia na aplicação

conjunta dos prinćıpios de herança e de composição da programação orientada a

objetos.
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Assim como realizado para os problemas de transferência de calor, os problemas

termomecânicos foram testados nas combinações posśıveis entre não-linearidade f́ı-

sica e dependência temporal. Novamente, foram escolhidos exemplos que cobrissem

da forma mais ampla posśıvel os diversos recursos introduzidos no núcleo numérico.

As soluções anaĺıticas desses prolemas foram obtidas da literatura. Em todos os ca-

sos a solução numérica calculada pelo INSANE convergiu para a respectiva solução

anaĺıtica, validando a implementação realizada.
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6.2 Sugestões para trabalhos futuros

Quanto às limitações da abrangência da presente implementaçao a serem contor-

nadas em trabalhos futuros, tem-se:

1. Implementação restrita a materiais homogêneos e isotrópicos. A implementa-

ção de outros modelos materiais requer um estudo mais profundo da biblio-

grafia especializada, que constitui uma das linhas de pesquisa em constante

desenvolvimento na área termomecânica;

2. Condições de contorno do problema térmico restritas a fluxos de calor prescri-

tos e a convecções prescritas. Ainda não foram introduzidos recursos para o

tratamento das trocas de calor por radiação, visto que ela corresponde a uma

condição de contorno não-linear. Além da não-linearidade, a implementação

das trocas de calor por radiação requer desenvolvimentos associados a geome-

tria computacional, quando se deseja estudar a troca de calor por esse modo

de transferência entre superf́ıcies distintas;

3. Não-linearidade f́ısica do problema de transferência de calor restrita à depen-

dência entre a condutividade térmica e a temperatura. Deve-se estender a

implementação ao caso que também considere essa dependência para o calor

espećıfico e para a massa espećıfica;

4. Implementação do problema termomecânico restrita ao MEF. Atualmente o

INSANE possui outras técnicas de discretização implementadas, sendo essas

utilizadas em problemas da mecânica dos sólidos. Recomenda-se, portanto, um

estudo das modificações necessárias para estender essas técnicas aos problemas

de transferência de calor;

5. A implementação atual ainda não contempla modelos de análise de cascas.

Um estudo aprofundado pode ser realizado para identificar a forma de inserir
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as deformações associadas à variação de temperatura nesse modelo de análise,

seguida da expansão do núcleo numérico e devida validação dessa expansão;

6. Implementação termomecânica em regime transiente restrita ao caso quasi-

estático, onde os termos inerciais da equação do movimento são desprezados.

Conforme previamente discutido ao longo desse trabalho, não é recomendá-

vel utilizar a abordagem clássica da teoria termomecânica para o estudo de

problemas dinâmicos, visto que neles os critérios para se desprezar o termo

de acoplamento termoelástico não são atendidos. Portanto, sugere-se que a

pesquisa iniciada nessa dissertação seja continuada incluindo o caso termome-

cânico acoplado, no qual se obtém simultaneamente os campos de temperatura

e de deslocamentos, viabilizando o desenvolvimento de pesquisas contemplando

o comportamento termomecânico dinâmico. Sugere-se também a introdução

de novos modelos constitutivos aplicáveis à transferência de calor que conside-

rem as suas formulações modernas;

7. Implementação do PTC e do PTM restrita a corpos sólidos. Uma vez que os

estudos multif́ısicos se iniciaram com esse trabalho, sugere-se a realização de

pesquisas para a introdução de novas f́ısicas no núcleo numérico, como a me-

cânica dos fluidos, a fim de viabilizar a expansão em outros ramos multif́ısicos

além do termomecânico;

8. Solução realizada por uma única linha de processamento e sem levar em conta

a esparsidade das matrizes envolvidas. Recomenda-se a adequação da imple-

mentação discutida nesse trabalho para permitir a utilização das bibliotecas

de computação de alto desempenho para a solução de sistemas de equações

lineares envolvendo matrizes esparsas. Também sugere-se estudar o processo

de solução multif́ısico aqui proposto para identificar tarefas que possam ser

executadas em paralelo, proporcionando assim um ganho em eficiência com-

putacional.
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9. Entrada de dados restrita a arquivos de texto. Para aumentar as potenciali-

dades da ferramenta como recurso pedagógico sugere-se a criação de interfaces

gráficas ao usuário no pré-processador do INSANE para que os novos recursos

introduzidos nesse trabalho possam ser acessados diretamente durante a uti-

lização do programa, proporcionando assim uma alternativa mais amigável à

descrição do modelo discreto e configuração dos parâmetros da análise. Tam-

bém sugere-se aumentar as potencialidades do pós processador para permitir

o traçado de curvas da evolução da temperatura ao longo do tempo em pontos

escolhidos pelo usuário.

10. Dependência entre as propriedades f́ısicas e a temperatura restrita a relações

polinomiais, onde o usuário informa os coeficientes dos polinômios. Sugere-se

unificar a metodologia proposta nesse trabalho com a proposta por Teixeira

(2017), que consiste em curvas de vários trechos lineares especificadas pelo

usuário por meio de tabelas.

As sugestões de trabalhos futuros aqui apresentadas estão dispostas no gráfico a

seguir conforme suas respectivas complexidade e prioridade.

Figura 6.1: Classificação das sugestões para trabalhos futuros.



Apêndice A

ANÁLISE DO NÚCLEO
NUMÉRICO DO INSANE

No Caṕıtulo 1 realizou-se uma breve apresentação do sistema computacional IN-

SANE, que foi posteriormente complementada no ińıcio do Caṕıtulo 4. Neste apên-

dice, o estado em que o núcleo numérico do INSANE se encontrava previamente a

esse trabalho é abordado de forma detalhada, sendo discutidos os requisitos à imple-

mentação computacional dos recursos para a solução do problema termomecânico

no âmbito do Método dos Elementos Finitos.

Para ilustrar a organização do núcleo e os principais processos que nele ocor-

rem, será empregada a UML - Unified Modelling Language, que é uma linguagem

padronizada pelo OMG - Object Management Group (2019) para a modelagem de

sistemas de programas de computador orientados a objetos.

A.1 Pontos de partida do processo de solução

No INSANE, o ińıcio do processo de solução de um modelo discreto pode ser

disparado de três formas diferentes pelo usuário do programa, a saber:

� Pela interface gráfica, através da chamada ao comando implementado na classe

NewProcessorCommand. Nesse caso, o modelo discreto constrúıdo na etapa de

pré-processamento é utilizado pelo solucionador;

215
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� Solicitando a leitura de um arquivo de entrada de dados por meio da inter-

face gráfica. O usuário pode solicitar a leitura do arquivo por meio de um

botão no diálogo inicial do INSANE, que dispara o comando implementado

na classe LoadSolverCommand. Esse comando constroi um diálogo para que

o usuário informe o arquivo de entrada de dados, e após a leitura do mesmo

pela persistência o processo de solução é continuado na classe SolverClass;

� Informando o arquivo de entrada de dados como um parâmetro durante a soli-

citação à execução do INSANE por linha de comando. Nesse caso, o processo

é conduzido pelo método main() da classe StandaloneSolver.

A análise dos algoritmos para o disparo e condução geral do processo de solução

indicou a existência de etapas de configuração do ambiente de solução, e que elas

naturalmente foram implementadas para atenderem a uma única f́ısica.

No que se refere às condições de contorno, observou-se que há uma limitação na

forma de combiná-las. Dentro do âmbito do MEF não existiam entidades espećıficas

para o armazenamento das condições de contorno essenciais, que eram prescritas

pelo usuário diretamente sobre a discretização e permaneciam inalteradas durante

todo o processo de solução. Por isso, nesses algoritmos o laço iterativo percorria

somente as combinações envolvendo as condições de contorno naturais, e para cada

combinação um processo de solução era iniciado em uma classe do tipo Solution.

A fim de proporcionar uma maior flexibilidade ao usuário, é mais adequado que

as combinações a serem percorridas contemplem três entidades: condição inicial,

condição de contorno essencial e condição de contorno natural. Estendendo esse

conceito ao caso multif́ısico, considera-se ainda que deve ser informado um conjunto

de condições para cada uma das f́ısicas.

Para atender ao caso multif́ısico, os algoritmos pré-existentes de inicialização e

de condução da solução poderiam ser adaptados, entretanto a externalização dessas

tarefas para novas classes minimiza a repetição de código, encapsula a funcionalidade
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e permite a aplicação do mecanismo de herança, de forma que somente as classes

especializadas para a multif́ısica tenham conhecimento das particularidades desse

tipo de problema, o que é recomendável do ponto de vista do paradigma de orientação

a objetos.

A.2 Classe abstrata Solution

Após a preparação do ambiente computacional, a solução do problema discreto é

realizada, para cada uma das combinações, por classes herdeiras da classe abstrata

Solution, ilustrada abaixo. Nessas classes, a solução se inicia com a chamada ao

método execute().

Figura A.1: Diagrama de classe para Solution.

Como os trabalhos anteriores realizados no INSANE não contemplavam mais de

uma f́ısica, os problemas podiam ser resolvidos utilizando apenas uma instância de

uma das classes herdeiras de Solution. Diversas classes foram implementadas na

referida hierarquia, onde cada uma delas atende a um propósito espećıfico. As aplica-

ções práticas de algumas das principais classes do pacote solution são mencionadas
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abaixo:

� Classe SteadyState: empregada em problemas em regime permanente cujo

comportamento seja linear;

� Classes derivadas de StaticEquilibriumPath: empregadas em problemas em

regime permanente cujo comportamento seja não-linear ou com carregamentos

quasi-estáticos;

� Classe ModalVibration: empregada no cálculo de autovalores e autovetores

em análises modais da mecânica dos sólidos;

� Classes derivadas de DynamicEquilibriumPath: empregadas em problemas

em regime transiente da mecânica dos sólidos.

A.2.1 Processo de solução de problemas não-lineares

Quando os problemas abordados possuem não-linearidade f́ısica, é necessário

recorrer a métodos iterativos, como o método de Newton detalhado na seção 3.1.3

referente ao problema de transferência de calor. Nesses métodos o sistema parte

de uma condição de equiĺıbrio e, na busca por uma nova condição de equiĺıbrio, a

variável de estado é modificada até que o reśıduo se torne inferior à uma tolerância

pré-determinada.

Em muitos casos, deseja-se conhecer o comportamento da estrutura em diversas

configurações de equiĺıbrio entre a configuração inicial e a final, correspondente à

aplicação completa das ações externas em problemas em regime permanente. Para

tal, fraciona-se a aplicação das ações externas em passos, e nesse caso o procedimento

de solução é denominado incremental-iterativo.

A curva obtida da conexão entre os pontos de equiĺıbrio em um gráfico que

relaciona a variável de estado e sua variável dual é denominada trajetória de equiĺı-

brio. Nos problemas da mecânica dos sólidos, por exemplo, a variável de estado é o

deslocamento e a sua variável dual é a força.
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Durante a solução de problemas não-lineares, podem ocorrer pontos limites nas

trajetórias de equiĺıbrio, que correspondem a pontos nos quais o método numérico

empregado pode ser incapaz de atingir o próximo ponto de equiĺıbrio a partir do

ponto de equiĺıbrio corrente.

A fim de contornar situações que impeçam a continuidade da análise nos pontos

limites, frequentemente presentes em problemas da mecânica dos sólidos, podem ser

empregadas diversas estratégias de controle no processo iterativo, como descrito em

Yang e Shieh (1990).

Como mencionado anteriormente, a classe StaticEquilibriumPath é utilizada

para gerir, de forma genérica, o processo de solução de problemas não-lineares se-

gundo algoritmos incrementais-iterativos, realizando o controle geral sobre os passos

da análise. Essa classe possui um objeto do tipo Step, que realiza os cálculos du-

rante as iterações, e uma lista de objetos do tipo IterativeStrategy, que define os

métodos de controle a serem utilizados para a obtenção da trajetória de equiĺıbrio.

O objeto Step possui uma referência a um objeto do tipo Assembler, e ao longo

do processo iterativo são feitas chamadas em Assembler para que sejam fornecidas

as matrizes e os vetores necessários.

Figura A.2: Diagrama de classe para Step.

Por meio do mecanismo de propagação de mudanças Observador-Observado,

ao término de cada passo uma notificação é disparada aos observadores do objeto

StaticEquilibriumPath para que a estrutura de dados seja atualizada e para que
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o arquivo de sáıda referente ao passo seja gravado em disco.

Figura A.3: Diagrama de classe para IterativeStrategy.
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A.2.2 Adequações necessárias no pacote solution

Durante a análise do projeto orientado a objetos do INSANE observou-se que a

classe SteadyState pode ser utilizada sem alterações para a solução de problemas

de transferência de calor lineares em regime permanente.

Quanto aos problemas de transferência de calor não-lineares em regime perma-

nente, observou-se que para os casos tratados até o presente momento não é usual

a ocorrência de pontos limites entre a condição inicial e a condição final. Portanto,

não há necessidade de aplicar o carregamento térmico de forma incremental, o que

tornaria o processo de obtenção da solução térmica custoso, justificando a imple-

mentação do método de Newton em uma nova classe do tipo Step espećıfica para

essa aplicação.

No âmbito dos problemas de transferência de calor em regime transiente, observa-

se que a equação diferencial que modela o problema térmico difere em ordem da

equação diferencial que rege o problema dinâmico da mecânica dos sólidos, o que

implica na necessidade de novas classes para atender ao PTC nessa situação. Além

disso, é necessário implementar uma classe para o caso linear e outra para o caso

não-linear.

No que se refere à forma de conduzir o processo de solução multif́ısico em regime

transiente, duas abordagens gerais podem ser empregadas. Uma delas corresponde

a realizar a análise completa da primeira f́ısica, ou seja, cobrindo todo o intervalo

de tempo, e registrando os resultados em um arquivo para em seguida executar a

análise na segunda f́ısica transferindo as informações necessárias da primeira f́ısica

a partir da leitura desse arquivo. Essa técnica possui como desvantagem principal

a necessidade de realizar toda a análise da primeira f́ısica antes de começar a obter

resultados da análise na f́ısica seguinte, o que pode ser cŕıtico em análises transientes

longas nas quais o usuário deseja ter uma indicação preliminar se os parâmetros

utilizados tais como tamanho do passo de tempo e o grau de discretização estão

adequados para o problema em questão.
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Outra abordagem posśıvel para a condução do processo de solução multif́ısico

transiente consiste em avançar paralelamente nas soluções de cada uma das f́ısicas,

transferindo as informações entre elas a cada passo de tempo com o aux́ılio de um

gerenciador do processo de solução, sem realizar leituras e escritas em disco para

essa troca de dados. Este processo tem como desvantagem um maior consumo de

memória, visto que demanda mais de um modelo instanciado simultaneamente em

tempo de execução. Sua principal vantagem é disponiblizar ao usuário resultados

para todas as f́ısicas envolvidas a cada passo de tempo ao longo da análise, além

de provavelmente ser mais veloz, visto que dispensa a leitura do arquivo para troca

de dados entre as f́ısicas. Essa segunda abordagem foi a escolhida, e corresponde

ao fluxograma da Figura 3.4 , apresentado no caṕıtulo anterior dessa dissertação de

mestrado.

Analisando a possilidade de reutilização das classes previamente implementadas,

nota-se que a classe SteadyState pode ser utilizada sem alterações para a obtenção

da solução mecânica em problemas teromecânicos lineares em regime permanente.

Ainda tratando de problemas lineares, porém no regime quasi-estático, torna-se

necessário introduzir uma nova classe similar à SteadyState, cuja principal diferença

seja permitir a solicitação do cálculo da solução para o instante de tempo desejado.

No regime quasi-estático em meios lineares, as soluções nos diversos instantes de

tempo da análise se referem a soluções em regime permanente calculadas utilizando

o carregamento que atua no corpo no instante de tempo desejado.

Como o INSANE já dispunha de modelos constitutivos e classes de solução de-

dicadas a problemas fisicamente não-lineares da mecânica dos sólidos, fez-se uma

análise dessas classes com o objetivo de utilizá-las nesse trabalho, demonstrando

assim as potencialidades de um projeto de software baseado no paradigma de pro-

gramação orientada a objetos. A revisão bibliográfica relativa à análise de materiais

em regime plástico não foi realizada nos caṕıtulos ateriores. A fundamentação teó-

rica relativa a esse assunto pode ser encontrada em Souza Neto et al. (2009), e sua
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respectiva implementação no INSANE em Penna (2011) e em Oliveira (2016).

Observou-se que o processo de solução incremental-iterativo implementado na

classe StandardNewtonRaphson no INSANE, que poderia ser utilizado no cálculo

da parcela mecânica, carece de adequações para considerar corretamente o efeito da

variação de temperatura nas parcelas proporcionais e constante do carregamento.

Também é observada a necessidade de incluir novos critérios de convergência quando

existem deformações térmicas no corpo, visto que a variação de temperatura ocasiona

um carregamento auto-equilibrado.

Portanto, sugere-se a introdução de uma nova classe que implemente a interface

Step para a solução de problemas termomecânicos fisicamente não-lineares, sejam

eles em regime permanente ou em regime quasi-estático, e uma nova classe que

estenda de StaticEquilibriumPath introduzindo a tarefa de atribuir os carrega-

mentos no objeto Step referentes ao instante de tempo desejado, requisito necessário

em problemas no regime quasi-estático.

A.3 Interface Assembler

A interface Assembler, cujo diagrama UML está mostrado na A.4, é a responsá-

vel pela montagem, de forma genérica, de sistemas de equações algébricas de segunda

ordem:

AẌ +BẊ +CX = R− F (A.1)

onde X é o vetor das variáveis de estado e Ẋ e Ẍ são os vetores que representam

a primeira e a segunda derivadas temporais da variável de estado. A, B e C são

matrizes de coeficientes, que podem ou não depender da variável de estado e de suas

derivadas.

O vetor R é o vetor das cargas nodais, sendo composto de duas componentes:

R = N +E, onde N é o vetor que contém as ações externas aplicadas diretamente
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sobre os nós e E é o vetor correspondente às ações aplicadas no contorno ou no

domı́nio do elemento finito.

Quanto ao vetor F , suas componentes se referem à resposta interna do corpo e,

por isso, é utilizado em análises fisicamente não-lineares durante o cálculo do reśıduo,

no qual é realizada a diferença entre as ações externas R e a resposta interna F .

Atualmente, a interface Assembler contém implementações espećıficas para di-

versas técnicas de discretização como o Método dos Elementos Finitos, o Método dos

Elementos de Contorno, o Método dos Elementos Finitos Generalizados, métodos

não locais e métodos sem malha. Também existem implementações espećıficas para

a comunicação com bibliotecas externas de processamento de alto desempenho que

podem ser utilizadas para a solução dos sistemas de equações algébricas. Como essa

dissertação de mestrado se insere no contexto do Método dos Elementos Finitos, os

estudos relativos ao processo de montagem se restringiram à classe FemAssembler.

Durante a análise da classe FemAssembler em conjunto com a classe de solução

StaticEquilibriumPath observou-se que o carregamento proporcional e o carre-

gamento constante eram calculados somente para a primeira combinação de carre-

gamentos da lista de combinações. Essa limitação é muito restritiva ao caso ter-

momecânico, que contém combinações para a análise térmica e combinações para a

análise mecânica. Portanto, torna-se necessário incluir métodos em FemAssembler

para que essas parcelas de carregamento possam ser calculadas para a combina-

ção de carregamento desejada, no instante de tempo desejado. Ressalta-se que a

classe StaticEquilibriumPath não foi alterada, e as solicitações à montagem do

carregamento proporcional e do carregamento constante para uma combinação de

carregamento espećıfica no instante de tempo desejado são feitas por uma classe

herdeira de StaticEquilibriumPath, que teve essa funcionalidade especializada.

Quanto às parcelas de carregamentos constante e proporcional relacionadas à va-

riação de temperatura, torna-se necessário incluir métodos espećıficos para calculá-

las corretamente, visto que a forma de introduzi-las na análise incremental-iterativa
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em problemas termomecânicos com não-linearidade f́ısica na parcela mecânica carece

de um tratamento especial. Como consequência da necessidade de calcular os carre-

gamentos proporcionais devido à variação de temperatura de uma forma particular,

tornou-se necessário separá-los dos demais carregamentos da mecânica dos sólidos.

Essa separação implica em introduzir uma nova parcela no vetorR na Equação 3.90,

onde R = N +E +H , sendo H o vetor contendo os carregamentos decorrentes da

variação da temperatura.

Figura A.4: Diagrama de classe para Assembler.

A.4 Classe abstrata Model

A classe abstrata Model encapsula as entidades essenciais para a descrição de um

modelo discreto e provê métodos para acesso e manipulação das informações em si

armazenadas. Sua implementação aplicável ao método dos elementos finitos, a classe

FemModel presente no diagrama da Figura A.5 e detalhada na Figura A.6, acrescenta

as funcionalidades de: inicialização, reinicialização, atualização e consulta em um

modelo de elementos finitos através dos métodos init() e initKeys(), cleanResults(),
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update(), getelElementKeys() e getNodeKeys().

Figura A.5: Diagrama de classe para Model.

Figura A.6: Diagrama de classe para FemModel.

Como pode ser observado na figura acima, um objeto da classe FemModel contém

principalmente listas de nós, elementos, modelos de análise, funções de interpolação,

carregamentos, combinações de carregamentos, funções escalares, degenerações, ma-

teriais, modelos constitutivos e uma referência a um objeto do tipo ProblemDriver

e uma referência ao modelo de análise global. Essas entidades serão explicadas a

seguir.
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A.4.1 Classe Node

A classe Node representa um nó na discretização espacial do domı́nio e armazena

informações tais como:

� posição espacial;

� valor da variável de estado e de suas derivadas;

� valor da variável dual;

� valores prescritos para a variável de estado e suas derivadas na forma de con-

torno essencial ou de condição inicial;

� valores prescritos para a variável dual como condição de contorno natural;

� valores desconhecidos para a variável dual;

� identificadores das posições dos valores associados ao nó nas matrizes e vetores

que representam o meio discreto;

A classe Node possui uma herdeira denominada ElementNode como ilustrado

na Figura A.7, que representa um nó de um elemento finito, e por isso armazena

informações adicionais em um mapa complementar como, por exemplo, as liberações

de graus de liberdade nas extremidades de elementos.

A análise do projeto orientado a objetos da classe Node identificou a necessidade

de incluir mais duas chaves no mapa de valores nodais, a saber: temperatura inicial

e temperatura corrente. Esses valores são úteis durante o cálculo dos carregamen-

tos associados à variação da temperatura. A temperatura corrente também pode

ser utilizada na análise mecânica quando as propriedades constitutivas possuirem

dependência quanto a essa grandeza.
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Figura A.7: Diagrama de classe para Node.

A.4.2 Classe abstrata Element

A classe abstrata Element representa os elementos finitos em um modelo discreto

e seu diagrama de classes é mostrado a seguir.

Figura A.8: Diagrama de classe para Element.

Essencialmente, um elemento finito possui como atributos, principalmente, as

entidades listadas a seguir:

� uma lista de nós, também denominada incidência, do tipo ElementNode. Essa

lista de nós define a geometria do elemento e o grau da aproximação numérica;

� um modelo de análise do tipo AnalysisModel, que é responsável por fornecer

informações espećıficas do comportamento do elemento finito, como o número
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de graus de liberdade por nó, o nome da variável de estado e outras caracte-

ŕısticas particulares;

� uma referência ao modelo de análise global, que determina as caracteŕısticas

gerais da análise a ser realizada no modelo discreto onde o elemento finito em

questão está inserido;

� uma referência a um modelo constitutivo, que descreve matematicamente como

o meio responde às ações externas. Em geral os modelos constitutivos estabe-

lecem uma relação entre a variável interna e a variável dual interna;

� uma referência a um objeto do tipo Shape, que contém as funções matemáti-

cas que descrevem como os valores armazenados nos nós são interpolados no

domı́nio do elemento finito;

� um objeto do tipo ProblemDriver, responsável por conduzir os cálculos das

matrizes e vetores que representam o comportamento do elemento finito;

� uma lista de degenerações, do tipo Degeneration. As degenerações contêm as

informações que são perdidas ao descrever o espaço originalmente tridimensi-

onal de forma simplificada;

� um mapa de valores armazenados no elemento que contém, por exemplo, as

ações externas que podem atuar sobre o contorno do elemento finito.

A classe abstrata Element contém uma especificação ampla de métodos, e por

isso somente os que têm maior relevância a esse trabalho serão mencionados, sendo

agrupados conforme as funcionalidades listadas a seguir:

� Obtenção das matrizes que descrevem o comportamento do elemento finito,

tanto no regime linear como no regime não-linear. Destacam-se os métodos

getB(), getC() e getIncrementalC(), que basicamente delegam esse cálculo ao
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objeto ProblemDriver do próprio elemento finito, generalizando assim o pro-

cesso para qualquer tipo de elemento;

� Obtenção dos carregamentos nodais equivalentes, pelo método getE(), e da

resposta interna do elemento, pelo método getF();

� Obtenção do valor da variável interna e da variável dual interna em um ponto

no interior do elemento. Citam-se os métodos getPointInternalVariables() e

getMpInternalVariables(), e getPointDualInternalVariables() e getMpDualIn-

ternalVariables();

� Obtenção dos valores da variável de estado nos nós do elemento, que é realizada

pelo método getStateVariables();

� Inicialização dos objetos das classes herdeiras de Element, efetuada pelo mé-

todo init();

As classes herdeiras de Element podem ser divididas em duas categorias: ele-

mentos clássicos e elementos paramétricos. No primeiro grupo, a integração inerente

ao cálculo das matrizes e vetores que descrevem o comportamento do elemento fi-

nito e das ações que atuam sobre ele é feita previamente à implementação, de forma

anaĺıtica. As implementações de elementos de pórtico e de placa fina realizadas no

INSANE, FrameElement e ThinPlateElement respectivamente, se referem a formu-

lações clássicas. No segundo grupo, que contém os elementos paramétricos, a integra-

ção é realizada numericamente em tempo de execução. As classes que implementam

formulações paramétricas são organizadas conforme a geometria do elemento e a

técnica de discretização em que ele pode ser empregado.

Como esse trabalho se concentra na formulação paramétrica do MEF, um enfoque

maior será dado à classe ParametricElement e suas herdeiras. Essas classes possuem

como atributo adicional a ordem de integração, além de sobrecarregarem alguns

métodos da superclasse Element.
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Em relação à análise das classes Element e ParametricElement, podem ser

ressaltados os pontos:

� Os elementos possuem referências a entidades que têm comportamento de-

pendente da f́ısica do problema sendo resolvido, tais como objetos das classes

AnalysisModel, ProblemDriver e ConstitutiveModel. No caso da análise

multif́ısica utilizar o mesmo modelo discreto para o cálculo sequencial em cada

uma das f́ısicas, deve ser realizada uma reconfiguração dessas referências a fim

de que elas apontem para objetos coerentes com a f́ısica corrente. Ao final

do processo de reconfiguração, o elemento deve ser reinicializado para que as

novas referências sejam atualizadas nas degenerações;

� Os métodos de cálculo da variável interna ou da variável dual interna devem

ser modificados para contemplarem a presença de deformações oriundas da

variação de temperatura. Como descrito na Equação 3.84, as deformações

térmicas devem ser abatidas durante o cálculo das tensões, visto que elas são

provenientes da parcela de deformação associada exclusivamente às ações me-

cânicas.

Duas opções são posśıveis para mitigar a questão exposta acima, sendo uma

delas remover as deformações devidas à variação de temperatura da deforma-

ção total nos métodos getPointInternalVariables() e getMpInternalVariables()

e suas respectivas versões implementadas na classe ParametricElement, e a

outra é remover a deformação térmica da deformação total durante o cálculo

das tensões nos métodos getPointDualInternalVariables() e getMpDualInter-

nalVariables() e suas versões implementadas na classe ParametricElement.

Reforça-se que a modificação deve ser realizada somente em uma das opções,

já que a implementação em ambas causaria a subtração das deformações tér-

micas duas vezes.

� Como foi discutido na seção 3.3.1, a ordem dos integrandos dos termos das
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matrizes que descrevem o comportamento do elemento finito pode aumentar

quando houver dependência entre as propriedades do material e a temperatura,

tanto na análise térmica como na análise mecânica. Este fenômeno deve ser

tratado durante a implementação da análise multif́ısica.

A.4.3 Classe abstrata AnalysisModel

A classe abstrata AnalysisModel é implementada por classes representantes dos

diversos modelos de análise, conforme mostrado no diagrama de classes da Figura

A.9.

De uma forma geral, as classes derivadas AnalysisModel não possuem atributos

e seus métodos têm caráter informativo para proporcionar uma maior abstração dos

algoritmos nas classes de cálculo, como os algoritmos nos métodos de classes deri-

vadas de ProblemDriver. Exemplos de métodos informativos são os que retornam

o número de graus de liberdade por nó, métodos que informam os nomes dados

aos graus de liberdade ou métodos que informam o número de direções espaciais

posśıveis para o modelo corrente.

Além dos métodos informativos, alguns métodos nas classes herdeiras de Analy-

sisModel realizam operações de cálculo, quando essas são dependentes do modelo

de análise em questão. Citam-se como exemplo o cálculo da matriz das derivadas

das funções de interpolação no método getInternalVariablesOperator() e o cálculo

da matriz jacobiana no método getJacobian().

Previamente à realização desse trabalho haviam quatro classes herdeiras de Analy-

sisModel implementados para problemas de transferência de calor, sendo uma delas

abstrata e as demais utilizadas para representar o PTC nos espaços uni, bi e tri-

dimensional. Todavia, não havia uma classe implementada para a representação

de problemas de transferência de calor que possuam axissimetria, sendo portanto

recomendada a introdução dessa classe no núcleo numérico.
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Figura A.9: Diagrama de classe para AnalysisModel.
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A.4.4 Classe abstrata ProblemDriver

Como mencionado anteriormente, as classes derivadas de ProblemDriver são

responsáveis pelo cálculo das matrizes e vetores que definem o comportamento do

elemento finito, estando ilustradas na Figura A.10.

Figura A.10: Diagrama de classe para ProblemDriver.

Dentre as implementações existentes de ProblemDriver, destacam-se classes

para as seguintes finalidades:

� Realização de cálculos em elementos que seguem a implementação paramétrica.

Nesse grupo estão contempladas todas as classes herdeiras de Parametric;

� Realização dos cálculos em elementos que seguem a formulação clássica do

MEF, como ocorre nas classes FlatShell, Frame e KirchhoffThinPlate;

� Realização de cálculos por outras técnicas de discretização que não sejam o
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MEF. Menciona-se, para esse caso, as classes BemProblemDriver, GFemPara-

metric, HpCloudParametric e MfreeParametric;

Previamente a esse trabalho já havia sido realizada a implementação de uma

herdeira de ProblemDriver para problemas de transferência de calor lineares e em

regime permanente. Essa implementação foi realizada na classe HeatTransferPd.

Para contemplar problemas de transfência de calor fisicamente não-lineares, como

proposto nesse trabalho, deve-se estender a classe HeatTransferPd criando uma

versão especializada que trate da não-linearidade.

Adicionalmente, para lidar com problemas da mecânica dos sólidos nos quais

as propriedades f́ısicas do material sejam influenciadas pela temperatura, deve-se

estender a classe Parametric incluindo essa particularidade nos cálculos.

Ressalta-se que o problema de condução de calor fisicamente não-linear e o pro-

blema da mecânica dos sólidos dependente da temperatura devem considerar o au-

mento da ordem do integrando durante o cálculo da matriz de condutividade térmica

e do cálculo do carregamento de variação de temperatura, como enfatizado na seção

3.3.1 dessa dissertação de mestrado.

A.4.5 Classe abstrata ConstitutiveModel

A classe abstrata ConstitutiveModel e suas herdeiras têm como principal ob-

jetivo representar a relação entre a variável interna e a variável dual interna. Seu

diagrama de classes é mostrado de forma simplificada na Figura A.11, onde podem

ser observadas classes para a descrição constitutiva de meios fissurados, de meios

elastoplásticos, de meios cont́ınuos de alta ordem, de meios elastoplásticos, entre

outros.

Os principais métodos presentes em ConstitutiveModel têm como propósito:

� Retornar o operador constitutivo, seja ele secante ou tangente;

� Retornar o valor da variável dual interna a partir do valor da variável interna.
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No caso particular da transferência de calor em corpos sólidos isotrópicos, o

operador constitutivo secante é uma matriz diagonal cujos termos não nulos são a

condutividade térmica do material. Quando a dependência entre a condutividade

térmica e a temperatura pode ser expressa por uma relação polinomial, o operador

constitutivo tangente é a matriz diagonal que contém em seus termos não nulos a

derivada do referido polinômio avaliada na temperatura desejada, Equação 3.64.

Figura A.11: Diagrama de classe para ConstitutiveModel.

Para representar a lei constitutiva em problemas de condução de calor, torna-se

necessário implementar um modelo constitutivo dedicado a essa aplicação, visto que

a relação constitutiva descrita pela Lei de Fourier contempla um um sinal negativo

para enfatizar que o fluxo de calor ocorre na direção de decaimento da temperatura.

Além disso, torna-se necessário implementar métodos para lidar com problemas de

condução de calor não-lineares.

Ressalta-se que as implementações especializadas de ConstitutiveModel se re-

lacionam com objetos do tipo AnalysisModel e Material a fim de assegurar um

ńıvel elevado de abstração.
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A.4.6 Classe abstrata Degeneration

Durante a modelagem, os corpos sólidos que naturalmente são tridimensionais

podem ser descritos de formas simplificadas. Estas simplificações podem se referir,

por exemplo, à modelagem de uma placa a partir do seu plano médio ou à modela-

gem de uma barra pela sua linha de centro. Ao realizar esse tipo de simplificação,

diz-se que a geometria original é degenerada. Desta forma, um dos objetivos das

classes herdeiras de Degeneration consiste em armazenar as informações referentes

às caracteŕısticas geométricas não modeladas, como a espessura de uma placa ou a

seção transversal de uma barra, entre outras possibilidades. Um outro objetivo da

classe Degeneration é conter informações relacionadas à multiplicidade de materiais

que podem ocupar um ponto da geometria degenerada do corpo, como ocorre em

laminados compostos que possam diversas camadas.

Além dessa primeira aproximação, pode-se ainda subdividir a geometria previa-

mente degenerada durante a modelagem em alguns pontos discretos. Essa subdivisão

é realizada, por exemplo, na formulação paramétrica do MEF quando se realiza a

integração numérica das matrizes que determinam o comportamento do elemento.

Nesse caso, o comportamento do elemento finito é dado pela soma das contribuições

de cada ponto de integração multiplicadas pelo respectivo fator-peso.

Como as propriedades f́ısicas do material podem variar no interior do elemento

finito e também podem eventualmente sofrer alteração de maneira não uniforme

no interior do mesmo ao longo da análise, cada um desses pontos é inicializado

como um objeto do tipo Degeneration independente. Para conterem as informações

referentes à integração numérica em si, essas degenerações possuem um objeto do

tipo Representation.

Além de armazenarem as coordenadas cartesianas e naturais do ponto de inte-

gração e o seu respectivo fator-peso, um objeto do tipo Representation também

possui uma referência a um modelo de análise, a um modelo constitutivo e pos-

sui dois mapas de variáveis constitutivas para acompanhar a evolução histórica do
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comportamento f́ısico do material em análises não-lineares.

A análise da hierarquia da classe Degeneration, mostrada na Figura A.12, in-

dicou que não é necessário modificar a sua implementação atual nem introduzir

novas classes nesse pacote para comportar a solução termomecânica almejada nesse

trabalho.

Figura A.12: Diagrama de classe para Degeneration.

A.4.7 Classe abstrata Material

A representação das propriedades f́ısicas do meio modelado é feita por objetos de

classes herdeiras da classe abstrata Material, cujo diagrama de classes é mostrado

na Figura A.13. Esses objetos possuem um identificador único, ou rótulo, e um mapa

de valores cujas chaves são cadeias de caracteres, usualmente denominadas strings,

pré-definidas para cada uma das propriedades f́ısicas representáveis. Dentre elas,

pode-se citar o módulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson, a condutividade

térmica, entre outras.

Além de armazenarem essas informações, objetos do tipo Material dispõem de

métodos para retornarem as propriedades f́ısicas na sua forma secante ou tangente

em diversos formatos e casos de aplicação.
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A análise da estrutura hierárquica de Material indicou a necessidade de criar

novas chaves para a condutividade térmica e para o calor espećıfico no mapa que

contém os valores das propriedades f́ısicas. Também se identificou a necessidade

de criar novas entidades para agregar a funcionalidade de possuir dependência em

relação à temperatura a objetos do tipo Material, necessária em problemas de

condução de calor fisicamente não-lineares, onde a condutividade térmica depende

da temperatura buscada.

Ressalta-se que a entidade responsável por representar a dependência de proprie-

dades f́ısicas do material em relação à temperatura deve ser genérica o suficiente para

ser utilizada no âmbito da mecânica dos sólidos quando as propriedades mecânicas

do material possúırem esse comportamento.

Figura A.13: Diagrama de classe para Material.
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A.4.8 Classe abstrata Shape

As classes herdeiras da classe abstrata Shape mostradas na Figura A.14 podem

ser divididas em três grandes grupos: funções de interpolação descritas no sistema

de coordenadas cartesiano, funções descritas no sistema de coordenadas naturais e

funções de enriquecimento para o caso do método do Método dos Elementos Finitos

Generalizados. O diagrama de classes de Shape é mostrado a seguir, e como funcio-

nalidades principais tem-se a avaliação, no ponto desejado, dos valores das funções

de interpolação, assim como dos valores das primeiras e das segundas derivadas

dessas funções. Os objetos do tipo Shape também contém métodos que fornecem

informações básicas sobre si.

As funções definidas no sistema de coordenadas natural dos elementos finitos são

implementadas em diversas classes especializadas conforme a geometria dos elemen-

tos, o número de nós que as representam e eventualmente pelos tipos de análise aos

quais são aplicáveis.

Durante a análise do pacote shape pôde-se notar a existência de um método

que informa o número de pontos de integração necessário para calcular com exa-

tidão a integral da derivada da função interpoladora multiplicada por ela mesma,

denominado getDerivedIntegrationOrder(). Este método é útil, por exemplo, para

determinar o número de pontos de integração necessários para o cálculo da matriz

de rigidez em problemas da mecânica dos sólidos nos quais a matriz constitutiva não

contenha termos polinomiais, situação esta que é usual.

Como neste trabalho a condutividade térmica pode variar com a temperatura de

forma polinomial, e a temperatura por sua vez varia no interior do domı́nio segundo

a interpolação dos valores nodais realizada pela própria função de interpolação, os

termos da matriz constitutiva podem possuir um formato polinomial. Para inte-

grar a matriz de condutividade com exatidão nos problemas de condução de calor

fisicamente não-lineares, é necessário conhecer a ordem polinomial das funções de
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interpolação para que o número correto de pontos de integração possa ser calcu-

lado automaticamente, o que justifica a introdução de um novo método para tal

finalidade.

Figura A.14: Diagrama de classe para Shape.

A.4.9 Pacote load

As ações externas que atuam sobre o domı́nio discretizado são armazenadas em

objetos do tipo FemLoading, que contém mapas referentes às ações definidas di-

retamente sobre os nós e às ações que atuam no domı́nio do elemento, seja ela

concentrada em um ponto, representada pela classe PointLoad, distribúıda sobre

uma linha, classe ElementLineLoad, sobre uma área, ElementAreaLoad, ou uma

ação que atue em todo o volume, descrita pela classe ElementVolumeLoad. Essas

classes estão mostradas na Figura A.15.
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Figura A.15: Diagrama UML das classe contidas no pacote load.

A classe FemLoading também continha mapas para representar carregamentos de

deformação inicial e carregamentos de variação de temperatura conforme o domı́nio

espacial do elemento finito, inclúıdos por Botelho et al. (2015) previamente a essa

dissertação de mestrado.

Ressalta-se que no INASNE o armazenamento das informações relativas ao car-

regamento é independente do cálculo do carregamento nodal equivalente. Para este

último, são utilizados objetos do tipo EquivalentNodalValue, que são implementa-

dos nas formas especializadas para os carregamentos sobre pontos, linhas, superf́ıcies

ou no volume do elemento finito. No trabalho publicado por Botelho et al. (2015)

foram introduzidas classes para o cálculo dos carregamentos nodais equivalentes de-

vidos às deformações iniciais e à variação de temperatura.

Na análise do projeto orientado a objetos do pacote load observou-se a neces-

sidade modificar o método de cálculo da deformação ocasionada pela variação da

temperatura para que ele receba como parâmetros a temperatura de referência e a

nova temperatura, em vez de receber somente a variação da temperatura em um

único parâmetro. Essa modificação se mostra necessária quando é considerada a
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dependência entre o coeficiente de expansão térmica e a temperatura, visto que o

cálculo da deformação térmica contempla diferenças entre potências da nova tem-

peratura e da temperatura de referência, Equação 3.103. Como a implementação

prévia era restrita ao regime estacionário em meios com comportamento linear e

independente da temperatura, não era necessário utilizar dois parâmetros.

A alteração descrita no parágrafo anterior implica em modificar a forma de cál-

culo de parcelas proporcionais do carregamento de temperatura. Quando a análise

mecânica é fisicamente não-linear, os carregamentos são introduzidos de forma in-

cremental durante a análise. Nesse processo, a variação total da temperatura é

introduzida gradativamente juntamente aos demais carregamentos t́ıpicos da mecâ-

nica dos sólidos, e para isso torna-se necessário obter suas parcelas proporcionais.

Para calculá-las corretamente, deve-se sobrecargar o método scale() na classe es-

pecializada que descreve esse tipo de carregamento. Na versão sobrecarregada, a

temperatura de referência é mantida inalterada e a temperatura final é modificada

de tal forma que se obtenha uma variação de temperatura dada pelo seu valor ori-

ginal multiplicada pelo fator de escala.

Outro ponto observado se refere à forma como os carregamentos de variação de

temperatura são utilizados após a automação do cálculo termomecânico, proposta

nessa dissertação. Como esses carregamentos serão gerados automaticamente a par-

tir dos resultados da análise térmica, eles sempre atuarão sobre toda a geometria do

elemento. Essa consideração dispensa a implementação de uma classe diferente para

cada domı́nio espacial, como constava na implementação detalhada em Botelho et al.

(2015), visto que a geometria do carregamento é dada pela geometria do elemento

finito ao qual ele é atribúıdo.

A.4.10 Classe abstrata ScalarFunction

As classes herdeiras de ScalarFunction, mostradas no diagrama de classes da

Figura A.16, são utilizadas no contexto desse trabalho para descreverem a variação
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temporal das condições de contorno. Na implementação atual, as funções escalares

são associadas aos casos de carregamento, descritos por objetos do tipo LoadCase,

que podem ser combinados em objetos do tipo LoadCombination.

Percebe-se na análise dessa metodologia a necessidade de também viabilizar a

atribuição de uma função escalar à valores prescritos da variável de estado, o que

implica em criar classes para representar os casos de condição de contorno essencial e

classes para representar as combinações de casos desse tipo de condição de contorno.

A expansão acima descrita permite, por exemplo, obter as distribuições de tempe-

raturas em um corpo para diferentes valores de temperaturas conhecidos em diferen-

tes regiões. Outro caso de aplicação prática seria prescrever valores de temperatura

conhecidos que se modifiquem ao longo do tempo em certas regiões do corpo para

calcular como o campo de temperatura em todo o domı́nio se comporta ao longo do

tempo.

Figura A.16: Diagrama de classe para ScalarFunction.

No que se refere à análise das classes do tipo ScalarFunction, não são necessárias

modificações ou expansões.

A.5 Interface Persistence

A interface Persistence basicamente prescreve duas funcionalidades: a de preen-

chimento da estrutura de dados do INSANE a partir de um arquivo de entrada, e a

geração de um arquivo de sáıda a partir dos dados armazenados nessa estrutura de

dados.
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Neste trabalho, utilizou-se a classe PersistenceAsXml, que implementa a inter-

face Persistence realizando as etapas de leitura e escrita em arquivos de texto que

seguem os moldes da linguagem XML - eXtensible Markaup Language.

A linguagem XML é uma linguagem padronizada pela W3C (2019), amplamente

utilizada para a representação de dados. Sua estrutura é bastante flex́ıvel tanto em

relação à maneira de representar as informações, por permitir que o usuário crie

seus próprios tipos de dados, como em relação à sua portabilidade, já que é um

formato que não depende das plataformas de hardware ou de software. Contudo, a

linguagem estabelece uma sintaxe a ser seguida pelos arquivos XML o que permite

sua utilização como padrão para arquivos de entrada e sáıda de dados em programas

de computador.

As informações em um arquivo XML são demarcadas através de marcas, ou tags,

sendo o conteúdo demarcado por uma tag chamado elemento. O arquivo XML é

estruturado na forma de uma árvore, na qual existe um elemento raiz que contém

todos os elementos do arquivo. Um elemento em um arquivo XML, além de ser filho

do elemento raiz, pode conter outros elementos.

A padronização do arquivo XML para a entrada e a sáıda de dados do INSANE

é definida em um arquivo de esquema, denominado insane.xsd, que no momento

da redação dessa dissertação é armazenado no projeto ui.rich.full do ambiente de

desenvolvimento do INSANE.

Devido a essa estruturação em árvore do arquivo XML, a leitura e a escrita são

implementadas de forma segmentada em vários métodos na classe Persistence-

AsXml, onde cada método é responsável ou pela leitura ou pela escrita referente a

um dos itens da estrutura de dados do INSANE.

Quanto à análise da classe PersistenceAsXml, nota-se a existência de uma refe-

rência a um objeto do tipo Model e a um objeto do tipo Solution. Essas referências

podem ser manipuladas ao longo da análise para a utilização de mais de uma classe

de solução, bem como a leitura e escrita de informações em mais de um modelo de
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elementos finitos.

Também se observa a presença de um contator inteiro para representar a com-

binação de carregamento corrente, e que o uso desse contador pressupõe que as

combinações de carregamento são analisadas na ordem sequencial em que estão ar-

mazenadas na lista de combinações presente no objeto Model. Além disso, a cada

vez que um arquivo de sáıda é gerado para uma combinação de carregamento, esse

contador é automaticamente incrementado.

A implementação da persistência necessita de modificação para comportar o caso

multif́ısico, que requer uma maior flexibilidade por lidar com mais de uma classe

de solução, por ter combinações de carregamento em diferentes f́ısicas e por lidar

com diferentes modelos de elementos finitos, um para cada f́ısica. Sugere-se então

uma melhoria do mecanismo de propagação de mudanças atualmente implementado

para a geração do arquivo de sáıda. Nessa melhoria, propõe-se que esse mecanismo

carregue um conjnto de informações complementar ao notificar a persistência por

meio da chamada ao método update(). Dentre essas informações, devem constar ao

mı́nimo a referência à classe de solução que gerou os resultados, a combinação de

carregamento utilizada durante os cálculos e uma referência ao modelo ao qual o os

resultados se referem.

Como este trabalho propõe a introdução de novas entidades no núcleo numérico

do INSANE, conforme discutido ao longo desse caṕıtulo, também torna-se neces-

sária a implementação de novos métodos na classe PersistenceAsXml e a devida

adequação do arquivo de esquema insane.xsd.



Apêndice B

SOLUÇÕES ANALÍTICAS DOS
EXEMPLOS DE VALIDAÇÃO

Neste apêndice serão apresentados os desenvolvimentos detalhados das soluções

anaĺıticas dos exemplos de validação apresentados no Caṕıtulo 5 dessa dissertação

de mestrado. No total, são discutidos oito problemas, quatro exclusivamente asso-

ciados à transmissão de calor e quatro problemas termomecânicos. A Tabela 5.1

resume o conteúdo abordado em cada um desses testes de validação, e a apresen-

tação detalhada de cada um desses exemplos pode ser encontrada nas respectivas

seções do Caṕıtulo 5;

B.1 Solução anaĺıtica do Exemplo 1 - Placa qua-

drada com temperaturas prescritas nas ares-

tas

O primeiro exemplo desenvolvido nesse apêndice corresponde ao cálculo da dis-

tribuição de temperaturas em regime permanente na placa retangular de largura a e

altura b, que é objeto de estudo da seção 5.1.1, e está mostrada nas figuras 5.1 e 5.2.

Nessa placa, as faces superior e inferior são adiabáticas, bem como suas faces laterias.

Uma das outras faces laterais se encontra a uma temperatura prescrita TAB e a face

247
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restante está exposta à troca de calor por convecção com um ambiente à tempera-

tura T∞ nula. O coeficiente convectivo é denotado por hc. A solução anaĺıtica desse

exemplo foi obtida de Carslaw e Jaeger (1959), e será mostrada detalhadamente a

seguir.

Como o calor somente flui no plano da placa e não há geração de calor, pode-se

reduzir o problema ao domı́nio bidimensional ABCD indicado na Figura 5.2. Além

disso, a análise se resume ao regime permanente, reduzindo a esquação da condução

do calor ao formato:

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0, 0 < x < a , 0 < y < b (B.1)

complementada pelas condições de contorno:

� Superf́ıcies adiabáticas nas faces laterais que contêm as arestas AD e CD;

∂T

∂x
= 0, x = 0 , 0 < y < b (B.2)

∂T

∂y
= 0, y = b , 0 < x < a (B.3)

� Temperatura prescrita na face lateral que contém a aresta AB dada pela função

f(x) = TAB;

T = f(x), y = 0 , 0 < x < a (B.4)

� Troca de calor por convecção na face lateral que contém a aresta BC. A con-

dutividade térmica é k, o coeficiente de troca de calor por convecção é hc e a

temperatura do fluido é T∞ = 0.

− k∂T
∂x

= hcT, y = 0 , 0 < x < a (B.5)
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Observa-se que a equação diferencial B.1 e as condições de contorno B.2 e B.3

são atendidas pela equação transcedental a seguir:

cos(αnx)cosh[αn(b− y)] (B.6)

Adicionalmente, a condição de contorno B.5 é atendida em x = a se as constantes

αn na equação B.6 forem ráızes da seguinte equação:

αntan(αna) = h (B.7)

onde h = hc/k. Para visualizar esse últumo requisito, basta substituir a solução

geral B.6 na condição de contorno B.5, em x = a.

Escreve-se a solução completa do problema como uma combinação linear das

infinitas funções cos(αnx)cosh[αn(b− y)] que atendem à Equação B.1 e às condições

de contorno do problema:

T (x, y) =
∞∑
n=1

AnXn (B.8)

onde Xn são as funções:

Xn = cos(αnx)cosh[αn(b− y)] (B.9)

e os fatores An são determinados de forma a garantir que a distribuição de tempe-

ratura se reduza à função f(x) em y = 0 e 0 < x < a.

A forma de obter o valor de cada An se baseia em multiplicar todos os termos

T (x, y) por Xn e integrar, termo a termo, de x = 0 até x = a. Isso permite aproveitar

as propriedades que são provadas em Carslaw e Jaeger (1959):

∫ a

0

XmXndx = 0 ,m 6= n (B.10)

∫ a

0

XmXndx 6= 0 ,m = n (B.11)
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assim,

An

∫ a

0

X2
ndx =

∫ a

0

f(x)Xndx

portanto:

An =

∫ a
0
f(x)Xndx∫ a
0
X2
ndx

(B.12)

Ressalta-se que durante o cálculo de An deve-se fazer y = 0 em Xn.

Desenvolvendo o denominador da Equação B.12, tem-se:

∫ a

0

X2
ndx =

∫ a

0

cos2(αnx)cosh2(αnb)dx = cosh2(αnb)

[
a

2
+
sen(αna)cos(αna)

2αn

]
A equação acima pode ser simplificada utilizando a relação αntan(αna) = h:

∫ a

0

X2
ndx = cosh2(αnb)

[
(α2

n + h2)a+ h

2(h2 + α2
n)

]
(B.13)

Substituindo a Equação B.13 na Equação B.12:

An =
2(h2 + α2

n)

[(α2
n + h2)a+ h]cosh(αnb)

∫ a

0

f(x)cos(αnx)dx (B.14)

Retornando a expressão para An à Equação B.8, obtém-se a solução completa:

T =
∞∑
n=1

2(h2 + α2
n)cos(αnx)cosh[αn(b− y)]

[(α2
n + h2)a+ h]cosh(αnb)

∫ a

0

f(x)cos(αnx)dx (B.15)

Quando a distribuição de temperaturas prescritas sobre a face AB é constante

com valor TAB, tem-se:

T (x, y) = 2 h TAB

∞∑
n=1

cos(αnx)cosh[αn(b− y)]

[(α2
n + h2)a+ h] cos(αna)cosh(αnb)

(B.16)
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B.2 Solução anaĺıtica do Exemplo 2 - Esfera oca

com temperaturas prescritas nas superf́ıcies

Esse exemplo aborda a obtenção do campo de temperaturas no regime perma-

nente em uma esfera oca na qual a condutividade térmica possui uma dependência

em relação à temperatura segundo um polinômio de primeiro grau. Nessa esfera, a

temperatura Ta é prescrita na superf́ıcie interna, cujo raio é Ra, e a temperatura Tb

é prescrita na face externa da esfera, cujo raio é Rb. Ademais, à temperatura Ta a

condutividade térmica vale ka, e à temperatura Tb, a condutividade térmica é kb. A

esfera em questão está ilustrada na Figura 5.5.

Dessa forma, a função que descreve a variação da condutividade térmica com a

temperatura pode ser expressa como:

k(T ) = ka + (kb − ka)
T − Ta
Tb − Ta

(B.17)

A equação diferencial que rege o problema é a equação da condução do calor, que

no regime permanente e em um sistema de coordenadas esférico se reduz ao formato

mostrado abaixo devido à ausência de termos fonte e devido à simetria do problema:

1

r2

d

dr

(
k(T )r2dT

dr

)
= 0 (B.18)

Para obter a solução anaĺıtica, adapta-se a metodologia proposta por (Danish

et al., 2011), onde no referido trabalho o autor apresenta um método de solução

para a obtenção da distribuição de temperaturas em barras nas quais a temperatura

é prescrita nas extremidades e a condutividade térmica varia linearmente com a

temperatura.

Como o fluxo de calor em uma esfera oca nas condições previamente mencionadas

é unidimensional, quando analisado em um sistema de coordenadas esféricos, pode-se

adotar a mesma metodologia proposta por (Danish et al., 2011) apenas modificando

a maneira de admensionalizar a coordenada espacial, que no caso corresponde à
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transformação da coordenada dimensional r para a coordenada admensional ξ, como

detalhado a seguir.

Com o objetivo de simplificar as condições de contorno, escolhe-se uma transfor-

mação de coordenadas tal que no raio interno Ra a coordenada admensional valha 0 e

no raio externo Rb essa coordenada admensional tenha o valor 1. Essa transformação

é dada pela equação:

ξ =
r −Ra

Rb −Ra

(B.19)

Assim como feito para a posição, admensionaliza-se a temperatura de forma

que à temperatura Ta a temperatura admensional θ seja zero e à temperatura Tb a

temperatura admensional tenha o valor 1. Essa admensionalização pode ser expressa

por:

θ =
T − Ta
Tb − Ta

(B.20)

Com o objetivo de simplificação, também é introduzido o parâmetro admensi-

onal β, que fornece um indicativo da intensidade da não-linearidade imposta pela

dependência da condutividade térmica com a temperatura:

β =
kb
ka
− 1 (B.21)

A Equação B.17 pode então ser reescrita utilizando o parâmetro β:

k(T ) = ka

(
1 + β

T − Ta
Tb − Ta

)
(B.22)

Substituindo a temperatura admensional θ na equação anterior, obtém-se:

k(T ) = ka(1 + βθ) (B.23)

A seguir, são apresentados os passos para transformar a Equação B.18 das va-

riáveis dimensionais r e T para as variáveis admensionais ξ e θ.
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Da equação B.19 obtém-se o diferencial dr em função de ξ:

dr = (Rb −Ra)dξ (B.24)

O termo dT
dr

pode ser expandido pela regra da cadeira em:

dT

dr
=
dT

dθ

dθ

dξ

dξ

dr
(B.25)

Da Equação B.20, obtém-se a relação:

dT

dθ
= Tb − Ta (B.26)

Portanto, o termo dT
dr

é dado por:

dT

dr
=

Tb − Ta
Rb −Ra

dθ

dξ
(B.27)

Substituindo as equações B.24, B.23 e B.27 na Equação B.18, obtém-se após

simplificações:

1

r2

d

dξ

[
r2(1 + βθ)

dθ

dξ

]
= 0 (B.28)

Como r é um número real e positivo, para que a Equação B.28 seja atendida

para qualquer valor de r, tem-se que:

d

dξ

[
r2(1 + βθ)

dθ

dξ

]
= 0 (B.29)

Integrando a equação anterior em relação a ξ, obtém-se:

[
(Rb −Ra)

2ξ2 + 2ξ(Rb −Ra)Ra +R2
a

]
[(1 + βθ)θ′] = C1 (B.30)

onde C1 é uma constante de integração e θ′ representa a derivada de θ em relação a

ξ.

Expandindo o produto e dividindo ambos os lados da equação por R2
a, obtém-se:
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(1 + βθ)θ′ =
C1(

Rb−Ra
Ra

)2

ξ2 + 2
(
Rb−Ra
Ra

)
ξ + 1

(B.31)

A equação acima pode ser simplificada como mostrado a seguir:

(1 + βθ)θ′ =
C1(

Rb−Ra
Ra

ξ + 1
)2 (B.32)

Integrando a Equação B.32 em relação a ξ:

θ + β
θ2

2
=

C1(
Rb−Ra
Ra

ξ + 1
) + C2 (B.33)

As constantes C1 e C2 são obtidas substituindo as condições de contorno em

ξ = 0 e ξ = 1:

θ(ξ = 0) = 0 → 0 = C1 + C2

∴ C2 = −C1

(B.34)

θ(ξ = 1) = 1 →
(

1 +
β

2

)
=

C1

Rb−Ra
Ra

+ 1
− C1

∴ C1 = − Rb

Rb −Ra

(
1 +

β

2

) (B.35)

Substituindo a Equação B.35 na Equação B.34:

C2 =
Rb

Rb −Ra

(
1 +

β

2

)
(B.36)

Retornando os resultados das equações B.36 e B.35 à Equação B.33:

θ + β
θ2

2
=

Rb

Rb −Ra

(
1 +

β

2

)[
1− 1

Rb−Ra
Ra

ξ + 1

]
= c (B.37)

Como a função à direita da igualdade não contém termos em θ, ela será repre-

sentada pelo śımbolo c. A distribuição de temperaturas é obtida a partir da solução

da equação polinomial:
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θ + β
θ2

2
− c = 0 (B.38)

cujas ráızes são:

θ =
−1±

√
1 + 2βc

β
(B.39)

Na equação anterior o sinal negativo não é aplicável, visto que ele não atende

à condição de contorno em ξ = 0. Nessa situação, o termo c é nulo e somente o

sinal positivo leva ao resultado desejado θ = 0 em ξ = 0. Substituindo a função c

na Equação B.39, desprezando a solução associada ao sinal negativo anterior à raiz

nessa mesma equação e transformando de volta das variáveis admensionais ξ e θ

para as variáveis dimensionais r e T , obtém-se:

T (r) = Ta + ka (Tb − Ta)

−1 +

√
1 +

(
kb

2−ka2
ka

2

)(
Rb

Rb−Ra

) (
r−Ra
r

)
kb − ka

 (B.40)

B.3 Solução anaĺıtica do Exemplo 3 - Barra com

aquecimento senoidal nas extremidades

A solução anaĺıtica desenvolvida nessa seção se refere à barra mostrada na Figura

5.9, na qual prescrevem-se valores de temperaturas em suas extremidades. O res-

tante da barra está impedido de trocar calor com a vizinhança e a temperatura nas

extremidades cresce de maneira simétrica segundo uma função senoidal até atingir

o primeiro pico dessa função, em um instante de tempo denotado por p. Após esse

instante, a temperatura nas bordas é mantida constante e aguarda-se a estabilização

do sistema. O comportamento descrito para a condição de contorno de temperatura

prescrita é ilustrado na Figura 5.8. A distribuição de temperaturas inicial ao longo

da barra é uniforme e nula.
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Divide-se a solução do problema em duas etapas distintas, sendo a primeira

etapa a obtenção do campo de temperaturas na barra ao longo do tempo durante o

peŕıodo em que as temperaturas nas bordas se elevam, e a segunda etapa o peŕıodo

de estabilização no qual as temperaturas nas bordas são mantidas constantes.

B.3.1 Peŕıodo de elevação da temperatura nas bordas

Como a geometria, o comportamento material e as condições de contorno são si-

métricos, sabe-se de antemão que o gradiente de temperaturas, e consequentemente

o fluxo de calor no centro da barra, são nulos. Dessa forma, pode-se transformar

o problema original em um problema de buscar a distribuição de temperaturas so-

mente na metade direita da barra sob a condição de contorno de fluxo de calor nulo

na face esquerda desse problema modificado e sob a condição de temperatura va-

riando segundo uma função senoidal na extremidade direita. Essa transformação é

mostrada na figura a seguir.

Figura B.1: Problema modificado com base na simetria do problema original.
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A solução anaĺıtica desse problema segue a metodologia proposta por Groulx

(2007), que é uma extensão dos trabalhos apresentados nos livros textos de Carslaw

e Jaeger (1959) e de Özisk (1993). A solução é obtida a partir da aplicação do

teorma de Duhamel e em seguida do método de separação de variáveis, como será

detalhado a seguir.

O comprimento da barra no problema modificado é L, o fluxo e calor na face

esquerda é q′′, a condutividade térmica é k, a massa espećıfica é ρ, o calor espećıfico

é cp e a difusividade térmica é denotada por α. A posição ao longo da barra, medida

em relação à face esquerda, é indicada por x.

Para aplicar o Teorema de Duhamel, primeiramente obtém-se a solução do pro-

blema de valor de contorno contorno:

∂2φ

∂x2
=

1

α

∂φ

∂t
(B.41)

x = 0, t ≥ 0
∂φ

∂x

∣∣∣∣ x=0 = 0

x = L, t ≥ 0 φ(t) = 1

t = 0, 0 ≤ x ≤ L φ(x) = 0

O problema previamente posto é solucionado primeiramente obtendo a resposta

homogênea e em seguida a resposta particular:

φ = φh + φp (B.42)

A solução homogênea desse problema é:

φh = 1 (B.43)

A solução particular é (Groulx, 2007):
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φp =
4

π

∞∑
m=1

(−1)m

2m− 1
cos(βmx)e−αβmt (B.44)

onde βm é calculado pela relação:

βm = (2m− 1)
π

2L
(B.45)

Em seguida, aplica-se o Teorema de Duhamel para considerar a variação temporal

da condição de contorno de temperatura prescrita na extremidade direita da barra.

Essa condição de contorno no peŕıodo de tempo 0 ≤ t ≤ p é representada pela

função harmônica:

T (x = L, t) = θsen

(
πt

2p

)
(B.46)

onde θ é a temperatura a ser atingida durante o peŕıodo de elevação da temperatura

nas bordas da barra e p é o peŕıodo de tempo para que ocorra essa elevação da

temperatura.

Aplicando o teorema de Duhamel, obtém-se:

T (x, t) =

∫ t

0

[
1 +

4

π

∞∑
m=1

(−1)m

2m− 1
cos(βmx)e−αβmτ

](
π

2p

)
cos

(
πτ

2p

)
dτ (B.47)

Integrando, chega-se à distribuição de temperaturas ao longo do peŕıodo de su-

bida, referente ao problema modificado:

T (x, t) = θ sen

(
πt

2p

)
+

2θ

p

∞∑
m=1

{
(−1)m

(2m− 1)
· cos(βmx)

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

[
αβ2

mcos

(
πt

2p

)
+(

π

2p

)
sen

(
πt

2p

)
− αβ2

me
(−αβ2

mt)

]}
(B.48)

Para referir à geometria original, na qual o sistema de coordenadas está posi-

cionado na extremidade esquerda da barra, que possui comprimento total de 2L

conforme mostrado na Figura 5.9, realiza-se a transformação de coordenadas:
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x = |L− s| 0 ≤ s ≤ 2L (B.49)

Substituindo a Equação B.49 na Equação B.48, obtém-se a distribuição de tem-

peraturas ao longo de toda a barra:

T (s, t) = θ sen

(
πt

2p

)
+

2θ

p

∞∑
m=1

{
(−1)m

(2m− 1)
· cos(βm|L− s|)

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

[
αβ2

mcos

(
πt

2p

)
+(

π

2p

)
sen

(
πt

2p

)
− αβ2

me
(−αβ2

mt)

]}
(B.50)

B.3.2 Peŕıodo de uniformização da temperatura na barra

Na segunda parte da solução, realiza-se uma transformação de variáveis na va-

riável temporal, de forma que o instante em que a elevação da temperatura se cessa

nas extremidades da barra, t = p, corresponda a um instante inicial no problema

reformulado.

A nova variável temporal η é então determinada pela relação:

η = t− p t > p (B.51)

No instante inicial do problema reformulado, a distribuição de temperaturas é

determinada pela Equação B.50 fazendo t = p:

T (s, t = p) = θ +
2θ

p

∞∑
m=1

{
(−1)m

(2m− 1)
· cos(βm|L− s|)

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

[(
π

2p

)
− αβ2

me
(−αβ2

mp)

]}
(B.52)

A solução nessa situação foi obtida seguindo os procedimentos descritos em Boyce

e DiPrima (2006). Reforça-se que no exemplo discutido nessa seção o comprimento

da barra é 2L. Para obtê-la, primeiramente é realizada uma modificação no problema

para tornar as condições de contorno homogêneas. Isso é feito subtraindo de todo o
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domı́nio a solução em regime permanente, que é uma distribuição uniforme no valor

da temperatura θ prescrita nas extremidades.

Após as adequações para tornar as condições de contorno homogêneas, pode-se

facilmente resolver o problema pelo método de separação de variáveis. Aplicando o

método é obtida a solução a seguir, na qual a distribuição uniforme que havia sido

subtráıda já foi readicionada:

T (s, η) = θ +
∞∑
n=1

Cne
−n2παη/(4L2)sen

(nπs
2L

)
(B.53)

onde os coeficientes Cn são calculados pela relação:

Cn =
1

L

∫ 2L

0

T (s, η = 0)sen
(nπs

2L

)
(B.54)

na qual T (s, η = 0) é dado pela Equação B.52.

Realizando a integração presente na Equação B.54 chega-se à seguinte expressão:

Cn =
∞∑
m=1

Am
cos(βmL)

2

[
1− cos(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
+

1− cos(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

]
+

∞∑
m=1

Am
sen(βmL)

2

[
sen(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
− sen(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

] (B.55)

onde Am é:

Am =

(
2θ

pL

)[
(−1)m

(2m− 1)

] [
( π

2p
)− αβ2

me
−αβ2

mp

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

]
(B.56)

A solução final para o trecho de uniformização da temperatura na barra, corres-

pondente ao peŕıodo de tempo onde t > p é dado pela Equação B.53, substituindo

na mesma as equações B.51 e B.55. Ressalta-se a ocorrência de indeterminações nos

termos das séries cujos limites são definidos conforme discutido na seção 5.1.3 dessa

dissertação de mestrado.
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B.4 Solução anaĺıtica do Exemplo 4 - Cilindro

longo com conveção na superf́ıcie

Considere o cilindro mostrado na Figura 5.12, submetido à troca de calor por

convecção em sua superf́ıcie com um meio à temperatura T∞ nula. O coeficiente de

troca de calor por convecção é h, a distribuição de temperatura inicial no cilindro

é uniforme com valor T0 e o cilindro é suficientemente longo para o fluxo de calor

ocorra somente na direção radial. O raio do cilindro é denotado pelo śımbolo a e

o tempo decorrido após o instante inicial é representado por t. A condutividade

térmica varia com a temperatura, porém essa dependência não deve ser expressiva

para que as considerações apresentadas posteriormente nessa seção tenham validade.

A solução anaĺıtica aqui apresentada segue o expediente apresentado por Jaha-

nian (1995). Todavia, como no trabalho de Jahanian (1995) o desenvolvimento

teórico é apresentado de forma suscinta, utiliza-se como bibliografia complementar a

formulação exposta por Noda (2014). Apesar de suas similaridades, esses trabalhos

empregam diferentes funções durante a transformação de Kirchhoff, passo necessário

para linearizar a equação diferencial da condução do calor. Além disso, essas refe-

rências também realizam considerações diferentes durante o processo de linearização

do problema. Devido à sua maior simplicidade, optou-se pela solução apresentada

por Jahanian (1995) como referência para o desenvolvimento ao longo dessa seção.

Quando a condutividade térmica possui dependência em relação à temperatura,

a equação diferencial da condução do calor é não-linear e possui a forma:

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂T (r, t)

∂r

)
= ρcp

∂T (r, t)

∂t
(B.57)

A equação B.57 é uma versão reduzida da equação completa visto que, devido

às caracteŕısticas do problema, pode-se desprezar os gradientes de temperatura nas

direções axial e circunferencial. Nessa equação, r é a posição radial, λ(T ) é a con-

dutividade térmica dependente da temperatura, T (r, t) é a temperatura na posição
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r no instante de tempo t, ρ é a massa espećıfica e cp o calor espećıfico do material.

Para viabilizar a solução, aplica-se a transformação de Kirchhoff (Jahanian, 1995)

onde se mapeia a temperatura segundo a equação a seguir:

φ =
1

K0

∫ θ

0

K(θ)dθ (B.58)

Na equação acima, a função K(θ) representa a condutividade térmica da seguinte

forma:

K(θ) = K0K
∗(θ) (B.59)

onde K0 é a parcela dimensional da função K(θ) e K∗(θ) a parcela admensional

dessa mesma função, dada pela equação:

K∗(θ) = 1−K1θ (B.60)

na qual K1 é um parâmetro admensional.

O parâmetro θ é a temperatura admensional, nesse problema definida como:

θ =
Tf − T
Tf − T0

(B.61)

sendo Tf a temperatura final atingida pelo corpo no regime permanente, e T0 a

temperatura inicial do corpo. Nesse problema a temperatura final é nula, visto que

não há geração de energia e a troca de calor na superf́ıcie ocorre com um fluido à

temperatura zero. Quanto à temperatura admensional, também se observa que ela

se encontra na faixa entre 1 e 0, onde 1 corresponde à distribuição de temperatu-

ras uniforme no instante inicial e zero à distribuição de temperaturas uniforme no

instante final.

Sabendo o valor de Tf , pode-se simplificar a expressão B.61 para a forma:

θ =
T

T0

(B.62)
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A dependência da condutividade térmica em relação à temperatura T é descrita

pela função linear:

λ(T ) = λ0 + λ1T (B.63)

onde λ0 e λ1 são constantes.

Substituindo B.62 em B.63 e igualando à B.59, obtém-se:

λ0 + λ1T0θ = K0(1−K1θ) (B.64)

Uma análise comparativa dos termos que multiplicam θ e dos termos que não

realizam essa multiplicação leva a:

K0 = λ0 e K1 = −λ1T0

λ0

(B.65)

Aplicando a regra da cadeia após a transformação de Kirchoff, a equação da

condução do calor na variável transformada adquire o formato:

K(θ)

ρcp

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂T (r, t)

∂r

)
=
∂T (r, t)

∂t
(B.66)

Uma solução aproximada pode ser obtida considerando que a propriedade difusi-

vidade térmica, ao ser avaliada em relação à variável de temperatura transformada,

apresentará um comportamento constante. Essa consideração é empregada na for-

mulação apresentada nesse trabalho, e pode-se dessa forma tratar a Equação B.66

como uma forma linearizada. Uma solução mais sofisticada, onde esse comporta-

mento da difusividade é tratado como uma função linear em relação à temperatura

transformada é apresentado em Noda (2014).

O problema linearizado descrito pela Equação B.66 é complementado pela con-

dição inicial e pelas condições de contorno transformadas:

φ = φ0 em t = 0

∂φ
∂r

+ h
K0
φ = 0 em r = a
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Para resolver a Equação B.66 considerando as condições de contorno acima des-

critas, aplica-se o método de separação de variáveis, conforme descrito por Noda

et al. (2003) para um problema fisicamente linear dentro das mesmas condições.

φ(r, t) = f(r)g(t) (B.67)

o que reduz a Equação B.66 a:

1

κg(t)

dg(t)

dt
=

1

f(r)

[
d2f(r)

dr2
+

1

r

df(r)

dr

]
= −β2 (B.68)

onde κ é a difusividade térmica considerada constante em relação à temperatura

transformada, mas dependente de θ. Assim, κ = K(θ)/(ρcp).

A Equação B.68 leva a duas equações diferenciais desacopladas:

dg(t)

dt
+ β2κg(t) = 0 (B.69)

d2

dr2
+

1

r

df(r)

dr
+ β2f(r) = 0 (B.70)

Observa-se que a Equação B.70 é a equação diferencial de Bessel de ordem zero

(Watson, 1995) e que ela possui duas soluções particulares:

J0(βr) e Y0(βr) (B.71)

A função J0(βr) é uma função Bessel de primeira espécie e de ordem zero, e a

função Y0(βr) é uma função Bessel de segunda espécie e de ordem zero.

As soluções gerais das equações B.69 e B.70 são:

g(t) = E , f(r) = F +Gln(r) para β = 0 (B.72)

g(t) = He−κβ
2t, f(r) = IJ0(βr) + JY0(βr) para β 6= 0 (B.73)
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Como as funções devem existir para valores arbitrários de s, escreve-se uma

solução geral utilizando as soluções das equações B.72 e B.73:

φ(r, t) = A+Bln(r) + [CJ0(βr) +DY0(βr)]e−κβ
2t (B.74)

onde

A = EF, B = EG, C = HI, D = HJ (B.75)

Como a função Bessel Y0(βr) e ln(r) devem ser finitas em r = 0, B e D devem

ser nulos. A distribuição de temperaturas possui então a forma geral:

φ(0) = A+ CJ0(βa) = 0 (B.76)

A substituição da Equação B.76 nas condições de contorno transformadas leva a

A = 0 e a:

hJ0(βka)− βkJ1(βka) = 0 (B.77)

Como a equação anterior possui um número infinito de soluções, a temperatura

transformada pode ser desenvolvida como uma série infinita, denominada série de

Bessel:

φ =
∞∑
k=1

AkJ0(βkr)e
−κβ2

kt (B.78)

Multiplicando ambos os lados da EquaçãoB.78 por rJ0(βkr), integrando de 0 até

a e utilizando as propriedades das integrações das funções Bessel, tem-se:

Ak = 2φ0

(
ah

K0

)
1[

β2
ka

2 +
(
ah
K0

)2
]
J0(βka)

 (B.79)



266

Para calcular o valor de φ0 aplica-se a transformada de Kirchhoff à distribuição

de temperaturas dada pela condição inicial. Como na condição inicial o valor da

temperatura é T0, o valor correspondente da temperatura admensional é θ = 1

φ0 =
1

K0

∫ 1

0

[K0(1−K1θ)]dθ = 1− K1

2
(B.80)

Substituindo a Equação B.80 em B.79, e o resultado em B.78, obtém-se uma

expressão para o campo de temperaturas transformado:

φ =
2ah

K0

(
1− 1

2

) ∞∑
k=1

J0(βkr)e
−β2

kτ[
β2
ka

2 +
(
ah
K0

)2
]
J0(βka)

(B.81)

Pode-se então resolver a equação acima para valores espećıficos da constante τ ,

realizar a transformação de Kirchhoff inversa para obter a temperatura admensional

θ, e em seguida utilizar o valor de temperatura admensional para calcular o instante

de tempo que corresponde ao valor de temperatura calculado. Ao final, multiplica-se

o valor de temperatura admensional pela temperatura inicial para obter o valor de

temperatura dimensional desejado. Esse procedimento é detalhado a seguir.

A transformação de Kirchhoff inversa desse problema é dada por:

θ(r, τ) =
1

K1

(
1−

√
1− 2K1φ(r, τ)

)
(B.82)

Conhecido o valor de θ(r, τ), pode-se calcular a parte admensional da condutivi-

dade térmica dada pela equação B.60. O instante de tempo correspondente é então

calculado como mostrado a seguir:

t = τ
ρcp

K0(1−K1θ)
(B.83)

e a temperatura dimensional, resposta final do problema para a posição e instante

de tempo calculado pela Equação B.83, é dada por T (r, t) = θ(r, t) · T0.
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B.5 Solução anaĺıtica do Exemplo 5 - Viga bi-

apoiada sob gradiente térmico ao longo da

altura

Nessa seção é apresentada a solução anaĺıtica de um problema termomecânico

em regime permanente correspondente a uma viga bi-apoiada submetida à geração

de calor em seu domı́nio. Essa solução foi obtida de Hetnarski e Eslami (2009).

O comprimento da viga em questão é denotado por L e sua seção transversal é

retangular, constante, de largura b e altura a. Além do calor q̇ gerado uniformemente

no domı́nio da viga, a temperatura é prescrita nas suas faces superior e inferior,

sendo a temperatura na face superior referenciada por Tsup e a temperatura na face

inferior por Tinf . As demais faces da viga estão impedidas de trocar calor com a

vizinhança. A origem do sistema de coordenadas é disposta no centróide da face

esquerda da viga, como indicado na Figura 5.15, e a viga parte de uma distribuição

de temperaturas uniforme e nula.

Como as faces anterior e posterior, e as faces esquerda e direita são adiabáticas,

o calor somente flui na direção vertical, paralela ao eixo y mostrado na Figura 5.15.

A equação da condução do calor em regime permanente, para o caso particular de

fluxo de calor unidirecional em regime permanente, se resume a:

∂2T

∂y2
= − q̇

k
(B.84)

sob as condições de contorno:

T (y = a/2) = Tsup

T (y = −a/2) = Tinf

(B.85)

Integrando duas vezes a Equação B.84 e substituindo as condições de contorno

dadas pela Equação B.85, obtém-se a distribuição de temperaturas ao longo da

altura da viga:
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T (y) = − q̇

2k
y2 +

Tsup − Tinf
a

y +
Tsup + Tinf

2
+
qa2

8k
(B.86)

A parcela mecânica desse problema é resolvida como descrito em Hetnarski e

Eslami (2009), onde se aplica a teoria de vigas de Bernoulli-Euler. Nessa teoria, para

flexão ocorrendo no plano xy em torno do eixo z, tem-se o campo de deformações:

εxx(y) = ε0 +
y

ry
(B.87)

onde ε0 é a deformação na direção x medida sobre o eixo neutro, ε(y) é a deformação

na direção x medida fora do eixo neutro e ry é o raio de giração da viga, medido na

coordenada y = 0.

Considera-se uma lei constitutiva linear elástica na presença de deformações as-

sociadas à variação de temperatura:

σxx = E(εxx − γT ) (B.88)

na qual E é o módulo de elasticidade, σxx é a tensão normal na direção axial da

viga, γ é o coeficiente de expansão térmica e T a variação de temperatura ocorrida

no ponto onde as deformações e as tensões são calculadas.

Substituindo a Equação B.87 na Equação B.88:

σxx = E(ε0 +
y

ry
− γT ) (B.89)

Como a viga não está submetida a ações mecânicas externas, por questões de

equiĺıbrio os esforços generalizados na seção transversal devem se anular:

∫
A

σxxdA = 0 (B.90)

∫
A

σxxydA = 0 (B.91)

onde A é a área da seção transversal da viga.
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Substituindo a Equação B.89 nas equações B.90 e B.91:

ε0

∫
A

dA+
1

ry

∫
A

ydA =

∫
A

γTdA (B.92)

ε0

∫
A

ydA+
1

ry

∫
A

y2dA =

∫
A

γTydA (B.93)

Sabendo que
∫
A
ydA = 0 e que

∫
A
y2dA é o momento de inércia Iz da seção

transversal em relação ao eixo z, e introduzindo a definição dos esforços generalizados

PT e MTz associados à variação de temperatura:

PT =

∫
A

EγTdA (B.94)

MTz =

∫
A

EγTydA (B.95)

Tem-se das equações B.92 e B.93:

ε0 =
PT
EA

(B.96)

ry =
EIz
MTz

(B.97)

Substituindo as equações B.96 e B.97 na Equação B.89, obtém-se:

σxx = −EγT +
PT
A

+
MTzy

Iz
(B.98)

Substituindo o campo de temperaturas da Equação B.86 nas equações B.94 e

B.95 chega-se às expressões para PT e MTz

PT = EγA

(
1

12
q̇a2 +

T1 + T2

2

)
(B.99)

MTz =
Eγ(T1 − T2)Iz

γ
(B.100)
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Substituindo as equações B.99 e B.100 na Equação B.98 obtém-se o campo de

tensões ao longo da altura da viga:

σxx = Eγ
q̇a2

8k

[(
2y

a

)2

− 1

3

]
(B.101)

Segundo as hipóteses cinemáticas da teoria de Bernoulli-Euler em um regime de

pequenos deslocamentos, tem-se a equação diferencial para a deflexão da viga:

− d2y

dx2
=

1

ry
(B.102)

Substituindo a expressão de ry da Equação B.97 na Equação B.102,

d2y

dx2
= −MTz

EIz
(B.103)

Integrando a equação anterior duas vezes e substituindo as condições de apoio

simples nas extremidades da viga, obtém-se a flecha ao longo do comprimento da

viga:

v(x) =
γ(Tsup − Tinf )

2a

(
xL− x2

)
(B.104)

Na Equação B.104 a flecha é considerada positiva na direção negativa do eixo y

do sistema de coordenadas no qual o problema é definido.

B.6 Solução anaĺıtica do Exemplo 6 - Barra bi-

engastada sob variação de temperatura uni-

forme

Nesse exemplo é estudado o comportamento termomecânico da barra mostrada

na 5.23, que parte de uma distribuição de temperaturas inicial nula, e após esse

instante sofre a imposição de temperaturas iguais em suas extremidades com o valor
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θ. Esse problema de valor de contorno é complementado pela definição de sua parcela

mecânica, na qual as extremidades da barra são impedidas de se deslocarem.

A equação da condução do calor para um PTC linear, unidimensional, em regime

permanente e sem geração de energia é:

d2T

ds2
= 0 (B.105)

Integrando a Equação B.105 duas vezes, obtém-se:

T (s) = C1s+ C2 (B.106)

Substituindo as condições de contorno T (s = 0) = θ e T (s = 2L) = θ, obtém-se

uma distribuição de temperaturas uniforme com valor θ, visto que C1 = 0 e C2 = θ.

Inicia-se a solução da parcela mecânica estudando o comportamento da barra

em seu regime mecânico linear. Para tal, divide-se o problema original em dois

sub-problemas, cuja superposição reconstitui as condições de contorno do problema

completo.

O primeiro sub-problema corresponde à barra submetida à variação de tempera-

tura, impedida de se deslocar em sua extremidade esquerda e livre em sua extremi-

dade direita, e o segundo corresponde à mesma barra, impedida de se deslocar em

sua extermidade esquerda e submetida a um deslocamento na extremidade direita

igual, em módulo, ao deslocamento na extremidade direita calculado no primeiro

sub-problema, porém em no sentido oposto. Esses problemas são postos matemati-

camente a seguir:

Primeiro sub-problema:

d2u1

ds2
= 0 (B.107)

sob as condições de contorno:

u1 = 0 para s = 0 (B.108)



272

du1

ds
− εT = 0 para s = 2L (B.109)

onde εT = γθ é a deformação associada à variação da temperatura, uniforme ao longo

de toda a barra. A parcela à esquerda da igualdade na Equação B.109 corresponde

à deformação mecânica εmec, uma vez que ε1 = du1/ds e ε1 = εT + εmec

Segundo sub-problema:

d2u2

ds2
= 0 (B.110)

sob a condição de contorno:

u2 = 0 para s = 0 (B.111)

u2 = −u1 para s = 2L (B.112)

Integrando a Equação B.107 duas vezes e aplicando as condições de contorno das

equações B.108 e B.109 obtém-se:

u1 = γθ
( s

2L

)
(B.113)

Seguindo o mesmo procedimento para o segundo problema, obtém-se o campo

de deslocamentos associado a ele:

u2 = −γθ
( s

2L

)
(B.114)

Portanto, nesse exemplo o campo de deslocamentos do problema original é nulo

em toda a barra:

u = u1 + u2 = 0 (B.115)
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Por consequência, o campo de deformações totais também e nulo. Todavia, a

parcela do tensor de deformações associada aos esforços mecânicos εmec é diferente

de zero:

εmec =
du

dx
− γθ = −γθ (B.116)

Como o campo de deformações mecânicas é calculado diretamente a partir da

variação da temperatura nesse caso particular no qual não existem ações mecânicas

externas, pode-se dizer que na análise mecânica ele é uma grandeza previamente

conhecida. Naturalmente, o campo de deslocamentos também é previamente conhe-

cido. Visto que a geometria do corpo é simples e o carregamento é monotônico, a

tensão pode ser calculada diretamente a partir da deformação por meio da consulta

ao modelo constitutivo, mesmo no regime fisicamente não-linear.

No presente exemplo, o modelo constitutivo de plasticidade uniaxial detalhada-

mente descrito em Souza Neto et al. (2009) é empregado. Esse modelo é utilizado em

conjunto com a curva tensão-deformação bi-linear apresentada na Figura 5.24. Para

obter o valor da tensão, basta avaliar se o módulo da deformação mecânica atuante

excede a deformação na qual se inicia o escoamento, e de acordo com essa avaliação

realizar o cálculo como descrito a seguir. A deformação associada ao escoamento é

dada por:

εy =
fy
E0

(B.117)

onde fy é o limite de escoamento, tensão que caracteriza a transição entre o regime

elástico e o ińıcio do regime plástico no caso de um carregamento monotônico, e E0

é o módulo de elasticidade no regime elástico.

Primeiro caso: Deformação atuante inferior ou igual, em módulo, à deformação

associada ao escoamento. A tensão é dada por:

σ = E0εmec para |εmec| ≤ εy (B.118)
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sendo εmec a parcela do tensor de deformações totais associadas aos esforços mecâ-

nicos e σ a tensão causada pelo impedimento à variação da temperatura.

Segundo caso: Deformação atuante superior, em módulo, à deformação associada

ao escoamento. A expressão para a tensão se torna:

σ = sig(εmec)[fy + Eep(|εmec| − εy)] para |εmec| > εy (B.119)

onde sig(εmec) é o sinal da deformação mecânica atuante e Eep é o módulo elasto-

plástico do material.

B.7 Solução anaĺıtica do Exemplo 7 - Viga sub-

metida a fluxo de calor na face superior

Ao longo dessa seção, é apresentada a solução anaĺıtica obtida de Hetnarski e

Eslami (2009) para o comportamento de uma viga bi-apoiada onde todas as faces

são impedidas de trocar calor com o ambiente exceto a sua face superior que está

submetida a um fluxo de calor conhecido q′′. O comprimento da viga é L, a seção

transversal possui altura a e largura b, a condutividade térmica do material é dada

por k, a difusividade térmica por α, o módulo de elasticidade por E e o coeficiente

de expansão térmica é γ. A origem do sistema de coordenadas é posicionada no

centro da face esquerda da viga, como ilustrado na Figura 5.27 e a viga parte de

uma distribuição de temperaturas uniforme à temperatura T0.

Segundo Hetnarski e Eslami (2009), a solução desse problema pode ser obtida

a partir de uma superposição de três sub-problemas, já que o comportamento é

linear. Além dessa subdivisão em três problemas, o autor move a posição da origem

do sistema de coordenadas para a fibra inferior da viga, e após obter o perfil de

temperaturas é realizada uma transformação de coordenadas para referir esse perfil

ao sistema indicado na Figura 5.27 a fim de dar continuidade na análise mecânica

sob os efeitos da variação de temperatura.



275

O problema de transferência de calor é unidimensional devido à simetria e ao

impedimento à troca de calor em todas as faces, exceto na superior. Desta forma,

o calor flui da face superior da viga para a sua face inferior. Para um sistema de

coordenadas similar ao ilustrado na Figura 5.27, porém posicionado na fibra inferior

da viga, tem-se o problema de valor inicial e de contorno:

k
∂2T

∂y2
= ρcp

∂T

∂t
(B.120)

sob as condições de contorno:

k
∂T

∂y
= q′′ y = a t > 0 (B.121)

∂T

∂y
= 0 y = 0 t > 0 (B.122)

e sob a condição inicial:

T = T0 t = 0 0 ≤ y ≤ a (B.123)

onde T é a temperatura buscada, y é a posição ao longo da altura da seção transversal

da viga, cp é o calor espećıfico, e ρ a massa espećıfica.

O problema é então subdividido em três sub-problemas, onde o primeiro somente

depende do tempo, o segundo somente da posição e o terceiro depende da posição e

do tempo como descrito na equação a seguir:

T (y, t) = T1(t) + T2(y) + T3(y, t) (B.124)

Como o primeiro problema não depende da posição, o mesmo corresponde ao

problema de valor inicial:

k
∂T1

∂t
= λ t > 0 (B.125)

onde λ é uma constante a ser determinada, e onde a condição inicial é:
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T1(0) = T0 (B.126)

O segundo problema, que depende somente da posição, leva ao problema de valor

de contorno:

k
∂2T2

∂y2
= λ (B.127)

sob as condições de contorno:

k
∂T2

∂y
= q′′ y = a (B.128)

∂T2

∂y
= 0 y = 0 (B.129)

O terceiro problema, que depende tanto do tempo como da posição é similar ao

problema original:

k
∂2T3

∂y2
= ρcp

∂T3

∂t
(B.130)

porém sob as condições de contorno homogêneas:

k
∂T3

∂y
= 0 y = a t > 0 (B.131)

∂T3

∂y
= 0 y = 0 t > 0 (B.132)

A condição inicial do terceiro problema é escolhida de maneira a garantir que a

soma dos três problemas em t = 0 resulte na condição inicial do problema original,

logo:

T3(y, 0) = −T2(y) (B.133)

Integrando a Equação B.125, referente ao primeiro problema, e substituindo a

condição inicial, obtém-se:
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T1 =
λ

ρcp
t+ T0 (B.134)

Integrando a Equação B.127 e substituindo as condições de contorno, determina-

se λ = q′′/a e chega-se ao perfil de temperaturas:

T2 =
q′′

ak

y2

2
+ C1 (B.135)

onde C1 é uma constante de integração a ser determinada posteriormente.

Para resolver terceiro problema, dado pela Equação B.130, aplica-e o método de

separação de variáveis:

T3(y, t) = Y (y)τ(t) (B.136)

o que leva às infinitas soluções, a seguir, ao se considerar as condições de contorno:

Yn(y) = C2cos(βny) (B.137)

τn(t) = C3e
−β2

nαt (B.138)

com β0 = 0 e βn = nπ/a para n = 1, 2, ...

Como o problema é linear, a solução do terceiro problema é escrita como uma

superposição das infinitas funções Yn(y) e τn(t) que satisfazem a Equação B.130:

T3(y, t) = B0 +
∞∑
n=1

Bne
−β2

nαtcos(βny) (B.139)

onde as constantes C2 e C3 estão inclúıdas em B0 e Bn.

A contribuição de cada uma das soluções Yn(y) e τn(t) à solução total é definida

pela condição inicial da Equação B.133. Fazendo t = 0 na Equação B.139 e igualando

a expressão obtida ao lado direito da Equação B.135 multiplicado por −1, obtém-se:

A0 +
∞∑
n=1

Bncos(βny) = − q
′′

ak

y2

2
(B.140)



278

sendo A0 = B0 + C1.

Para permitir a determinação de A0 e de cada um dos termos Bn, expande-se o

lado direito da Equação B.140 em uma série de cossenos no intervalo 0 < y < a, o

que resulta em:

A0 = −q
′′a

6k
(B.141)

Bn = − 2aq′′

kn2π2
· (−1)n (B.142)

Substituindo as soluções dos três sub-problemas na Equação B.124, obtém-se:

T = T0 +
q′′a

k

[
αt

a2
+

y2

2a2
− 1

6
− 2

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e
−
(
n2π2

a2
αt
)
cos
(nπy

a

)]
(B.143)

Realizando uma transformação de coordenadas, movendo a origem do sistema

de coordenadas da fibra inferior para a meia-altura da seção transversal da viga,

y = a/2, tem-se:

T (y, t) =T0 +
aq′′

24k

[
24αt

a2
+

12y2

a2
+

12y

a
− 1

− 48

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e(−n2π2αt/a2)cos

nπ(2y + a)

2a

] (B.144)

Para obter o campo de deslocamentos e o campo de tensões em função do tempo,

segue-se a metodologia apresentada por Hetnarski e Eslami (2009) assim como rea-

lizado durante o desenvolvimento da solução anaĺıtica do Exemplo 5, mostrada em

detalhes na seção B.5. Nessa metodologia, o efeito da variação de temperatura é

introduzido na teoria de flexão de vigas de Bernoulli-Euler na forma dos esforços

generalizados Pt e MTz conforme as equações B.94 e B.95, respectivamente.

Como no presente exemplo a viga também parte de uma distribuição de tempe-

raturas inicial uniforme com T0 = 0, substituindo a distribuição de temperaturas da

Equação B.144 nas equações B.94 e B.95, e realizando a integração, obtém-se:
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PT (t) =
Eγq′′Aαt

ka
(B.145)

MTz(t) = Eγ
q′′Iz
2k

(
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

1

n4
e(−n2π2αt/a2)

)
(B.146)

Substituindo as expressões obtidas para Pt e MTz, dadas pelas equações B.145

e B.146 na Equação B.98, chaga-se ao campo de tensões ao longo do tempo e da

altura da seção:

σxx(y, t) =Eγ

[(
1

12
− y2

a2

)
+

4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e(−n2π2αt/a2)cos

nπ(2y + a)

2a

− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

e(−n2π2αt/a2)

n4

] (B.147)

A equação da linha elástica, na ausência de esforços mecânicos externos, pode

ser obtida solucionando a equação diferencial:

d2v

dx2
= −MTz

EIz
=
γq′′

2k

[
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

1

n4
e−n

2π2αt/a2

]
(B.148)

complementada pelas condições de contorno:

v(0) = 0 (B.149)

v(L) = 0 (B.150)

o que leva à expressão para a flecha:

v(x) =
γq′′

4k

[
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

e−n
2π2αt/a2

n4

] (
xL− x2

)
(B.151)

A flecha máxima ocorre no centro do vão, em x = L/2, com o valor:

vmax = −γq
′′L2

16k

[
1− 96

π4

∞∑
n=1,3,5...

e(−n2π2αt/a2)

n4

]
(B.152)
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Ressalta-se que a flecha é positiva quando o deslocamento medido na linha de

centro ocorre no sentido negativo do eixo coordenado y indicado na Figura 5.27.

B.8 Solução anaĺıtica do Exemplo 8 - Barra bi-

engastada sob aquecimento senoidal nas bor-

das

A última solução anaĺıtica desenvolvida nessa dissertação corresponde ao compor-

tamento termomecânico em regime transiente de uma barra bi-engastada, mostrada

na Figura 5.34, sob aquecimento senoidal em suas extremidades. Maiores detalhes

sobre esse problema encontram-se dispońıveis na seção 5.2.4 do Caṕıtulo 5 dessa

dissertação de mestrado.

O desenvolvimento detalhado do cálculo anaĺıtico da distribuição de temperatu-

ras nessa barra foi apresentado na seção B.3 desse apêndice. Para a parcela mecânica,

segue-se nessa seção um procedimento similar ao apresentado na seção B.6, porém

estendendo o estudo ao comportamento no regime quasi-estático.

No presente exemplo, a análise no regime elástico consiste em solucionar o pro-

blema regido pela equação de Navier, descrita no Caṕıtulo 2 pela Equação 2.64,

porém desprezando os efeitos inerciais. Como na modelagem unidimensional uma

das hipóteses adotadas é considerar o coeficiente de Poisson igual a zero, a Equação

2.64 se reduz a:

d2u

ds2
= γ

dT

dx
(B.153)

sob as condições de contorno:

u = 0 para s = 0, t > 0 (B.154)
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u = 0 para s = 2L, t > 0 (B.155)

e sob a condição inicial:

u = 0 para 0 ≤ s ≤ 2L, t = 0 (B.156)

O problema colocado acima pode ser decomposto em dois sub-problemas, assim

como realizado no Exemplo 6, e a solução final é obtida a partir da superposição da

solução desses dois sub-problemas.

O primeiro sub-problema consiste na barra submetida à variação da temperatura,

fixada na extremidade esquerda e livre para se deslocar na extremidade direita. O

segundo sub-problema consiste na barra impedida de se deslocar em sua extremidade

esquerda e submetida a um deslocamento prescrito em sua extremidade direita igual,

em módulo, ao deslocamento calculado no primeiro sub-problema nessa extremidade,

porém em sentido oposto. Esses problemas, ao serem superpostos, reconstituem as

condições de contorno naturais e essenciais do problema original. Matematicamente,

esses problemas podem ser postulados como descrito a seguir.

Primeiro sub-problema:

d2u1

ds2
= γ

dT

dx
(B.157)

sob as condições de contorno:

u1 = 0 para s = 0, t > 0 (B.158)

du1(s)

ds
− εT (s, t) = 0 para s = 2L, t > 0 (B.159)

sob a condição inicial:

u1 = 0 para 0 ≤ s ≤ 2L, t = 0 (B.160)
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onde εT = γT (s, t) é a deformação associada à variação da temperatura. A parcela à

esquerda da igualdade na Equação B.159 corresponde à deformação mecânica εmec1,

uma vez que ε1 = du1/ds e ε1 = εT + εmec1

Segundo sub-problema:

d2u2

ds2
= 0 (B.161)

sob as condições de contorno:

u2 = 0 para s = 0, t > 0 (B.162)

u2 = −u1 para s = 2L, t > 0 (B.163)

e sob a condição inicial:

u2 = 0 para 0 ≤ s ≤ 2L, t = 0 (B.164)

Integrando a Equação B.157 uma vez, obtém-se:

du1

ds
= γT (s, t) + C1 = εT (s, t) + C1 (B.165)

Integrando a Equação B.165 mais uma vez:

u1(s) =

∫
γT (s, t)ds+ C1x+ C2 (B.166)

onde C1 e C2 são constantes de integração.

Introduzindo a condição de contorno da Equação B.159 na Equação B.165:

εT (s = 2L) + C1 − εT (s = 2L) = 0

o que implica em:

C1 = 0 (B.167)
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Aplicando a condição de contorno da Equação B.158 na Equação B.157:

C2 = −
[∫

γT (s, t)ds

]
s=0

(B.168)

A seguir, será desenvolvida a integração da deformação térmica na Equação

B.166. No presente problema há um peŕıodo em que ocorre a elevação da tempe-

ratura nas bordas da barra, no qual a destribuição de temperaturas é regida pela

Equação B.50, e um peŕıodo no qual a temperatura nas bordas é mantida constante,

para o qual a distribuição de temperaturas é dada pela Equação B.53. Portanto,

torna-se necessário desenvolver uma solução para cada um desses regimes.

Para o peŕıodo de elevação da temperatura nas bordas 0 ≤ t ≤ p:

∫
γT (s, t)ds = sγθsen

(
πt

2p

)
+

2γθ

p

∞∑
m=1

[
W (m, t)

(
cos(βmL)sen(βms)

βm
−

sen(βmL)cos(βms)

βm

)]
(B.169)

onde W (m, t) é dado pela expressão:

W (m, t) =

[
(−1)m

(2m− 1)

]
·
αβ2

mcos
(
πt
2p

)
+
(
π
2p

)
sen

(
πt
2p

)
− αβ2

me
−αβ2

mt[
(αβ2

m)2 +
(
π
2p

)2
] (B.170)

com o coeficiente βm igual a:

βm = (2m− 1)
π

2L
(B.171)

Fazendo s = 0 na Equação B.169 e substituindo o resultado na Equação B.168,

determina-se o valor de C2:

C2 =
2γθ

p

∞∑
m=1

W (m, t)

(
sen(βmL)

βm

)
(B.172)



284

o que leva ao campo de deslocamentos referente ao primeiro sub-problema durante

o peŕıodo de elevação da temperatura nas bordas:

uT (s, t) =sγθsen

(
πt

2p

)
+

2γθ

p

∞∑
m=1

[
W (m, t)

(
cos(βmL)sen(βms)

βm

)]
+

2γθ

p

∞∑
m=1

[
W (m, t)

(
sen(βmL)(1− cos(βms))

βm

)] (B.173)

Para o peŕıodo em que a temperatura nas bordas é mantida constante, corres-

pondente a t > p, segue-se o mesmo procedimento e obtém-se:

uT (s, t) = sγθ + γ
∞∑
n=1

(
2L

nπ

)
Cne

−n2π2α(t−p)/(4L2)
[
1− cos

(nπs
2L

)]
(B.174)

onde Cn e Am também foram definidos na seção 5.1.3 e são reapresentados a seguir

para proporcionar maior clareza:

Cn =
∞∑
m=1

Am
cos(βmL)

2

[
1− cos(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
+

1− cos(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

]
+

∞∑
m=1

Am
sen(βmL)

2

[
sen(nπ − 2βmL)

(nπ
2L

)− βm
− sen(nπ + 2βmL)

(nπ
2L

) + βm

]

Am =

(
2θ

pL

)[
(−1)m

(2m− 1)

][
( π

2P
)− αβ2

me
−αβ2

mp

(αβ2
m)2 + ( π

2p
)2

]
No que se refere ao segundo sub-problema, a solução é obtida a partir da inte-

gração da Equação B.161. Realizando esse procedimento de integração duas vezes e

aplicando as condições de contorno descritas pelas equações B.162 e B.163, obtém-se:

u2(s, t) = − s

2L
· u1(2L, t) (B.175)

O campo de deslocamentos totais é o resultado da superposição:

u = u1 + u2 (B.176)
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A parcela do tensor de deformações associada aos esforços mecânicos εmecTot,

correspondente à soma das parcelas mecânicas relativas aos dois sub-problemas, é

dada por:

εmecTot =
du2

ds
= −u1(2L, t)

2L
(B.177)

Esse campo de deformações constante ao longo do comprimento da barra também

leva a um campo de tensões constante em relação à coordenada espacial, porém ainda

dependente do tempo.

Observa-se no desenvolvimento da solução anaĺıtica para o regime elástico que

tanto o campo de deslocamentos como o campo de deformações mecânicas depende

exclusivamente do campo de temperaturas, devido à ausência de ações mecânicas

externas. Essa é uma caracteŕıstica particular da classe de problemas em que se

insere esse exemplo, que corresponde aos problemas conduzidos pela deformação,

que é uma grandeza previamente conhecida em todo o corpo. Tal caracteŕıstica

permite que o estudo realizado até o presente momento em regime elástico seja

estendido ao regime plástico.

Para obter as tensões, segue-se a mesma metodologia descrita na seção B.6, na

qual se emprega um modelo de plasticidade uniaxial conforme detalhadamente des-

crito em Souza Neto et al. (2009). Como o regime é quasi-estático e o carregamento

é monotônico, a avaliação das tensões é realizada, em cada instante de tempo, utili-

zando o valor de deformação no respectivo instante e substituindo essa deformação

no modelo constitutivo.

Para tal, primeiramente determina-se qual é o valor da deformação que corres-

ponde à transição entre o regime elástico e o regime plástico, denominada deformação

de escoamento:

εy =
fy
E0

(B.178)

onde fy é o limite de escoamento, tensão que caracteriza a transição entre o regime
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elástico e o ińıcio do regime plástico no caso de um carregamento monotônico, e E0

é o módulo de elasticidade no regime elástico.

Em seguida, é realizada uma verificação do valor do módulo da deformação me-

cânica atuante. Se ela não exceder a deformação na qual se inicia o escoamento, o

corpo se encontra no regime elástico e a tensão é calculada como mostrado a seguir:

σ = E0εmec para |εmec| ≤ εy (B.179)

sendo εmec a parcela do tensor de deformações totais associadas aos esforços mecâ-

nicos e σ a tensão causada pelo impedimento à variação da temperatura.

Caso o módulo da deformação mecânica atuante no instante de tempo corrente

exceda a deformação de escoamento, a tensão no regime plástico é calculada como:

σ = sig(εmec)[fy + Eep(|εmec| − εy)] para |εmec| > εy (B.180)

onde sig(εmec) é o sinal da deformação mecânica atuante e Eep é o módulo elasto-

plástico do material.



Apêndice C

CLASSES EMPREGADAS NOS
EXEMPLOS DE VALIDAÇÃO

Nesse apêndice são relacionadas as classes utilizadas para a modelagem e análise

dos exemplos apresentados no Caṕıtulo 5 dessa dissertação de mestrado. Maiores

detalhes sobre o conteúdo abordado nesses exemplos podem ser encontrados no

referido caṕıtulo.

C.1 Exemplo 1

Tabela C.1: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 1.

Entidade Classe utilizada

Solução SteadyState

Model FemModel

Problem Driver HeatTransferPd

Global Analysis Model HeatTransfer2D

Material ThermalIsotropicMaterial

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Quadrilateral paramétrico

Shape Q4

Modelo de análise dos elementos finitos HeatTransfer2D

Modelo constitutivo dos elementos finitos HeatTransferConstitutiveModel

287
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C.2 Exemplo 2

Tabela C.2: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 2.

Entidade Classe utilizada

Solução NonIncrementalEqPath

Step NewtonIterative

Model FemModel

Problem Driver NonLinearHeatTransfer

Global Analysis Model HeatTransfer3D

Material PolynomialTempDepThermalIsotropicMaterial

Material que recebe a dependên-

cia térmica

ThermalIsotropicMaterial

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Hexahedral paramétrico

Shape H8

Modelo de análise dos elementos

finitos

HeatTransfer3D

Modelo constitutivo dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

SimulationManager SinglePhysicsFemSimManager

Setuper SinglePhysicsFemSetuper
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C.3 Exemplo 3

Tabela C.3: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 3.

Entidade Classe utilizada

Solução LinearHeatTransferNewmarkBeta

Model FemModel

Problem Driver HeatTransferPd

Global Analysis Model HeatTransfer1D

Material ThermalIsotropicMaterial

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Bar paramétrico

Shape L4

Modelo de análise dos elementos finitos HeatTransfer1D

Modelo constitutivo dos elementos finitos HeatTransferConstitutiveModel

SimulationManager SinglePhysicsFemSimManager

Setuper TimeDepThermalSetuper



290

C.4 Exemplo 4

Tabela C.4: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 4.

Entidade Classe utilizada

Solução NonLinearHeatTransferNewmarkBeta

Model FemModel

Problem Driver NonLinearHeatTransfer

Global Analysis Model HeatTransferAxisymmetric

Material PolynomialTempDepThermalIsotropicMaterial

Material que recebe a dependên-

cia térmica

ThermalIsotropicMaterial

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Quadrilateral

Shape Q9

Modelo de análise dos elementos

finitos

HeatTransferAxisymmetric

Modelo constitutivo dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

SimulationManager SinglePhysicsFemSimManager

Setuper TimeDepThermalSetuper
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C.5 Exemplo 5

Tabela C.5: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 5.

Entidade Classe utilizada

Solução térmica SteadyState

Solução mecânica SteadyState

Model FemModel

Problem Driver térmico HeatTransferPd

Problem Driver mecânico Parametric

Global Analysis Model térmico HeatTransfer2D

Global Analysis Model mecânico PlaneStress

Material térmico ThermalIsotropicMaterial

Material mecânico LinearElasticIsotropic

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Quadrilateral paramétrico

Shape Q9

Modelo de análise térmico dos elementos

finitos

HeatTransfer2D

Modelo de análise mecânico dos elementos

finitos

PlaneStress

Modelo constitutivo térmico dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

Modelo constitutivo mecânico dos elemen-

tos finitos

LinearElasticConstModel

SimulationManager SteadyStateThermoMecSimManager

Setuper SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper
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C.6 Exemplo 6

Tabela C.6: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 6.

Entidade Classe utilizada

Solução térmica NonIncrementalEqPath

Solução mecânica QuasiStaticEquilibriumPath

Step ThermoMecSNR

IterativeStrategy LoadControl

Model FemModel

Problem Driver térmico HeatTransferPd

Problem Driver mecânico PhysicallyNonLinear

Global Analysis Model térmico HeatTransfer1D

Global Analysis Model mecânico Line1D

Material térmico ThermalIsotropicMaterial

Material mecânico VonMises

Lei de endurecimento do material mecâ-

nico

HardeningLawLinear

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Bar paramétrico

Shape L2

Modelo de análise térmico dos elementos

finitos

HeatTransfer1D

Modelo de análise mecânico dos elementos

finitos

Line1D

Modelo constitutivo térmico dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

Modelo constitutivo mecânico dos elemen-

tos finitos

SLFOCM_Plasticity_VonMises

SimulationManager SteadyStateThermoMecSimManager

Setuper SharedModelSteadyStateTermoMecSetuper
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C.7 Exemplo 7

Tabela C.7: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 7.

Entidade Classe utilizada

Solução térmica LinearHeatTransferNewmarkBeta

Solução mecânica LinearQuasiStatic

Model FemModel

Problem Driver térmico HeatTransferPd

Problem Driver mecânico Parametric

Global Analysis Model térmico HeatTransfer2D

Global Analysis Model mecânico PlaneStress

Material térmico ThermalIsotropicMaterial

Material mecânico LinearElasticIsotropic

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Quadrilateral paramétrico

Shape Q9

Modelo de análise térmico dos elementos

finitos

HeatTransfer2D

Modelo de análise mecânico dos elementos

finitos

PlaneStress

Modelo constitutivo térmico dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

Modelo constitutivo mecânico dos elemen-

tos finitos

LinearElasticConstModel

SimulationManager TimeDepThermoMecSimManager

Setuper térmico TimeDepThermalSetuper

Setuper mecânico SinglePhysicsFemSetuper
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C.8 Exemplo 8

Tabela C.8: Classes utilizadas na modelagem e análise do Exemplo 8.

Entidade Classe utilizada

Solução térmica LinearHeatTransferNewmarkBeta

Solução mecânica QuasiStaticEquilibriumPath

Step ThermoMecSNR

IterativeStrategy LoadControl

Model FemModel

Problem Driver térmico HeatTransferPd

Problem Driver mecânico PhysicallyNonLinear

Global Analysis Model térmico HeatTransfer1D

Global Analysis Model mecânico Line1D

Material térmico ThermalIsotropicMaterial

Material mecânico VonMises

Lei de endurecimento do material mecâ-

nico

HardeningLawLinear

Degeneration PrescribedDegeneration

Element Bar paramétrico

Shape L4

Modelo de análise térmico dos elementos

finitos

HeatTransfer1D

Modelo de análise mecânico dos elementos

finitos

Line1D

Modelo constitutivo térmico dos elemen-

tos finitos

HeatTransferConstitutiveModel

Modelo constitutivo mecânico dos elemen-

tos finitos

SLFOCM_Plasticity_VonMises

SimulationManager TimeDepThermoMecSimManager

Setuper térmico TimeDepThermalSetuper

Setuper mecânico SinglePhysicsFemSetuper
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tegrationstheorie)’. Encyklopädie der matematischen Wissenschaften, vol. 4, pp.

55–124 e 125–214 (Segundo artigo escrito com A. Timpe).

Teixeira, L. B., 2017. Modelagem fisicamente não linear de materiais refratários
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