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Resumo

Esta dissertacao de mestrado refere-se a implementacao computacional, segundo
o paradigma orientado a objetos, da solugao de problemas estruturais dinamicos geo-
metricamente nao-lineares através do Método dos Elementos Finitos. Sao discutidas
algumas formas de se considerar o amortecimento na analise dindmica. Diversos mé-
todos de solucao dinamica sao apresentados, tanto baseados em superposicao modal,
quanto em integracao direta. As formulacoes Lagrangeanas Total e Atualizada para
a andalise nao-linear sao discutidas. Os métodos de solucao das equagoes nao-lineares
também sao apresentados. A referida implementacao é feita no nicleo numérico do
sistema computacional INSANE, desenvolvido no Departamento de Engenharia de
Estruturas da UFMG. O projeto orientado a objetos deste sistema é apresentado,
assim como as alteragoes necessarias para acrescentar o tipo de solucao proposto.
Varias simulacoes numéricas sao apresentadas de maneira a validar a implementa-
¢ao, comparando os resultados obtidos pela implementacao realizada com resultados

analiticos e numéricos encontrados na literatura.

Palavras-Chave: Método dos Elementos Finitos, Andlise Dinamica Geometrica-

mente Nao-Linear, Programacdo Orientada a Objetos
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Abstract

This master’s thesis refers to the computational implementation, according to
the object-oriented programming, of dynamic geometrically non-linear solution of
Finite Element Method models. Some ways of considering damping in dynamic
analysis are discussed. Many methods of dynamic solution are presented, not only
those based on modal superposition, but also those based on direct integration. The
Total Lagrangean and Updated Lagrangean formulations for non-linear analysis are
discussed. Methods for solution of non-linear equations are also presented. The
implementation is done in the numerical nucleus of INSANE computational system,
which is developed in the Structural Department of UFMG. The object-oriented
project of this system is presented, as well as the necessary modifications to add the
proposed solution. Many numerical simulations are presented to validate the imple-
mentation, comparing the results obtained by the implementation with analytical

and numerical results found in literature.

Keywords: Finite Element Method, Dynamic Non-Linear Analysis, Object-Oriented

Programming
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Capitulo 1
INTRODUCAO

As possibilidades oferecidas pelos recursos tecnoldgicos para desenvolvimento
de software constituem amplo campo de pesquisa na area de métodos numéricos e
computacionais aplicados a engenharia.

O dominio destes recursos e a aplicacao dos mesmos no aprimoramento progres-
sivo dos modelos requer um ambiente computacional segmentado, amigéavel a mudan-
cas e cuja complexidade possa ser aumentada de forma gradual, como proposto pelo
programa INSANE (Interactive Structural Analysis Environment), desenvolvido no
Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia da Universi-
dade Federal de Minas Gerais e disponivel em http://www.insane.dees.ufmg.br.

Apoiando-se na implementacao de modelos estruturais de elementos finitos exis-
tente no programa, é possivel ampliar complexidades a partir dos conceitos ja con-
solidados, sem ter que recomecar o processo a cada novo aperfeicoamento.

O ambiente computacional do INSANE é constituido de trés grandes aplicagoes:
pré-processador, processador e pés-processador, todas implementadas em linguagem
Java. O pré e o poés-processador sao aplicagoes graficas interativas que disponibili-
zam respectivamente, ferramentas de pré e pés-processamento de diferentes modelos
discretos. O processador é a aplicagao que representa o nicleo numérico do sistema
e é a responsavel pela obtencao dos resultados de diferentes modelos discretos de
analise estrutural.

O nitcleo numérico do INSANE vem sendo desenvolvido ha alguns anos por



diversos colaboradores, como [Fonseca et al. (2004), Fuina (2004), Pitangueira e
Caldas (2005), Almeida (2005), Germanio (2005, Fonsecal (2006)), |Saliba (2007)).

Um histérico do projeto é apresentado no apéndice [A]

1.1 Objetivos

Com o objetivo de acrescentar novas funcionalidades ao sistema, propos-se es-
tudar e implementar formulagoes do Método dos Elementos Finitos (MEF) para
analise dinamica geometricamente nao-linear de estruturas.

Nao é um objetivo deste trabalho implementar formulacoes recentes que repre-
sentem o estado da arte do Método dos Elementos Finitos. O objetivo primordial é
complementar o INSANE com formulagoes classicas da andlise dinamica geometri-
camente nao-linear, de forma a criar um arcabougo computacional para pesquisas
futuras.

Também nao é um objetivo fazer uma analise critica dos resultados encontrados
nos exemplos de validacao. Tais resultados sao utilizados apenas para comparagao
com respostas analiticas ou encontradas na literatura.

Um objetivo secundario foi recuperar o trabalho feito por (Germanio| (2005)) que,
disponivel na primeira versao do nucleo numérico, nao foi introduzido no sistema

quando de sua refatoragao por [Fonseca| (20006).

1.2 Organizacao do Texto

Este trabalho esta organizado em 9 capitulos.

No capitulo [2[sao apresentados métodos de solucao de problemas dinamicos atra-
vés do MEF. Sao discutido tanto métodos baseados em superposicao modal quanto
métodos baseados em integragao direta.

Em seguida, sao apresentadas no capitulo |3| varios tipos de medidas de ten-

soes e deformagoes. Uma vez definidas estas medidas, apresentam-se as formulagoes



Lagrangeana Total e Atualizada, utilizadas na analise geometricamente nao-linear
através MEF. As equacoes de movimentos obtidas a partir destas formulagoes tam-
bém sao apresentadas.

Os métodos de solugao destas equagoes de movimento sao discutidos no capitulo
M com énfase nos métodos de Newton-Raphson Padrao e Modificado.

O projeto orientado a objetos do nicleo numérico do INSANE é apresentado no
capitulo 5| segundo as abstragoes necessédrias para as formulagoes propostas. Sao
discutidos os detalhes da implementacao, destacando-se a organizacao de classes e
as principais atividades do nicleo numérico.

Os capitulos [6] [7] e [§] apresentam exemplos de validagao para os métodos e for-
mulacoes apresentados anteriormente para andlises dinamica linear, estatica geome-
tricamente nao-linear e dinamica geometricamente nao-linear, respectivamente.

Conclusoes, bem como sugestoes para futuros trabalhos de pesquisa, sao apre-

sentadas no capitulo [9]



Capitulo 2

METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS PARA ANALISE DE
VIBRACOES

O objetivo da analise de vibracoes é determinar a resposta de uma estrutura
a excitacoes dependentes do tempo, tais como cargas dinamicas e mudancas nas
condicoes de contorno, dentre outras. Neste capitulo sao apresentadas algumas

formas de se fazer esta analise.

2.1 Discretizacao das Equacoes de Movimento

Utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais, pode-se determinar as equacoes
de movimento para elementos finitos. Na demonstracao que se segue, considera-se,
sem perda de generalidade, somente os deslocamentos translacionais em um elemento
finito tridimensional, sem amortecimento (Figura [2.1)).

Define-se u(t) como o vetor de deslocamentos genéricos dependente do tempo
em qualquer ponto do elemento, em que u, v, e w sao as translacoes nas direcoes =,

Yy e z, respectivamente, ou seja:
T
u(t) = [ U ovow } (2.1)

Se o elemento estd sujeito a forgas de corpo, também varidveis ao longo do tempo,



Figura 2.1: Elemento finito tridimensional.

define-se o vetor b(t) dessas forgas como:
T
b(t)= | b b, b. | (2.2)

O vetor de deslocamentos nodais varidveis ao longo do tempo d(t), considerando

apenas as translacgoes, é definido como:
d(t) = | di(r) | (2.3)
em que ¢ varia de 1 ao nimero de nés do elemento e
T T
di(t) = | dyi dyi d;i ] = [ Ui UV W ] (2-4)

Do mesmo modo, as agdes nodais varidveis com o tempo p(t) também sdo con-

sideradas apenas nas diregoes x, y e z nos nos:

p(t) = | pi(t) | (2.5)
em que
T
pi(t) = [ Pui Dyi P ] (2.6)
Sendo N a matriz das funcoes de forma!, tem-se a relacao entre os deslocamentos

nodais e os deslocamentos genéricos:

u(t) = N d(t) (2.7)

T As funcées de forma sdo apresentadas no apéndice



As relacoes deformacoes-deslocamentos sao obtidas pela derivacao dos desloca-
mentos genéricos u(t). Definindo L como um operador de derivagao, pode-se esta-
belecer a seguinte relacao:

e(t) =L u(t) (2.8)
Substituindo em tem-se:
e(t)=B d(t) (2.9)
em que
B=L N (2.10)

Considerando o material linear elastico, tem-se a seguinte relagao tensao-deformacao:
o(t)=FE e(t) (2.11)

em que F é a matriz das propriedades elasticas do material.

Substituindo (2.8)) em (2.11)), tem-se:
o(t)=E B d(t) (2.12)

O principio do trabalho virtual diz que: Se uma estrutura em equilibrio dinamico
sofre pequenos deslocamentos virtuais com um estado de deformacoes compativel,
o trabalho virtual das forcas externas € igual a energia de deformacgao virtual das
tensoes internas (Weaver Jr. e Johnston, 1987).

Aplicando esse principio a um elemento finito, tem-se:
oU, = oW, (2.13)

em que 0U, é a energia de deformacao virtual das tensoes internas e W, é o trabalho
virtual das forcas externas sobre o elemento.
Sendo ¢ um inteiro variando de 1 ao niimero de nés, define-se o vetor de pequenos

deslocamentos virtuais dd:

6d = | id, }T (2.14)



De , conclui-se que o vetor de deslocamentos genéricos virtuais é:

du=N od (2.15)
Através da relacao deformacoes-deslocamentos, obtém-se:

‘e =B did (2.16)

Portanto, a energia de deformacao virtual das tensoes internas, 0U,, pode ser

escrita como:

§U, = / s’ a(t) dV (2.17)
1%

Para a determinacao do trabalho virtual externo, considera-se um elemento in-

finitesimal no qual sao aplicadas as forgas de corpo b,(t) dV, b,(t) dV e b,(t) dV

(Figura 2.2)).

pw dV

I /' dy
| pudVv ®
| / J bu(t) dV

| but) dV PV dV

\
\
\ by(t) dV
\

dz

dx

Figura 2.2: Forgas de corpo aplicadas e inerciais.

E importante ressaltar o aparecimento das forcas de corpo inerciais pi dV', pt dV
e pw dV, sendo p a densidade do material. Estas forcas surgem em razao das
aceleracoes i, ¥ e w, respectivamente. Enfatiza-se o fato de que as forcas inerciais

atuam em diregoes opostas as aceleracoes. Entao, pode-se calcular o trabalho virtual



externo 0W, como a soma dos trabalhos virtuais das forcas de corpo e das forcas

nodais, isto é:

W, = dd" p(t) + / sul b(t) dV — / su” pii dV (2.18)
\%4 \%

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.13) tem-se:

/ 5eT o(t) dV = 5d” p(t) + / su” b(t) dV — / sul pii dV (2.19)
v v v
Assumindo que
i=N d (2.20)
e substituindo (2.12)) e (2.20)) em (2.19) e usando as transpostas de (2.15)) e (2.16])

obtém-se:
5dT/ BT EB ddeadTp<t)+5dT/ N7 b(t) dv—adT/ p NI N adv d
g ' ' (2.21)
sd” (/BTEBdVd—p(t)—/NTb(t) dV+/pNTNchi> =0
i ' g (2.22)
Como dd” contém deslocamentos nodais virtuais, portanto arbitrarios, é

genericamente satisfeita se
/BTEBdVd—p(t)—/NT b(t) dV+/pNTNdV d=0 (2.23)
v 1% v

Reordenando os termos de ([2.23)), obtém-se o sistema de equagdes de movimento:

M d+ K d = p(t) + py(t) (2.24)
sendo
K = / BT E Bav (2.25)
Vv
M = / p NT N dV (2.26)
Vv

po(t) = /V N7 b(t) aV (2.27)



A matriz K é denominada matriz de rigidez do elemento finito. A matriz M
calculada segundo a expressao da-se o nome de matriz de massa consistente,
pois as funcoes de aproximagao utilizadas em seu calculo sao as mesmas usadas no
cédlculo da matriz de rigidez. E o vetor p,(t) é o chamado vetor de forcas nodais
equivalentes as cargas de corpo.

Uma forma simplificada da matriz M é a matriz de massa discreta, em que a
massa é idealizada concentrada nos nés. A massa discreta em um né é a porcao da

massa total que pode ser atribuida a ele. Esta matriz é sempre uma matriz diagonal.

2.2 Consideracoes Sobre o Amortecimento

O amortecimento ¢é o fendmeno de dissipagao da energia mecanica de um sistema
em vibragao através de varios mecanismos. Normalmente, mais de um mecanismo
atuam ao mesmo tempo. Alguns desses mecanismos sao o atrito em conexodes de
estruturas metalicas, a abertura e fechamento de microfissuras no concreto, o atrito
entre a estrutura e elementos nao-estruturais como paredes de vedacao, dentre ou-
tros.

E praticamente impossivel identificar e descrever matematicamente cada um des-
ses fenomenos de dissipacao. Conseqiientemente, o amortecimento de um sistema
estrutural é, normalmente, representado de uma maneira extremamente idealizada
e aproximada. Essa dificuldade em se modelar o amortecimento é compensada pelo
fato de que a maioria dos sistemas estruturais possui baixo nivel de amortecimento,
podendo esse ser negligenciado em problemas praticos.

De uma maneira geral, pode-se dizer que as forgas dissipativas f; atuantes em

um sistema sao calculadas da seguinte forma:
fi=Cd (2.28)

em que C é a matriz de amortecimento do sistema. Essa idealizacao do amor-

tecimento é chamada de amortecimento viscoso linear, pois as forcas dissipativas
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mantém uma relagao linear com a velocidade.

Como o proprio nome diz, essa idealizacao nao é adequada a sistemas nao-
lineares, pois ela modela de forma satisfatoria a dissipagao de energia apenas dentro
do limite elastico de uma estrutura. A nao-linearidade do amortecimento nao é usu-
almente considerada na analise dinamica, podendo ser incluida pela ado¢ao de uma

matriz de amortecimento apropriada para a amplitude esperada de deformacoes.

Adicionando (2.28)) a equacao de equilibrio do elemento (2.24)), tem-se:
M d+C d+ K d=p(t)+ pi(t) (2.29)

sendo pj(t) o vetor de forcas nodais equivalentes as cargas de corpo externas (des-
considerando as forgas de amortecimento).

A seguir sao apresentadas algumas maneiras de se calcular a matriz C.

2.2.1 Amortecimento Modal

Define-se a razao de amortecimento do i-ésimo modo de vibracao (; como a
razao entre o amortecimento existente e o amortecimento critico para tal modo.
Entende-se por amortecimento critico o menor valor do amortecimento que inibe
completamente a oscilagao do sistema.

O sistema ¢ dito criticamente amortecido quando ( = 1, superamortecido para
¢ > 1 e subamortecido para ¢ < 1. A figura apresenta a resposta de um sistema
de um grau de liberdade e condigoes iniciais nao nulas (d e d # 0) para essas trés
condicoes.

Observa-se que apenas o sistema subamortecido apresenta movimento oscilatorio.
Para as outras duas situagoes, o sistema retorna a posicao de equilibrio sem oscilar,
sendo que o sistema superamortecido o faz mais lentamente.

Os valores de (; nao podem ser calculados a partir das propriedades geométricas

e fisicas do sistema, devendo ser obtidos experimentalmente. A partir de dados de
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Criticamente Amortecido, z=1

Superamortecido, z =2

Subamortecido, z =0,1

d(t) / d(0)

Figura 2.3: Vibracao livre de sistemas superamortecido, criticamente amortecido e
subamortecido.

ensaios de vibragao livre, pode-se calcular (; como:

1 d;
G = 5 In (dj+k) (2.30)

em que d; e d;; sao os deslocamentos maximos de um grau de liberdade qualquer no

j-ésimo e k-ésimo periodos de vibracao, respectivamente. Na equagao os des-
locamentos podem ser substituidos pelas respectivas aceleragoes, que sao grandezas
mais faceis de serem medidas experimentalmente.

O amortecimento modal pode ser diretamente utilizado na analise modal sem
o calculo da matriz C, pois esta é posteriormente transformada para coordenadas
principais, conforme serd visto na segdo[2.3] Nestes casos, a matriz de amortecimento

principal, é obtida da seguinte forma:
Cp = e Cij = 2 G w; 0y (2.31)

sendo 0;; o delta de Kronecker e w; é a freqiiéncia natural do i-ésimo modo de
vibragao.

Caso se deseje utilizar estes valores em métodos de integracao direta, recomenda-
se o uso do amortecimento de Rayleigh, cujas constantes podem ser determinadas a
partir das razoes de amortecimento modais (Segao . Desta maneira, evita-se

solucionar um problema de autovalor apenas para o calculo de C.
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2.2.2 Amortecimento Devido ao Material

Assumindo que seja possivel determinar uma constante a para representar o

amortecimento viscoso intrinseco ao material, pode-se mostrar que:
C = / a NT N dV (2.32)
v

Observa-se que esta equacao é bem similar a equacao para a matriz de massa
consistente ([2.26]). Isto faz com que a matriz de amortecimento nao seja uma matriz
diagonal, porém garante que ela seja positiva definida. Esta tdltima caracteristica é

importante para a analise modal, conforme sera visto na segao [2.3]

2.2.3 Amortecimento de Rayleigh

Rayleigh| (1945)) propde uma matriz de amortecimento proporcional a uma com-

binacao linear entre as matrizes de rigidez e de massa:
C=a, M+a, K (2.33)

em que a,, e a,, sao constantes. Esta matriz de amortecimento também ¢é positiva
definida, pois é baseada nas matrizes de massa e de rigidez, que também o sao.

A razao de amortecimento do i-ésimo modo de vibragao é dada por:

2
arl + arg Wi

G = (2.34)

2CL)Z'
em que w; é a freqiiéncia natural do i-ésimo modo de vibracao.
As constantes a,, e a,, podem ser determinadas a partir das razoes de amorteci-
mento ¢; e (; conhecidas para o i-ésimo e j-ésimo modos de vibragao, respectivamente,
através do seguinte sistema de equagoes lineares:

1 1/&)1 Wy Apy Q
5 = (2.35)

1/&)]’ Wi (07 Cj
Segundo dados experimentais, é razoavel supor que os dois modos tém a mesma

razao de amortecimento ¢ (Chopral 1995). Portanto, tem-se que:

2 w; wj 2
I ) = 2.
=G <wi+wj) ar, = ¢ (wi+wj) (2.36)
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2.3 Meétodos de Analise Modal

Quando as forcas externas atuantes sobre uma estrutura sao nulas, diz-se que ela
esta em vibracao livre. Considerando que as forcas dissipativas também sao nulas,

o sistema de equacoes de movimento é:
Md+Kd=0 (2.37)
Assume-se a seguinte solucao para este sistema:
d=coswtY (2.38)

em que w é um escalar e Y é um vetor ainda a serem determinados. Ressalta-se que
a solugao proposta é harmonica de freqiiéncia w.

Levando (2.38) em (2.37), obtém-se o problema de autovalor generalizado do

sistema:
(v M+K)Y =0 (2.39)
Sendo:
A =w? (2.40)
tem-se:
(K—AM)Y =0 (2.41)

Para que ([2.41)) possua solugao nao-trivial, deve-se ter:
|K — A\ M| =0 (2.42)

A equacao ¢é denominada equacao caracteristica do problema e a determi-
nacao de suas raizes constitui um problema de autovalor. Alguns métodos de solugao
para este tipo de problema sao apresentados no apéndice [F]

Denomina-se Y; o i-ésimo vetor que satisfaz para um dado w?. Esse vetor,
conhecido como autovetor ou modo natural de vibracao, nao é inico, pois ele admite

uma unica direcao, mas a sua magnitude pode variar livremente. Trabalha-se, entao,
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com autovetores normalizados. Uma normalizacao bastante utilizada é feita com

relacao a matriz de massa, como segue:
pi=0Y; (2.43)

em que:

1
O L (2.44)
YT MY,

(2

e ¢; ¢ o autovetor normalizado.
Fisicamente, os autovetores Y; ou ¢; sao os modos de vibracao livre do sistema

mecanico. Para a normalizacao adotada, tem-se que:
o, M ;=1 (2.45)

A matriz modal normalizada ® é aquela na qual os autovetores normalizados

sao arranjados em colunas na ordem crescente dos respectivos autovalores:

@:[% @3 - @ M < < <A, (2.46)

Uma das propriedades fundamentais dos autovetores é a sua ortogonalidade em

relacao as matrizes de massa e de rigidez:

oi Mp; = ¢ Kgp; =0 i #] (2.47)

A equacgao ¢ um polinomio de grau n denominado polinomio caracteristico
e os autovalores sao as raizes desse polinomio. A equagao pode apre-
sentar raizes multiplas, de modo que um sistema com n graus de liberdade possua
m autovalores diferentes, sendo m < n. Isso significa dizer que um sistema mecanico

discreto tem m freqiiéncias naturais. Porém, é sempre possivel obter um conjunto

de n autovetores que satisfagam as equagoes (2.45) e (2.47)).
Combinando as equagoes (2.47)) e (2.45]) obtém-se o seguinte resultado:

T ME=1 (2.48)

em que I é a matriz identidade.
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O resultado obtido em deriva diretamente da escolha feita para a nor-
malizacao dos autovetores. No caso geral, o resultado da operacao feita em (|2.48)
sobre a matriz M sera uma matriz diagonal denominada matriz de massa modal ou
principal, M.

Analogamente, a matriz de rigidez principal K, e a matriz de amortecimento

principal C), sao definidas por:
K,=®" K ® (2.49)

c,=d%"Co (2.50)

sendo que K, e C), também sao matrizes diagonais.
Para o caso do amortecimento modal, C), pode ser obtida diretamente da equacao

(2.31). Para o amortecimento de Rayleigh, a proporcionalidade adotada em ([2.33))

¢ mantida nas coordenadas principais. Logo:
C,=a, M,+a K, (2.51)
Para a normalizacao em relagao a matriz de massa:
C,=a,1 I+ay K, (2.52)
Tomando a equacao (2.41]) com Y = ¢;:
(K—X\ M) ;=0 (2.53)
a pré-multiplicacao por ¢! resulta em:
ol K ;= w’ (2.54)

Levando ([2.54) em (12.49) conclui-se que os elementos k,,,, da diagonal principal

de K,, para a normalizacao em relacao a matriz de massa adotada, sao dados por:
Dii Ai = w; (255)

em que w; sao as freqiiéncias naturais do sistema.
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Seja a variavel auxiliar 7; definida por:

n; = &; cosw;t (2.56)

em que ¢; é um escalar arbitrario. Substituindo (2.38)), (2.43)), (2.54) e (2.56]) em

(2.37)), tem-se:

Pré-multiplicando (2.57)) por ¢!, obtém-se:
il +wp n;i =0 (2.58)

A equacao (2.58) mostra que, no modo ¢;, é possivel escrever a equacao de
movimento discretizada segundo o Método dos Elementos Finitos como uma tnica
equacao diferencial de segunda ordem na variavel n;.

Sabe-se que um sistema mecanico livre de forgas externas que realizem trabalho
sobre si oscila em torno do seu ponto de equilibrio de maneira que a energia mecanica
do sistema permute entre as formas cinética e potencial. Pode-se concluir a partir
da equacao que essa permutacao s6 € possivel em modos especificos ; e com
freqiiéncias especificas w; associadas a eles.

Fica implicito, também, que todo o trabalho de uma forca externa realizado
segundo um dos modos naturais da estrutura sera totalmente convertido em energia
mecanica interna do sistema, pois o sistema absorve toda a energia mecanica aplicada
sobre ele quando se movimenta conforme seus modos naturais. Isso é o fenéomeno
da ressonancia. Uma forca que realize trabalho fora dos modos ou freqiiéncias
naturais da estrutura resultara no agente dessa forca tendo que absorver a energia
nao absorvida pelo sistema ao oscilar fora de seu modo natural.

Considerando agora que existem forcas externas atuando sobre o sistema e ainda

desconsiderando as forcas dissipativas, tem-se:

Md+Kd=F (2.59)
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em que F' é a soma dos vetores de forcas nodais e forcas equivalentes as cargas de
corpo.

Considerando que d possa ser escrito como:
d=p;n (2.60)
substituindo em e pré-multiplicando o resultado por ¢;7, tem-se:
i+ wi = fp, (2.61)
sendo f,, a forca principal do i-ésimo modo dada por:
foi=wi" F (2.62)

A equacao é uma equagao diferencial linear de segunda ordem nao-homogénea
na variavel 7;. A solugao desta equacao pode ser obtida pela integral de Duhamel
(Craig Jr., 1987):

t
n = wi /0 £, sen [wi (t — 7)) dr (2.63)
em que 7 ¢ uma variavel de integragao muda.

Por fim, considera-se o caso mais geral, em que ha forcas externas atuantes e
forcas dissipativas internas a estrutura. Admitindo amortecimento viscoso linear

(conforme segao [2.2)), tem-se:
Md+ Cd+Kd=F (2.64)
Analogamente ao caso anterior, tem-se:
i+ 2 G wi 4w n=fy (2.65)

Esta também é uma equacao diferencial linear de segunda ordem nao-homogénea
na variavel 7;, cuja solugao pode ser obtida pela seguinte forma da integral de Duha-

mel (Craig Jr., |[1987):

1

Wd;

t
= / fyy €S sen [y (¢ — 7)) dr (2.66)
0
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sendo que wy; € a fregiiéncia natural de vibracao amortecida do i-ésimo modo que é

wa; = w; \/1— ¢° (2.67)

A seguir sao apresentados dois métodos para solugao da equacao (2.65)), o método

calculada por:

de superposicao de deslocamentos modais e o método de superposicao de acelera¢oes

modais.

2.3.1 Meétodo de Superposicao de Deslocamentos Modais

O sistema representado pela equagao (2.65)) é linear, portanto sua solugao pode

ser escrita como a combinagao linear de todas as solucoes modais do problema:
d= Z Pi i (2.68)

ou em forma matricial:

d=®n (2.69)

Por se basear em uma combinagao linear de solugoes, este método nao é adequado

para a analise de sistemas nao-lineares.

Substituindo (2.69) em (2.64) e pré-multiplicando o resultado por ®7, tem-se:
n+C,n+K,n=F, (2.70)

Sendo Z e A, matrizes diagonais contendo os valores das razoes de amortecimento

e dos autovalores de (2.42)), respectivamente, tem-se:
K,=A (2.71)

C,=22ZA: (2.72)

Substituindo (2.71) e (2.72]) em (2.70):

ii+2ZA*1+An=F, (2.73)
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Como Z e A sao matrizes diagonais, o sistema representa n equacoes
desacopladas. Portanto, utilizar este método (assim como qualquer método baseado
na analise modal), equivale a se resolver n sistemas de um grau de liberdade.

A velocidade modal 17 pode ser obtida resolvendo-se a equagao (2.66)) e, em

seguida, derivando-a uma vez em relagao ao tempo:

) (wF,
== P 2.74
n §2w2 _|_wc21 ( )
e a aceleragao modal 7} pode ser isolada na equagao ([2.73)), obtendo:
ii=F,—An—-2Z A% 7 (2.75)

Sabe-se que, para um movimento arbitrario, os primeiros modos de vibracao
natural (associados as freqiiéncias mais baixas) sdo predominantes, armazenando a
maior parte da energia do sistema. Uma técnica que permite aumentar significati-
vamente o desempenho deste método € a truncamento modal. Esta técnica consiste

em levar em consideracao na expansao dada por (2.68) apenas os modos relevantes,

ou seja:
d~® 7 (2.76)
em que
=|®, &, ... ®y ] (2.77)
e
T T
'r’ = I "71 772 “ .. TIN :| (278)

sendo N menor que o nimero total de modos de vibragao.

Nao se deve necessariamente utilizar os N primeiros modos. Pode-se incluir,
de maneira conveniente, os modos que melhor descrevem um movimento particular
do sistema. Utilizando a solucao modal truncada, escreve-se a equacao da
seguinte forma:

n+Af=F, (2.79)

N

n+2ZA
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em que:
A=® K " (2.80)

2ZA:=dC d” (2.81)

F,=3" F (2.82)

A equacao implica que é possivel resolver de forma aproximada um sistema
com n modos de vibragao a partir de N modos (sendo N < n). O nimero de modos
a serem considerados depende da precisao desejada e das particularidades de cada
problema. Quando N = n, obtém-se a solucao exata do problema discreto.

Craig Jr.| (1987) observa que, no processo de discretizagdo, o erro nos modos
superiores é relativamente maior do que o erro nos primeiros modos. [Hughes| (2000))
salienta que os tltimos modos de um sistema discreto nao tém relacao com o sistema
real, tratando-se de um efeito espurio do processo de modelagem. Portanto, caso
o sistema discreto seja resultado de uma discretizacao de um sistema continuo, os

modos superiores devem ser necessariamente desconsiderados.

2.3.2 Meétodo de Superposicao de Aceleracoes Modais

O método de superposicao de aceleragoes modais é uma derivagao do método de
superposicao de deslocamentos modais que, além de requerer um menor ntimero de
modos de vibracao para obter uma boa convergéncia, é exato para carregamentos

estaticos, independentemente do niimero de modos considerados.

Isolando d na equagao (2.64)), tem-se:
d=K (F—Cd—Md’) (2.83)

Aplicando a propriedade distributiva e substituindo os vetores velocidade e ace-

leracao por combinacoes lineares andlogas a equacao (12.68]):

N N
d=K'F-K'C)> ¢in—K'M) ¢ij (2.84)

i=1 =1
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De (2.41])), (2.50)), (2.71)) e (2.72)), tem-se que:

K'M=A" (2.85)

K'C=2ZA: (2.86)

Substituindo (2.85)) e (2.86)) em ([2.84]) e escrevendo as combinagdes lineares de

forma matricial:

d=d,—-2ZA2®7— A" @i (2.87)

em que d. ¢ a resposta pseudo-estatica do problema dada por:

d.=K'F (2.88)

A equacgao ¢ a expressao geral para o método de superposicao de ace-
leragoes modais. A resposta pseudo-estatica d,. ¢ a responsdvel por este método
obter resultados exatos para carregamentos estaticos. Este fato é importante para
carregamentos dinamicos que possuem uma parcela constante.

Assim como o método de superposicao de deslocamentos modais, este método é
baseado em uma combinacao linear de solucoes modais. Portanto, ele também nao é
adequado para a andlise de sistemas nao-lineares. A técnica do truncamento modal

apresentada anteriormente também pode ser aplicada a este método.

2.4 Meétodos de Integracao Direta

Os métodos de integracao direta, como o proprio nome sugere, resolvem direta-
mente a equacao diferencial sem manipulagoes adicionais como os métodos baseados
na decomposi¢ao modal. No caso da andlise dinamica de estruturas, isso significa
resolver diretamente a equacao de movimento do problema discreto , tratando
de forma idéntica qualquer tipo de problema: amortecido ou nao, com carregamento
ou nao, dentre outros. Estes métodos também sao mais facilmente empregados na

solucao de problemas nao-lineares.
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Os métodos de integracao direta podem ser classificados como explicitos ou im-

plicitos. Um método de integragao explicita tem a forma:
d+D — f ( do. do g, gi-n, ) (2.89)
enquanto os métodos de integracao implicita possuem a forma:
4D — f( dit) ditn g ) (2.90)

Os métodos explicitos dependem dos valores de deslocamentos e suas derivadas
obtidos no passo de tempo anterior ao passo corrente para se atualizar o desloca-
mento. Ja os métodos implicitos dependem das derivadas dos deslocamentos do
passo corrente para atualizar o deslocamento. Outra diferencga entre eles é o fato de
a matriz de rigidez nao ser utilizada pelos métodos explicitos no calculo da matriz
de rigidez efetiva K , como sera visto posteriormente.

Para simplificacao da formulacao, a soma dos vetores de forcas nodais e forcas
equivalentes as cargas de corpo sera denominada F'. Assim, tem-se uma nova forma

para a equacao do movimento discretizada segundo o método dos elementos finitos:
Md+Cd+Kd=F (2.91)

Assumindo que as condicoes iniciais d® e d(®) sdo conhecidas, a aceleracio inicial

d© pode ser calculada através da relacao:
d® = p! <F<°> —Ccd" - K d<0>> (2.92)

A partir dessas condigoes iniciais a resposta do sistema as solicitacoes dinamicas
pode ser calculada pelos diversos métodos apresentados nas segoes seguintes. O
método mais adequado a cada caso é dependente do problema e as limitacoes de

cada método devem ser observadas.

2.4.1 Meétodo da Diferenca Central

Este método baseia-se em uma aproximacao por diferencas finitas das derivadas

temporais do deslocamento (velocidade e aceleragao). Adotando um passo de tempo
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At =t — () constante, as expressoes de diferenca central para a velocidade e a

aceleracao sao:
1

di— 1
2 At

(di+V) —dti=v) (2.93)

.. 1 ) . -
d(z) _ (At)g (d(z+1) -9 d(l) + d(l 1)) (294)

Substituindo essas expressoes em (2.91)) e colocando o resultado em fungao de

dt) | tem-se:

K® gi+h) = FO) (2.95)
em que:
. 1 1
KYV=__—_M+_——C 2.96
a2 A (2.96)
(§]

~,. ) 1 1 ) ) 2 .
O — p@ _ (- - (i-1) _ @ _ _ = (%)
F F ((At)2 M 5 AL C) d ( K A2 M> d (2.97)

Para o célculo de dV, utiliza-se d® e d=Y. O primeiro deve ser informado

(condigao inicial), enquanto o segundo é calculado por:

(At)2 .

dY — dO _ A dO 4 : d© (2.98)

Pelas equacoes acima, conclui-se que este é um método de integracao explicita,
pois calcula-se d*1) a partir dos valores obtidos nos passos anteriores (d® e d®~1).
A nao-utilizacdo da matriz de rigidez K no céalculo da matriz de rigidez efetiva K
¢ demonstrada na Eq. (2.96)).

O método da diferenca central requer o uso de um passo de tempo At menor
que um valor critico para garantir sua convergéncia. Portanto, a seguinte limitagao

deve ser obedecida (Weaver Jr. e Johnston, |1987; |Chopra) |1995):

T, 2
At< =2 (2.99)
T Wn

em que w, € maior freqiiéncia angular do modelo analitico e 7,, o correspondente

menor periodo de vibragao natural.
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Considerando a aceleracao no intervalo At = t0+1) — ¢ como sendo a média

entre a aceleracao no comeco e no final do intervalo, tem-se:

d— . (dm 4 d<z+1>> (2.100)
Integrando a equagao (2.100) no intervalo At duas vezes, tem-se:
di+D _ go 4 Bt (d’(i) 4 ,j(i+1>> (2.101)
2
e
. A .. A2 /...
diD = @@ L dO At + % (d(z) + d(”l)) (2.102)
Reescrevendo (2.91) em termos das variacoes de estado, tem-se:
M Ad+C Ad+ K Ad = AF (2.103)
Combinando as equacoes (2.101)), (2.102) e (2.103)), chega-se a seguinte equagao:
KO AdY = AFY (2.104)
em que:
— . 2
K" =K® M+-—-C 2.105
T Mt R (2.105)
e
~. ) 4 .
AFD — AF® o (E M +2 c> d? +2 M d¥ (2.106)
Ad®) — N AdD — 92 dD — At dP (2.107)
AdD =t Age _ A g o g0 (2.108)
(At)? At

Esse método, também denominado método da aceleracdo média, possui precisao

de primeira ordem, pois representa uma aproximacao linear para a velocidade.



Considerando que a aceleragao varia linearmente em At:

diD — g 4 At (d‘(z‘) n d‘(z‘+1>>
2
2
40D — g 4 o A4 B (2 + v+
6

KD Ad®D — AF®

~ . . . A
AFO = AFO 4 (A% M +3 C) d? + (3 M+7t C) d"

AdD — B Agh g g _ B

il ©
At 2

A — (Ait)? Ad) _ A% d® _ 3 o
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(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

Essa formulacao é conhecida como método da aceleracao linear. Este é um mé-

todo de integracao implicita, conforme pode ser observado nas equacgoes (2.109) a

(2.113]), e possui precisao de segunda ordem.

Os métodos de aceleracao média e aceleracao linear podem ser expressos por um

unico conjunto de equagoes, como segue:

ditt) =d + [(1 —7) d? +y d’“*”] At

diD — g + d(i) At + [(% _ ﬁ> d’(i) + 6 d’(iﬂ)} (At)z

KO AdD — AF®

(2.116)

(2.117)

(2.118)
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KO - g0 A M+ ﬁ C (2.119)
AFY = AF®D + M QY+ C RY (2.120)
QY = L ogo L ogo (2.121)

3 At 23
RY = % d? + <% - 1) At d¥ (2.122)
AdY) = ﬁ Ad?) — RO (2.123)
AdY) = 3 (it)g AdY — QW (2.124)

Pela Eq. (2.119), vé-se que a matriz de rigidez efetiva K depende da matriz de

rigidez K, o que enfatiza que este é um método de integragao implicita.

Ao se fixar 7 = 3 e fazer 3 = § ou 3 = ¢, as equagdes (2.118) a (2.122) resultam

no método da aceleracao média ou no método da aceleracao linear, respectivamente.
O método de Newmark-3 consiste em variar livremente v e # de modo a determi-
nar empiricamente com qual par (v, 3) obtém-se a melhor relacdo entre precisao e
estabilidade numérica. |Zienkiewicz e Taylor| (2000) demonstram que o método de
Newmark-3 corresponde a aplicar uma discretizacao pelo Método dos Elementos
Finitos da variavel t, utilizando elementos finitos de tempo de segunda ordem.
Para v # %, observa-se um amortecimento artificial, denominado amortecimento
numérico. Esse amortecimento diminui a precisao do resultado, e poder-se-ia supor
indesejado. Porém, uma certa quantidade de amortecimento numérico é desejavel
para reduzir o efeito espirio dos modos mais altos em sistemas nao amortecidos ou
com baixo amortecimento (Cook et al.l |1989). Para que o amortecimento numérico
1

seja positivo, deve-se escolher um valor de 7 tal que v > 5. |Cook et al.| (1989)
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também salientam que o método de Newmark-3 possui precisao de segunda ordem
para v = % e = é, e para qualquer outra escolha do par (v, ), o resultado tem
precisao inferior a de segunda ordem.

Os métodos de integracao direta podem apresentar problemas de estabilidade
numeérica a medida que o passo de tempo At é aumentado. Dependendo do par
(7, B) selecionado, o método de Newmark-3 pode ser incondicionalmente conver-
gente, condicionalmente convergente ou sempre divergente. [Zienkiewicz e Taylor

(2000) demonstram que as seguintes relagoes devem ser respeitadas para que o mé-

todo de Newmark-( seja incondicionalmente convergente:

1

1 2
pzy (5 +’y) (2.125)

v > (2.126)

Caso o par (7, 3) seja tal que ainda se tenha estabilidade condicional, existe um
passo de tempo At a partir do qual o método é convergente. Para isso, a seguinte

relacao deve ser respeitada:

At < In
T2 (y=2p0)

(2.127)

em que T, é o menor periodo de vibracao natural do modelo analitico.

1

Para o método da aceleragao média (y = 5 e § = i), tem-se que At < oo, ou

seja, ele é incondicionalmente convergente.

DO [—

Ja para o método da aceleragao linear (y = s e § = %), tem-se que At < 0.551 7,

ou seja, ele é condicionalmente convergente.

2.4.3 Meétodo Hilber-Hughes-Taylor

Hilber et al.| (1977) derivaram equagoes similares as derivadas para a obtencao
do método de Newmark-(3, porém com a aceleracao variando quadraticamente ou

cubicamente no passo de tempo At, ou seja, a precisao maxima possivel é de quarta
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ordem. |Zienkiewicz e Taylor| (2000) demonstram que o método Hilber-a equivale a
se adotar um elemento finito de tempo de quarta ordem. Este método também é
conhecido como Método HHT ou Método .

As expressoes para o método Hilber-Hughes-Taylor sao:

K9 AdY = AFY (2.128)
em que:
K=K 1aK (2.129)
€
AFY = AFY + o K AdY (2.130)

A variavel « é o grau de liberdade introduzido para expandir a interpolacao da
variavel de tempo até a quarta ordem. Logo, a melhor precisao possivel para esse
método é a de quarta ordem. O método HHT consiste em deixar a triade («a, 3, 7)
variar livremente de modo semelhante ao feito para o método Newmark-3. Para
a =0, o método HHT se resume ao método Newmark-£3.

Weaver Jr. e Johnston (1987) realizaram uma andlise comparativa entre alguns
métodos de integracao direta e concluiram que, de maneira geral, o método Hilber-
Hughes-Taylor leva a melhores resultados. Além disso, eles apontam o = —0, 1,

£ =0,3025 e v=0,6 como uma selecao 6tima para um caso geral.

2.4.4 Método Wilson-6

Wilson et al.| (1973) estenderam o método da aceleragao linear (Newmark-3 com
v = % e = %) de maneira a torna-lo incondicionalmente convergente. A hipétese
basica do método Wilson-6 é que a aceleragao d varia linearmente em um periodo
estendido de tempo Aty = 0 At. Durante esse passo de tempo a aceleracao incre-
mental é Ady = 0 Ad.

O parametro 6 deve ser sempre maior que 1, sendo que para 6§ > 1,37 o método

¢ incondicionalmente convergente. O valor 6timo de 6 é de 1,420815, podendo ser
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arredondado para 1,42 (Weaver Jr. e Johnston, |1987; Chopra, [1995). Para § =1, o
método se resume ao método da aceleracao linear.

Este método tende a introduzir um amortecimento numérico nos modos mais
altos do sistema. Em problemas em que este modos sao importantes, os erros in-
troduzidos s@o grandes. Além disso, as equacoes de equilibrio dindmico nao sao
satisfeitas. Devido a estas deficiéncias, [Wilson| (2006) nao recomenda seu uso.

O conjunto de equacoes que representam esse método é o seguinte:

d+) = do 4 % (a’i@ + a'i““)) (2.131)

d) = d 4+ dD At + % (261'(” + c'z'““)) (2.132)

K\ Ady) = AF[) (2.133)

K" = KO 4 5 M + 3 ¢ (2.134)
) 0 At

AF" =6 AF 4 (i M +3 C’) d® + (3 Moy LA C) d”  (2.135)

0 At 2
Ad) =L Ago 2.1
=5 Ad, (2.136)
. .. At .
AdY = At dY + > AdY (2.137)

, . At)? ... At)?



Capitulo 3

METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS PARA ANALISE
GEOMETRICAMENTE
NAO-LINEAR

No Método dos Elementos Finitos, ao se assumir que os deslocamentos sao pe-
quenos e que as condigoes de contorno nao variam ao longo do tempo, assim como

as cargas aplicadas, o sistema de equacoes de equilibrio é da forma:
Kd=F (3.1)

em que K ¢é a rigidez do sistema, d é o vetor de deslocamentos nodais e F' é o vetor
de forcas totais nos noés.

Observa-se que esse sistema é linear, ou seja, d é uma funcao linear de F'. Se
o vetor de cargas nodais totais fosse aF', o vetor de deslocamentos seria ad. Nos
sistemas nao-lineares, isto nao ocorre.

A nao-linearidade geométrica caracteriza-se por assumir que os deslocamentos e
as deformagoes sao de grande monta, o que contraria as hipéteses assumidas anteri-
ormente para a analise linear.

Para o caso de cargas que variam ao longo do tempo, a resposta do sistema é
calculada através de uma andlise incremental iterativa, que se reduz a analise de
um passo para um caso estatico. Entretanto, por razoes computacionais, mesmo

um caso estatico requer uma solugdo com varios passos. Bathe (1982) recomenda o

30
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uso do método iterativo de Newton-Raphson modificado para a solucao do sistema
de equacoes nao-lineares. Porém, o método iterativo de Newton-Raphson padrdo é
mais estavel, apesar de demandar um esforco computacional maior.

Como nao poderia deixar de ser, a analise geometricamente nao-linear tem como
fundamento os principios basicos da mecanica. As formulacées Fuleriana e La-
grangeana sao propostas para a descricao do movimento de sélidos. Na formulacao
Euleriana as coordenadas espaciais, associadas ao corpo deformado, sao utilizadas
como referéncia, enquanto na formulacao Lagrangeana empregam-se as coordenadas
materiais, associadas com o corpo antes de ser deformado.

A formulacao Lagrangeana ¢ particularmente adequada para a anélise nao-linear
incremental iterativa de sélidos, em que o interesse é a trajetoria de deformacoes
de cada ponto do sélido durante o processo de carregamento. Em contraponto,
a formulacao Euleriana tem sido amplamente adotada na analise de problemas de
mecanica dos fluidos, em que a atencao é focada no movimento de material através
de volumes de controle especificos (Bathe] 1982 [Yang e Kuo|, [1994]).

A formulacao das teorias incrementais para a andlise nao-linear comega com a
divisao da trajetéria de carregamento de um sélido em um certo nimero de confi-
guragoes de equilibrio. Como mostrado na figura [3.1] trés configuragdes do sélido
podem ser definidas em termos de um sistema de coordenadas cartesianas estacio-
nédrias: a configuracao inicias indeformada (Cp), a tltima configuracao deformada
conhecida (C}) e a configuracdo deformada atual (Cy). Assume-se que todas as
variaveis de estado, tais como tensoes, deformagoes e deslocamentos, assim como a
trajetéria de carregamento, sao conhecidas até a configuragao (C).

O problema resume-se em formular um teoria incremental para determinar todas
essas variaveis na configuracao deformada atual C5, assumindo que as forcas externas
atuantes no sélido em C; foram acrescidas de uma pequena quantidade. O passo
que caracteriza o aumento de deformacao do sélido de C a Cy é denominado passo

incremental. Enquanto as deformagoes neste passo sao tidas como pequenas, as
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deformagoes do sélido acumuladas de Cy a C7 ou Cy podem ser grandes.

]

0
ds
0 1 2
Xza XZJ Xz @

0 1 2
Xl’ X19 Xl
0 1 2
X33 X3) XS

Figura 3.1: Deslocamento do sélido em um espaco tridimensional.

A notagao tensorial usada por Bathe| (1982)), com as modificagbes propostas por
Yang ¢ Kuo| (1994)) serda adotada ao longo do texto e explicada a seguir. Também
sera adotada a notacao indicial de Einstein para os termos tensoriais, com o uso do
indice mudo. Ou seja, quando o mesmo indice aparecer duas vezes em um termo
matematico, devera ser atribuido a ele todos os valores possiveis e os resultados
somados entre si.

A descricao do movimento do sdlido é baseada nas trés configuragoes anteri-
ormente apresentadas, Cy, C7 e (5. Em um simbolo, tanto o subscrito quanto o
sobrescrito esquerdo indicam essas configuracoes. O sobrescrito esquerdo indica em
qual configuracao a grandeza ocorre. Sua auséncia indica que a grandeza é um in-
cremento entre C e Cy. O subscrito esquerdo indica em relagao a qual configuragao
a grandeza é medida. Porém, se a grandeza em consideracao ocorre na mesma con-
figuracdo em que é medida, o subscrito esquerdo pode ser omitido. As tensoes de

Cauchy em Cy podem ser escritas como 27;; ou 27;;, por exemplo.
J 2]
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Quando um sdlido muda sua configuracao de Cy para Cs, através de C;, de-
vido a alguma agao fisica (Figura , admite-se que as mudancas sao continuas.
Denomina-se o volume do sélido nas trés configuracoes como °V, 'V e 2V, a drea de
sua superficie por YA, 1A, ?A e sua densidade por %p, 1p e ?p.

Denominam-se as coordenadas de um ponto material arbitrario P dentro do
sélido nas trés configuracoes por (“zy, %xy, %z3), (*zy, 'wo, '23) e (Pxy, %xo, 2x3),
em que o subscrito direito se refere ao eixos coordenados (Figura . A notacao
para os deslocamentos do ponto P pode ser definida de maneira similar. Utiliza-se
a notacao (‘ui, us, tus) e (Puy, 2uy, 2uz) para denominar os deslocamentos totais

do ponto P nas configuracoes C; e (s, respectivamente. Portanto, as coordenadas

do ponto P em C] e (5 sao escritas como:

Yoy =y + (i=1, 2, 3) (3.2)

22, = "y + 2wy (i=1, 2, 3) (3.3)

e o deslocamento incremental do ponto P, de C a (s, é dado por:

Definida a notacao para as coordenadas e deslocamentos, pode-se passar para
a definicao de algumas medidas de deformagoes e tensoes que serao utilizadas na

formulacao apresentada neste capitulo.

3.1 Medidas de Deformacoes e Tensoes

A principio, diversos tensores de deformagcoes e tensdes podem ser empregados
no estudo da nao-linearidade geométrica de sdlidos. Entretanto, se o objetivo é
estabelecer um procedimento efetivo para analise geral através de elementos finitos,
apenas algumas poucas medidas de deformagoes e tensoes precisam ser consideradas.
Neste trabalho serao consideradas apenas as deformacoes de Green-Lagrange e

as tensoes de Piola-Kirchhoff e de Cauchy.
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3.1.1 Tensor de Deformacoes de Green-Lagrange

Considera-se uma linha PQ de comprimento °ds na configuragio original Cj
que passou a ter comprimento 'ds na configuracao C; e 2ds na configuracao Cs
(Figura . Os tensores de deformacoes de Green-Lagrange 3e;; e je;; do sélido
nas configuragoes Cy e (', respectivamente, em relacao a configuracao Cy, podem

ser definidos por:

2 26 dr; d 7 = (2d3)2 - (Ods)2 (3.5)
2 beij d Oz d Ox; = (Mds)” — (Ods)? (3.6)
em que
(ds)’ = d *z; d *x; (3.7)
(Mds)’ =d 'z; d 'u; (3.8)
(°ds)® = d °; d Oz (3.9)
Como
0 %x;
2 _ ? 0
d €T; = 8Oxj d Z; (310)
0y
1 _ ? 0
d xT; = aoxj d X (311)
pode-se escrever que
2 2
(2d8)2 = 0 " 01 d’r; d x; (3.12)

0 Ol'i 0 OZL‘j

1 2_31$k61$k
(dS) N 80% 80xj

Substituindo (3.9), (3.12) e (3.13) em (3.5 e (3.6]), derivam-se as seguintes ex-

pressoes para o tensor de deformagoes de Green-Lagrange:

1/0 25(3 0 233'
2 k k
0% 2 (8 Ol’i 0 O.??j 513) (3 )

d Ol’i d OI'j (313)
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1 1
L %<a 2 O @ (3.15)

099 =5\ 90z, 0,

)

Utilizando (3.2) e (3.3]), pode-se expressar as deformagoes em termos das com-

em que 0;; ¢ o delta de Kronecker.

ponentes de deslocamentos:

1 /0% 03%u; 02u; 0%y
2 ? J
== 1
0% 2 <8 O.I'j + a Ol’i a Ol’i 8 OZL']‘) (3 6)
1 /0" 0w, 0'ur O 'ug
beij = = l J 3.17
0] 2 (8 OZL’J’ + 0 0.’1}1' 0 0.’13‘1' 0 OQZJ') ( )

Nota-se que a simetria do tensor de deformagoes permanece, j& que 3e;; = 3¢ e

11
0€ij = 0%ji
Utilizando notacao cartesiana padrao, substitui-se os deslocamentos em Co (2uy,

2y, 2y e 2

2uy, 2ug) por w e as coordenadas em Cy (%xy, %z, %x3) por %z, %y e
22. Substituicoes analogas sao feitas para C,. Entao, as componentes do tensor de

deformagoes de Green-Lagrange 2¢;; na configuragao Cy sao explicitamente expressas

por: ) )
0%u 1 0 2u\ 2 9 2v\ 2 9 2w\ >
2 — —
0z = 50y * 2 (8 0x> * (8 Ox) * (8 %) (3.18)
0 2u 1_ 0 2u\? 920\ 0 2w 2]
2 = — + — —_— —_— 3.19
LR _(9%) +(5°y> +(30y) | (319
o2 1]/02u\? 02\ > 8 2w\ ?]
2 4 v
0= = 90, * 2 (8 02) * (8 02) i (8 Oz) (3:20)
02w 0% 02 0%u 0% 0% 02w 0%w
2 _
206wg_80y+80x+80x 60y+80x80y+80x 0 %y (3:21)
2 2 2 2 2 2 2 2
Qgeyzzav 0w O0-“u 0*u O0“v d“v 0“w 0w (3.22)

80z+80y+80y 802+80y 802+80y 09z
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52, _82w+82u+82u82u+8211 82v+82w d 2w (3.23)
02290 90z 90z 90z 902 9%z 90z 9 Ox '

206y =206 206y =206. 206 =20¢6u (3.24)

As componentes do tensor je;; na configuragao C sao obtidas alterando o so-

brescrito esquerdo em cada simbolo das equacgoes (3.18) a (3.24) de 2 para 1.

3.1.2 Tensor de Deformacgoes Incrementais de Green

Em uma formulagdo incremental, a diferenca entre as deformagoes 2¢;; e je;j ¢

definida como o tensor de deformagoes incrementais de Green o€;j:
2 1
0€ij = 0€ij — 0€ij (3.25)

que é equivalente a

2 oei; d °x; d "x; = (3ds)” — (Mds)” (3.26)

Substituindo (3.16)) e (3.17) em (3.25)), pode-se escrever:

0€ij = 0€ij T 07ij (3.27)

em que as componentes lineares oe;; sao definidas por

1 0 u; Ou; 0 L O ug 0w, 0 ‘uy
= = 3.28
06] 2 <3Ox]~+80xi+a%i 80xj+80xi 80.Z'j ( )
e as componentes nao-lineares on;; por
10 0
U C Ok (3.29)

07y = 5 0 023,' 0 0.17]'
E importante observar que nas equacoes (3.28) ¢ (3.29) a grandeza 'u; representa

os deslocamentos totais do sélido de Cy a C; e a grandeza u; os deslocamentos

incrementais de C a Cs.
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Para o caso especial da andlise linear, nao ha deslocamento inicial *u;, ou seja,
as configuragoes C' e Cj sao idénticas e o tensor de deformacoes de Green-Lagrange
se anula (je;; = 0). Além disso, assume-se que os deslocamentos incrementais u; sao
tao pequenos que os quadrados e produtos de suas primeiras derivadas podem ser
desconsiderados. Para esses casos, a distincao entre as configuragoes C e Cs deixa
de existir, pois nao ha diferenca em se calcular as derivadas na posicao antes ou
depois da deformacao.

Ao se desconsiderar as componentes nao-lineares e os efeitos dos deslocamentos
iniciais, o tensor de deformacoes incrementais de Green ¢¢;; se reduz ao tensor de

deformacoes incrementais oe;;:

1 0 U; 0 Uj

em que todos os sobrescritos a esquerda para os deslocamentos e coordenadas foram

retirados. Em notagao cartesiana padrao, tem-se:

e = o (3:31)
0€yy g—z (3.32)
oers = 22 (3.33)
2 ey = Z—Z + % =2 0€ys (3.34)
2 ey, = % + g—z =2 4., (3.35)
A g—;u + % =2 0€ps (3.36)
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Na engenharia, o dobro das componentes (e;;, para ¢ # j, sao denominadas
deformagoes angulares vy;; e representam o angulo formado pelos lados paralelos aos
eixos r; e ;.

Entretanto, o conceito de tensor de deformacoes infinitesimais nao ¢é restrito ao
caso linear como descrito anteriormente. Considera-se agora o caso geral de um
solido se movendo de Cyy a ('} por alguns passos incrementais e entao de C a Cy por
um tnico passo incremental. Apesar de os deslocamentos acumulados 'u; do sélido
de Cy a 'y poderem ser arbitrariamente grandes, os deslocamentos incrementais u;
no passo incremental de C a Cy sao pequenos por definicao. Neste caso, quando se
faz referéncia as deformagoes na configuracao Cs, define-se o tensor de deformagoes
de Euler s¢;; (também denominado tensor de deformagoes de Almansi) para o sélido

em Cy, em relagdo aos eixos na mesma configuracao Cy como:
2 2645 d 2[L‘i d 2[L’j = (2d8)2 - (1d8)2 (337)

Substituindo (3.7)) e (3.8) em (3.37)) e sabendo que

0w
1, i 32
40 = gy d ey (3.38)
obtém-se
1 0lxy 0 lxy
P I 3.39
264y 2 < J 0 2512'1' 0 2£Cj) ( )
Das equagoes (3.2) a (3.4)), tem-se:
que pode ser substituido em (3.39) para se obter
10w Ou; Oup Ouy
= = — 3.41
2645 2 (8 2.§L’j 8 2‘%'2‘ 8 Q.Ti 8 ij ( )

Neste caso, a parte linear do tensor de deformacoes de Euler 9¢;; ¢ o tensor de

deformagoes infinitesimais se;;:

1 0 U; 0 Uj
2645 = 5 ((9 2xj + P 2513'2’) (3.42)

idéntico ao tensor de deformagdes infinitesimais (¢;; definido em ([3.30)), & excecao de

que a configuragao de referéncia é a Cs.
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3.1.3 Tensor de Deformacoes Incrementais de Green Atua-

lizado

O tensor de deformagoes de Green-Lagrange descrito anteriormente para o solido
em C5 tem como referéncia a configuracao original Cy, o que é 1til para a formulacao
Lagrangeana total, que sera apresentada na secao Para a formulacao Lagrange-
ana atualizada, o tensor de deformagoes do sélido em C5 deve ter como referéncia a
configuragao C;. Este tensor, representado por 1€;; ou i¢;;, é denominado tensor de

deformacgoes incrementais de Green atualizado e é definido por:
2645 d 1132' d le == <2d8)2 - (1d8)2 (343)

Seguindo procedimento anédlogo ao adotado de (3.37) a (3.41]), deriva-se as de-

formagoes incrementais 1¢€;;:

(3.44)

1655 =

1 0 u; 0 uj 0wy O uy
2\ 0 137]' 0 1in 0 11'1' 0 1.1'j

As deformagoes incrementais 1€;; podem ser decompostas em duas parcelas:
1655 = 1€45 + 1735 (3.45)

em que as componentes lineares je;; sao definidas por

1 0 U; 0 Uj
16ij = 9 (0 Lz + ) 15Uz') (3.46)

e as componentes nao-lineares 17;; por

auk 8uk

ll’i (9 1.1‘]'

(3.47)

N | —
Q

175 =

3.1.4 Segundo Tensor de Tensoes de Piola-Kirchhoff

O segqundo tensor de tensées de Piola-Kirchhoff é o conjugado energético do

tensor de deformacgoes de Green-Lagrange. Para defini-lo, considera-se um ponto P
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cercado por um paralelepipedo infinitesimal retangular na configuracao inicial Cjy

com as seis superficies seguintes (Figura [3.2)):

Oz; = constante,  ’z; +d "x; = constante (i =1, 2, 3) (3.48)

Quando o sélido que contém o ponto P se move de Cy a C; e entao para Cs,
observa-se que esse paralelepipedo infinitesimal retangular transforma-se em um
paralelepipedo infinitesimal deformado (ndo mais retangular) nas configuragoes C e
C, (Figura[B.2)). As tensoes de Piola-Kirchhoff sdo definidas como as forcas internas
por unidade de area atuantes na direcao normal e nas duas direcoes tangenciais de
cada superficie lateral do paralelepipedo nas configuracoes deformadas (Washizu,
1982). Apenas as tensoes atuantes em um lado do paralelepipedo sdo mostradas na

figura (3.2,

...... F--a

0 1 2
X37 X35X3 =

0 1 2
Xza Xza Xz
0 1 2
XI7 Xl) Xl

Figura 3.2: Definicao do segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff.

O segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff nas configuragoes Cy e C sao
representados por §5;; e $5;, respectivamente.

Em uma anélise incremental, este tensor, na configuragao Cs, pode ser decom-
posto em

0Si; = 0Si; + 05 (3.49)

em que (S;; ¢ denominado o tensor de tensoes incrementais de Piola-Kirchholff.
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3.1.5 Tensor de Tensoes de Cauchy

O tensor de tensoes de Cauchy é caracterizado pelo fato de ser sempre expresso
em relagao a configuracao em que a tensao ocorre. Ele também é conhecido como
tensor de tensoes de Fuler. O significado fisico das tensdes de Cauchy é facilmente
visto na figura Considera-se novamente o movimento de um ponto genérico P
cercado por um paralelepipedo infinitesimal retangular em C'; com as seis superficies

seguintes:

'7; = constante, 'x; +d 'z; = constante (i =1, 2, 3) (3.50)

e em (Cy por outro paralelepipedo infinitesimal retangular com as seis superficies

seguintes:
7; = constante, “z; +d *r; = constante (i =1, 2, 3) (3.51)
C, T
A
[}
]
1
[}
]
[} 2
] 1 C ‘l:l3
' > T 2 A
______ L4 :
So ]
0 1 2 Sso 1
X3, X3, X3 \ '
1
P Ti H ,
' > Tp,
------ ---*\
0 1 2
X2, X3, X P T,
0 1 2
Xla X17 Xl

Figura 3.3: Defini¢ao do tensor de tensdes de Cauchy.

As tensoes de Cauchy '7;; e ?7;; sdo definidas como as forgas internas por unidade
de area atuantes na direcao normal e nas duas direcoes tangenciais de cada superficie
lateral do paralelepipedo nas configuragoes C e Cy, respectivamente.

O tensor de tensoes de Cauchy é um conceito fisico natural, mas é inconveniente

para a analise nao-linear, em que é necessario relacionar tensoes a deformagoes. Se as
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deformacgoes sao referidas a configuracao inicial de um meio continuo, deve-se definir
as tensoes em relagao a essa mesma configuragao. Yang e Kuo| (1994) apresenta uma

relagao entre o tensor de tensoes de Cauchy ?7;; e o segundo tensor de tensoes de
Piola-Kirchhoff 35;;:

25“_0;) 0%, 0%,

0 U_% an‘p 02113(1 Tpq

(3.52)

2 2 2
2 _ P01 077,
%) ()p 801‘13 80xq 0~pq

(3.53)

em que %p e 2p representam a densidade do material nas configuracoes Cy e Cs,

respectivamente.

3.1.6 Tensor de Tensoes de Kirchhoff Atualizado

Um terceiro tipo de tensor de tensoes é o tensor de tensoes de Kirchhoff atuali-
zado. Considera-se o paralelepipedo infinitesimal retangular que contém o ponto P
em (' definido pelas seis superficies dadas pela equagao , conforme apresen-
tado na figura [3.4 As tensdes de Cauchy atuantes neste paralelepipedo retangular
sao representadas por '7;;. Conforme o sélido que contém o ponto P se move de C}
para (s, este paralelepipedo retangular se transforma em um paralelepipedo infini-
tesimal nao mais retangular. Neste caso, as coordenadas 'z; do corpo em C) sao
utilizadas como o sistema de coordenadas materiais para o sélido na configuragao
(5. As tensoes de Kirchhoff atualizadas %Sij sao definidas como as forcas internas
por unidade de area atuantes na direcao normal e nas duas diregoes tangenciais de
cada superficie lateral do paralelepipedo em Cy (Washizu, 1982). Em uma anélise

incremental, as tensoes de Kirchhoff atualizadas 1S;; podem ser decompostas como:
%Sij = 1T¢j + 1555 (3.54)

em que '7;; sao as tensoes de Kirchhoff atuando em e referidas a configuragao Cf,

ou seja, 17'@- = %Sij. O tensor 15;; é denominado tensor de tensoes incrementais de

Kirchhoff.
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1
C1 Tl3
A
]
' C 2
: 2 1813
]
]
]
' > T
______ L -<
0 1 2 Saal ‘ 5
X3, X3, X3 \A « 1812
1
P Tn
2
P 1S|l
0y 1 2
XZ) Xza X2

0 1 2
Xla Xl: Xl

Figura 3.4: Defini¢ao do tensor de tensdes de Kirchhoff atualizado.
3.2 Formulacoes Lagrangeanas Total e Atualizada

Considerando grandes deformagoes, nao é possivel resolver o sistema de equacoes
de equilibrio e de compatibilidade de um corpo na configuracao Cy diretamente.
Calcula-se entao uma solugao aproximada utilizando para isso resultados previa-
mente calculados para outra configuracao de equilibrio e linearizando a equacao re-
sultante. Essa solucao é refinada através de iteracoes. As formulacoes Lagrangeanas
total e atualizada sao duas formas de se obter essa solucao.

Na formulacao Lagrangeana total todas as variaveis estaticas e cinematicas sao
referidas a configuracao inicial do corpo Cy. A formulacao Lagrangeana atualizada
¢ baseada nos mesmos procedimentos da anterior, mas as variaveis sao referidas
a configuracao C. Ambas formulagoes incluem os efeitos cineméaticos nao-lineares
devidos aos grandes deslocamentos e grandes deformacoes. Entretanto, as relacoes
constitutivas assumidas é que dirao se o comportamento devido as grandes defor-
magcoes estd bem modelado. A escolha entre uma ou outra formulagao deve ser feita
observando-se qual delas apresenta melhor eficiéncia computacional para o modelo
a ser analisado.

Sendo S;; e g;; as componentes do segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff e

do tensor de deformagoes de Green-Lagrange, respectivamente, |Bathe (1982)) mostra
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que o principio do trabalho virtual escrito segundo essas grandezas é dado por
/ (2)5’” ) (2)62']‘ OdV = 2% (355)
oy
para a formulagao Lagrangeana total e por
[ %S’LJ ) %&‘j 1dV = 2§R (356)
v

para a formulagao Lagrangeana atualizada.

Nas equacoes (3.55)) e ([3.56) 2R é o trabalho virtual externo, que é dado por:

2R = / 2B Su; 2dV + / 2f5 Gu; 2dS (3.57)
2y 2s

em que f2 e f© sdo as componentes dos vetores de forcas de corpo e de superficie
aplicadas, respectivamente, e du; é a i-ésima componente do vetor dos deslocamentos
virtuais.

Conforme dito anteriormente, solugoes aproximadas para e podem
ser obtidas através de linearizacao. As tabelas e resumem as relacoes
usadas para se obter as equacoes de movimento para as formulagdes Lagrangeanas
total e atualizada, respectivamente.

Nestas tabelas, tem-se que €;; e 7;; sao as componentes cartesianas do tensor de
deformagoes utilizado e do tensor de tensoes de Cauchy, respectivamente.

As equacoes de equilibrio para as formulagoes Lagrangeanas total e atualizada

sao, respectivamente:

/ OCz'jrs 0€rs (5 Oeij OdV +/ (1)5” (5 07]1']' OdV = 2§R —/ [1)313 5 Oeij OdV (358)
0y oy oy

/ 101']‘7«5 1€Ers 5 leij 1dV—|—/ 17'1']' 5 1771']' 1dV = 2?)% —/ lTi]' 5 1€ij 1dV (359)
1y 1y v

sendo (Cjjrs € 1C;jrs tensores incrementais das propriedades do material na configu-
ragao C referidas as configuragoes Cj e Cy, respectivamente; §5;; e '7;; sao valores
conhecidos das tensoes de Piola-Kirchhoff e de Cauchy na configuracao Ci; e ¢e;j,
0Mij € 1€ij, 17s; sao as deformacoes incrementais lineares e nao-lineares referidas as

configuracoes Cy e (', respectivamente.
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Tabela 3.1: Formulagao Lagrangeana Total (Bathe, 1982).

1.

2.

Equacao de Movimento

/ (2)‘51] ) g&‘j OdV = 2%
oy

Decomposicoes Incrementais

(a) Tensoes
651 = 05ij + 05y

(b) Deformagoes

2 1
0€ij = ofij T 0Eij
0€ij = 0€ij T 0Mij

0€ij = (odij + odj; + (1)dk,i odk.j + odk.i (l)dk,j)

odk,i odk,;

2
1
oNi; = 5

Equacao de Movimento com Decomposicoes Incrementais

Observando que § 3e;; = 0 o£45, a equagao de movimento é:

/ ()Sz‘j (S Ogij 0dV+/ (I)SZ] ) 07ij OdV = 2%—/ (I)SZ] 0 0€ij5 OdV
oy oy oy

Linearizacao da Equacao de Movimento

Usando as aproxima(;()es OSij = OC'WS 0€rs e ) 0€i;j = ) 0€ij5
obtém-se a seguinte equacao de movimento aproximada:

/ OCijrs 0€rs (5 Oeij OdV+/ (I)SZ] 5 Onij OdV == 2%—/ (I)SZ] 5 oeij OdV
oy oy oy




Tabela 3.2: Formulagao Lagrangeana Atualizada (Bathe, [1982).

Equacao de Movimento

/ %S” ) %Ei]’ 1dV = 2§R
%

Decomposigoes Incrementais
(a) Tensoes

2 1 lg, — 1
15i5 = "Tij + 1.5 Nota-se que 15;; = "7

(b) Deformagoes

2 —
18ij = 1845
1€ij = 1645 + 17ij

1€i5 =

Equacao de Movimento com Decomposi¢oes Incrementais

/ 1193 0184 1dV+/ '7ij O1myg ldVZQ%—/ 'mij Oreyy NV
1y 1y 1y

Linearizacao da FEquacao de Movimento

Usando as aproximacoes 15;; = 1Cijrs 16rs € 0 165 = 0 1€;5
obtém-se a seguinte equacao de movimento aproximada:

/ lOist 1Ers ) 1645 1dV+/ 17_1']' ) 1Mij 1dV = 23%—/ 1Tij ) 165 1dV
1y ly v
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Comparando-se as duas formulagoes, observa-se que elas sao andlogas e que a
unica diferenga tedrica entre elas é a escolha de diferentes configuracoes de referén-
cia para as variaveis estaticas e cinematicas. Utilizando-se tensores constitutivos
adequados, serao obtidos resultados idénticos com as duas formulagoes.

Também deve-se observar que as decomposicoes incrementais das tensoes e de-
formagoes sé sao possiveis porque em cada uma das formulagoes todas as tensoes e
deformagoes sao referidas a mesma configuracao.

A escolha entre a formulacao Lagrangeana total e a atualizada depende, na
pratica, da sua eficiéncia computacional relativa, o que por sua vez depende do
elemento finito e da relagao constitutiva utilizada. Porém, em geral, observa-se que
as deformacoes incrementais lineares ge;; na formulacao Lagrangeana total contém
um efeito devido ao deslocamento inicial que leva a uma matriz de transformacao
deformagoes-deslocamentos mais complexa do que na formulagao atualizada.

Através das equacgoes e pode-se calcular o incremento dos desloca-
mentos, que é entao usado para se estimar uma aproximacao para os deslocamentos,
deformagoes e tensoes na configuracao Cy. Os deslocamentos aproximados em Cs
sao obtidos pela soma dos incrementos aos deslocamentos em C. As deformagoes
aproximadas podem ser calculadas através das relacoes apresentadas nas tabelas|3.1
e[3.2l J4 as tensoes aproximadas dependem da relagao constitutiva utilizada.

Tendo estas grandezas estimadas, calcula-se a diferenga entre os valores dos tra-
balhos virtuais externo e interno, ou seja, o erro da aproximacao devido a lineari-
zagao. Repete-se entao o processo de obtencao destas aproximacoes até que o erro
obtido seja menor que um valor pré-estabelecido. As equagoes correspondentes a
iteragao k (k =1, 2, 3, ...) para as formulagoes Lagrangeanas Total e Atualizada,

sao, respectivamente:
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k
[V Ongrs A 06 (5()6” OdV + /V (1)5” oA 0772%) Odv =

2§R / 2Sk 1) 2 (k 1) Odv

”LJ

(3.60)
/ 1CZ]T5 A 1€,s (k) ) 165 1dV+/ lTij OA 1T]Z(Jk) ldv =
1y %
=R - 270§ el Y 2av
21/ (k—1)
(3.61)
Os deslocamentos sao atualizados da seguinte forma:
24 =24"7Y 4 Ad; 240 =1q (3.62)

As equacoes a correspondem ao método iterativo de Newton-Raphson
modificado. A iteracao é feita sem se atualizar as componentes dos tensores cons-
titutivos e de tensao do lado esquerdo das equagoes, o que corresponde ao uso de
uma matriz de rigidez tangente constante durante toda a iteragao.

Na formulacao apresentada, assumiu-se que o trabalho virtual externo, R, é
calculado pela relagao expressa em (3.57)). Isto faz com que sejam contemplados
apenas alguns tipo de carregamento, como cargas concentradas cuja dire¢ao nao se
altera em funcao das deformacodes. Utilizando-se elementos finitos isoparamétricos,
uma outra importante forma de carregamento pode ser modelada de maneira anéloga
a apresentada em : o carregamento devido as forgas inerciais, de extrema

importancia na analise dinamica. Neste caso, tem-se:

/ 2)2d; 6d; 2dV = / 0 2d; 6d; °dV (3.63)
2V OV

podendo a matriz de massa ser avaliada usando-se a configuragao inicial do corpo.
Ou seja, na andlise dinamica, as matrizes de massa de elementos isoparamétricos

podem ser calculadas anteriormente a solucao iterativa.
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Considerando-se um amortecimento viscoso linear e supondo possivel associar
alguma propriedade de amortecimento intrinseco ao material, a forca de amorteci-
mento é obtida pela relacao:

fo=na'd; (3.64)

sendo a uma constante.

De maneira analoga as forgas inerciais, tem-se para as forgas de amortecimento:
/ 20 2d; 0d; 2dV = / 04 2d; 6d; °dV (3.65)
2y oy

Assim como a matriz de massa, a matriz de amortecimento também pode ser
avaliada segundo a configuracao inicial do corpo e antes da primeira iteracao.

Ao se fazer uma analise dinamica em regime de grandes deslocamentos e defor-
macoes através de um método de integracao explicita, as equagoes governantes para

as formulagoes Lagrangeanas total e atualizada sao, respectivamente:
[ (I)SZ] 5(1)51']' OdV = 1§R (366)
v

/ lTij (5leij ldV = 1§R (367)
%

Nesta andlise, o trabalho virtual externo, R, deve incluir as forcas inerciais na

configuracao C}.

3.3 Discretizacao das Equacoes de Movimento

O principio basico da analise nao-linear utilizando a formulagao paramétrica do
Método dos Elementos Finitos é o mesmo da andlise linear. Deve-se obter as fungoes
de interpolagao (fungoes de forma) para o elemento finito desejado e, a partir delas,
calculam-se as matrizes necessarias para a analise.

E importante que se utilize as mesmas func¢oes de interpolagao para as coorde-

nadas e para os deslocamentos durante todo intervalo de tempo analisado. Como as
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novas coordenadas dos elementos sao obtidas pela adicao dos deslocamentos as coor-
denadas originais, o uso das mesmas fungoes de interpolacao garante a consisténcia
da solucao.

Escrevendo no formato tradicional da formulacao do Método dos Elementos Fi-
nitos as equagoes para o método iterativo de Newton-Raphson modificado deduzidas

na segao anterior, tem-se (Bathe, 1982):

Para formulagao Lagrangeana total:

Analise estatica:
(KL +oKn.) AdY) =R —FUY (3.68)
Analise dinamica, integracao temporal implicita:
M 2d9 +C2*dY + (K + {Ky) AdY) =?R - 2F0~Y (3.69)
Analise dinamica, integracao temporal explicita:
MY +C'dY ='R-F (3.70)

Para formulagao Lagrangeana atualizada:

Anélise estatica:
(1K +1Kyy) AdY) =2R—3FU~Y (3.71)
Anélise dinamica, integracao temporal implicita:
M 249 + €29 4 (K, + ' Ky) AdY =R -2F6D  (3.72)
Analise dinamica, integracao temporal explicita:

M'd9 +C'dY ='R-F (3.73)



Sendo:
M
C
K
(I]KLa %KL
(1)KNL7 }KNL
’R
'F, (1)F, %F
Ad)
ld

o1

Matriz de massa independente do tempo
Matriz de amortecimento independente do tempo

Matriz de rigidez incremental de deformacoes lineares, nao
inclui os efeitos de deslocamentos iniciais

Matrizes de rigidez incrementais de deformagoes lineares
Matrizes de rigidez incrementais de deformacgoes nao-lineares
Vetor de cargas nodais externas aplicadas na configuracao
Cs; também utilizado para a configuracao C na integragao
temporal explicita

Vetores de forcas nodais equivalentes as tensoes nos elemen-
tos na configuracao C'; também utilizados para a configura-
¢ao Cy na iteragao (j — 1)

Vetor de incrementos dos deslocamentos nodais na j-ésima
iteracao: 2dV) =2dU~Y + AdV)

Vetor de velocidades nodais na configuracao C7; também uti-
lizado para a configuracao Cs na iteragao (j — 1)

Vetor de aceleracoes nodais na configuracao C; também uti-

lizado para a configuracdo Cs na iteragao (j — 1)

Na formulacao acima, assumiu-se que o carregamento aplicado é independente

da deformacao, ou seja, o vetor de carregamentos pode ser calculado antes da anélise

incremental.

As matrizes apresentadas sao calculadas como na analise linear. A tabela (3.3)

apresenta um resumo das integrais consideradas e as matrizes correspondentes a

elas. Apresenta-se apenas o vetor de forcas nodais correspondentes as tensoes nos

elementos para a configuracao C', pois os vetores para a configuracao Cy e iteragao

1 sao calculados de maneira analoga.

No apéndice [B] sdo apresentadas as matrizes da tabela [3.3] para diversos tipos

de elementos finitos de barra. As matrizes para elementos finitos paramétricos sao

reproduzidas no apéndice [D}
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A seguinte notacao é utilizada na tabela [3.3}

Ns, N
of% of°

1 1
BL7 OBLJ IBL

1 1
oBnL, 1BnL

OEa lE
0,.,.7 17';
t 14
tg, 18

Matrizes de funcoes de forma de superficie e de volume

Vetores de forcas de forcas de superficie e de volume de-
finidos por unidade de area e por unidade de volume no

tempo 0

Matrizes de transformacao deformacoes-deslocamentos li-
neares; By, é igual a } By, quando os efeitos de deslocamen-
tos iniciais sao desprezados

Matrizes de transformacao deformacoes-deslocamentos
nao-lineares

Matriz da relagao tensao-deformagao do material (incre-
mental ou total)

Matrizes incrementais da relacao tensao-deformacao do
material

Matriz e vetor das tensoes de Cauchy

Matriz e vetor das tensoes do segundo tensor de Piola-
Kirchhoff

Para o calculo computacional destas matrizes, utiliza-se um algoritmo de inte-

gracao numeérica, como a Quadratura de Gauss. Os métodos de integracao numérica

adotados neste trabalho sdo apresentados no apéndice [E]



Capitulo 4

METODOS DE SOLUCAO DAS
EQUACOES DE EQUILIBRIO
NAO-LINEARES

Em uma analise estatica, ao se resolver o sistema de equacoes de equilibrio
nao-lineares, obtém-se uma configuracao de equilibrio ou um ponto de equilibrio.
Ou seja, encontram-se os deslocamentos correspondentes ao carregamento aplicado.
Entretanto, é usual o calculo da trajetoria de equilibrio da estrutura analisada. Esta
trajetoria é o conjunto de pontos de equilibrio, cada ponto correspondendo a um par
diferente de carregamento e deslocamento. Para isso, utilizam-se os denominados
métodos de controle, que serao explicados neste capitulo. Na andlise dinamica, a
obtencao de trajetérias de equilibrio perde o sentido, uma vez que a carga varia ao
longo do tempo. Neste caso, obtém-se a resposta da estrutura no intervalo temporal
desejado.

Neste capitulo, sao apresentados os métodos de solucao das equagoes de equi-
librio nao-lineares para os casos estatico e dinamico, assim como os métodos de
obtengao da trajetoria de equilibrio para o primeiro caso.

Para melhor visualizacao das féormulas, os subscritos e sobrescritos a esquerda
serao omitidos. Os sobrescritos a direita indicam o passo no qual a grandeza é
calculada, seja ele um passo de tempo (andlise dindmica) ou um incremento do fator

de carga (andlise estdtica). Analogamente, os subscritos a direita indicam a iteragao

o4
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na qual a grandeza ¢ calculada.

4.1 Analise Estatica

4.1.1 Obtencao de um ponto de equilibrio

Para obter uma configuracao de equilibrio, é necessario realizar um processo
incremental iterativo, sendo o mais comum o método de Newton-Raphson, esque-
matizado na figura [£.1 Este método consiste em resolver a equacao de equilibrio
incremental do sistema (Equacao (4.1))) até que o erro encontrado seja menor que

um valor pré-estabelecido.

Forca
Forga

Fal - | L
For————/— -

\
F. Kol

Trajetoria de

Trajetoria de Ko

Equilibrio Equilibrio

Foo—f K

Ko

|

|

|

| ||

| |

| | |

| ||

| ||

| | |

| | |

| |

| } |

| |

, Deslocamento d d: d Deslocamento
Ad: Ad: Ads Ad: Ad: Ads

v v
¥ /\V /\V /\V A A 7 A

(a) Padrao (b) Modificado

- - __ _

Figura 4.1: Método de Newton-Raphson.

Sendo K = K| + Ky a matriz de rigidez incremental, ou matriz de rigidez
tangente, tem- se:
K,  Adj=R—-F; (4.1)
Para a obtencao de um tinico ponto de equilibrio, parte-se das condigoes iniciais
F, 1=0eK; =K.
O método de Newton-Raphson padrao (Figura pressupoe que a matriz

de rigidez tangente é recalculada a cada iteracao. J4 no método de Newton-Raphson



26

modificado (Figura [4.1(b)]), esta matriz é calculada apenas no inicio de cada passo,
permanecendo constante durante todo ele.

Bathe| (1982) recomenda a utilizagdo do método iterativo de Newton-Raphson
modificado, pois ele demanda menor esforco computacional. Entretanto, por manter
a rigidez constante ao longo do passo, mais iteracoes sao necessarias para se obter o

equilibrio e as chances de divergéncia da solucao sao maiores.

4.1.2 Obtencao das trajetérias de equilibrio

Conforme Fuina| (2004), a representagao do comportamento estatico nao-linear
de estruturas no espaco parametro de carga-deslocamentos envolve fenomenos de
aumento de deslocamentos com aumentos de cargas ou mesmo decréscimo de des-

locamentos com aumentos de cargas, como mostram as trajetérias de equilibrio da

figura [£.2]

Fator de Carga

Deslocamento

Figura 4.2: Trajetérias de equilibrio tipicas em problemas nao-lineares (Fuinal, 2004]).

Na analise nao-linear de uma estrutura, deseja-se obter trajetérias de equilibrio
para determinados graus de liberdade da discretizacao, executando-se um processo
incremental-interativo nas variaveis do problema, que é necessario para resolver o
sistema de n+ 1 incégnitas (n deslocamentos incrementais e um incremento no fator

de carga) e n + 1 equagoes (n equagoes de equilibrio e uma equagao de restri¢ao).
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Assim, dado um campo de deslocamentos d e um fator de carga proporcional A,
equivalentes a um ponto da trajetéria de equilibrio (ponto A na ﬁgura, deseja-se
encontrar outro ponto de equilibrio (ponto B na figura de modo que a variacao
de determinadas grandezas do problema no passo incremental (do ponto A ao ponto
B) seja controlada.

Para a obtencao da trajetéria completa, deve-se variar o fator de carga de ma-
neira a obter diversos pontos de equilibrio. Cada incremento deste fator de carga
¢ um passo da solugao. Dentro de cada passo, efetuam-se diversas iteracoes até ser
obtido préximo o ponto de equilibrio.

Diferentemente do mostrado na figura[4.1] o processo iterativo nao mais se inicia
na origem, mas na configuragao de equilibrio obtida para o passo anterior.

Sendo (5)\? o incremento do fator de cargas na iteragao j do passo ¢ e P um

vetor de cargas de referéncia, tem-se que:

A\ p=RY_RU
J J

7—1

(4.2)
Define-se o vetor de forcas residuais da iteracao j — 1 do passo 1, Qg?l como:

Q¥ — RV _F®

J=1 7 %=1 Jj—1

(4.3)

Substituindo (4.2)) e (4.3)) em (4.1)), tem-se para a iteragao j do passo i a seguinte

equacao de equilibrio incremental:

K, 6d? =0\ P+ QY (4.4)
em que:
K J(Z_)l = Matriz de rigidez tangente na iteracao j — 1 do passo ¢, funcao do
campo de deslocamentos dg-izl
édg»i) = Vetor deslocamentos incrementais da iteracao 57 do passo ¢

O diagrama de atividades da figura 4.3 mostra os principais passos do algoritmo

genérico proposto por [Yang e Shieh| (1990)) para solugao de equagdes incrementais
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de equilibrio. O procedimento que se refere a obtengao do parametro de carga 5/\;“
depende do método de controle adotado.

Diferentes métodos incrementais tém sido empregados para analise nao-linear
de estruturas, destacando-se os métodos de controle de carga, de controle direto de
deslocamento (Batoz e Dhat),[1979)), de controle de comprimento de arco (Ricks|, 1972,
1979; Ramm) 1981} |Crisfield, 1981} [1983), de controle de deslocamento generalizado
(Yang e Shieh, |1990), de controle de trabalho (Yang e McGuire, |1985) e o de controle
de residuo ortogonal (Krenk e Hededal, 1993} |Krenkl [1995). A descri¢ao e analise
destes métodos nao fazem parte do escopo deste trabalho, podendo ser encontradas
na literatura citada.

A figura [4.4] apresenta graficamente alguns destes métodos.

O método de controle de cargas (Figura possui a carga externa incre-
mentada de um valor constante somente na primeira iteragao (j = 1) de cada passo.
Para as demais iteragoes, (j > 1), o incremento de carga é feito igual a zero, o que
torna o carregamento externo constante dentro do passo. Assim, a utilizacao deste
método falha na passagem por pontos limites.

Mesmo utilizando o método de controle direto de deslocamentos (Figura[4.4(b))
nao ¢ possivel a descricao de trajetorias de equilibrio pés-critico, em que ocorra
reducao de carga acompanhada de redugao de deslocamentos, uma vez que este
método supoe que as iteragoes sao processadas a um deslocamento constante, cujo
parametro de controle é uma componente de deslocamento previamente escolhida.

Para solucionar as dificuldades destes métodos, o uso de combinagoes de deslo-
camentos e fator de carga para controlar a trajetoria de iteracao tem sido adotado
nos métodos de controle de comprimento de arco (Figura [4.4(c))).

Nos métodos de comprimento de arco, o processo iterativo é controlado através
de uma combinacao geométrica entre as variaveis deslocamentos e fator de carga
proporcional. Dentre as combinagoes mais utilizadas destacam-se aquelas em que a

trajetoria de iteragao é ortogonal a tangente inicial (Ricks, 1972, 1979)) ou a tangente
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Montagem do vetor de cargas de referéncia: P

Y

> Loop sobre o n° de incrementos (i =i+1)

> Loop sobre o n° de iteragdes (j =j+1)
Matriz de rigidez: K jl)l
Deslocamentos incr}gmentais associados
a carga de referéncia, (0dj), ¢ a carga residual ((5d?)
N
Incremento do fator de cargas O\
(Dependente do Método de Controle) E @ T
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)
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g 4 A
5 . . 0]
X Vetor deslocamentos incrementais 0d
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Atualizagdo das varidveis: A; e d;
. J/
4
4 N\
Vetor de forgas internas: F;
| J
4
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Vetor de forgas residuais Q ;
\. J/
Nao
Converge?
Sim

Figura 4.3: Diagrama de atividades do algoritmo genérico para métodos de
controle (Fuinal 2004).
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(c¢) Controle de comprimento de arco (d) Controle de residuo ortogonal

Figura 4.4: Processos incrementais iterativos (Fuina, 2004)).

da iteracao anterior (Ramm) [1981) ou ainda em que trajetéria de iteragdo é um arco

de circunferéncia (Crisfield, 1981} [1983)).

4.2 Analise Dinamica

A obtencao da resposta dinamica nao-linear de um modelo de elementos finitos
é feita mesclando-se as técnicas de integracao temporal apresentadas no capitulo
e o método iterativo de Newton-Raphson.

Para considerar os efeitos dinamicos, |Bathe (1982)) propoe o uso do método
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Newmark-[3 para integracao implicita e o método da diferenca central para integra-

gao explicita. |Craig Jr.| (1987) recomenda o uso de métodos de integragao expli-

cita por serem mais simples computacionalmente. Apesar dos métodos explicitos

exigirem um menor esforco computacional, sera adotado neste trabalho o método

Newmark-£ com a variagao Hilber-o., recomendado por|Weaver Jr. e Johnston| (1987)

e apresentado na segao [2.4]

Para contemplar os efeitos nao-lineares, altera-se ligeiramente a formulagao apre-

sentada no capitulo [2, obtendo as seguintes férmulas:

KO AdD — AF®

(6) — (4)
K (1+a) K +5(At)2M+ﬂAtC

AFO = AFD + M Q® + C RY + o K® AV

d+D — d 4 AdO

dD — dO £ AGO

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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A resolugao do sistema expresso por (4.5)) é feita através do método de Newton-
Raphson padrao ou modificado, cuja formulagao é apresentada a seguir.

No inicio de cada passo determinam-se os valores iniciais:
AR, = AFY K\ = KO (4.15)

Procede-se entao a cada iteragao da seguinte forma:

K" 6d; = AR, (4.16)

Ad)) = AdY, + 4d, (4.17)

Af; =K\ éd;+ (K", — KY) éd, (4.18)
AR;. = AR; — Af; (4.19)

Para o método de Newton-Raphson padrao, a matriz de rigidez tangente deve
ser atualizada a cada iteracao.

No fim de cada iteragao, deve-se verificar a convergéncia da solucao. Para isso,
pode-se adotar varias abordagens. Uma delas é verificar se a razao entre as forgas
residuais, AR, e as forcas efetivas para o passo, Af‘(i), ¢ menor que um limite
de tolerancia pré-definido, da forma:

AR,
w < tolerancia (4.20)
I AF® |
Uma outra abordagem verifica se a razao entre a norma do vetor de desloca-

mentos incrementais da iteragao e a norma do vetor de deslocamentos incrementais

do passo é menor que um limite de tolerancia especificado, da forma:

m < tolerancia (421)
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Caso a solucao nao tenha convergido, passa-se para a proxima iteracao. Caso
contrario, o equilibrio no passo de tempo corrente foi encontrado. Calculam-se, en-
tao, as novas aceleracoes, velocidades e deslocamentos, conforme as equagoes ((4.10))
a ([4.14).

Apos calculados os deslocamentos, as velocidades e as aceleragoes, passa-se para
o préximo passo de tempo e repete-se o procedimento. O algoritmo correspondente
a esta formulagao é apresentado na figura [4.5]

E importante ressaltar que, como o carregamento varia ao longo do tempo,
podendo ter seu valor aumentado ou diminuido de um passo de tempo ao outro, o
incremento do deslocamento pode ser negativo. A cada passo de tempo encontra-
se um ponto de equilibrio sobre a trajetoria e o resultado encontrado é geralmente
apresentado em um grafico deslocamento versus tempo, denominado resposta do
sistema.

Trabalhos recentes, como os de Rao| (2002) e [Suk et al.| (2003)), apresentam mo-
dificagoes neste procedimento, de forma a reduzir o nimero de iteracoes e conseqiien-
temente reduzir o esfor¢co computacional. Tais modificagoes podem ser facilmente

inseridas no algoritmo apresentado apds sua implementacao.
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( Entrada das condig0es iniciais: d., do )

( Calculo da aceleracao inicial: d. )

( Calculo das matrizes constantes: M, C )

!

— 5 Loop sobre o intervalo de tempo (t =t + At)

l

( Calculo de AF" )

( Célculi de Ko )
( AR = AF” )

y

> Loop sobre o n° de iteragdes (j=j+ 1)
Atualizagdo de IN(?) ¥ J
[*}
2,
5| =
3| g ( Céleulo de oa, )
o 2
g g
o ;czD ( Calculo de Af; )
Z
( Céleulo de AR; ]
Nao
Converge?
Sim
( Célculo de d )
[ Célculo de d” ]
( Céleulo de d" )

* Para o método de Newton-Raphson padrao

Figura 4.5: Diagrama de atividades do algoritmo para analise dinamica geometricamente
nao-linear.



Capitulo 5

PROJETO ORIENTADO A
OBJETOS DO NUCLEO
NUMERICO DO SISTEMA
INSANE

O sistema INSANE é composto por trés grandes aplicagoes: pré-processador,
processador e pés-processador. O pré e o pos-processador sao aplicagoes graficas inte-
rativas que disponibilizam, respectivamente, ferramentas de pré e pds-processamento
de diferentes modelos discretos. O processador é a aplicacao que representa o niucleo
numérico do sistema e é o responsavel pela obtencao dos resultados de diferentes
modelos discretos de andlise estrutural.

Neste capitulo, é apresentado o projeto orientado a objetos do nicleo numé-
rico do sistema INSANE, tendo como principal enfoque as formulagoes propostas
neste trabalho. Sao identificadas as principais classes e instancias, bem como suas
respectivas responsabilidades, destacando-se os atributos e métodos de maior rele-
vancia. Para isso, sao utilizados diagramas de classes, que permitem conhecer a
hierarquia das mesmas e como elas se comunicam para desempenhar suas fungoes.
Estes diagramas seguem a proposta da Unified Modeling Language (UML), lingua-
gem padronizada para a modelagem de sistemas de software orientados a objetos
(Guedes, [2005)).

Para melhor visualizacao das contribuigoes deste trabalho ao nticleo numérico

65
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do INSANE, as classes modificadas durante o desenvolvimento sao representadas em
amarelo e as classes criadas em verde, conforme exemplificado na figura[5.1] Algumas
classes necessarias a analise dinamica foram adaptadas do trabalho desenvolvido por

Germanio| (2005) e sao representadas em azul.

Classe ndo modificada Classe modificada Nova classe Classe adaptada de
Germanio (2005)

Figura 5.1: Exemplo de representacao em UML.

5.1 Tecnologias Utilizadas

Cada uma das aplicagoes componentes do INSANE é implementada segundo o
paradigma de programacao orientada a objetos (POQ). Esta metodologia é baseada
em classes e objetos. Os dados e métodos sao encapsulados nos objetos, sendo eles
intimamente amarrados entre si. Os objetos apresentam a propriedade de ocultar
informacoes. Ou seja, apesar de eles se comunicarem uns com os outros através de
interfaces bem definidas, geralmente um objeto nao tem permissao para conhecer
como outros objetos sao implementados. Isto permite que os programas possam ser
divididos em médulos independentes, permitindo o trabalho em conjunto de diversas
pessoas em diferentes locais e épocas. Desta forma, a manutencao e expansao do
codigo ficam facilitadas.

A linguagem de programagao Java é uma linguagem orientada a objetos, apre-
sentando todas as vantagens deste tipo de programacao. Além disso, ela foi desenvol-
vida de forma a ser independente de plataforma. Essa caracteristica é denominada
portabilidade e é um dos principais atrativos desta linguagem. Um programa de-
senvolvido em Java pode ser compilado em um sistema operacional e executado em
outro, sem prejuizos. Devido a todas as vantagens citadas acima, escolheu-se utili-
zar a linguagem Java, que suporta o paradigma de programacao orientada a objetos,

para a implementacao do sistema.
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A persisténcia de dados entre os diversos segmentos da aplicacao é feita através
de arquivos XML, sigla esta que é uma abreviacao de eXtensible Markup Language,
ou seja, linguagem de marcacao estendida. A XML é uma técnica para criar dados
estruturados baseados em um arquivo texto. O que a difere de outras linguagens de
marcacao, como a HTML, é o fato de as regras de marcacao serem definidas pelo
programador, podendo ele fazeé-las do modo que melhor o atenda. A eXtensible Mar-
kup Language estd sendo adotada como padrao para troca de documentos através
da internet. Com a tecnologia dos Web Services, praticamente qualquer software
ou componente de software (orientado a objetos) pode ser utilizado remotamente,
sendo necessario somente que as partes se comuniquem em XML. Assim, a opg¢ao
de fazer a persisténcia dos dados em arquivos XML e a segmentagao obtida pela
utilizagao de POO permitem que o sistema ou partes deste seja utilizado através da

internet.

5.2 Visao Geral

O nucleo numérico do INSANE é o responsavel pela obtencao dos resultados
de diferentes modelos discretos de analise estrutural. Sua atual implementacao é
o resultado dos trabalhos de [Fonseca et al| (2004), [Fuina| (2004), Almeidal (2005)),
Fonseca| (2006)) e Saliba (2007). Ele é formado por interfaces e classes abstratas que
representam as diversas abstracoes de uma resolucao numérica de modelos discre-
tos, cada qual com sua hierarquia de classes responsavel por cumprir o seu devido
papel no processamento. Sua organizacao é centrada nas relacoes entre as interfaces
Assembler, Model e Persistence, além da classe abstrata Solution (Figura .

A interface Assembler é a responsavel por montar o sistema matricial de segunda

ordem com o qual é possivel representar diversos tipos de problemas discretos:
AX+BX+CX=R-F (5.1)

em que X € o vetor de variaveis de estado do problema; X e X sao os vetores com,
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<<interface>>
java.util.Observer

]
]
I
I
java.util.Observable <<interface>> java.util.Observable
Persistence
/\ /\
<<interface>> Solution

Model

<<interface>>
Assembler

Figura 5.2: Organizagdo do niicleo numérico do INSANE.

respectivamente, a primeira e a segunda variagao temporal da variavel de estado; A,
B e C sao as matrizes dos coeficientes, que podem ou nao depender da variavel de
estado e suas derivadas; e R e F' representam os termos independentes do sistema
de equacoes.

A classe abstrata Solution (Figura é quem desencadeia o processo de so-
lugao, possuindo os recursos necessarios para resolver este sistema matricial, seja o
sistema linear ou nao-linear.

Model possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece para
Assembler todas as informacoes necessarias para montar a equacao do modelo, que
sera resolvida por Solution.

Tanto Model como Solution se comunicam com a interface Persistence, que
trata os dados de entrada e, principalmente, persiste os dados de saida para as
demais aplicagoes sempre que observa alteragoes no estado do modelo discreto.

Este processo de observacao de alteracoes ocorre segundo o padrao de projeto
Observer-Observable, que é um mecanismo de propagacao de mudancas. Quando um

objeto dito observador (que implementa a interface java.util.0Observer) é criado,
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ele é inscrito na lista de observadores dos objetos ditos observados (que estendem
a interface java.util.Observable). Quando alguma mudanga ocorre no estado de
um objeto observado, é disparado entao o mecanismo de propagacao de mudancas,
que se encarrega de notificar os objetos observadores para se atualizarem. Isto ga-
rante a consisténcia e a comunicagao entre o componente observador (Persistence)

e os componentes observados (Solution e Model).

5.3 Interface Assembler

A interface Assembler (Figura possui os métodos necessarios para montar
as matrizes e vetores do modelo conforme a equagao . Ela é implementada pela
classe FemAssembler, que é apropriada aos diversos tipos de problemas que podem
ser modelados através do Método dos Elementos Finitos. A classe FemAssembler
tem como atributo um objeto do tipo Model, que é o modelo de elementos finitos
para o qual deve montar a equacao.

Para o Método dos Elementos Finitos aplicado a andlise estatica, a equagao

se resume a uma equacao de primeira ordem e pode ser representada em termos de
P _ P o p (52)
C,. Cp X, R, F,
R N, E
(4 — p + p (53)

A matriz C' é a matriz de rigidez do modelo, X o vetor de deslocamentos

sub-matrizes:

em que:

nodais, R é o vetor de cargas nodais e F' o vetor de forcas nodais equivalentes aos
esforgos internos. O vetor R é composto por duas parcelas: o vetor IN e o vetor
E que sao, respectivamente, o vetor de forcas aplicadas diretamente nos nés e o
vetor de forcas nodais equivalentes as cargas de corpo. Os indices u e p indicam,

respectivamente, se a sub-matriz é referente a valores desconhecidos ou prescritos.
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Esta mesma subdivisao aplica-se também as matrizes A e B, assim como aos vetores

X e X da equacao ((5.1]).

pkg br.ufmg.dees.insane.assembler )

<<interface>>
Assembler

+ getA()
+ getApu()
+ getAup()
+getApp()
+ getAuu()
+ getB()
+ getBpu()
+ getBup()
+getBpp()
+ getBuu()
+ getC()
+ getCpu()
+ getCup()
+ getCpp()
+ getCuu()
+ getX()
+ setXu(xu : IVector)
+ getXu()
+ setXp()
+getXp()
+ getDerivedX()
+ setDerivedXu(xu : IVector)
+ getDerivedXu()
+ setDerivedXp()
+ getDerivedXp()
+ getSecondDerivedX()
+ setSecondDerivedXu(xu : IVector)
+ getSecondDerivedXu()
+ setSecondDerivedXp()
+ getSecondDerivedXp()
+ getN()
+ getNp()
+ setNu(ru : IVector)
+ getNu()
+ getE()
+ getEp()
+ getEu()
+ getFp()
+ getincrementalC()
+ getincrementalCpu()
+ getincrementalCup()
+ getincrementalCpp()
+ getincrementalCuu()
+ numberEquations()
+ init()
+ initLoading()
+ addLoading(lc : LoadCombination)
+ setLoading(Icase : LoadCase)
+ setProportionalLoad()
+ setConstantLoad()
+ addLoading(lc : LoadCombination, time : double)
+ setLoading(lcase : LoadCase, time : double)
+ setProportionalLoad(time : double)
+ setConstantLoad(time : double)
+ update()
AN

- femModel
E <<interface>>
Model

0.1

Figura 5.3: Diagrama de classe para Assembler.

Na figura [5.3| estao exemplificados alguns métodos da interface Assembler que,
quando invocados, sao capazes de fornecer qualquer uma das partes deste sistema
matricial. E importante ainda citar o método numberEquations(), que numera as
equacoes do modelo, organizando-as segundo o critério de valores desconhecidos ou
prescritos. Desta forma, Assembler ¢é capaz de montar, por exemplo, a matriz de

rigidez reduzida do modelo (C,,,) para obter os deslocamentos nodais desconhecidos
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(X,). Os métodos init() e update() sao utilizados durante a anélise nao-linear como
formas de acionar o mecanismo de propagacao de mudancas observador-observado

e permitir a correta persisténcia dos dados.

5.4 Classe Abstrata Solution

Uma vez montada a equagao do problema, fica a cargo da classe abstrata So-
lution (Figura [5.4)) resolvé-la. Esta classe estende a classe Observable, uma vez
que é observada pela persisténcia. Seu principal método é denominado execute() e

¢ ele quem desencadeia todo o processo de solugao.

pkg br.ufmg.dees‘insane.solution)

java.util.Observable

/\

SteadyState EquilibriumPath
<<interface>>
ModalSolution - — - .
7~ DynamicEquilibriumPath StaticEquilibriumPath

JAN

DirectIntegration

| ModalVibration | ModeSuperposition
N\

| DisplacementSuperposition | | AccelerationSuperposition | | NewmarkBeta | | CentralDifference | | WilsonTheta |

NonLinearNewmarkBeta

Av4

<<interface>>
DynamicNonLinearSolution

Figura 5.4: Diagrama de classe para Solution.

A classe SteadyState é a mais simples das subclasses de Solution, pois re-
presenta a solugao de um problema linear estatico. J& a classe ModalVibration
soluciona apenas o problema de autovalor de um modelo, obtendo suas freqiién-
cias naturais de vibragao e seus respectivos modos. Estas duas classes possuem um

objeto do tipo Assembler, que fornece as informagoes acerca do modelo.
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A classe abstrata EquilibriumPath generaliza uma solugao cujo objetivo é de-
terminar uma trajetoria de equilibrio. Para o caso de uma anélise nao-linear estatica,
esta trajetéria é geralmente representada em um gréafico fator de carga x desloca-
mento. Em uma anélise dinamica, seja ela linear ou nao, esta trajetoria é obtida em
funcao do tempo (grafico deslocamento x tempo).

A solugao nao-linear estatica é representada pela classe StaticEquilibrium-
Path. Esta classe possui um objeto do tipo Step, que possui os métodos para
resolucao do processo incremental iterativo, e uma lista de IterativeStrategy, in-
formada pelo usuario, que define os métodos de controle para obtencao da trajetéria
de equilibrio a serem utilizados. StaticEquilibriumPath nao possui um objeto do
tipo Assembler, porém possui o método setAssembler(Assembler) que atribui ao
seu objeto Step um objeto Assembler para o qual deve resolver o processo iterativo.

A classe abstrata DynamicEquilibriumPath generaliza as solugoes de problemas
dinamicos. Estes sao subdivididos em dois tipos: ModeSuperposition e DirectIn-
tegration, que representam as solugoes por superposicao modal e por integragao
direta, respectivamente. Os métodos de solucao de problemas dinamicos apresen-
tados no capitulo [2 sao representados pelas classes DisplacementSuperposition,
AccelerationSuperposition, CentralDifference, NewmarkBeta (incluindo a va-
riacao Hilber-o) e WilsonTheta.

A classe NonLinearNewmarkBeta estende NewmarkBeta, fazendo as modificacoes
necessarias para que os efeitos nao-lineares sejam considerados.

As interfaces ModalSolution e DynamicNonLinearSolution agrupam caracte-
risticas comuns a solucoes pertencentes a ramos diferentes da heranca de Solution,
de forma a facilitar a persisténcia de dados.

A figura mostra o diagrama de classe para a interface Step, implementada
pelas classes StandardNewtonRaphson, ModifiedNewtonRaphson e OrthogonalRe-
sidueStandardNewtonRaphson. Estas classes implementam, respectivamente, os

métodos incrementais iterativos de Newton-Raphson padrao, modificado e padrao
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com residuo ortogonal, e sao utilizadas na andlise nao-linear estatica. Na andlise di-
namica nao-linear, estes métodos sao implementados internamente na solugao, pois

nao é necessario utilizar estratégias de iteragao nestes casos.

pkg br.ufmg.dees.insane.solution.step)
<<interface>>
Step
java.util.Observable Z'l java.util.Observable
1
1
r==-======-=-- e 1
1 I
1 I
1 I
1 I
1 I
1 I
1 I
1 1
1 1
1 1
StandardNewtonRaphson ModifiedNewtonRaphson
- numMaxlterations : int - numMaxlterations : int
- currentlteration : int - currentlteration : int
- currentError : double - currentError : double
- loadFactorTotal : double - loadFactorTotal : double
- tolerance : double - tolerance : double
- convResult : boolean - convResult : boolean
- convType : byte - convType : byte
+ assignStepState(lambda : double) : void + assignStepState(lambda : double) : void
+ getConvergence() : boolean + getConvergence() : boolean
+ setls(is : lterativeStrategy) : void + getlterativeStrategy() : IterativeStrategy
+ execute() : void + execute() : void
+ getCurrentError() : double + getCurrentError() : double
+ update() : void + update() : void
OrthogonalResidueStandardNewtonRaphson
+ assignStepState(lambda : double) : void
+ execute() : void

Figura 5.5: Diagrama de classe para Step.

Estas trés classes tém todos os atributos necessarios para obter a convergén-
cia no passo, destacando-se um objeto Assembler, capaz de informar as matrizes e
vetores da equacao a ser resolvida em cada iteracao do passo; um objeto LinearE-
quationSystem, capaz de resolver o sistema de equacoes algébricas lineares de cada
iteracao; e um objeto IterativeStrategy, que representa a estratégia de iteragao
corrente. Elas estendem a classe Observable, pois sao observadas por StaticEqui-

libriumPath.
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A convergéncia é verificada através dos métodos getConvergence() e setCon-
vergence(). O método setConvergence(), quando invocado, cria um objeto Conver-
gence, que, por meio do método checkConvergence(), calcula a convergéncia baseada

em forca, deslocamento ou ambos, conforme informado pelo usuério.

pkg br.ufmg.dees.insane.solution.iterative Strategy )

<<interface>>
IterativeStrategy

+ getPredictor() : double

+ getCorrector() : double

+ getLoadFactor() : double

+ setLoadFactor(If : double) : void
+ getLambda() : double

+ setStep(sp : Step) : void

+ getStep() : Step

!

]

]

I

I

|

I
(m---m---mm-----o |mmmmmmmm-m-— oo re---- Lo Tomm e EEEE e '
I ' ' I ' '
I I ' I 1 '
L L L L n L

LoadControl | | General|zelespIacemen1C0ntrol| | ArcLengthControl | | DisplacementControl | | OrthogonaIReS|dueC0ntrol| | WorkControl
JAN
| CiIindricaIArcLengthcuntrol| | InitiaIOrthogonaIArcLengthcuntrol| | UpdateOnhogonaIArcLengthControl|

Figura 5.6: Diagrama de classe para IterativeStrategy.

O diagrama de classe da interface IterativeStrategy € representado na fi-
gura 5.6l Em sua hierarquia estdo as classes que representam os vérios métodos
de controle implementados por [Fuina) (2004)): método de controle de carga, método
de controle direto de deslocamento, método de controle por trabalho, método de
controle de deslocamento generalizado, método de controle de residuo ortogonal e
método de controle de comprimento de arco e suas particularizacoes. Cada uma
destas classes possui os métodos getPredictor() e getCorrector() que calculam o fa-
tor de carga da primeira e das demais iteracoes, respectivamente. A excecao da
classe LoadControl, todas as outras classes possuem um objeto do tipo Step, pois
precisam deste para saber informacoes sobre a iteracao anterior durante o calculo

do fator de carga.
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5.5 Interface Model

O modelo discreto a ser analisado é representado no projeto orientado a obje-
tos do niicleo numérico pela interface Model (Figura . A classe que implementa
Model, para representar da forma mais geral possivel um modelo discreto, é cons-
tituida por listas de objetos inerentes a este modelo e contém métodos de acesso e

manipulacao destas listas.

pkg br.ufmg dees insane.model )

java.util.Observable ArrayList<Node> ArrayList<ContinuousPointModel> |

I 1 I 1 I 1

[ 1 [ 1 [ |
- nodes

1

- continuousPointModels

<<interface>>
Model

+ getLoadC ist() : ArrayList<LoadCt
+g ist() : ArrayLi -
+ getLoadingList() : ArrayList<Loading> - label : String

FemModel

+ getElementsList() : ArrayList<Element>

) + update() : void
+ getNodesList() : ArrayList<Node> + addObserver(arg0 : java.utilObserver) : void
+

ist() : ArrayLi 4 """ . N
e i) s ersirad e e
+ getShapesList() : ArrayList<Shape> + initkeys() : void 1
+ getD ist() : ArrayList<Ds i +init() : void
+ getMaterialsList() : ArrayList<Material> + clean() : void
+ getC ist() : ArrayList<Ci
+init() : void
+ update() : void
+ clean() : void
+ addObserver(arg0 : java.utilObserver) : void

- globalAnalysisModel

AnalysisModel .

- probDriver

ProblemDriver
- A\ 1\ sealarFunctions
ArrayList<AnalysisModel> | | ArrayList<D | ! ArrayList<Scalar !
— 1

Figura 5.7: Diagrama de classe para Model.

Model ¢ implementada pela classe FemModel, que representa o modelo de ele-
mentos finitos propriamente dito. Um objeto FemModel tem listas de nés, elementos,
fungoes de forma, carregamentos, combinagoes de carregamento, fungoes escalares,
modelos de andlise, materiais, modelos constitutivos e degeneragdes (o conceito de
degeneracgao serd discutido adiante). Tem ainda dois atributos: um modelo de ana-
lise global do tipo AnalysisModel e um objeto ProblemDriver. FemModel estende
também a classe Observable, pois é observada pela persisténcia.

Juntamente a interface Model estao implementadas as classes Node, Element e
ProblemDriver. A figura mostra o diagrama de classe para Node. Esta possui
um label e uma colegao de valores do tipo java.util.HashMap que armazena as va-

ridveis do n6 como, por exemplo, deslocamentos e forcas. Além de estender a classe
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IPoint3d e conseqiientemente possuir todos os métodos e atributos desta classe,
Node tem também como atributo um objeto deste tipo representando um ponto no
espaco. Os métodos herdados sao sobrecarregados para que acessem diretamente o
objeto IPoint3d, e nao os atributos herdados. Por exemplo, o método getCoords()
de Node acessa o objeto do tipo IPoint3d e invoca seu método getCoords(), obtendo
diretamente as coordenadas do ponto no espaco que representa o né. Este encade-
amento permite a reutilizacao do codigo e simplifica a manipulagao de um objeto

Node.

pkg br.ufmg.dees.insane.model.femModel.node )

IPoint3d

- x : double
-y : double
-z : double

+ getX() : double

+ getY() : double

+ getZ() : double

+ getCoords() : double[]

+ distance(p1 : IPoint3d) : double

+ distanceSquared(pl : IPoint3d) : double

0.1

- point

Node

- label : String

- nodeLabels : HashMap<String,String> - nodeValues
- angle : double

HashMap<String,Object>

+ getNodeValues(key : String) : PointValues
+ getCoords() : double[]
+ init(dofLabels : PointValues) : void

0.1

- node

ElementNode - elementNodeValues

HashMap<String,Object>

+ getCoords() : double[]

Figura 5.8: Diagrama de classe para Node.

Da mesma forma, como especializacao do no, a classe ElementNode (Figura
estende Node e também possui um objeto Node, além de uma colecao de valores do
tipo HashMap, que armazena os atributos nodais especificos de um elemento, como
as liberagoes nas extremidades de elementos de barra. ElementNode sobrecarrega os

métodos herdados, acessando diretamente os atributos de seu objeto Node. Como
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exemplo, seu método getCoords() invoca o método getCoords() de seu objeto Node,
obtendo, através do encadeamento, as coordenadas do né.

A classe Element representa os elementos finitos e é estendida pelas classes
ParametricElement e sub-classes, FrameElement e ThinPlateElement, que repre-
sentam, respectivamente, os elementos finitos paramétricos, de barras e de placas
finas, como mostrado na figura [5.9f Um objeto Element tem como atributos uma
lista de ElementNode, que representa sua incidéncia, uma lista de Degeneration,
que representa seus pontos de integragao e sua constituicao geométrica e fisica, um
objeto AnalysisModel, que representa seu modelo de andlise, um objeto Shape,
que representa sua funcao de forma, um objeto ConstitutiveModel, que representa
seu modelo constitutivo, e um objeto ProblemDriver, que armazena informacoes

relativas ao tipo de problema que o elemento modela.

pkg br.ufmg.dees.insane.model.femModel.element )

HashMap<String,Object>

- elementValues

1

Element ArrayList<Degeneration>

- degenerations

- label : String

+ extrapolatesToNodes(a : ArrayList<INaturalCoords>, d : ArrayList<Double>) : IVector 1
+ update() : void
+ init() : void - incidence ArrayList<ElementNode>
+ getA() : IMatrix
+ getB() : IMatrix
+getC() : IMatrix - analysisModel

+ getE() : IVector N

+ getF() : IVector
+ getincrementalA() : IMatrix
+ getincrementalB() : IMatrix - problemDriver
+ getincrementalC() : IMatrix
+ getElmCoefficient() : double 1
+ getStateVariables() : double[]

+ getElementValues() : HashMap<String,Object>
+ getNaturalCoords(aPoint : IPoint3d) : IPoint3d

1

- constitutiveModel

ConstitutiveModel

FrameElement ParametricElement ThinPlateElement

| Quadrilateral | | Tetrahedral | | Triangular | | Hexahedral | | TriangularThmPIate|

Figura 5.9: Diagrama de classe para Element.

A classe ParametricElement possui, além dos atributos de Element, um objeto
IntegrationOrder que representa a sua ordem para integracao numérica. O valor

de IntegrationOrder é, por default, automaticamente preenchido pela funcao de
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forma do elemento, mas pode ser sobrescrito pelo usudrio (o que permite a utiliza-
¢ao de ordens de integragao reduzidas). Na hierarquia da classe ParametricEle-
ment estao as classes que representam os elementos finitos paramétricos, separadas
de acordo com sua geometria: elementos paramétricos unidimensionais, elementos
planos triangulares e quadrilaterais, e elementos sélidos tetraédricos e hexaédricos.
Estas sub-classes implementam os métodos relativos a integragdo numérica (addDe-
generations(Degeneration) e initDegenerations()). A classe ThinPlateElement,
necessaria para formulacoes com integracao analitica, é estendida por Triangu-

larThinPlate, que representa os elementos finitos de placa fina triangulares.

pkg br.ufmg.dees.insane.model.femModel.problemDriver )

ProblemDriver

+ getA(e : Element) : IMatrix

+ getB(e : Element) : IMatrix

+ getC(e : Element) : IMatrix

+ getE(e : Element) : IVector

+ getF(e : Element) : IVector

+ getincrementalA(e : Element) : IMatrix
+ getincrementalB(e : Element) : IMatrix
+ getincrementalC(e : Element) : IMatrix
+ getinternalVariableLabel() : String

+ getinternalDualVariableLabel() : String
+ getUnknownDualVariableLabel() : String
+ getCoefficientALabel() : String

+ getCoefficientBLabel() : String

+ getCoefficientCLabel() : String

I

FieldProblem | | FIuidFIowl | SolidMech | | NonLinearHeatTransfer |
KirchhoffThinPlate
/\
GeometricaIIyNonLinearUL| | GeometricaIIyNonLinearTL| | PhysicallyNonLinear

| RMThinPlateSubstituteShearStrain ReissnerMindlinThinPlate

Figura 5.10: Diagrama de classe para ProblemDriver.

A interface ProblemDriver (Figura [5.10) possui os métodos necessérios para
informar a Assembler as parcelas de cada elemento na equacao do modelo, sejam

elas incrementais ou totais. Em sua hierarquia sao representados diversos tipos de
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problemas e formulagoes de modelos discretos. Desta maneira, a classe Element é
uma classe bastante geral, independente do problema que representa. Entretanto,
todas as informacoes solicitadas a um objeto Element sao obtidas através de con-
sulta direta ao objeto ProblemDriver do mesmo. Por exemplo, se a classe Assem-
bler solicita a um objeto Element o calculo da matriz C' na forma incremental
(método getIncrementalC() na figura[5.9), o mesmo repassa a tarefa para o objeto
ProblemDriver correspondente. Se este objeto for uma instancia da classe Geome-
tricallyNonLinearTL (Figura , a matriz de rigidez incremental da formulacao

correspondente serd calculada.

5.6 Interface Shape

As fungoes de aproximacao ou funcgoes de forma dos elementos finitos estao
agrupadas na hierarquia da interface Shape (Figura [5.11)), que possui métodos res-
ponsaveis por fornecer as fungoes de forma, suas primeiras derivadas e suas segundas
derivadas. A hierarquia é dividida primeiramente segundo o sistema de coordenadas
utilizado (cartesiano ou natural).

A tnica funcao de forma representada em coordenadas cartesianas é a Line-
arCubic1DCart, que contém tanto as funcoes lineares quanto as cibicas para um
elemento linear de dois nos.

As fungoes de forma em coordenadas naturais sao divididas de acordo com a
geometria dos elementos finitos, por quem sao utilizadas, podendo ser unidimensi-
onais, triangulares, quadrilaterais, tetraédricos ou hexaédricos. O terceiro nivel de
divisao especializa as funcoes de forma de acordo com o niimero de nds na incidéncia
dos elementos. Isso mostra mais uma vez a generalidade da classe Element, que nao

depende da continuidade da funcao de forma e nem do nimero de nds que possui.
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As mudancas realizadas nas classes que implementam a interface Shape nao
foram diretamente motivadas por este trabalho, mas foram feitas durante seu de-
senvolvimento. Foi definida em cada classe uma ordem de integracao padrao que,
quando utilizada, faz com que os valores exatos da integracao sejam obtidos. Isto
foi feito para minimizar o nimero de informacoes a serem informadas pelo usuario,
reduzindo o risco de insercao de erros no modelo. Entretanto, a possibilidade de

informar uma ordem de integracao qualquer continua existindo.

5.7 Pacote MaterialMedia

O pacote MaterialMedia contém interfaces e classes necessarias para represen-
tar da forma mais geral possivel a constituicao fisica dos elementos finitos.

A interface Material (Figura possui os métodos necessarios para obter
informagcoes sobre as propriedades dos diferentes materiais, sejam elas propriedades
secantes, tangentes ou de descarregamento. Os diferentes materiais sao representa-
dos pelas classes que implementam a interface Material, e que tém como atributos
seu label e uma colegao do tipo HashMap com os valores necessarios para caracterizar
aquele material. A figura mostra o diagrama de classe da interface Material e
algumas de suas sub-classes implementadas para diversos tipos de materiais.

Existe, ainda, a classe MaterialPoint (Figura que tem o papel de repre-
sentar um ponto no meio material e que tem como propriedades um label, um objeto
IPoint3d, que o representa como um ponto no espaco, um objeto IVolume, que
representa sua propriedade geométrica, um objeto Material, um objeto Analysis-
Model e um objeto ConstitutiveModel. Possui ainda duas colegoes do tipo HashMap
que armazenam dois tipos de varidveis dependentes do seu modelo constitutivo: as

variaveis constitutivas atuais e as varidveis constitutivas prévias.
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pkg br.ufmg.dees.insane.materialMedia.materialPoint )

<<interface>>
Cloneable

PAY
'
i
1 I - continuousPointModel ContinuousPointModel
MaterialPoint
- point - label : String 1
1 - volume
+ update() : void
-cm + clone() : Object 1
1 + getDuallnternalVariables(v : IVector) : IVector - constitutiveVariables
+ getConstitutiveVariables() : HashMap<Object,Object>
material + getPreviousVariables() : HashMap<Object,Object> 1 /1

T - previousVariables
1

MicroplaneMaterialPoint HashMap<Object,Object>

+init() : void
+ clone() : Object
+ getNormal() : IVector

Figura 5.13: Diagrama de classe para MaterialPoint.

Estas duas colecoes sao capazes de informar, durante a andlise, o estado do ponto
material no momento corrente e no passo anterior. Um objeto MaterialPoint im-
plementa a interface java.lang.Cloneable, possuindo a propriedade de ser clonado
de forma seletiva. Esta propriedade permite a cépia de somente alguns atributos de
um objeto MaterialPoint, através da implementagao do método clone().

A figura[5.14 mostra o diagrama de classe da interface ConstitutiveModel, res-
ponsavel por montar as matrizes constitutivas e calcular as tensoes das degeneracoes
e dos pontos materiais através de informacoes de seus materiais e modelos de anélise.
Em sua hierarquia, estao implementados alguns modelos constitutivos disponiveis
na literatura ou oriundos de recentes pesquisas. Um objeto do tipo Constitutive-
Model monta tanto as matrizes constitutivas secantes e tangentes quanto o vetor de
tensoes referentes as varidveis de estado correntes. E importante ressaltar a impor-
tancia da dependéncia do modelo constitutivo quanto aos materiais e modelos de
analise, pois sem essas informagoes nao € possivel obter as matrizes constitutivas.

Finalmente, a classe Degeneration (Figura representa a degeneracao na
geometria do elemento. As degeneracoes sao compostas por uma lista de pontos ma-
teriais e sao representadas por objetos do tipo Representation. O tipo mais simple

de degeneracao é a PrescribedDegeneration, em que as propriedades geométricas
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pkg  br.ufmg.dees.insane.

ConstitutiveModel

+ mountC(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,Object>) : IMatrix

+ mountCt(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,Object>) : IMatrix
+ mountCs(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,Object>) : IMatrix
+ mountDuallnternalVariableVector(e : [Vector, am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,Object>, previous : HashMap<Object,Object>) : IVector
+ update(previous : HashMap<Object,Object>, cv : HashMap<Object,Object>) : void
+ init(previous : HashMap<Object,Object>, cv : HashMap<Object,Object>, am : AnalysisModel, mat : Material) : void
+ init(previous : HashMap<Object,Object>, cv : HashMap<Object,Object>, am : ContinuousPointModel, mat : Material) : void

| OnePointCe

| | ElastoPlasti | | LinearEIasticConstModell | MicroplaneConstModel | | PolarVonMisesConstModel |

T

VonMisesConstModel

| MicroplaneConstModelLeukart |

| MicroplaneConstModelOzbolt |

Figura 5.14: Diagrama de classe para ConstitutiveModel.

sao prescritas pelo usudrio.

pkg br.ufmg.dees.insane.

Degeneration

- label : String

+ getRepresentation() : Representation

+ 8 : void
+ () : ArrayList<

+ getMaterial() : Material

+ getGeometricPoints() : ArrayList<IGeometricPoint>

+ mountC() : IMatrix

+ mountCt() : IMatrix

+ mountCs() : IMatrix

+ mountDuallnternalVariableVector(v : IVector) : IVector

+ nonl iabl fig : IMatrix) : IMatrix

+ getMPInternalVariables(mplabel : String, dgintvar : IVector) : [Vector

- representation

Representation

- weight : double

0.1

+init() : void
+ update() : void

- materialPoints

ArrayList<Materi

I ———————
+ getMPDuallnternalVariables(mplabel : String, mpintvar : [Vector) : Vector I
+ update() : void
+ init() : void
+ getG roperties() : roperties
+ getD ) : p ,Double>
- degenerationValues
| Thickness | | Solid | | MicroplaneDegeneration | | CrossSection | | PrescribedDegeneration I \I HashMap-<String,Double>
lr 1 |:I
| MicroplaneDegenerationLeukart | | MicroplaneDegenerationOzbolt |

Figura 5.15: Diagrama de classe para Degeneration.

Outro exemplo de Degeneration ¢ a classe CrossSection que representa a de-

generacao causada pela discretizacao em elementos finitos unidimensionais, na qual

simplifica-se uma geometria tridimensional em apenas uma linha. Perdem-se as in-

formagoes sobre a se¢ao transversal (as duas dimensoes que foram simplificadas),

principalmente se ela for de geometria qualquer e composta. A classe CrossSec-

tion contém uma lista de pontos materiais, fornecida pelo usuario, que descreve
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de maneira aproximada a geometria e a composicao da secao, permitindo que o
modelo constitutivo dessa degeneracao seja aproximado pelo somatério da contri-
buicao de cada um dos pontos. Para cada ponto de integracao do elemento ha uma
degeneracao, o que permite aproximar o modelo constitutivo ao longo do elemento.

Um objeto Representation, para representar uma degeneracao, possui um mo-
delo constitutivo, um modelo de anélise e duas colecoes do tipo HashMap que arma-
zenam suas variaveis constitutivas atuais e prévias. Estes atributos dizem respeito a
degeneracao como um todo, representando o comportamento do conjunto de pontos
materiais da referida degeneragao. A representacao cumpre ainda o papel de ponto
de integragao, possuindo os atributos necessarios a integracao numérica.

Quando solicitado por seu elemento, um objeto Degeneration monta, através
de sua lista de pontos materiais e de sua representacao, tanto as suas matrizes
constitutivas secante e tangente quanto o seu vetor de tensoes referente as variaveis

de estado correntes.

5.8 Classe Abstrata AnalysisModel

A classe abstrata AnalysisModel (Figura possui os métodos para fornecer
as informacoes, dependentes do modelo de andlise, necessarias aos elementos finitos
e as representacoes. Ela é implementada por classes representantes dos diversos
modelos de andlise. Por exemplo, sao os objetos destas classes que informam ao
elemento o nimero de graus de liberdade para cada n6. Em uma degeneragao do
elemento, o numero de deformagoes generalizadas é informado pelo modelo de anélise
da representacao, que é sempre o mesmo do elemento, ja que ela representa um ponto

de integragao do mesmo.



pkg br,ufmg,dees,insane.analysisModel)

AnalysisModel

+ getinternalVariablesOperator(d : IMatrix, d2 : IMatrix, n : [Vector, ¢ : IMatrix) : IMatrix
+ getDuallnternalVariablesOperator(e : IMatrix) : IMatrix

+ getStateVariablesOperator(d : IMatrix, n : IVector, ¢ : IMatrix) : IMatrix

+ getGeometricOperator(n : IVector) : IMatrix

+ getinternalVariablesLabels() : String[]

+ getDuallnternalVariablesLabels() : String[]

+ getintegrationFactor(n : IVector, cN : IMatrix, gps : GeometricProperties) : double

+ getJacobianTransformation(d! : IMatrix, cN : IMatrix) : double

+ getTransformationMatrix(dl : IMatrix, cN : IMatrix) : IMatrix

+ getDOFLabels() : StringPointValues

+ getinternalVariablesVector(a : IMatrix, b : IMatrix) : [Vector

+ getDuallnternalVariablesVector(a : IMatrix, b : IMatrix) : IVector

+ getNonLinearInternalVariablesOperator(d : IMatrix, d2 : IMatrix, n : [Vector, ¢ : IMatrix) : IMatrix

i

| LineStretch | | EulerSpaceFrame | | Solid | | ReissnerMindlinPlate | | TimoSpaceFrame
MicromorphicPlane | Plane | | Heterosis |
| StretchPolarPlane | | PolarPlane | | Axisymmetric | | PlaneStrain | | PlaneStress | I Line |
| StretchPolarPlaneStress | | PolarPlaneStrain | | PolarPlaneStress | | Line_1D | | Line_2D | | Line_3D | | KirchhoffPlate |
FrameEImAnalysis | BFSKirchhoffPIatel | CKZKirchhuffPIatel | MZCKirchhoffPlate | | CowperKirchhoffPlate |
Grid | PlaneFrame | | SpaceTruss | | Beam | | PlaneTruss | | SpaceFrame |
Figura 5.16: Diagrama de classe para AnalysisModel.
pkg br.ufmg.dees.insane.continuousPointModeI)
ContinuousPointModel
+ getinternalVariableOperator(d : IMatrix, d2 : IMatrix, n : IVector, ¢ : IMatrix) : IMatri
+ getDuallnternalVariableOperator(e : IMatrix) : IMatrix
+ getinternalVariablesTensor(a : IVector, b : IMatrix) : IMatrix
JAN
ReissnerMindlinPlatePoint | | TimoPoint | | MicroplanePointModel | | KirchhoffPlatePoint | EulerPoint |

| |

| MicroplanePointModelLeukart | | MicroplanePointModeIOzboIt|

Figura 5.17: Diagrama de classe para ContinuousPointModel.
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5.9 Classe Abstrata ContinuousPointModel

A classe abstrata ContinuousPointModel (Figura pode ser entendida
como um AnalysisModel para um MaterialPoint. Em um ponto material per-
tencente a uma degeneracao, sao os objetos das classes que implementam Continu-
ousPointModel que informam os operadores necessarios para obtengao das matrizes
constitutivas e os operadores que transformam valores generalizados em valores pon-

tuais.

5.10 Interface Persistence

A funcgdo da interface Persistence (Figura ¢ receber dados de entrada
através de arquivos, que podem ter sido gerados, por exemplo, por uma aplicacao
de pré-processamento, e gerar arquivos com os dados de saida gerados pelo ntcleo
numérico para posterior utilizacao nas demais aplicagoes do sistema, como, por
exemplo, um poés-processador. Uma vez gerados, os dados necessarios a descri¢ao
do modelo preenchem o objeto Model e os dados necessarios a descricao da solucao
preenchem o objeto Solution. Isto torna possivel ao objeto Assembler montar as
matrizes e vetores das equagoes do modelo e ao objeto Solution resolvé-las. Os
resultados obtidos sao persistidos entao em arquivos de saida, sempre que ocorre
uma alteragao no estado do modelo.

A interface possui métodos que cumprem os papéis de persisténcia de entrada e
de saida e é particularizada segundo o tipo de arquivo a persistir (Figura . Um
objeto do tipo Persistence possui um atributo do tipo Model e outro do tipo So-
lution, que sao os objetos com os quais se comunicam. E ainda implementa a classe
java.util.Observer, sendo componente observador do mecanismo de propagacao
de mudancas segundo o padrao Observador-Observado.

A persisténcia de dados mais utilizada é a baseada em arquivos XML, conforme

explicado na secao |5.1].
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pkg br.ufmg.dees.insane.persistence )

<<interface>>
Persistence
<<interface>> + filllnsaneFromFile(file : String) : void <<interface>>
java.utilObserver + fillFileFromModelOutputData() : void java.utilObserver
JAN Q JAN
' ' '
' ' '
I | I
' | I
v ooooo__- . '
' ' N '
' ' . '
' i . '
I i . '
I ' ' '
PersistenceAsinsane PersistenceAsXML
- solution - path : String -model : Model
- fileName : String - solution : Solution
1 o : Stri
P— + fillnsaneFromFile(file : String) : void —"—ingza'nf‘e”f‘smn
Model + fillFileFromModelOutputData() : void

- model + update(o : Observable, arg : Object) : void +init() : void

1 + getStepModel() : StepModel + fillinsaneFromFile(fileName : String) : void

/ + : < void + fillSolutionFromFile(fileName : String) : void

+ fillModelFromFile(fileName : String) : void
StepModel l stepModel + fillProblemDriverFromFile(fileName : String) : void

+ fillGlobalAnalysisModelFromFile(fileName : String) : void
+ fillNodesListFromFile(fileName : String) : void

+ fillMaterialsListFromFile(fileName : String) : void
+ fillCrossSetionsListFromFile(fileName : String) : void
+ fillElementsListFromFile(fileName : String) : void
+ fillLoadingsFromFile(fileName : String) : void

+ fillFileFromModellnputData() : void

+ fillFileFromModelOutputData() : void

+ fillFileFromSolution() : void

+ fillFileFromModelTree() : void

+ fillFileFromProblemDriver() : void

+ fillFileFromGlobalAnalysisModel() : void

+ fillFileFromMaterial() : void

+ fillFileFromCrossSections() : void

+ fillFileFromNodesInputData() : void

+ fillFileFromNodesOutputData() : void

+ fillFileFromElementsinputData() : void

+ fillFileFromElementsOutputData() : void

+ fillFileFromLoadings() : void

+ update(o : Observable, arg : Object) : void

+ readXmiFile(filename : String) : OMElement

Figura 5.18: Diagrama de classe para Persistence.
5.11 Pacote Load

O pacote Load contém as classes utilizadas para se definir um carregamento.
As cargas que atuam em um modelo sao representadas pela classe Loading (Figura
. Esta classe possui listas dos diversos tipos de carregamentos possiveis: nodais,
concentrados, em linha, em area, no volume e térmico.

Para definir um carregamento dinamico, foi necessaria a criacao de classes defi-
nindo fungoes escalares, generalizadas pela classe abstrata ScalarFunction (Figura
. Treés tipos de funcgao escalar foram implementadas: constante, harmonica e de
rampa. Cada uma delas tem os atributos necessarios a sua definicao. O método get-
Value(double) recebe o valor da variavel na qual a funcdo escalar deve ser calculada
e retorna o resultado do céalculo.

Fazendo esta funcao dependente do tempo, obtém-se uma maneira elegante de

representar um carregamento dindmico. Basta definir cargas unitdrias (ou outro
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pkg br.ufmg.dees.insane.model.femModel.load )

Loading

- label : String

+ getNodalValues() : HashMap<Node,PointValues>

+ getThermalLoads() : HashMap<Element,DoublePointValues>

+ getElmPointLoads() : HashMap<Element,ArrayList<PointLoad>>

+ getElmLineLoads() : HashMap<Element,ArrayList<ElementLoad>>

+ getElmAreaLoads() : HashMap<Element,ArrayList<ElementLoad>>

+ getElmVolumeLoads() : HashMap<Element,ArrayList<ElementLoad>>

LoadCombination

- label : String

- loadCases

+ getLoadCasesList() : ArrayList<LoadCase>
+ getLoadCase(a : String) : LoadCase

LoadCase

- label : String

- function

ArrayList<LoadCase>

ScalarFunction

- isincremental : boolean

+ getScalarFunction() : ScalarFunction
+ isIncremental() : boolean
+ getValue(time : double) : double

- label : String

- phaseAngle : double
- amplitude : double

- period : double

- start : double

- end : double

+ getValue(time : double) : double

Figura 5.19: Diagrama de classe para Loading, LoadCase e LoadCombination.

pkg br.ufmg.dees.insane.util.scalarFunction )

ScalarFunction

- label : String

- phaseAngle : double
- amplitude : double

- period : double

- start : double

- end : double

AN

ConstantFunction HarmonicFunction

+ getValue(aux : double) : double itequencypldouti

+ getValue(aux : double) : double

RampFunction

- endAmplitude : double
- duration : double

+ getValue(aux : double) : double

Figura 5.20: Diagrama de classe para ScalarFunction.
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valor qualquer, se desejado) e multiplica-las pelo valor da respectiva funcao escalar
calculada no tempo desejado. Esta conta é feita pela classe LoadCase, que define um
caso de carregamento. Ela contém uma referéncia a um Loading e um objeto do tipo
ScalarFunction. Seu método getValue(double) chama o método de mesmo nome
em ScalarFunction e multiplica o valor do carregamento aplicado pelo resultado
obtido.

Combinagoes de carregamentos também podem ser definidas. Para isso utiliza-
se a classe LoadCombination, que contém uma lista de objetos LoadCase que sao

somados.

5.12 Classe Abstrata EigenvalueSolver

A resolucao do problema de autovalor, necessaria para as solugoes do tipo Dis-
placementSuperposition e AccelerationSuperposition, é feita por classes deri-
vadas da classe abstrata EigenvalueSolver (Figura[5.21). Ela define os pardmetros
comuns as duas formulagoes implementadas, o método da iteracao inversa e o mé-
todo da iteragdo no subespago (Apéndice . Estes dois métodos sao implementados
pelas classes Inverselteration e Subspacelteration, respectivamente.

Conforme pode ser visto na figura Subspacelteration contém uma ins-
tancia de InverselIteration, pois um dos passos de sua formulagao é executar uma

iteracao inversa.



pkg br.ufmg.dees.insane.utiI.eigenvaIueSoIver)

EigenvalueSolver

- numOfModes : int

- precision : double

- numOfNullEigenValues : int
- truncationValue : double

- spectralShift : byte

- rayleighNorm : double

+ getEigenVectors() : IMatrix
+ getEigenValues() : IVector

I

Inverselteration 1 Subspacelteration

+ modalSolver() : void | _inviter + modalSolver() : void

Figura 5.21: Diagrama de classe para EigenvalueSolver.




Capitulo 6

PROBLEMAS DINAMICOS
LINEARES

Com o objetivo de ilustrar e validar a implementagao das formulagoes apresen-
tadas no capitulo [2, sdo apresentadas a seguir simulagoes numéricas de problemas
dinamicos, nas quais sao empregados os recursos disponibilizados no INSANE.

Os métodos e os parametros utilizados nestas simulagoes sao apresentados na

tabela
Tabela 6.1: Métodos utilizados.
Sigla Nome Parametros
Método Newmark-/3 a=0
N4 (Método da Aceleracao Média) y=1
i
Método Newmark-_3 a=0
N36 (Método da Aceleragao Linear) y=1
P4
a=-0,1
HHT Método Hilber-Hughes-Taylor v=0,6
£ =0,3025
DC Método da Diferenca Central -
W6 Método Wilson-6 0=1,42
SDM Método de Superposicao de Deslocamentos Modais -
SAM Método de Superposicao de Aceleracoes Modais -

92
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6.1 Sistema Massa-Mola

Um sistema massa-mola (Figura[6.1(a)) é um sistema de um grau de liberdade,
cuja resposta analitica a excitagoes dinamicas pode ser facilmente calculada ou en-
contrada na literatura. Ele consiste em uma massa m, idealizada concentrada, ligada
a uma mola de rigidez k. As excitagbes dinamicas podem ser forgas externas F'(t)

ou condigoes iniciais nao-nulas. O amortecimento é considerado inexistente.

d(t
.40 . (t)

F(t
K - % EA o >()
VAVAYAVAVAVAS . N B

(a) Modelo analitico. (b) Modelo discreto.

Figura 6.1: Sistema massa-mola.

O modelo discreto adotado para a andlise desse sistema no INSANE (Figura
6.1(b)|) é constituido por um elemento paramétrico unidimensional com modelo de
anélise do tipo LINE_1D e funcao de forma L2 (ver capitulo . Seu comprimento é
L, seu modulo de elasticidade é E e a area de sua secao transversal é A. Supoe-se
que a massa m encontra-se concentrada no né livre do elemento.

A rigidez k do modelo discreto é obtida pela relacao:

E A
k=—— 6.1
. (61)
A freqiiéncia natural w, do sistema massa-mola é dada por:
k
s 6.2
n =y (62)

O sistema foi analisado para os carregamentos dinamicos apresentados nas figu-

ras|6.2(a)} 6.2(b)|e6.2(c), partindo do repouso. Para o caso do carregamento harmo-

nico (Figura [6.2(c)|), também foi feita uma andlise com aceleracdo inicial ndo-nula.

Além disso, também analisou-se este sistema quando submetido a um deslocamento

inicial nao-nulo (Figura [6.2(d))).



94

F F
A A
Foltbiii-r-———1———n—— ———
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\
\
\
\
\
\
\
> .
(a) Carga degrau. (b) Carga de rampa.
F
A d(t)
Fol-mmro<\o————————

\F(t) = Fo sen(ot)

(c) Carga harmoénica. (d) Deslocamento inicial.

Figura 6.2: Carregamentos dinamicos e condicoes iniciais nao-nulas.

A fim de possibilitar a comparacao dos resultados obtidos pelos diversos mé-
todos, adotou-se um tnico passo de tempo At = 0,016 T,,, em que T}, é o menor
periodo natural do sistema.

Nas simulacoes numéricas através de métodos de andlise modal, empregou-se
para este modelo um modo de vibragdo (o unico existente) e o método da iteragao
inversa, com precisao de 107%, para a resolucao do problema de autovalor.

A resposta analitica para o sistema submetido a uma carga degrau é dada por

Chopra (1995)):

d(t) = =

[1— cos(wy t) ] (6.3)

O deslocamento que esse sistema sofreria caso a carga fosse aplicada de forma

estatica, d.g, é dado por:

Fi
d,y = ?0 (6.4)



95

As resposta obtidas através do INSANE, mais a resposta analitica da equacao

(6.3) e o deslocamento estatico da equagao (6.4) sao apresentadas no grafico da

figura [6.3]
2,0
1 ,5 —e— Analitico
] —— Estatico
- —=—Np4
L i NB6
x 1,0
* b ——HHT
kel —>—DC
i —*—W8
0,5 —e—SDM
h ——SAM
0,0

0,5 1,0

T,

Figura 6.3: Resposta do sistema massa-mola a carga degrau.

Nota-se nesta figura uma excelente concordancia entre todos os resultados (anali-
tico e numéricos), com excegao do método Wilson-0. Esta diferenca jé era esperada,
uma vez que este método tem como caracteristica apresentar um amortecimento
numérico (Secao [2.4.4).

Observa-se que o sistema oscila em torno de um ponto de equilibrio igual ao

deslocamento estatico e que o deslocamento maximo é dado por:
dmc’w; =2 dest (65)

(1995)) também fornece a resposta analitica para o sistema submetido a
uma carga de rampa (Figura [6.2(b))):

SB[ smlnd)

t’r Wn t’/‘

d(t) (6.6)

em que t, é a duragao da carga de rampa (Figura [6.2(b))).
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Para este caso, a resposta estatica em cada instante de tempo d.«(t) é dada por:
F(t) t
k.

dest(t) = (6.7)

A figura [6.4] apresenta o grafico com os valores das respostas analitica, estatica

e obtidas através do INSANE, para o caso em que t,./7T,, = 3,0.

1,0
0,9
0,8
b —e— Analitico
0,7 -
] — Estatico
~ 0,6 -=—Np4
~ ] NB6
x 0,5
* . —HHT
T 04 ——DC
03 —*—W8
4 —e—SDM
0,2 ——SAM
0,1
0,0 b L LA B B LA B LN B B LN B B LA
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
t/T,

Figura 6.4: Resposta do sistema massa-mola a carga de rampa (t,/T), = 3,0).

Novamente os resultados obtidos pelos diversos métodos sao coincidentes com
a resposta analitica, a excecao do método Wilson-6, que apresenta amortecimento
numeérico.

Assim como no caso da carga degrau, o sistema oscila em torno da resposta
estética, que varia ao longo do tempo da mesma maneira que a carga F(t).

A resposta de um sistema massa-mola a uma carga harmonica de freqiiéncia w

(Figura|6.2(c)) é dada por (Chopra (1995):

d(0) R w/ws
W, E1l—(w/wy)?

E 1
0 5 sen(w )

d(t) = d(0) cos(w, 1)+ T (e

sen(wy, t)
(6.8)
A equacgao mostra que d(t) tem duas componentes de vibragao distintas.

A primeira é o termo em sen(w t), que fornece uma oscilagao na freqiiéncia da carga.
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Ela é denominada wvibracdao forcada, vibracdao estaciondria ou resposta estaciondria,
pois sua presenca é devida a carga aplicada, sem influéncia das condigoes iniciais.
A segunda sao os termos em sen(w, t) e cos(w, t), que fornecem uma oscila¢ao na
freqiiéncia natural do sistema. Esta é a vibracao transiente ou resposta transiente e
¢ dependente das condicgoes iniciais. Ressalta-se que este termo existe mesmo para
condi¢des inicias nulas (d(0) = d(0) = 0).

A figura [6.5] apresenta o grafico com os valores das respostas analitica, estacio-
néria e obtidas através do INSANE para um sistema cuja rela¢ao w/w, é de 0,2. As

condigdes iniciais sio d(0) = 0 e d(0) = w,Fy/k.

2,0 5
1,5
1,0
; —e— Analitico
] —— Estacionario
0,5 1
- ] —=—Np4
< NB6
. oo o5 1o 15 20 2 3 35 4o 5 o —HAT
© L —>—DC
0,5
] ——W8
-1,0 ] —e—SDM
] ——SAM
1,5
-2,0 4

tT,

Figura 6.5: Resposta do sistema massa-mola a carga harmonica.
(w/wp =0,2; d(0)=0; d(0)=w,Fo/k)

A resposta transiente pode ser vista no grafico da figura |6.5] como a diferenca
entre a resposta do sistema (respostas analitica e numérica) e a resposta estaciondria.
Como este é um sistema nao-amortecido, ela esta presente infinitamente, mas sera
mostrado posteriormente que ela tende a desaparecer devido ao amortecimento, dai
0 nome transiente.

Como esperado, os resultados obtidos pelos diversos métodos sao coincidentes
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com a resposta analitica e o método Wilson-0 apresenta uma pequena diferenca, que
aumenta ao longo do tempo devido ao amortecimento numérico por ele introduzido.

Um caso especial de carregamento harmonico acontece quando a freqiiéncia da
carga ¢é igual a freqiiéncia natural do sistema (w = w,). Neste caso, ocorre o feno-
meno da ressonancia, em que a oscilagao tende a crescer infinitamente.

Nesta situacao, w = w,, a resposta apresentada na equacao nao é valida,
pois a solucao particular escolhida na resolucao da equacao diferencial faz parte
da solucao complementar (Chopra) [1995)). A resposta analitica adequada para este

caso, supondo que o sistema parte do repouso, é:

d(t) = — % £ cos(wn £) — sen(wy 1)] (6.9)

N | —

As respostas analitica e obtidas pelo INSANE séo apresentadas na figura [6.6]

15,0

10,0

—e— Analitico

—=—Np4

NB6

T ——HHT
51 50 L pe
E —*—W6
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Figura 6.6: Resposta do sistema massa-mola & carga harménica (w = wy,).

Mais uma vez, os resultados obtidos pelos diversos métodos sao coincidentes
com a resposta analitica e o método Wilson-0 apresenta uma pequena diferenca, que

aumenta ao longo do tempo devido ao amortecimento numérico por ele introduzido.
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Como dito anteriormente e facilmente observéavel no grafico da figura[6.6] o des-
locamento tende a crescer infinitamente. Entretanto, isto nao ocorre em estruturas
reais, pois sempre havera um pequeno amortecimento. Além disso, se o material
for fragil, em algum momento a deformacao atingird a deformacgao limite e o ma-
terial romperd. Se for um material ductil, ele ira escoar, diminuindo a rigidez do
sistema e, conseqiientemente, a “nova” freqiiéncia natural do sistema sera diferente
da freqiiéncia do carregamento.

O 1ltimo caso estudado para o sistema massa-mola é o sistema submetido a um
deslocamento inicial dy (Figura|6.2(d))). Neste caso, o sistema estd em vibracao livre

e a resposta analitica é igual a resposta para vibragoes harmonicas forcadas, dada
pela equacao , com Fy=0:
d(0)

Wn

d(t) = d(0) cos(wy, t) + sen(w, t) (6.10)

O grafico da figura apresenta as respostas analitica e obtidas pelo INSANE.

1,0
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° 1/0 5 f 20 3|0 —-Dc
[ —%— W80
f —e—SDM
-0.5 ——SAM
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Figura 6.7: Resposta do sistema massa-mola ao deslocamento inicial.

Novamente obteve-se uma excelente concordancia entre os resultados obtidos

pelos diversos métodos e a resposta analitica, a excecao do método Wilson-0, que
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mais uma vez apresenta amortecimento numérico.

Pode-se observar no grafico da figura que o sistema oscila em torno de seu
ponto de repouso (d = 0) e que o deslocamento maximo é igual ao deslocamento
inicial, pois a velocidade inicial foi considerada nula.

Nos cinco exemplos estudados para o sistema massa-mola, encontrou-se 6timos
resultados através do INSANE. O erro apresentado pelo método Wilson-0 ja era
esperado, conforme explicado na segao 2.4.4] Este erro é uma das razoes pela qual
o criador deste método, Prof. Edward Wilson, nao mais recomenda sua utilizagao,

sugerindo o uso de métodos mais precisos (Wilson, 2006]).

6.2 Sistema Massa-Mola-Amortecedor

Um sistema massa-mola-amortecedor (Figura [6.8(a)|) é, como o préprio nome

diz, um sistema massa-mola com a adi¢ao de um amortecedor.

k
F(t)
AN I e T
m —> m
[+ | |
© L
(a) Modelo analitico. (b) Modelo discreto.

Figura 6.8: Sistema massa-mola-amortecedor.

O modelo discreto adotado para a andlise desse sistema no INSANE (Figura
6.8(b)), assim como o adotado para o sistema massa-mola, é constituido por um
elemento paramétrico unidimensional com modelo de andlise do tipo LINE_1D e
funcao de forma L2. Seu comprimento é L, seu moédulo de elasticidade é E e a area
de sua secao transversal é A. Supoe-se que a massa m encontra-se concentrada no
no6 livre do elemento. A rigidez k& do modelo discreto ¢ obtida pela relagao (6.1).

O amortecimento considerado foi de ( = 0,1. Como nos métodos de integragao
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direta nao é possivel fornecer diretamente esse valor, calculou-se os coeficientes de
Rayleigh correspondentes, de acordo com a equacao . Como s6 ha um modo
de vibracao para esse sistema, infinitos pares de valores satisfazem esta equacao.
Adotando a,, = 0,0, tem-se que a,, =2 (/w, = 0,2/w,.

O sistema foi analisado para os carregamentos dinamicos apresentados nas figu-

ras [6.2(a)| e 6.2(c)| partindo do repouso. Assim como para o sistema massa-mola,

para o caso do carregamento harmonico (Figura [6.2(c)|), também foi feita uma ané-
lise com aceleracao inicial nao-nula. Além disso, também analisou-se este sistema
quando submetido a um deslocamento inicial nao-nulo (Figura [6.2(d))).

O passo de tempo adotado também foi de 0,016 T,,, de forma a possibilitar a
comparacao entre os resultados dos sistemas massa-mola e massa-mola-amortecedor.

Nas simulacoes numéricas através de métodos de andlise modal, empregou-se
para este modelo um modo de vibragdo (o unico existente) e o método da iteragao
inversa, com precisdao de 107%, para a resolucao do problema de autovalor.

Uma grandeza de fundamental importancia na andlise de sistemas amortecidos

¢ a freqiiéncia natural amortecida wy, que é calculada por:

wg =wp /1 — (2 (6.11)

A resposta analitica para o sistema amortecido submetido a uma carga degrau

¢ dada por (Chopral (1995)):

k

Ve

O deslocamento que esse sistema sofreria caso a carga fosse aplicada de forma

F
d(t) = -0 { 1 — e Swnt 4

cos(wg t) + s sen(wy t) ] } (6.12)

estatica, d.g, ¢ dado pela equacao (6.4)).
As resposta obtidas através do INSANE, mais a resposta analitica da equagao
e o deslocamento estatico sao apresentadas no grafico da figura .
Nota-se nesta figura uma excelente concordancia entre todos os resultados, com

excecao do método Wilson-0, que apresenta um amortecimento mais acentuado.
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Figura 6.9: Resposta do sistema massa-mola-amortecedor a carga degrau.
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Figura 6.10: Respostas amortecida e nao-amortecida a carga degrau (Ng4).
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Como dito anteriormente, este método apresenta um amortecimento numérico (Se-
cao [2.4.4)).

Assim como o sistema massa-mola, o sistema massa-mola-amortecedor oscila
em torno de um ponto de equilibrio igual ao deslocamento estéatico e tende a atingir
esta condicao de equilibrio. O deslocamento maximo apresentado é menor do que o
do sistema massa-mola.

A figura[6.10| apresenta um grafico comparativo entre os resultados dos sistemas
massa-mola (definido com ¢ = 0) e massa-mola-amortecedor, obtidos através do
INSANE com o uso do método N34.

A resposta de um sistema massa-mola-amortecedor a uma carga harmonica de

freqiiéncia w é dada por Chopra| (1995):

d(t) = e “nt [ A cos(wg t) + B sen(wg t) ]+ C sen(w t) + D cos(wt)  (6.13)

em que
R L~ (wfun)?
O R T/ P+ 128 @) P (6.14)
D _ FO -2 g (W/WN) (615)

k[ 1= (W/wa2 P+[2 ¢ (wfwa) P
e as constantes A e B sao definidas a partir das condigoes iniciais.

A figura [6.11] apresenta o gréfico com os valores das respostas analitica, estaci-
ondria e obtidas através do INSANE para um sistema cuja relacdo w/w, é de 0,2.
As condicdes iniciais sdo d(0) = 0 e d(0) = w,Fy/k.

Como esperado, os resultados obtidos pelos diversos métodos sao coincidentes
com a resposta analitica, exceto o método Wilson-0, que apresenta uma pequena
diferenca, devido ao amortecimento numérico por ele introduzido.

No grafico da figura [6.11] é possivel ver que a resposta transiente do sistema
amortecido tende a se anular no decorrer do tempo, fazendo com que a resposta do

sistema seja igual a resposta estacionaria.
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Um grafico comparativo entre os resultados dos sistemas massa-mola (definido
com ¢ = 0) e massa-mola-amortecedor, obtidos através do INSANE com o uso do
método N34, é apresentado na figura [6.12]

Para o caso especial de carregamento harmonico cuja freqiiéncia ¢ igual a freqiién-
cia natural do sistema (w = w, ), em que ocorre o fendmeno da ressonancia, a resposta

analitica é dada por |Chopral (1995):

Fy

d(t) = - % { g~ Cwnt [ cos(wg t) + ¢

Vs

As respostas analitica e obtidas pelo INSANE sao apresentadas na figura [6.13]

sen(wy t) ] — cos(wy, t) } (6.16)

Mais uma vez, os resultados obtidos pelos diversos métodos sao coincidentes
com a resposta analitica, exceto o método Wilson-0, que apresenta uma pequena
diferenga, devido ao amortecimento numérico por ele introduzido.

Diferentemente do sistema massa-mola, em que o deslocamento tende a crescer
infinitamente, no sistema amortecido a magnitude do deslocamento é limitada, com
o sistema atingindo um estado estacionario. O valor da amplitude do deslocamento

neste estado é dado por:
Fy
2k

d(t)maz = * (6.17)

Um gréfico comparativo entre os resultados dos sistemas massa-mola (definido
com ¢ = 0) e massa-mola-amortecedor, obtidos através do INSANE com o uso do
método N4, é apresentado na figura [6.14].

O dltimo caso estudado para o sistema massa-mola-amortecedor é o sistema
submetido a um deslocamento inicial dy. Neste caso, o sistema estda em vibracao
livre e a resposta analitica é igual a resposta para vibragoes harmonicas forcadas
amortecidas, dada pela equacao , com as constantes A e B calculadas de

acordo com as condigoes iniciais e as constantes C' e D nulas, pois F = 0:

d(t) = et [ d(0) cos(wq t) + ( A(0) + e d(0)> sen(wqy t)] (6.18)

Wq

O grafico da figura|6.15| apresenta as respostas analitica e obtidas pelo INSANE.
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Figura 6.11: Resposta do sistema massa-mola-amortecedor a carga harmonica.
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Figura 6.12: Respostas amortecida e ndo-amortecida a carga harménica (N34).
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Figura 6.13: Resposta do sistema massa-mola-amortecedor a carga harmonica
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Figura 6.14: Respostas amortecida e ndo-amortecida a carga harmonica (N34).
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Figura 6.15: Resposta do sistema massa-mola-amortecedor ao deslocamento inicial.
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Figura 6.16: Respostas amortecida e ndo-amortecida ao deslocamento inicial (N34).
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Novamente obteve-se uma excelente concordancia entre os resultados obtidos
pelos diversos métodos e a resposta analitica, a excecao do método Wilson-0, que
mais uma vez apresenta amortecimento numeérico.

Pode-se observar no grafico da figura que o sistema oscila em torno de seu
ponto de repouso (d = 0) e que o sistema tende a atingi-lo com o passar do tempo.

Um gréfico comparativo entre os resultados dos sistemas massa-mola (definido
com ¢ = 0) e massa-mola-amortecedor, obtidos através do INSANE com o uso do

método N34, é apresentado na figura |6.16

6.3 Barra com Massa Consistente

Uma barra solicitada axialmente por uma carga degrau (Figura [6.17(a)]) é ana-
lisada, considerando sua massa uniformemente distribuida ao longo de seu com-

primento. A discretizagdo da massa é feita segundo a equagao ([2.26)), dita massa

consistente.
>>>>>>> Hd(t) d(t)
EA, p F(t)
< - % EA p F(t)
® B
f L { } }
L
(a) Modelo analitico. (b) Modelo discreto.

Figura 6.17: Barra com massa consistente.

O modelo discreto adotado para a andlise desse sistema no INSANE (Figura
, assim como os adotados nos exemplos anteriores, é constituido por um
elemento paramétrico unidimensional com modelo de anélise do tipo LINE_1D e
funcao de forma L2. Seu comprimento é L, seu médulo de elasticidade é F e a area
de sua secao transversal ¢ A. Entretanto, ao invés de se supor a massa concentrada

no no livre do elemento, adota-se uma densidade p constante em todo o elemento.
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A rigidez k£ do modelo discreto é obtida pela relacao .

Analisou-se este sistema considerando-o nao-amortecido e amortecido. Para o
segundo caso, o amortecimento considerado foi de ¢ = 0,1. Como nos métodos
de integragao direta nao é possivel fornecer diretamente esse valor, calculou-se os
coeficientes de Rayleigh correspondentes, de acordo com a equacao . Como s6
h& um modo de vibragao para esse sistema, infinitos pares de valores satisfazem esta
equagao. Adotando a,, = 0,0, tem-se que a,, = 2 (/w, =0,2/w,.

Conforme dito anteriormente, o sistema foi analisado para um carregamento
do tipo degrau (Figura [6.2(a)|), partindo do repouso. O passo de tempo adotado
também foi de 0,016 T;,, de forma a possibilitar a comparacao com os resultados do
sistema massa-mola e massa-mola-amortecedor anteriores.

Nas simulacoes numéricas através de métodos de andlise modal, empregou-se
para este modelo um modo de vibragdo (o tnico existente) e o método da iteragao
inversa, com precisao de 107%, para a resolucao do problema de autovalor.

Devido a nova hipdtese para a distribuicao de massa, cuja formulagao pode ser

encontrada no apéndice [D] a freqiiéncia natural deste modelo é calculada por:

| 3k

A férmula para o célculo da freqiiéncia natural amortecida (Equagao ) nao
sofre alteracoes.

Nos sistemas massa-mola e massa-mola-amortecedor, considerou-se que a mola
e o amortecedor nao tinham massa, estando esta toda concentrada na extremidade
livre. Para considerar que a barra agora analisada tem a mesma massa dos exemplos

anteriores, calcula-se o valor da densidade:

m
- 6.20
P=T7 (6.20)
Substituindo (6.20) em (6.19)), tem-se:
k
W = Sk (6.21)
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Como ([6.21)) ¢é diferente de (6.2)), conclui-se que os sistemas massa-mola e barra
com massa consistente nao apresentam respostas iguais para massas totais iguais.
Para saber qual massa total deve ser considerada na barra para se ter um modelo

andlogo ao analisado nos exemplos anteriores, iguala-se (6.2)) e (6.19)), obtendo:
pAL =3 m (6.22)

Como pAL é a massa total da barra, a massa total da barra deve ser o triplo da
massa total do sistema massa-mola para que se obtenha a mesma resposta.

Entretanto, esta diferenca nao afeta a amplitude do movimento, apenas sua
freqiiéncia natural e, conseqiientemente, seu periodo natural. Como os graficos aqui
apresentados sao normalizados pelo periodo natural, os dados nele utilizados fo-
ram obtidos utilizando a densidade calculada em . Observa-se que, como a
freqiiéncia natural deste sistema é diferente da freqiiéncia natural do sistema massa-
mola-amortecedor, o valor do segundo coeficiente de Rayleigh, a,,, e do passo de
tempo, também mudam, pois eles sao dependentes de w,,.

As respostas analiticas para os casos nao-amortecido e amortecido sao as mes-
mas apresentadas para os sistema massa-mola e massa-mola-amortecedor, respecti-
vamente.

Os graficos das figuras [6.18 e [6.19] apresentam as respostas analiticas e obtidas
pelo INSANE do sistema 1GDL com massa consistente submetido a carga degrau,
para os casos nao-amortecido e amortecido, respectivamente.

Assim como nos exemplos anteriores, nota-se uma excelente concordancia entre
os resultados obtidos através do INSANE e a resposta analitica, & excecao do método
Wilson-.

Comparagoes entre os resultados dos exemplos anteriores, em que se usa massa
discreta, e deste exemplo, em que se usa massa consistente, sao apresentadas nos
gréficos das figuras e para os casos nao-amortecido e amortecido, respec-
tivamente. Os resultados obtidos através do método N34 foram adotados nesta

comparagcao.
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Figura 6.18: Resposta do 1GDL com massa consistente a carga degrau.
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Figura 6.19: Resposta amortecida do 1GDL com massa consistente a carga degrau.
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Figura 6.20: Comparagao das respostas do sistema massa-mola e do sistema 1GDL com
massa consistente a carga degrau (N(34).
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Figura 6.21: Comparagcao das respostas do sistema massa-mola-amortecedor e do sistema

1GDL amortecido com massa consistente a carga degrau (N34).
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Observa-se que os resultados sao coincidentes, apresentando apenas uma pe-
quena defasagem ao longo do tempo. Esta defasagem é conseqiiéncia da utilizacao

de intervalos de tempo diferentes, devido as diferentes freqiiéncias naturais.

6.4 Chaminé Submetida a Carga Degrau

Uma chaminé de concreto armado, idealizada como uma viga em balanco com

massa discreta (Figura [6.22(a)]), ¢ submetida em seu topo a uma carga degrau de

1000 uf! (Figura [6.22(b))).

F(t)

I ® >
o m/2
X
- @ .
5 m A
N
S o m 1000
e <
oﬁ ¢ m
A
O” . m 0 t
I
4L a
(a) Modelo discreto. (b) Carga degrau.

Figura 6.22: Chaminé submetida a carga degrau.

Supoe-se que a massa nos noés livres é de 208, 6 um, exceto no né de extremidade,
em que se supoe metade deste valor. A rigidez a flexdao, ET, é de 5,469x10'° uf x uc?.
Como as deformagoes axiais sao desconsideradas, adota-se uma area unitaria.

Para a analise através do INSANE, cinco elementos de barra com modelo de
andlise do tipo PlaneFrame (portico plano) foram utilizados. Este modelo é anali-

sado através dos métodos da aceleracao média (NS4), da aceleracao linear (N36) e

!As seguintes unidades genéricas sdo utilizadas: uf = unidade de forca; um = unidade de
massa; uc = unidade de comprimento; ut = unidade de tempo
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de Wilson-6 (W#), utilizando um passo de tempo At = 0,1 ut.

A tabela apresenta os resultados obtidos pela andlise através do INSANE
com o uso do método N34 e os resultados apresentados por (Chopra; (1995) para o
mesmo método. Estes mesmos dados sao representados graficamente na figura [6.23|

Observa-se que os resultados obtidos pelo INSANE sao praticamente idénticos
aos apresentados por Chopra; (1995)), com pequenos erros de arredondamento.

A tabela [6.3] apresenta os resultados obtidos pela andlise através do INSANE
com o uso do método N6 e os resultados apresentados por (Chopra; (1995) para o
mesmo método. Estes mesmos dados sdo representados graficamente na figura [6.24]
Para melhor visualizagao dos resultados, foram omitidos no gréfico os resultados
obtidos pelo INSANE para t > 1,5 ut.

Observa-se que para o At escolhido, o método da aceleragao linear (N36) é
numericamente instavel: a resposta se desestabiliza por volta de t = 1,0 ut. (Chopra
(1995)) conseguiu realizar a andlise com o método N6 utilizando uma mescla de
integracao direta e analise modal. Para este sistema, ele efetuou um truncamento
modal, considerando apenas os dois primeiros modos de vibracao.

O método de Wilson-6 (W6) foi desenvolvido exatamente para solucionar este
problema de estabilidade numérica do método da aceleracao linear. Por adicionar
um amortecimento numérico, conforme visto nos exemplos anteriores, ele filtra a res-
posta dos modos mais altos do sistema (normalmente com baixa precisao), atingindo
assim a estabilidade incondicional.

A tabela [6.4] apresenta os resultados obtidos pela andlise através do INSANE
com o uso do método W6 e os resultados apresentados por (Chopral (1995)) para o
mesmo método. Estes mesmos dados sao representados graficamente na figura [6.25]

Como esperado, a andlise através do método W6 nao apresentou problemas
quanto a estabilidade numérica, entretanto os valores encontrados sao ligeiramente

diferentes daqueles obtidos por (Chopral (1995).
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Tabela 6.2: Resultados obtidos pelo método NJ4.

Tempo [ut] ‘ Chopra (1995) [uc] ‘ INSANE [uc] ‘

0,1 0,0172 0,0172

0,2 0,0753 0,0753

0,3 0,1682 0,1682

0,4 0,2799 0,2798

0,5 0,4044 0,4043

0,6 0,5436 0,5435

0,7 0,7127 0,7125

0,8 0,9228 0,9226

0,9 1,1588 1,1586

1,0 1,3921 1,3919

1,1 1,6068 1,6065

1,2 1,7974 1,7972

1,3 1,9676 1,9674

1,4 2,1341 2,1339

15 2,3012 2,3010

1,6 2,4462 2,4461

1,7 2,5469 2,5469

1,8 2,5953 2,5954

1,9 2,5926 2,5929

2,0 2,5540 2,5544
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Figura 6.23: Resultados obtidos pelo método N (4.
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Deslocamento horizontal do topo [uc]

30,0
20,0

10,0

o
o

-10,0
-20,0
-30,0
-40,0
-50,0
-60,0

-70,0

Tabela 6.3: Resultados obtidos pelo método NJ6.

Figura 6.24: Resultados obtidos pelo método N 36.

Tempo [ut] Chopra (1995) [uc] ‘ INSANE [uc] ‘

0,1 0,0105 0,0121

0,2 0,0693 0,0749

0,3 0,1663 0,1660

0,4 0,2777 0,2826

0,5 0,3959 0,3964

0,6 0,5335 0,5432

0,7 0,7090 0,6890

0,8 0,9258 0,9920

0,9 1,1651 1,0008

1,0 1,3974 1,8331

1,1 1,6032 0,4726

1,2 1,7854 4,7909

1,3 1,9611 -6,0895

14 2,1412 23,9929

1,5 2,3160 -57,6623

1,6 2,4596 169,1204

1,7 2,5488 -466,1543

1,8 2,5812 1336,4943

1,9 2,5748 -3836,9099

2,0 2,5508 11171,5152
] A
E / \ —=— Chopra
. —— INSANE
Al s
ofo 1{0 \./ \ 1 2

Tempo [ut]
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3,0

2,5

2,0

15

=
o

Deslocamento horizontal do topo [uc]

0,0

Tabela 6.4: Resultados obtidos pelo método W6.

Tempo [ut] ‘ Chopra (1995) [uc] ‘ INSANE [uc] ‘

0,1 0,0077 0,0109

0,2 0,0520 0,0699

0,3 0,1311 0,1608

0,4 0,2339 0,2716

0,5 0,3537 0,3969

0,6 0,4895 0,5409

0,7 0,6479 0,7134

0,8 0,8360 0,9162

0,9 1,0516 1,1360

1,0 1,2805 1,3565

1,1 1,5049 1,5656

1,2 1,7123 1,7588

1,3 1,8994 1,9378

14 2,0691 2,1042

1,5 2,2253 2,2536

1,6 2,3659 2,3772

1,7 2,4813 2,4661

1,8 2,5598 2,5163

1,9 2,5938 2,5289

2,0 2,5840 2,5084
: —=— Chopra
J / —— INSANE
] ///
0,0 0,5 1,0 15 2,0

Tempo [ut]

Figura 6.25: Resultados obtidos pelo método W§.
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6.5 Trelica Plana de Duas Barras

Weaver Jr. e Johnston (1987)) apresentam resultados para a anélise dindmica

de uma treliga plana de duas barras (Figura[6.26(a)|) submetida a um carregamento

como o representado pela figura [6.26(b), para os métodos CD, N34 e Nj36.

1 F(t)
- —
F
A
al & Fo
2 2
)
IS
0 Tn/2 TN t
Fol—
2 3

‘ 06L

(a) Modelo discreto. (b) Carga aplicada.

Figura 6.26: Trelica plana de duas barras.

Na anédlise através do INSANE, dois elementos de barra com modelo de anélise
do tipo PlaneTruss (treliga plana) foram utilizados, um para cada barra. A area e
o comprimento da barra vertical correspondem a 0,8 vezes a area e o comprimento
da barra inclinada, respectivamente. Adotou-se massa consistente para esta anélise.

O passo de tempo utilizado foi de um vigésimo do periodo natural para o pri-
meiro modo de vibragao, sendo que a freqiiéncia natural correspondente é dada por

(Weaver Jr. e Johnston, [1987)):

k
w?=0,2 — (6.23)
m

Sendo k a rigidez da barra inclinada e m dados por:

k= ETA (6.24)
pAL (6.25)
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Substituindo ((6.24]) e (6.25) em (6.23)), tem-se:

0,6049 |E

— 6.26
wi 7 5 (6.26)
Portanto, o periodo natural do primeiro modo de vibracao é dado por:
27w L p
= = 6.27
L7 0,6049 V E (6.27)
E o passo de tempo utilizado na andlise é:
m L p
t = = 6.28
6,049 V E (6.28)

As tabelas [6.5], [6.0] e [6.7] apresentam os resultados obtidos pela andlise através
do INSANE e apresentados por Weaver Jr. e Johnston| (1987)) para os métodos CD,

N4 e NG6, respectivamente. Estes mesmos dados sao representados graficamente

nas figuras [6.27] [6.28] e [6.29] respectivamente.

Os resultados apresentados por |Weaver Jr. e Johnston! (1987) s@o representados
com quatro algarismos significativos, variando o nimero de casas decimais, pois eles
foram originalmente publicados desta forma. Para os resultados obtidos através do
INSANE preferiu-se adotar sempre quatro casas decimais.

Observa-se que os resultados de [Weaver Jr. e Johnston| (1987) e do INSANE
sao coincidentes para os trés métodos. Isto ja era esperado, pois em ambos os
trabalhos utilizou-se o mesmo modelo discreto e mesmos métodos numéricos. Esta

concordancia de resultados valida a implementagao destes métodos no INSANE.



d * (k/Fo)

Tabela 6.5: Resultados obtidos pelo método CD.

Tempo ‘ Weaver Jr. e Johnston}1987) ‘ INSANE
1,0 0,2467 0,2467
2,0 0,9431 0,9431
3,0 1,979 1,9793
4,0 3,227 3,2267
5,0 4,574 4,5742
6,0 5,928 5,9284
7,0 7,188 7,1875
8,0 8,223 8,2234
9,0 8,898 8,8975
10,0 9,107 9,1066
11,0 7,839 7,8390
12,0 5,330 5,3296
13,0 1,952 1,9522
14,0 -1,929 -1,9291
15,0 -6,024 -6,0236
16,0 -10,06 -10,0604
17,0 -13,70 -13,6967
18,0 -16,50 -16,5026
19,0 -18,07 -18,0662
20,0 -18,15 -18,1544
10,0
: TN
5,0 /,/' .
0,0 FEr e e e e e
(0110] 0|1 0|2 0|3 0l4 0|5 0|6 U 0|8 0[9 1
5,0
-10,0 -
-15,0 1 N
-20,0

tT,

Figura 6.27: Resultados obtidos pelo método CD.

—=—\Weaver e
Johnston

——INSANE
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d * (k/Fo)

Tabela 6.6: Resultados obtidos pelo método NJ4.

Tempo ‘ Weaver Jr. e Johnston| (1987) ‘ INSANE
1,0 0,2369 0,2369
2,0 0,9121 0,9121
3,0 1,932 1,9316
4,0 3,173 3,1730
5,0 4,515 4,5151
6,0 5,851 5,8505
7,0 7,080 7,0801
8,0 8,101 8,1013
9,0 8,806 8,8064

10,0 9,099 9,0994
11,0 8,689 8,6893
12,0 7,149 7,1492
13,0 4,452 4,4516
14,0 0,9392 0,9392
15,0 -3,01 -3,0052
16,0 -7,03 -7,0277
17,0 -10,89 -10,8189
18,0 -14,09 -14,0865
19,0 -16,53 -16,5309
20,0 -17,86 -17,8627

10,0

T

0,0 Frritm]

~
o

N

tT,

Figura 6.28: Resultados obtidos pelo método Nj34.

—=—\Weaver e
Johnston

——INSANE
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Tabela 6.7: Resultados obtidos pelo método NJ6.

Tempo ‘ Weaver Jr. e Johnston| (1987) ‘ INSANE ‘
1,0 0,2400 0,2400
2,0 0,9220 0,9220
3,0 1,948 1,9476
4,0 3,192 3,1918
5,0 4,536 4,5356
6,0 5,875 5,8753
7,0 7,113 7,1126
8,0 8,139 8,1390
9,0 8,838 8,8377
10,0 9,108 9,1080
11,0 8,741 8,7405
12,0 7,145 7,1453
13,0 4,397 4,3967
14,0 0,8543 0,8543
15,0 -3,104 -3,1037
16,0 -7,143 -7,1434
17,0 -10,97 -10,9690
18,0 -14,28 -14,2767
19,0 -16,73 -16,7318

20,0 -18,01 -18,0118

10,0

—=—\Weaver e
Johnston

——INSANE

0,0 T’-.{I---- T

tT,

Figura 6.29: Resultados obtidos pelo método N36.



123

6.6 Trelica Plana de Trés Barras

Weaver Jr. e Johnston (1987)) também apresentam resultados para a andlise
dindmica de uma treliga plana de trés barras (Figura|6.30(a)|) em vibragao livre, para

os métodos SDM e HHT'. Todos os deslocamentos livres assumem valores iniciais de

0,1 uc (Figura|6.26(b)]).

0,8L

0,6 EA, p

0,6L

(a) Modelo discreto. (b) Deslocamentos iniciais.

Figura 6.30: Trelica plana de trés barras.

Na analise através do INSANE, trés elementos de barra com modelo de anélise
do tipo PlaneTruss (treliga plana) foram utilizados, um para cada barra. A drea e o
comprimento da barra vertical correspondem a 0,8 vezes a area e o comprimento da
barra inclinada, respectivamente. Ja a area e o comprimento da barra horizontal cor-
respondem a 0,6 vezes a area e o comprimento da barra inclinada, respectivamente.
Adotou-se massa consistente para esta andlise.

As trés barras sao feitas de um material cujo moédulo de elasticidade é de
3000 uf x uc? e cuja densidade é de 7,35 x 1077 um/uc®. A érea da barra in-
clinada ¢ de 10 uc? e seu comprimento é de 250 uc. Utilizou-se um passo de tempo
de 0,001 ut e um tempo total de analise de 0,02 ut .

Na andlise através do método SDM, empregou-se para este modelo os trés modos
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de vibracao existentes e o método da iteracao inversa, com precisao de 107°, para a
resolucao do problema de autovalor.

As tabelas e apresentam os resultados obtidos pela andlise através do
INSANE e apresentados por Weaver Jr. e Johnston (1987) para os métodos SDM
e HHT, respectivamente. Estes mesmos dados sao representados graficamente nas
figuras e [6.32], respectivamente.

Observa-se que os resultados de Weaver Jr. e Johnston (1987) e do INSANE sao
coincidentes para o método HHT. Isto ja era esperado, pois em ambos os trabalhos
utilizou-se o mesmo modelo discreto e o mesmo método numérico. Esta concordancia
de resultados valida a implementacao do método HHT no INSANE.

Para o método SDM, observa-se uma diferenca consideravel nos resultados. Esta
diferenga ocorre devido a dois fatores. O primeiro é que|Weaver Jr. e Johnston| (1987)
utilizam a quadratura de Euler como método de integracao numeérica, enquanto o
INSANE utiliza a quadratura de Gauss, mais precisa. Além disso, o passo de tempo

é relativamente grande, o que diminui a precisao do método SDM.



Deslocamento horizontal do né 2 [uc]

Tabela 6.8: Resultados obtidos pelo método SDM.

Tempo [ut] ‘ Weaver Jr. e Johnston7(1987) [uc] ‘ INSANE [uc] ‘
0,000 0,10000 0,10000
0,001 0,08527 0,07209
0,002 0,07285 0,06407
0,003 0,06075 0,04802
0,004 -0,00541 -0,00599
0,005 -0,08421 -0,06671
0,006 -0,09821 -0,08275
0,007 -0,08568 -0,07473
0,008 -0,09336 20,07501
0,009 -0,08274 -0,06700
0,010 -0,05107 -0,04641
0,011 -0,02920 -0,02437
0,012 0,01901 0,01936
0,013 0,09667 0,07858
0,014 0,12087 0,09876
0,015 0,08873 0,07747
0,016 0,07618 0,06349
0,017 0,07205 0,05629
0,018 0,03492 0,03116
0,019 -0,00345 -0,00005
0,020 -0,03891 -0,03576
0,15
1 —— \Weaver e
0,10 1 \ Johnston
1 \__ﬂ.\ ——INSANE
0,05 \\\
0,00 — T T —
O,é 00 ,Q05 0,010 0,015 NZO
-0,05
-0,10
-0,15

Tempo [ut]

Figura 6.31: Resultados obtidos pelo método SDM.
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Deslocamento horizontal do né 2 [uc]

Tabela 6.9: Resultados obtidos pelo método HHT.

Tempo [ut] ‘ Weaver Jr. e Johnston7(1987) [uc] ‘ INSANE [uc] ‘

0,000 0,10000 0,10000
0,001 0,08873 0,08873
0,002 0,06847 0,06847
0,003 0,04937 0,04937
0,004 0,01239 0,01239
0,005 -0,05237 -0,05237
0,006 -0,11040 -0,11040
0,007 -0,12015 -0,12015
0,008 20,08981 -0,08981
0,009 -0,06231 -0,06231
0,010 -0,05263 -0,05263
0,011 -0,03470 -0,03470
0,012 0,00968 0,00968
0,013 0,06271 0,06271
0,014 0,09892 0,09891
0,015 0,11326 0,11326
0,016 0,10852 0,10852
0,017 0,08000 0,08000
0,018 0,03111 0,03111
0,019 -0,01487 -0,01487
0,020 -0,03987 -0,03987

0,15

0,10 ] s EN e

. —— INSANE
0,05
0,00 +———r : : : : —
O,é 00 ,Q05 0,010 0,015 0,020
-0,05
-0,10
O ./
-0,15
Tempo [ut]

Figura 6.32: Resultados obtidos pelo método HHT.
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6.7 Viga Biapoiada Submetida a Carga Degrau

Uma viga biapoiada é submetida a uma carga degrau de 100 kN em seu ponto

central (Figura|6.33]).

100 kN

L/2 L/2

~V

0

(a) Modelo analitico. (b) Carga degrau.

Figura 6.33: Viga biapoiada submetida a carga degrau.

O comprimento total da viga é de 3,0 m. Ela é feita por um material cujo
mddulo de elasticidade é de 30.000 kN/m? e cuja densidade é de 2.750 kg/m>. A
secao transversal é retangular, de base 0,40 m e altura 0,60 m.

Chopral (1995)) apresenta a solucao analitica para os modos de vibragao natural
e para o deslocamento do ponto central da viga:

_n*n? [EI

- - - /== 2
Wn 72 oA (6.29)

2 Fy L [ 1—cos(w t) N 1 — cos(ws t) N 1 — cos(ws t) N 1 — cos(wr t)
™ E 1 1 34 54 74
(6.30)

dL/Q(t) —

Os coeficientes dos termos da equacao ((6.30)) mostram que o primeiro modo de
vibracao é dominante neste modelo, portanto nao é necessaria uma malha muito
refinada para se encontrar uma boa resposta. Para a analise no INSANE, utilizou-
se uma malha de dois elementos de barra com modelo de andlise do tipo Beam
(viga). Adotou-se um passo de tempo At = 0,01 s e um tempo total de andlise de
2,0 s. Para o método CD, adotou-se At = 0,005 s, a fim de se evitar problemas de

estabilidade numérica.
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Nas simulacoes numéricas através de métodos de andlise modal, empregou-se
para este modelo quatro modos de vibracao e o método da iteracao inversa, com
precisao de 107%, para a resolucao do problema de autovalor.

A tabela [6.10] apresenta uma comparacao entre os valores das freqiiéncias na-
turais obtidas analiticamente e através do INSANE, para malhas com 30, 10 e 2
elementos. Para a malha com dois elementos, sao apresentadas apenas as quatro

freqiiéncias naturais existentes.

Tabela 6.10: Freqiiéncias naturais da viga biapoiada.

w1 %) ws Wy Ws We wr
Chopral (1995) 19,84 | 79,35 | 178,55 | 317,42 | 495,97 | 714,19 | 972,09
INSANE (30 elms.) | 19,84 | 79,35 | 178,55 | 317,43 | 495,99 | 714,27 | 972,29
INSANE (10 elms.) | 19,84 | 79,36 | 178,64 | 317,94 | 497,92 | 719,86 | 985,88
INSANE (2 elms.) | 19,92 | 88,08 | 221,39 | 403,62 - - -
0,55
N & BE%% I \
W 4]
J \ —e— Analitico
>§ ﬁ —— Estatico
J ¢ ‘i ﬂ 1 = NB4
J } ’\ NB6
¥ ] ——HHT
1 j ] & —»—DC
l | i B
% ’\ —e—SDM
—— SAM

VARV

0,6 0,8

0,2 0,4

Tempo [s]

Figura 6.34: Resposta da viga biapoiada a carga degrau.

Pode-se observar que quanto mais refinada é a malha, maior a precisao dos

resultados. Observa-se também que, para os modos mais baixos, os erros sao bem
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pequenos, enquanto que para os modos mais altos os erros aumentam. Esta menor
precisao dos modos mais altos é uma caracteristica do Método dos Elementos Finitos.

A figura [6.34] apresenta um grafico com as respostas analitica e obtidas pelo
INSANE para este modelo. Para efeito de comparagao, também calculou-se no
INSANE a resposta a um carregamento estatico de magnitude igual a da carga
degrau e ela também é apresentada no grafico.

Mais uma vez, obteve-se excelente concordancia entre os resultados analitico e
dos diversos métodos, a excecao do método Wilson-0, que apresentou amortecimento

numeérico.

6.8 Viga Biengastada Submetida a Carga Degrau

Uma viga biengastada ¢ submetida em seu ponto central a uma carga degrau

de 640 uf (Figura [6.35)).

ElLp i 640

L/2 L/2

-~V

(a) Modelo analitico. (b) Carga degrau.

Figura 6.35: Viga biengastada submetida a carga degrau.

O comprimento total da viga é de 20,0 uc. Ela é feita por um material cujo
médulo de elasticidade é de 3 x 107 wf/uc?, com médulo de Poisson nulo e cuja
densidade é de 0,00026 um/uc®. A segao transversal é retangular, de base 1,0 uc e
altura 0, 125 uc.

Este problema foi originalmente apresentado por Mondkar e Powell (1977)), sendo
posteriormente estudado por diversos outros autores, como Yang e Saigall (1984)),

Aranha Jr. (2003)) e Galvao| (2004).
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Mondkar e Powell| (1977) utilizaram dez elementos quadrilaterais de oito nés
para discretizar esta viga, considerando-a em estado plano de tensoes. Além disso,
a massa foi idealizada concentrada nos nés. O método de anélise adotado foi o N34.

Para a anédlise no INSANE, duas malhas foram utilizadas. A Malha 1 (Figura
6.36(a)) ¢ semelhante & malha de Mondkar e Powell (1977)), com 10 elementos qua-
drilaterais de oito nés com modelo de anédlise do tipo PlaneStress (Estado Plano
de Tensoes - EPT), porém com massa consistente. A malha 2 (Figura [6.36(b)|) é

composta por 10 elementos de barra com modelo de anélise do tipo Beam (viga).

SESESESEENEENE /

(a) Malha 1. (b) Malha2.

7777777

Figura 6.36: Malhas utilizadas na anélise.

O passo de tempo adotado foi de 0,00005 ut, com um tempo total de analise
de 0,05 ut. Por questoes de estabilidade numérica, para os métodos CD e NS6, o
passo de tempo adotado foi dez vezes menor.

Nas simulacoes numéricas através de métodos de andlise modal, empregou-se
para este modelo cinco modos de vibracao e o método da iteragao no subespaco,
com precisao de 107%, para a resolucao do problema de autovalor.

Rogers| (1959) apresenta a seguinte féormula para o calculo das freqiiéncias na-

turais de uma viga biengastada:

[ EI

em que paran = 1, 2, 3, 4 e 5, os valores de C' sao, respectivamente, 3,56, 9,82,
19,2, 31,8 e 47,5.
Uma outra férmula é apresentada por Biggs (1964):

(n+0,5)° 72 |E1
n = 32
w i oA (6.32)

A tabela apresenta uma comparacao entre os valores das freqiiéncias na-

turais obtidas por estas duas formulas e através do INSANE, para as duas malhas
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adotadas.
Tabela 6.11: Freqiiéncias naturais da viga biengastada.
w1 Wo ws W4 Ws
Rogers| (1959) 685,43 | 1890,71 | 3696,70 | 6122,66 | 9145,49
Biggs| ((1964) 680,48 | 1890,22 | 3704,84 | 6124,32 | 9148,68

INSANE - Malha 1 | 699,42 | 1976,06 | 4004,91 | 6911,38 | 10884,64
INSANE - Malha 2 | 685,61 | 1890,34 | 3708,51 | 6140,48 | 9201,01

Nota-se que os valores obtidos pelas duas formulas analiticas e pelo INSANE com
a malha 2 sao bem préximos. Entretanto, para a malha 1, os valores encontrados
sao mais discrepantes. Isto ocorre devido ao fato de que diferentes hipdteses sao
assumidas para cada tipo de elemento. Na malha 1, por exemplo, a rotacao nodal é
desconsiderada, o que nao acontece na malha 2.

As figuras[6.37)e[6.38 apresentam gréficos com as respostas obtidas pelo INSANE
para as malhas 1 e 2, respectivamente. Como referéncia, os valores obtidos por
Mondkar e Powell (1977)) também sao exibidos. Para efeito de comparagao, também
calculou-se no INSANE a resposta a um carregamento estatico de magnitude igual
a da carga degrau, em ambas as malhas, e ela também é apresentada nos graficos.

Mesmo utilizando um passo de tempo dez vezes menor para os métodos N36 e
DC, eles nao convergiram para a malha 2. Outro método que apresentou problemas
nesta malha foi o método WT. Entretanto, esse ultimo é um método incondicio-
nalmente convergente, ao contrario dos dois primeiros, portanto este erro nao era
esperado. Porém, ao verificar-se sua implementacao nao foi encontrado nenhum
erro.

Observa-se boa concordancia entre os dados calculados pelo INSANE através
de todos os métodos e os apresentados por Mondkar e Powell (1977). Os erros
apresentados sao em grande parte devido a técnica utilizada para retirar os valores

do grafico original do que devido a erros de calculo.
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Figura 6.37: Resposta da viga biengastada a carga degrau - Malha 1.
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Figura 6.38: Resposta da viga biengastada a carga degrau - Malha 2.
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Ressalta-se que Mondkar e Powell (1977) utilizam unidades no sistema inglés

(aqui omitidas para melhor compreensao) e que Yang e Saigall (1984)) apresentam

um erro ao fazer a conversio da densidade de [b/in® para Ib - s?/in*. Entretanto,

em seus calculos foi utilizado o valor correto. Esse erro levou [Aranha Jr.| (2003) a

introduzir um parametro incorreto em sua andlise e a concluir, equivocadamente,

que as escalas dos graficos apresentados pelos outros autores estavam erradas.

6.9 Placa Fina Quadrada em Vibracao Livre

Neste exemplo, deseja-se determinar as freqiiéncias naturais de uma placa fina

quadrada (Figura|6.39)).

Figura 6.39: Placa fina quadrada.

Os valores encontrados sao comparados com os valores analiticos obtidos pela

equacao apresentada por (1974):

m? +n? D
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em que
_ ER
12 (1 —v?)

(6.34)
sendo E é o moédulo de elasticidade do material, v é seu coeficiente de Poisson e p
é sua densidade. a é a largura da placa e h é sua espessura. m e n sao coeficientes
inteiros, relacionados aos modos de vibracao.

Para a analise, adotou-se uma placa de 80 ¢m x 80 ¢m, com espessura de 10 cm.
Seu material tem E = 6,9 x 10° N/em? v =0,33 e p = 2,62 x 1073 kg/cm?.

Foram utilizadas quatro malhas nesta andalise (Figura , todas elas com
elementos do tipo KirchhoffThinPlate (placa fina de Kirchhoff). Em duas delas,
empregou-se elementos quadrilaterais de 4 ndés (Q4), sendo uma com 25 e a outra
com 400 elementos. Para estas malhas o modelo de analise adotado foi o MZC. Nas
outras duas malhas utilizou-se elementos triangulares de 3 nés (T3), com 50 e 800
elementos, e modelo de analise CKZ.

Para o calculo através do INSANE, utilizou-se o método da iteracao no subes-
paco, com precisao de 1076,

Os valores encontrados através da equagao ((6.33)) e os calculados pelo INSANE

sao apresentados na tabela

Tabela 6.12: Freqiiéncias naturais da placa fina.

w1 W2 w3 Wy Ws We

Analitico 484,03 | 1210,07 | 1210,07 | 1936,11 | 2420,14 | 2420,14
INSANE (25 Q4) | 496,71 | 1307,93 | 1307,93 | 2105,62 | 2815,25 | 2815,59
INSANE (50 T3) | 496,25 | 1215,07 | 1409,51 | 2084,38 | 2399,03 | 3174,18
INSANE (400 Q4) | 484,84 | 1216,65 | 1216,65 | 1949,10 | 2451,07 | 2451,07
INSANE (800 T3) | 484,65 | 1210,37 | 1222,80 | 1948,68 | 2419,08 | 2485,59

Observa-se que os valores calculados pelo INSANE sao bem préximos dos valores
analiticos e que a precisao aumenta com o refinamento da malha. Percebe-se também

que as freqiiéncias ws € w3 sao iguais, assim como ws € wg. Entretanto, os modos de
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(a) 25

elementos Q4.

elementos Q4.

(c) 50

elementos T3.

(d) 800 elementos T3.

Figura 6.40: Malhas utilizadas na anélise.

vibragao correspondentes sao diferentes. Isto ocorre porque a placa é simétrica nas

duas diregoes, o que nao acontece para as malhas com elementos triangulares.

Os modos de vibracao respectivos a estas freqiiéncias sao representados nas

figuras a |6.46,
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Figura 6.43: Terceiro modo de vibracao.
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Figura 6.46: Sexto modo de vibragao.



Capitulo 7

PROBLEMAS ESTATICOS
NAO-LINEARES

Com o objetivo de ilustrar e validar a implementagao das formulagoes apresen-
tadas no capitulo [3, sdo apresentadas a seguir simulagoes numéricas de problemas
geometricamente nao-lineares, nos quais empregam-se os recursos disponibilizados
no INSANE. Os exemplos apresentados confrontam os resultados obtidos pelo IN-
SANE com resultados encontrados na literatura.

As abreviagoes empregadas neste capitulo para indicar o tipo de formulagao e o

método de iteragao utilizados nas simulagoes sao apresentados na tabela [7.1]

Tabela 7.1: Formulagoes e métodos de iteragao utilizados.

Abreviacao Formulagao
LT Formulacao Lagrangeana Total
LA Formulacao Lagrangeana Atualizada
NRP Método de Newton-Raphson Padrao
NRM Método de Newton-Raphson Modificado

Neste capitulo, adota-se a notacao P, para representar o vetor de cargas externas

de referéncia.

138



139

7.1 Domo Abatido

Um domo abatido formado por vinte e quatro barras trelicadas é analisado neste
exemplo. A geometria do domo e suas condigoes de contorno sao apresentadas na
figura [7.1] Este problema foi analisado por diversos outros autores, entre eles [Yang

e Kuo (1994)).

O No livre
® NO engastado

(a) Vista superior.

Po

[ 2cm

/\/\ 8,216 cm

(b) Vista lateral.

Figura 7.1: Domo abatido.

2

Todas as barras tém secao transversal de area A = 1 ¢m® e sdo constituidas

2

por um material cujo médulo de elasticidade é E = 10000 kN/cm?. A carga de

referéncia Py é de 1 kN.
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Para analise através do INSANE, foram utilizados elementos paramétricos uni-
dimensionais de dois nds, com modelo de anélise de tipo LINE_3D e funcao de forma
L2.

O método de controle utilizado foi o controle direto de deslocamento, em que
incrementou-se de —0, 01 ¢m o deslocamento vertical do né 1 em cada passo. Foram
efetuados 200 passos. A tolerancia a convergéncia foi de 0,01 para as forcas.

As figuras a [7.4) apresentam as trajetérias de equilibrio para alguns graus
de liberdade do modelo. Como referéncia, as trajetérias obtidas por Yang e Kuo
(1994) também sao exibidas. No grafico, os deslocamentos verticais sao considerados

positivos na direcao de aplicagao da carga de referéncia.

4,0 -
3,0
2,0 ] —=—LT-NRP
] —+—LT-NRM
1,0 1
—LA-NRP

0 —*LA-NRM

Fator de Carga
o
o

-1,0
] & Yange
o Kuo
2,0] (1994)
-3,0
-4,0 4

Deslocamento Vertical do N6 1 [cm ]

Figura 7.2: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do né 1.

Observa-se nestas figuras uma excelente concordancia entre os resultados calcu-
lados pelo INSANE e os valores fornecidos por [Yang e Kuo| (1994).

Os pequenos erros entre o INSANE e a referéncia se devem ao fato de que os
valores da referéncia foram retirados de um gréafico, o que gera erros de escala e de

leitura.
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Fator de Carga
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P B

Deslocamento Vertical do N6 2 [cm ]
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—=—|LT-NRP
—4—LT-NRM

——LA-NRP

DO —e— LA-NRM

¢ Yange
Kuo
(1994)

Figura 7.3: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do no6 2.

Deslocamento Horizontal do N6 2 [cm ]

—#— LT-NRP

—4—LT-NRM

—— LA-NRP

35 0,840 0,045 —e—LA-NRM

¢ Yange
Kuo
(1994)

Figura 7.4: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento horizontal do né 2.
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7.2 Portico de Williams

Semelhante ao domo abatido, o Pértico de Williams (Figura é um portico
abatido biengastado, cujos resultados analitico e experimental foram apresentados
por Williams (1964]).

Este problema é freqiientemente usado para validacao de modelos numéricos

nao-lineares e foi também estudado por Yang e Kuo (1994), [Souza| (2000), Fuina

R

|
T

(2004), \Galvao| (2004)), dentre outros.

0,386
10,243
12,943 J
1

Figura 7.5: Portico de Williams.

O pértico é composto por um material linear-elastico isotrépico de modulo de
elasticidade F = 10,3 x 105 uf/uc? e coeficiente de Poisson nulo. Sua espessura é
de 0,753 uc.

Para anélise no INSANE, ele foi discretizado em 10 elementos finitos quadrila-
terais de 8 nés, com modelo de anélise PlaneStress (estado plano de tensoes). A
ordem de integracao numérica utilizada foi 3 x 3. Considerou-se a carga de referéncia
Py =—-20,0 uf.

O método de controle utilizado foi o controle direto de deslocamento, em que
incrementou-se de —0, 00325 uc o deslocamento vertical do n6 de aplicacao da carga
em cada passo. Foram efetuados 200 passos. A tolerancia a convergéncia foi de
0,0001 para as forcas.

A figura apresenta a trajetoria de equilibrio para o ponto de aplicagao da
carga. Como referéncia, a trajetoria experimental obtida por Williams| (1964)) tam-
bém ¢ exibida. No grafico, o deslocamento vertical é considerado positivo na direcao

de aplicagao da carga de referéncia.
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3,5
3,0
2,5
—=—LT-NRP
©
= —4+—LT-NRM
8 2,0 1
3 ] —=LA-NRP
S 1,5 1 —e—LA-NRM
]
K ]
] * Williams
1,0 (1964)
0,5 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicagdo da Carga [uc]

Figura 7.6: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicacao
da carga.
Observa-se neste grafico uma excelente concordancia entre os resultados calcu-

lados pelo INSANE e os valores fornecidos por Williams| (1964).

7.3 Coluna Engastada e Livre

Nesta simulagao, analisa-se uma coluna esbelta, engasta na base e livre na ou-
tra extremidade, submetida a uma carga excéntrica vertical aplicada em seu topo,
conforme ilustrado na figura (os nés foram omitidos para melhor visualizac¢ao).
Resultados analiticos para este modelo sao apresentados por \Wood e Zienkiewicz
(1977).

Esta coluna é composta por um material linear-elastico isotrépico, cujo médulo
de elasticidade é E = 12 kN/m? e coeficiente de Poisson v = 0, 3. Ela tem dimensoes
1 m x100 m x 1 m.

Para andlise no INSANE ela foi discretizada em 50 elementos finitos quadrila-

terais de 4 nds, com modelo de andlise PlaneStress (estado plano de tensoes). A
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=N

3

-—
o
o

100 m

I nnmnm

Figura 7.7: Coluna engastada e livre.

ordem de integracao numérica utilizada foi 2 x 2. Considerou-se a carga de referéncia
Py=—-2,0x107* kN.

O método de controle utilizado foi o controle de carga, em que incrementou-se
de 0,1 uc a carga aplicada em cada passo. Foram efetuados 90 passos. A tolerancia
a convergencia foi de 0,0001 para as forcas, quando se utilizou o método de Newton-
Raphson padrao e de 0,1 para o método de Newton-Raphson modificado. Esta
diferenciacao foi necessaria devido a natureza da trajetoria e ao método de controle
utilizado.

A figura apresenta a trajetéria de equilibrio para o deslocamento horizontal
do ponto de aplicacao da carga. Como referéncia, o resultado analitico apresentado
por Wood e Zienkiewicz (1977) também é exibido.

Observa-se neste grafico uma discordancia entre os resultados calculados pelo
INSANE e os valores fornecidos por Wood e Zienkiewicz (1977)). Esta discordancia

se deve, entre outros fatores, a diferenca entre as malhas adotadas.
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9,0 1
8,0 7
* —=LTNRP
7,0 1
—4—LT-NRM
© 6,0 ]
g ] . —<LA-NRP
O 5.0 7
3 —e—LA-NRM
§ 4,0 4
L‘E E ¢ Wood e
3,0 Zienkiewicz
. (1977)
2,0 ]
1,0
0,0

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0
Deslocamento Horizontal do Ponto de Aplicacéo da Carga [m]

Figura 7.8: Trajetoéria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de aplicagao
da carga.

7.4 Portico de Lee

O Pértico de Lee é outro exemplo freqiientemente usado por pesquisadores
para validar modelos numéricos nao-lineares, podendo-se citar Souza (2000)), Galvao
(2000, 2004)), |Aranha Jr. (2003)) e |[Fuina (2004)). Ele é um pdrtico em forma de L
birrotulado. Sua geometria e dimensodes sao apresentadas na figura [7.9]

O pértico é composto por um material linear-elastico isotrépico, cujo médulo
de elasticidade é E = 720 uf/uc® e coeficiente de Poisson v = 0,3. Sua secio
transversal tem dimensoes 2 uc X 3 uc

Para analise no INSANE o portico foi discretizado em 41 elementos finitos qua-
drilaterais de 8 nés de tamanhos variados (Figura , sendo que os nés foram omi-
tidos para melhor visualizagao), com modelo de anélise PlaneStress (estado plano
de tensoes). A ordem de integracao numérica utilizada foi 3 x 3. Considerou-se a
carga de referéncia Py = —2,0 uf.

O método de controle utilizado foi o controle de deslocamento generalizado,
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Figura 7.9: Portico de Lee.

com incremento do fator de carga igual a 0,01. Para a formulacao Lagrangeana
Total foram efetuados 1340 passos, enquanto que para a formulacao Lagrangeana
Atualizada foram necessarios 2600 passos. A tolerancia a convergéncia foi de 0,001
para as forcas.

As figuras [7.10] e apresentam as trajetérias de equilibrio para os desloca-
mentos horizontal e vertical do ponto de aplicacao da carga. Como referéncia, foram

adotados os resultados apresentados por (2000)).

Observa-se nestes graficos uma excelente concordancia entre os resultados cal-

culados pelo INSANE e os valores apresentados por (2000).
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2,5
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Fator de Carga
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—=—LT-NRP
—4—LT-NRM
—>—LA-NRP
—e—LA-NRM

¢ Galvao
(2000)

Figura 7.10: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de

aplicacao da carga.

—=—LT-NRP

—4—LT-NRM

——LA-NRP

—o— LA-NRM

& Galvéo

(2000)

Fator de Carga

Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicagédo da Carga [uc]

Figura 7.11: Trajetoéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicacao

da carga.



Capitulo 8

PROBLEMAS DINAMICOS
NAO-LINEARES

Neste capitulo, sao apresentadas simulacoes numéricas de problemas dinamicos
geometricamente nao-lineares com o objetivo de ilustrar e validar a implementagao
da formulagao apresentada na secao [£.2] Os exemplos apresentados confrontam os
resultados obtidos pelo INSANE com resultados encontrados na literatura.

As abreviacoes empregadas neste capitulo para indicar o tipo de formulacao,
os métodos e os parametros utilizados nas simulagoes sao as mesmas utilizadas nos
capitulos anteriores.

Apenas os métodos NG4, NG6 e HHT sao possiveis de serem utilizados para
se considerar os efeitos dinamicos para o caso nao-linear, pois apenas a formulagao

deles se baseiam na implementacao do método Hilber-Hughes-Taylor.

148



149

8.1 Portico de Williams Submetido a Carga De-
grau

Analisa-se aqui o Pértico de Williams, previamente apresentado na secao
(Figura . Entretanto, agora considera-se uma carga do tipo degrau (Figura
. A geometria e as propriedades do pértico sao as mesmas apresentadas
anteriormente, assim como a malha de elementos finitos utilizada.

Este modelo, considerando os efeitos dinamicos nao-lineares, também foi anali-

sado por |Chan e Chui (2000) e Galvao| (2004)).

l F(t)

0,386
30.243
12,943 )
i

~V

0

(a) Geometria. (b) Carregamento aplicado.

Figura 8.1: Pértico de Williams submetido a carga degrau.

Nesta analise adotou-se um passo de tempo At = 0, 0001 ut e um tempo total de
analise de 0,05 ut. Para a convergéncia do processo incremental iterativo, adotou-se
uma tolerancia de 0,001 para os deslocamentos.

As figuras[8.2]e apresentam as respostas deste modelo a carga degrau obtidas
pelo INSANE para as formulagdes LT e LA, respectivamente. Os valores obtidos
por |Galvao (2004) com formulagao LA s@o apresentados como referéncia.

Observa-se nestes graficos que o método N34 apresentou valores mais proximos
da referéncia, principalmente para o primeiro ciclo, e que o método HHT também
teve uma boa concordancia, apesar do erro maior. Ao se empregar o método N6
nao foi obtida convergéncia, mesmo com um passo de tempo dez vezes menor.

O grafico da figura [8.4] apresenta uma comparacao entre os resultados obti-

dos com as formulagoes LT e LA, tomando como padrao os métodos N34 e NRP.
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0,12 )
0,10 -/./.\I \ .

: N A
0,08 —=-NB4-NRP

] ‘\ \ )‘// \ —a—NB4-NRM
0,06 ] ! ——HHT-NRP

] \ \ / \ / —e— HHT-NRM
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: \. / \ \\ / .
0,02

: \‘kv//!
0,00 4 . — ] — — L,

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
Tempo [ut]
Figura 8.2: Resposta do Portico de Williams a carga degrau - LT.

0,12 7
0,10 -/(.\I ™ °

: N 1\
0,08 —=-NB4-NRP

i \ \ // \ —4—NB4-NRM
0,06 1 I HHT-NRP

] \ \ / \ / —e— HHT-NRM
0,04 ] ¢ Galvao

: \ / \ \K / .
0,02

] 1
0,00 4 . ——] — :

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
Tempo [ut]

Figura 8.3: Resposta do Pértico de Williams a carga degrau - LA.
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Observa-se que as respostas obtidas sao praticamente idénticas.

0,12

0,10 1 .
) . //'*\
o 0,08
3 -
=} ] \ / LT
< i
£ 0,06 I A
€ ]
Q 1 & Galva
¢ \ / oy
& 0,04 \ /

0,02 1

0,00 ¥———— —_— \\f—/—.—

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

Tempo [ut]

Figura 8.4: Comparativo das respostas - NG4-NRP.

8.2 Viga Biengastada Submetida a Carga Degrau

Nesta simulagao, analisa-se a viga biengastada previamente apresentada na se-
cao [6.8, agora considerando os efeitos nao-lineares. Considera-se a mesma carga
do tipo degrau (Figura 8.1(b))). A geometria e as propriedades do pértico sdo as
mesmas apresentadas anteriormente. Adotou-se nesta andlise a malha 1 utilizada

anteriormente, com 10 elementos quadrilaterais de 8 nés (Figura .

F

i F(t)
640

A

~V

0

(a) Geometria. (b) Carregamento aplicado.

Figura 8.5: Viga biengastada submetido a carga degrau.
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Este modelo, considerando os efeitos nao-lineares, também foi analisado por

Mondkar e Powell| (1977)), |[Yang e Saigal (1984), Aranha Jr.[ (2003)) e|Galvao| (2004)).

Nesta andlise adotou-se um passo de tempo At = 1 ps e um tempo total de
analise de 5000 ps. Para a convergéncia do processo incremental iterativo, adotou-
se uma tolerancia de 0,00001 para os deslocamentos.

As figuras 3.0 e[8.7 apresentam as respostas deste modelo & carga degrau obtidas

pelo INSANE para as formulagbes LT e LA, respectivamente. Os valores obtidos

por Mondkar e Powell (1977) sao apresentados como referéncia.

0,8 1
: !
0,7 ] 3
§ L 4
0,6 ] —=— NB4-NRP
o
% 0,5 1 —+—NB4-NRM
™ 4
g 0,4 1 —%—HHT-NRP
S 1 x\
% 0,3 ] . —e— HHT-NRM
g 5&
] & Mondk
023 Pg\zenare
] (1977)
011 *
o,o'of.
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50
Tempo [ms]

Figura 8.6: Resposta da viga biengastada a carga degrau - LT.

Observa-se nestes graficos que os métodos N34 e HHT apresentaram boa concor-
dancia com a referéncia, principalmente para o primeiro ciclo. Nos ciclos posteriores
erros maiores sao encontrados. Ao se empregar o método NG6 nao foi obtida con-
vergéncia, mesmo com um passo de tempo cinco vezes menor.

O grafico da figura apresenta uma comparacao entre os resultados obti-
dos com as formulacoes LT e LA, tomando como padrao os métodos NG4 e NRP.
Observa-se que as respostas obtidas sao praticamente idénticas.

Para analisar a influéncia do passo de tempo na resposta obtida, foram feitas
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Figura 8.7: Resposta da viga biengastada a carga degrau - LA.
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Figura 8.8: Comparativo das respostas - NG4-NRP.
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outras simulagoes com outros valores para At: 50, 10 e 5 us. Um comparativo entre

estas simulagoes e a simulagao anterior com At =1 us é apresentado na figura [8.9

Tomou-se como padrao os métodos N34 e NRP.

Deslocamento [uc]

0,9
0,8

0,7

e N T e g
- N w BN (&)} »

o
[}

o]

&
O

= At=1

| se—
/
/I/J}

—4—At=5

~

> At=10

—o— At =50

& Mondkar

e Powell
(1977)

2,0

Tempo [ms]

3,0

Figura 8.9: Comparativo das respostas com diferentes passos de tempo.

Observa-se que o valor do passo de tempo tem influéncia direta na resposta

obtida. Quanto menor o passo, maior a precisao da resposta.

Na figura [8.10] compara-se as respostas nao-linear e linear desta viga a carga

degrau, usando como padrao o método N34. A resposta nao-linear utilizada foi

obtida com o método de iteracao NRP.

Nota-se que a inclusao dos efeitos nao-lineares causa uma grande redugao nos

deslocamentos, assim como uma reducao do periodo de vibracao.



Deslocamento - Linear [uc]
Deslocamento - Nao-Linear (x10) [uc]

11,0
10,0

155

\

—a— N&o-Linear

i T
§ xf J‘

g £ ‘s

=

0,0 1,0 l 2,0 o 3,0 o 4,0 o 5,0

Tempo [ms]

Figura 8.10: Comparativo das respostas linear e nao-linear.



Capitulo 9

CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo deste trabalho foi ampliar o nicleo numérico do sistema
INSANE incluindo a possibilidade de se realizar anélises dinamicas geometricamente
nao-lineares. Estas analises também deveriam poder ser somente dinamicas ou so-
mente geometricamente nao-lineares. Este objetivo foi alcancado com sucesso.

Como explicitado nos objetivos deste trabalho (Segao[L.1), ndo havia a intencao
de implementar formulagoes recentes que representem o estado da arte do Método
dos Elementos Finitos. O objetivo primordial foi complementar o INSANE com
formulacoes classicas da andlise dinamica geometricamente nao-linear. Este objetivo
também foi alcancado com sucesso.

Também nao foi um objetivo deste trabalho fazer uma analise critica dos re-
sultados encontrados nos exemplos de validacao. Tais resultados foram utilizados
apenas para comparacao com respostas analiticas ou encontradas na literatura. Esta
analise critica podera ser feita em trabalhos futuros.

A implementacao atual do ntcleo numérico do INSANE permite amplia-lo,
reutiliza-lo ou adapté-lo para outras aplicacoes, com poucas mudancas. Pode-se
afirmar que esta caracteristica existe devido a utilizacao da programagao orientada
a objetos (POO) que propoe o encapsulamento de dados segundo suas caracteristicas
e isto permite alterar partes do sistema sem prejudicar outras. Além da programagao
orientada a objetos, a linguagem Java utilizada no sistema mostra-se bastante ade-

quada, pois permite a utilizacao de diversas bibliotecas disponiveis gratuitamente,
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além de ser independente da plataforma, o que torna possivel seu uso em diferentes
sistemas operacionais sem grandes dificuldades.

Foram apresentadas nos capitulos 2], [3] e 4] os principais métodos e formulagoes
para a solugao de problemas dinamicos geometricamente nao-lineares.

No capitulo [5| apresentou-se como tais métodos e formulacoes foram inseridos
no nucleo numérico do INSANE, explicitando as classe que sofreram alteragoes para
permitir essa insergao.

As implementagoes foram validadas através de diversos exemplos (Capitulos |§|,
e , cujos resultados foram comparados com respostas analiticas ou numéricas
encontradas na literatura.

O trabalho realizado por (Germanio| (2005) foi recuperado, através do reaprovei-
tamento de partes do codigo por ele implementado. Este fato é importante pois,
além de valorizar estudos anteriores, evita realizar o mesmo trabalho duas vezes.

Sabendo que, por mais que se esforce para tornar o sistema INSANE completo
e eficiente, sempre haverda uma maneira de aprimoréa-lo ainda mais, sao listadas a

seguir algumas sugestoes para trabalhos futuros.

1. Extensao de outros métodos de andlise dinamica para contemplar os efeitos

nao-lineares, tais como o método da diferenca central e o método Wilson-.

2. Criacao de um ProblemDriver que una as analises fisica e geometricamente

nao-lineares.

3. Otimizacao do ntucleo numérico do INSANE, de forma a reduzir o uso de

memoéria e aumentar a velocidade de processamento.

4. Introdugao do pacote matemético jScience (http://www.jscience.org) no ni-

cleo numérico do INSANE.

5. Analise critica dos resultados encontrados nos exemplos de validacao.



Apeéendice A
Historico do Projeto INSANE

O projeto INSANE nasceu do desejo do Professor Roque Pitangueira em de-
senvolver um ambiente interativo de analise estrutural para utilizacao como recurso
didatico em disciplinas de graduacgao e poés-graduacao em engenharia, assim como
base para pesquisas na area de métodos numéricos para engenharia. Com este ob-
jetivo, ele procurou alunos dispostos a trabalhar com este tema, tanto na iniciacao
cientifica, quanto na pds-graduagao.

Um dos primeiros a aceitar tal desafio foi Flavio Fonseca, entao aluno do quarto
periodo de graduacao em Engenharia Civil na UFMG. Este aluno concebeu a base
do niicleo numérico do INSANE, assim como a primeira interface grafica do sistema,
tanto para o pré quanto para o pés-processamento. Tal trabalho é considerado o
inicio do INSANE, pois criou as premissas fundamentais do programa: facilidade
de uso, codigo livre, utilizacao da linguagem Java e total separacao entre nicleo
numérico e interface grafica.

Durante o inicio de seu desenvolvimento, o INSANE foi denominado provisoria-
mente de JProg. A necessidade de criagao de um nome mais expressivo era evidente.
Durante uma viagem a Itajuba, onde participariam de um congresso, e apds longa
discussao, o professor Roque Pitangueira e o aluno Flavio Fonseca chegaram a um
consenso: INSANE. Este acronimo significa Interactive Structural Analysis Envi-
ronment, ou seja, ambiente interativo de andlise estrutural, o que reflete o objetivo

inicial do projeto. Entretanto, com a generalizacao do sistema, podendo este ser
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estendido para areas diferentes da andlise estrutural (Fonseca e Pitangueira, [2007)),
utiliza-se atualmente o nome INSANE sem se preocupar em dar um significado a
ele.

Este nome encontrou certa resisténcia da comunidade docente inicialmente, que
nao o julgava “sério o suficiente”. Entretanto, devido a grande aceitacao por parte
dos alunos e por representar o sentimento de seus desenvolvedores, o nome tornou-se
muito bem aceito.

Assim como para o nome, a escolha de uma logomarca para o sistema gerou
uma longa discussao. A primeira logomarca (Figura foi criada em 2004 pelos
alunos Flavio Fonseca e Marco Brugiolo a partir da sugestao da arquiteta Isabela
Teobaldo, entao aluna do mestrado em Engenharia de Estruturas da UFMG. No
periodo de 2006 a 2007, diversas logomarcas foram criadas na tentativa de encontrar
uma com maior identificacdo com o projeto. Porém, nenhuma agradou.

Em 2008, a artista plastica Maira Caldas foi contactada pelo professor Roque
Pitangueira e se comprometeu a criar uma nova marca, baseada em sugestoes feitas

pelos colaboradores do projeto. Apds intimeras tentativas, chegou-se a um consenso:

/

o moinho de ventos (Figura[A.1(b)).

I N S A N E

(a) Antiga logomarca do INSANE. (b) Nova logomarca do INSANE.

Figura A.1: Logomarcas do INSANE.
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O moinho de ventos remete a idéia da loucura de Dom Quixote de la Mancha,
personagem do livro de mesmo nome escrito pelo espanhol Miguel de Cervantes, uma
da maiores obras-primas da literatura mundial. Portanto, além de ser uma estrutura
dinamica, com suas pas moéveis, o moinho ainda tem uma ligacao implicita com o
nome do projeto, o que agradou a todos.

Em 2005, o INSANE passou a ser utilizado como recurso didatico na disciplina
Andlise Estrutural I do curso de Graduagao em Engenharia Civil da UFMG.

Atualmente o ele é formalmente usado como recurso de apoio das disciplinas
Andlise Estrutural I, Andlise Estrutural II, Introducao ao Método dos Elementos
Finitos, do curso de Graduagao em Engenharia Civil; Andlise Estrutural e Método
dos Elementos Finitos, do curso de Graduacao em Engenharia Mecanica; Método dos
Elementos Finitos, Computacdo Aplicada a Engenharia e Mecanica Computacional
do Concreto, do curso de Pos-Graduagao em Engenharia de Estruturas, todos na
UFMG.

Em 2007, financiado por um projeto de pesquisa da FAPEMIG, foi criado o La-
boratdrio de Software Livre, no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES)
da UFMG, apelidado de INSANELAB. Neste laboratério sao disponibilizados com-
putadores com todas as ferramentas necessarias para o desenvolvimento do INSANE;,
além de possuir um servidor préprio, tornando o projeto independente do servidor
geral do DEES. O laboratério também é um ponto de convivéncia dos diversos cola-
boradores, estimulando a troca de conhecimento e o desenvolvimento colaborativo,
dois dos principais objetivos do projeto.

O INSANE ja foi premiado duas vezes. A primeira em 2004, quando o trabalho
de iniciagao cientifica do aluno Flavio Torres da Fonseca, orientado pelo Professor
Roque Pitangueira, foi escolhido o melhor trabalho do Programa Institucional de
Bolsas de Iniciacao Cientifica (PIBIC/CNPq) na grande area de Ciéncias Exatas,
da Terra e Engenharias da UFMG e indicado a concorrer ao Prémio Destaque do

Ano na Iniciagao Cientifica, conferido pelo CNPq.



161

A segunda premiagao ocorreu no XV CILAMCE (Iberian Latin American Con-
gress on Computational Methods in Engineering), realizado em Recife, quando este
mesmo trabalho ficou em terceiro lugar no prémio Research Beginners on Compu-
tational Mechanics.

A seguir sao apresentados os diversos trabalhos desenvolvidos desde a criagao

do projeto, destacando as principais colaboragoes de cada um.

A.1 Trabalhos Desenvolvidos

Geracgao de Malhas Bidimensionais de Elementos Finitos Baseada em Ma-
peamentos Transfinitos

Aluno: Marco Antonio Brugiolo Gongalves

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2002 Término: 10/2004

Este trabalho de mestrado refere-se ao desenvolvimento de um pré-processador que
gera malhas bidimensionais de elementos finitos, persistindo-as em arquivos, que
podem ser exportados para programas de processamento. Utilizando padroes de
projeto de software apropriados, técnicas de geracao de malhas através de mape-
amentos transfinitos foram disponibilizadas em um programa que possui recursos
graficos interativos. O uso de conceitos da Engenharia de Software no desenvol-
vimento de software cientifico, bem como a confirmacao de Java como linguagem
de programacao adequada a este tipo de software, foram as principais contribuicoes
deste trabalho. Originalmente, este trabalho nao fazia parte do INSANE, mas foi

incorporado a este posteriormente pelo aluno Flavio Torres da Fonseca.
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Programa Computacional Orientado a Objetos para Modelos Estruturais
de Barras

Aluno: Flavio Torres da Fonseca

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Iniciacao Cientifica

Inicio: 01/2003 Término: 12/2005

Este trabalho de iniciacao cientifica trata modelos estruturais de barras como casos
particulares do método dos elementos finitos. Implementa modelos de trelicas planas
e espaciais, porticos planos e espaciais, vigas e grelhas. Os recursos de pré e pos-
processamentos ficaram restritos aos casos planos. Técnicas para persisténcia de
dados e geracao de relatorios também foram tratadas. Este trabalho marca o inicio
do INSANE, disponibilizando no sistema os elementos finitos mais simples, mas até

hoje bastante utilizados.

Elementos Finitos Paramétricos Implementados em Java

Aluno: Marcelo Lucas de Almeida

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2003 Término: 08/2005

Esta dissertacao de mestrado objetivou implementar a formulacao paramétrica do
método dos elementos finitos. Observando experiéncias de outros sistemas orientados
a objetos, relatadas na literatura, abstracoes de classes apropriadas sao implemen-
tadas em Java de maneira a disponibilizar alguns elementos finitos de classe CO:
unidimensionais, triangulares, quadrilaterais, tetraédricos e hexaédricos, com dife-
rentes graus de interpolacao. Foi com este trabalho que aconteceu a primeira grande
refatoracao do INSANE: a divisao do mesmo em aplicagoes de pré-processamento,
processamento (nicleo numérico) e pds-processamento. Refatora¢do imprescindivel

no momento em que o nicleo numérico do sistema cresceu sobremaneira no que diz
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respeito a quantidade e variedade de elementos finitos disponibilizados.

Implementacao Orientada a Objetos da Solucao de Problemas Estrutu-
rais Dinamicos via Método dos Elementos Finitos

Aluno: Leibnitz Germanio

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Co-Orientador: Fernando Amorim de Paula

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2003 Término: 03/2006

Esta dissertacao de mestrado trata da implementagao de recursos para andlise di-
namica estrutural através do Método dos Elementos Finitos (MEF). Assim, as atri-
buicoes do modelo discreto do MEF foram ampliadas para que: os elementos finitos
possuam, além de rigidez, inércia e amortecimento; os pontos nodais possuam graus
de liberdade de velocidade e aceleragao; as classes responsaveis pela resolugao do
modelo implementem algoritmos para andlise modal e integracao direta. Este tra-
balho incorporou ao nicleo numérico do INSANE, que até entdao sé era capaz de
solucionar modelos estruturais estaticos, técnicas para a solucao de modelos dina-
micos formados pelos elementos finitos paramétricos, implementados no trabalho do

aluno Marcelo Lucas de Almeida.

Analise de Meios Semi-Frageis Heterogéneos Através de Descricao Cine-
matica de Cosserat e Descrigao Estatica de Microplanos

Aluno: Jamile Salim Fuina

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Tese de Doutorado

Inicio: 03/2004 Término: em conclusao

Esta tese de doutorado apresenta uma proposta para solucao de problemas de lo-
calizacao de deformacoes, numérica ou fisicamente induzida, até hoje presentes em

modelos fisicamente nao-lineares do Método dos Elementos Finitos. A principal
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caracteristica da proposta é o acoplamento da descricao cinemética baseada no con-
tinuo micropolar com modelos constitutivos de microplanos baseados na teoria de
dano. Dentre os recursos incorporados ao INSANE por este trabalho, destacam-se:
métodos incrementais-iterativos para solucao de modelos nao-lineares; elementos fi-
nitos com descri¢ao cinematica micropolar; modelos constitutivos baseados na teoria

da plasticidade e modelos constitutivos de microplanos baseados na teoria de dano.

Aplicacao Orientada a Objetos para Analise Fisicamente Nao-Linear com
Modelos Reticulados de Segoes Transversais Compostas

Aluno: Marcos Torres da Fonseca

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2004 Término: 08/2006

Este trabalho de mestrado trata de recursos para a andlise fisicamente nao-linear
de estruturas de concreto armado, ago e/ou mistas através de modelos estruturais
reticulados. Dentre estes recursos, destacam-se: a definicao de secoes transversais
compostas genéricas através da decomposicao da mesma em um conjunto finito de
pontos constituido de material distinto; a descricao do comportamento nao-linear
de cada um destes pontos; a implementacao de elementos finitos espaciais de barra
baseados nas teorias de viga de Bernoulli-Euler e de Timoshenko. Dentre as diversas
contribuigoes deste trabalho, ressalta-se aqui o trabalho conjunto, desenvolvido com
a aluna de doutorado Jamile Salim Fuina, que definiu o formato de incorporacao de

modelos fisicamente nao-lineares no sistema INSANE.
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Sistema Grafico Interativo para Ensino de Analise Estrutural Através do
Método dos Elementos Finitos

Aluno: Renata Nicoliello Moreira

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2004 Término: 08/2006

Nesta dissertagao de mestrado objetivou-se possibilitar a interferéncia do usudario
no processo de montagem e resolucao de modelos discretos de elementos finitos.
Desta forma, as entidades matemaéticas pertinentes a modelos de elementos finitos
de barras ou paramétricos planos passaram a ser interativamente alteradas e visua-
lizadas, de maneira a enriquecer o processo de aprendizagem do MEF. Antes deste
trabalho, o nicleo numérico do INSANE, apesar de abundante em recursos, s6 po-
dia ser utilizado de maneira transparente para o usuario, na forma automatica, a
maneira dos programas comerciais. Tomando como base os trabalhos desenvolvidos
pelos alunos Flavio Torres da Fonseca, em sua iniciacao cientifica, e Marco Antonio
Brugiolo Gongalves, em sua dissertacao de mestrado, esta dissertacao gerou uma in-
terface grafica que, a partir da interagao com o usuario, permite acompanhar, passo
a passo, o processo de solucao de um modelo do MEF. Nasce aqui a primeira versao

do médulo INSANE destinado a auxiliar o ensino do MEF.

Po6s-Processador para Modelos Bidimensionais Nao-Lineares do Método
dos Elementos Finitos

Aluno: Samuel Silva Penna

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2005 Término: 03/2007

Esta dissertacao de mestrado refere-se ao desenvolvimento de um pds-processador

que trata resultados oriundos de analise nao-linear do método dos elementos finitos.
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A partir de modelos persistidos em arquivos bindrios ou textos, a aplicacao é ca-
paz de traduzir para o usudrio, através de recursos graficos interativos sofisticados,
as grandezas estaticas e cinemaéticas disponiveis nos modelos. Estruturas de dados
para subdivisao planar, algoritmos de triangulacao de dominios bidimensionais e
técnicas de suavizacao de resultados sao utilizados para representacao grafica de
valores de tensoes e deformacoes em malhas de elementos finitos. Neste trabalho os
recursos de computacao grafica interativa do INSANE, até entdao muito limitados,
crescem substancialmente. O uso sistematico de padroes de projeto de software, re-
conhecidamente apropriados para criagao de interfaces com o usuario, da ao sistema
caracteristicas de expansao e manutengao imprescindiveis. Novamente o INSANE
é refatorado, desta vez os modulos de pré e pds-processamento sao repensados de

maneira a suportar as demandas de utilizacao dos recursos do nicleo numérico.

Implementacao Computacional e Andlise Critica de Elementos Finitos de
Placas

Aluno: Samir Silva Saliba

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2005 Término: 03/2007

Modelagens com elementos finitos de placas estao presentes em muitas aplicagoes
da engenharia. Assim, nao se concebe um sistema para fomentar pesquisa sem
estes elementos finitos. A dissertacao de mestrado deste aluno supre esta limitagao
disponibilizando os diversos elementos finitos de placas de Kirchhoff (placas finas) e
de Reissner-Mindlin (placas espessas), disponiveis na literatura. Novos recursos sao,

assim, adicionados ao ntcleo numérico do INSANE.
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Um Servigo Web para o Método dos Elementos Finitos

Aluno: Luciana Sampaio Camara

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2005 Término: 08/2007

Este trabalho refere-se a disponibilizacao de um servico Web para analise através
do método dos elementos finitos. O servigo disponibilizado demandou a generali-
zagao do nucleo numérico, para que o sistema pudesse contemplar diversos tipos
de problemas, como, por exemplo, os de campo generalizados e os de mecanica dos
fluidos. Também foi necessario o emprego de modernas tecnologias de informatica
para que o sistema funcionasse em uma arquitetura cliente-servidor com trés ca-
madas fisicas: uma interface grafica web para o pré e pds-processamento no lado
do cliente, um processador localizado em um servidor web e arquivos textos e/ou
binéarios persistidos em disco. Este trabalho marca o inicio do INSANE-WEB. Com
ele as aplicagoes graficas interativas, sejam as voltadas para desktop, sejam aquelas
executas em web browsers, passam a ser concebidas como clientes-consumidores dos
servigos disponibilizados no nicleo numérico do sistema. Um cliente desktop e outro
para web browsers foram desenvolvidos, visando testar o processamento remoto de

modelos do MEF, no INSANE, através da internet.

Pré-Processador para Modelos Reticulados e Planos do Método dos Ele-
mentos Finitos

Aluno: Reginaldo Lopes Ferreira

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2006 Término: 07/2008

Esta dissertacao de mestrado aprimora o pré-processador do INSANE para que o

mesmo permita a criacao de modelos que conjuguem elementos finitos reticulados
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espaciais com elementos de estados planos de tensao, deformacao, axissimétricos e
de placas. O pré-processador foi dividido em trés grandes modulos independentes:
um para modelagem geométrica, outro para geracao de malhas e um terceiro para

a definicao de atributos.

Analise Dindmica Geometricamente Nao-Linear Através do Método dos
Elementos Finitos

Aluno: Flavio Torres da Fonseca

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2006 Término: 08/2008

Esta dissertacao de mestrado incorpora as implementacoes feitas pelo aluno Leibnitz
Germanio na nova estrutura do programa, acrescenta modelos geometricamente nao-
lineares para elementos finitos paramétricos, além de outros métodos de solucao
dinamica, e viabiliza a solucao acoplada de problemas dinamicos geometricamente

nao-lineares. Novamente o nicleo numérico do INSANE cresce em possibilidades.

Implementacao de um Modelo para Fissuragcao Baseado no Método dos
Elementos Finitos Estendido

Aluno: Kelson Pothin Wolff

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 08/2006 Término: em conclusao

Esta dissertacao de mestrado, juntamente com a tese de doutorado do aluno Ramon
Pereira da Silva marca uma nova fase do sistema. Inicia-se aqui a incorporacao de
formulagbes nao convencionais do Método dos Elementos Finitos. Neste caso, um
modelo de elementos finitos que dinamicamente acrescenta graus de liberdade aos
nos da malha, de maneira a representar o processo de propagacao de fissuras, é

implementado, testado e aplicado na andlise de estruturas de concreto.
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Um Framework para Analise Fisica e Geometricamente Nao-Linear de
Estruturas

Aluno: Samuel Silva Penna

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Tese de Doutorado

Inicio: 03/2007 Término: em desenvolvimento

Estruturas esbeltas tém sua capacidade portante subestimada pela incapacidade do
analista em simular o acoplamento dos efeitos da nao-linearidade fisica e geométrica.
Intimeros estudos surgem a cada dia para tratar os referidos efeitos isoladamente,
particularmente na area de modelamento constitutivo através das teorias da plastici-
dade e do dano. Esta tese de doutorado visa a criacao de um sistema computacional
que permita agregar, sem nenhuma alteracao do codigo existente, diferentes mode-
los para os dois tipos de nao-linearidade, de maneira que seja possivel observar os
efeitos do referido acoplamento, quando se combinam os diferentes modelos disponi-

bilizados. O INSANE serd usado como plataforma suporte para as implementacoes

do trabalho.

Implementacao Computacional de Elementos Finitos de Cascas

Aluno: Flavio Henrique Ajeje

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Dissertacao de Mestrado

Inicio: 03/2007 Término: em desenvolvimento

Um sistema que pretende ser fomentador da pesquisa na area de métodos numéricos
e computacionais aplicados a engenharia deve disponibilizar uma base minima de
recursos e os elementos finitos de casca devem fazer parte desta base minima. Esta
dissertacao de mestrado deste aluno supre esta limitacao do INSANE, implemen-
tando elementos de cascas planas e axissimétricas, baseados nas teorias de Kirchhoff

e de Reissner-Mindlin, e elementos de cascas curvas, baseados em degeneracoes de
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elementos sélidos.

Modelagem Numérica de Meios Parcialmente Frageis Heterogéneos Atra-
vés de Métodos sem Malha

Aluno: Ramon Pereira da Silva

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Tese de Doutorado

Inicio: 08/2007 Término: em desenvolvimento

Problemas de localizacao de deformacoes numericamente induzida sao freqiiente-
mente encontrados na modelagem via MEF de meios parcialmente frageis e hete-
rogéneos. Estratégias que introduzem dependéncia de malha para solucionar estes
problemas tém sido criticadas, uma vez que estas envolvem alteracoes artificiais nas
propriedades do material em funcao de alguma caracteristica geométrica da ma-
lha. O objetivo principal desta tese é desenvolver um modelo de andlise fisicamente
nao-linear de estruturas constituidas de materiais parcialmente frageis baseado em
métodos sem malha para solucionar problemas de localizacao de deformacoes nume-
ricamente induzida, no qual a heterogeneidade do material considera uma distribui-
¢ao estocastica dos graos, geometricamente consistente com o dominio do problema

sendo analisado.

Software Livre para o Método dos Elementos Finitos: Ambiente para
Ensino de Andlise Estrutural

Aluno: Luiz Henrique Silva Fernandez

Orientador: Roque Luiz da Silva Pitangueira

Nivel: Iniciacao Cientifica

Inicio: 08/2007 Término: em conclusao

O objetivo especifico deste projeto de Iniciacao Cientifica é a implementacao compu-
tacional de uma aplicacao grafica interativa, na qual se pode acompanhar e visualizar

todas as etapas da resolucao de modelos discretos do Método dos Elementos Finitos
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(MEF). Tomando como ponto de partida a dissertacdo de mestrado da aluna Re-
nata Nicoliello Moreira e as diversas alteracoes feitas no sistema, este trabalho esta
se concretizando como o médulo INSANE voltado para apoio ao ensino presencial

do MEF.



Apéendice B

Matrizes dos Elementos Finitos de
Barra

B.1 Trelica Plana

Graus de liberdade: d, d,
Deformacoes generalizadas: ¢,

Tensoes generalizadas: N,

Nl 0 NQ 0 Nla: 0 NQI 0
N: B: ’ ’
0 N1 0 N2 0 Nl,;c 0 NQ,JB
| EA 0
0 EA
[ 1 0l-1 0] ¢ s| o o]
ra EA 0 0| 0 0 N 0 0
L -1 0] 1 0 0 0| ¢ s
0O O 0 0 0 0] —s c
[ 2 0ol1 o] [ 2 0|1 o]
AL | 0 2|0 1 ~ gAL | 0 2|0 1
6 1 02 0 6 1 02 0
0 1/0 2 0 1/0 2
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B.2 Viga

Graus de liberdade: d, 7,
Deformacoes generalizadas: v, kK.

Tensoes generalizadas: V,, M,

Nzlyl N[N N ] B:[f“ Nis
Niz Nig| Nop Noy Nize Niga
e [0 0
0 EI
[ 1 0|0 0]
B U
0 0|1 0
| 0 00 1|
[ 12 6L | —12 6L |
= BI | 6L 4L* | 6L 2L*
L3 | 12 —6L| 12 —6L
| 6L 20? | 6L 4L? |
[ 156 220 | 54 —13L ]
AL | 220 4I? | 130 -3
420 | 54 13L | 156 —22L
| 13L 31| -22L 4L*
[ 156 22 | 54 —13L |
G_ AL | 2L aI* | 13L 312
420 54 13L | 156 —22L
| 130 312 -22L 4L*
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B.3 Grelha

Graus de liberdade: d, r, 7.
Deformacoes generalizadas: v, 1, k.

Tensoes generalizadas: V,, T, M,

Nl,xm 0 ﬁl,xm NQ,zx 0 ﬁQ,zx

0 0 0
E=|0GJ 0
0 0 EI
[ 1 0 0| 0 0 0]
0 c s| 0 0 O
T — 0 —s ¢| O 0 O
0 0 0| 1 0 0
0O 0 0| O c S
| 0 0 0] 0 —s ¢ |
o & 0 0o % 0
S | B 0w o
EE 0 glmE o g
0 -% 0 o < 0
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[ 156 0 —22L| 54 0  13L |
0  140r,2 0 0  70r,2 0
. pAL | -22L 0 4L |-13L 0  —3L?
420 | 54 0 —13L| 156 0  22L
0 70r,2 0 0  140r,2 0
| 130 0 -3L2| 22L 0  4L? |
[ 156 0 —22L| 54 0  13L |
0  140r,22 0 0 70r2 0
AL | 2L 0 AL? | —13L 0  —3L?
420 54 0 —13L| 156 0 22L
0 70r,2 0 0  140r,2 0
| 13L 0 -3L2| 22L 0  4L? |

|

sendo: Ty =
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B.4 Portico Plano

Graus de liberdade: d, d, r,
Deformacoes generalizadas: e, 7, ~.

Tensoes generalizadas: N, V, M,

Nl 0 0 N2 0 0
N = 0 Nl ﬁl 0 N2 ﬁZ
0 NLQ; ﬁl T 0 N? x ﬁ? x

B = 0 Nl,z ﬁl,x 0 NQ,CL‘ ﬁQ,x
0 Nl,w:v Nl,a::v 0 N2,$$ N2,CB$

EA 0 0
E=| 0 0 0
0 0 EI
[ ¢ s 0| 0 0 0]
—S c 0 O 0 O
0 0 1/ 0 0 0
T —
0O 0 0 c s 0
0 0 0|l-s ¢ 0
| 0 0 0] 0 0 1|
B4 0 |- 0 0 |
El El El El
0 BEoosE| o -sE oo
S| 0 o] o sy oW
=EA 0 0o | 2 0 0
El El El El
0 -umo_sgr| oo sm sy
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140 0 0 70 0 0

0 156 22L | 0O 54 —13L
~ pAL 0 22L 4I7 0 13L  —-3L?
420 70 0 0 140 0 0
0 o4 13L | 0 156 —22L
0 —13L —3L?*| 0 —22L 4L*

140 0 0 |7 0 0
0 156 220 | 0 54 —13L
wAL | 0 22L  4L* | 0 13L —3L?
420 | 70 0 0 |140 0O 0

0 54 13L | 0 156 —22L
0 —13L —3L%| 0 —22L 4L?




B.5 Trelica Espacial

Graus de liberdade: d, d, d.
Deformacoes generalizadas: ¢,

Tensoes generalizadas: N,

N, 0 O|N, 0O 0
N = 0 N1 0 0 NQ 0
0 0 N | O 0 N,
N, 0 0 | Now O 0
B = 0 le 0 0 Ngw 0
0 0 N| 0 0 Ny
EA 0
E=| 0 EA 0
0 EA
[ 1 0 0/-1 0 0
0O 0 0| 0 0 O
—~ EA 0O 0 0| 0 0 O
K =
L -1 0 0| 1 0 0
0 0 0| 0 0 O
.0 0 0] 0 0 O©
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N
CZ
8 | w
o o o %cy_c%_cx
yZ
S o o & & o
cymz_m
Q
o o o & & e
_ _
P S
%%_c@_%OOO
yZ
S F oo o o
%ZZZ
g a8 o §
& Sl Pldlo o o
_ |
1
I

Para um elemento vertical:

C:p2 + CZQ

C:EZ

Ly — 74

C, =

XQ_Xl YQ_Yi
Cyp Cy

sendo:

aAL
6

I
@
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Apéndice C

Funcoes de Forma

A seguir, sao apresentadas algumas fungoes de forma disponibilizadas no nucleo

numérico do INSANE, nomeadas segundo os nomes das classes que as representam

(ver Figura [5.11)).

C.1 LinearCubiciDCart

X
1 2
@ ®
L
x x
N, =1-— N, = —
! L T L
— 2x3 — 3L + L3 — —2x3 + 32%L
Ni=——"p No=—1—
— 3L — 222 L% + x L3 — 3L — 22 L?
Ni=—% Ne=—F—
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C.2 12
3
1 2
@ ®
1 | 1
C.3 L3
T
1. 2' .3
1 | 1
Ni=3€-1) N=0+90-0  N=;£0+9
C4 14
T
1. 2. .3 '4
23 23 23
1 | 1
Ni=- (€+3) (-3 (€-1)  Ny=—T2 (E+1) (E+3) €—1)

Ny =10 (6+1) (€ 3) (€~ 1) N,

16 L) (E+5) € 5)

:1_6(



C.5

Q4

MA
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vm
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C.6 Q8
na
e ‘e ®°
1
g
| 8. .4 .
1
1@ 7 ® ®;
| ; 1 y 1
Ni=—3 (1= (1-n) (1+E+m)  Ne=—3 (14 1 +m) (1 —E—n)

Ny=3 (1-€) (1+7)

1

Ne= =1 (1€ (1+1) (1+E-1)

Ns=5 (1-¢) (1-7)



C.7

Q9
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mA

- Te— e '

1
:

£ 8. 19 '4 >

1

@ 7 ® ®;

Ni=7€n (-8 (1-n) No=5n(-€) (1+7)

No=—3n(1-€) (1-1)
Ny= €0 (148 (1+7)
Ni=5€0+6) (1-7)

Ni=-1&n(1-6 (1+2)

Ny=-3€01-8 (1)

Ny = (1 - 52) (1- 772)
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C.8 T3
3
1 2
Ni=& Ny =& N3 = &3
C.9 T6
N=2&-1)& Ny =46 &
Ny=(2&—-1) & Ny =48 &3

N;=(26&—1)& Ng=4¢& &



C.10 T10
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NI:%& B&H—-1)(3&—2)
9
N2=§(3€1—1)§1€2
9
N3=§(3§2—1)51§2
N4=%§2 (3&—1)(3&—2)

No=3 36166

No=3 36166
Nr=36(3&-1)(3&-2)
9
Ns=50B&-1)&&
9
No=50B&-1)&&

Ny =278 & &3
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C.11 H8
Ca
8 7
5/ 6//"
1 : £
R —
o Lo
jy .;/1‘
Ni=3 (-9 -0 -0 No=3 (-6 (1=n) (140
No=3 1+ (=) (1-¢) No=g (146 (1=0) (1+0)
Ny= (14 (1) (1-¢) Np=g (14 (14+9) (1+)
Ni=g (1= 1+n) (1-0) Ne=g (=8 (1+9) (1+0)
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C.12 H20
<A
19 '18 17
_ o
| 14 12+ 15 o E
°e : 310 ;
7;____.§___ 5
1 8 -7
///./ 4
1‘ '2 3 . 1
Ni= (-0 0-n)(-0(2-6-n-0 No=7(1-8) 1)1
Ngzé(uf)(1—n)(1—c)(—2+§—n—<) N4=%(1+§)(1—n2)(1—0

(1—¢€) (L+n) (1-0

=

Ns= (146 (14n) (1-Q (246400 Ny=

Ni=2 (-8 (4m) (1= (2=6+n-0)  Ny=7 (1-8 (1) (1-0)
No=7 (-8 (1-n)(01-¢ Nip=7 (1+6) (1-n) (1-¢)
Nu=7 (1+8 (+7) (1-¢) Nip=1 (-6 1+n) (1-¢)
Nig=g (1-6 (1=0) (140 (-2=€=n+0)  Nu=7(1-€)(1-n) (1+0)
Nis=3 (149 (1=0) (140 (-2+E=n+0)  Nig=7 (1+8) (=) (1+0)
Nir=g (14 (1+0) (140 (-2+E+0+0)  Nis= 7 (1-€) (L+9) (1+0)
Nig=5 (1= (1+0) (140 (-2-€+0+0)  Nao=7 (-8 (=) (1+0)
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C.13 Tetra4d

Ny =& Ny =& N3 =& Ny=&

C.14 TetralO

N =(2&-1)& Ne =48 &3
Ny =46 & Nr=46&
Ny=(2&6-1)& Ny =48 &
Ny =48 & Ny =48 &

N;=(2¢&—-1)& Ni=028&&~-1)&



Apendice D

Matrizes dos Elementos Finitos
Paramétricos

D.1 Linha com 1 Grau de Liberdade

Grau de liberdade: d,
Deformacgao: &,,

Tensao: o4,

Por apresentar apenas um grau de liberdade, este modelo nao apresenta efeitos

geometricamente nao-lineares. Portanto, nao existem as matrizes By, ¢ Kny,.

B = ‘Nnx}

|: Nl,x

e~ o

E-|E|
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D.2 Linha com 2 Graus de Liberdade

Graus de liberdade: d, d,
Deformacao: &g,

Tensao: o4,

Formulacao Lagrangeana Total

B; = B, + B,

2-
Bio=+|Niw 0] | Noy 0]
2_
BLl—E Nl,:c (COS 9—1) Nl,xseHG‘ ‘Nn@ (COSH—l) Nnvl’ Sene]
2| N O Npo 0
BNL—_ b
S 0 A
E:{E} S = H S:{Sl}
0 Sll

2
Bi==| N 0 | Now 0]

o[ N, 0 N,. 0
By, = — b

L 0 N, 0 Nug
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Apeéendice E

Integracao Numérica

O processo de se calcular o valor da integral definida

Im:/m (@) do (E.1)

a partir de um conjunto de valores numéricos pré-definidos do integrando é chamado
de integracao numérica. O problema é resolvido representando o integrando por uma
funcao de interpolacao e integrando-a entre limites especificos. Quando aplicado a
integracao de uma funcao de uma tinica variavel, o método é denominado quadratura
mecanica.

Se as funcoes de interpolacao da integracao numérica forem polinémios de ordem
suficientemente alta em relagao aquelas assumidas para os deslocamentos (ou outra
grandeza qualquer) de um elemento finito, as integracoes serao exatas. Entretanto, o
processo de integracao numeérica introduz uma fonte adicional de erro na andlise. A
quadratura mais precisa e de uso mais comum é a Quadratura de Gauss, que utiliza
pontos simétricos com espacamento varidvel, em dominios unidimensionais.

As solucgoes obtidas pela Quadratura de Gauss sao exatas para polinomios de
grau 2 n — 1, em que n é o numero de pontos de integracao utilizados. Portanto,
apenas um ponto de integracao é necessario para a integracao exata de uma funcao

linear. Para uma funcao cubica, sao necessario dois pontos e assim por diante.
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E.1 Dominios Unidimensionais

A Quadratura de Gauss requer a mudanca da variavel x para a coordenada
adimensional £ cuja origem é o centro do limite de integracao. A expressao para x
em termos de & é:

r=— (r1+x2) + % (e —x4) & (E.2)

1
2

Essa mudancga de variavel pode ser representada como

f(z) =¢(¢) (E.3)
Sabe-se também que:
dr = % (9 —x1) d§ (E.4)

Substituindo (E.3)) e (E.4) em (E.1) e mudando os limites de integracao, tem-se:

=1 (@& —u) / 6(e) de (£5)

DN | —

A férmula de Gauss para determinar a integral expressa em (E.5|) consiste no

somatorio de valores ponderados de ¢(£) em n pontos especificos:
1 n
L= [ o de =Y oe) w, (E.6)

Nesta expressao, §; ¢ a posicao do ponto j em relagao ao centro, w; é o peso
associado ao ponto j e n é o numero de pontos de integracao utilizados.
O valores de §; e w; podem ser facilmente calculados ou encontrados na litera-

tura. Eles sao apresentados na tabela [E.T]

E.2 Dominios Quadrilaterais

Para dominios quadrilaterais a equagao (E.1) é escrita como:

1:/:2 / fy) de dy (E.7)

As coordenadas x e y devem ser transformadas em coordenadas adimensionais

& e n e os limites de integracao mudados para de -1 a 1 em ambas as integrais.
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Além disso, a area infinitesimal dA = dx dy deve ser substituida por uma expressao

apropriada em termos de d¢ e dn. [Weaver Jr. e Johnston! (1987) demonstra que:
dA = |J| d¢ dn (E.8)

A matrix J é denominada matriz Jacobiana e |J| é seu determinante. Para os

dominios quadrilaterais tem-se que:

J:

T Ye ] (E.9)

Lo Yn

A nova forma da equagao (E.7)) é:

-/ 1 / 7€) de dn (E.10)

Aplicagdes sucessivas da Quadratura de Gauss transformam a equagao ([E.8) em:

I=>"3" F&m) wywe [J(E,m0) (E.11)

k=1 j=1

em que w; e wy sao os pesos da fungdo avaliada no ponto (&;, %)

E.3 Dominios Hexaédricos

A integral a ser avaliada em dominios hexaédricos é da forma:

22 Y2 x2
I :/ / / f(z,y,2) dx dy dz (E.12)
z1 Y1 1

Transformando as coordenadas cartesianas x, y e z em coordenadas adimensio-

nais &, 1 e zeta, obtém-se a expressao para o volume infinitesimal dV:
dV = |J| d§ dn d¢ (E.13)

A matriz Jacobiana para dominios hexaédricos é dada a seguir:

x7§ yv& 276
J — x’n y,?’] Z,T] (E.14)

l’?C y7< Z?C
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A nova expressao para a integral e o somatério correspondente sao dados a

1=/_11 / / F(E,m,€) d€ dn dC (E.15)

n n n

I= Z F(&m,¢) wj wi wy |J (&, Mk, G) (E.16)

=1 k=1 j=1

seguir:

E.4 Dominios Triangulares

A férmula de integragao numérica em coordenadas adimensionais para triangulos

I=AY" f(&,8% &) w; (E.17)
j=1

em que w; ¢ o peso para o j-¢ésimo ponto de integracao e A ¢ a drea do triangulo.
As coordenadas e os pesos dos pontos de integracao para dominios triangulares

sdo apresentados na tabela [E.2]

E.5 Dominios Tetraédricos

A férmula de integracao numérica em coordenadas adimensionais para tetrae-

dros é:

I=V > fl&.6.8.&); w (E.18)

j=1

em que w; ¢ o peso para o j-ésimo ponto de integragao e V ¢ o volume do tetraedro.
As coordenadas e os pesos dos pontos de integracao para dominios triangulares

sdo apresentados na tabela [E.3]



Tabela E.1: Quadratura de Gauss (Weaver Jr. e Johnston, (1984).

n £ ¢ w;

1 0,0 2,0

2 0,5773502692 1,0

3 0,7745966692 0,5555555556
0,0 0,8888888889

4 0,8611363116 0,3478548451
0,3399819436 0,6521451549
0,9061798459 0,2369268851

5 0,5384693101 0,4786286705
0,0 0,5688888889
0,9324695142 0,1713244924

6 0,6612093865 0,3607615730
0,2386191861 0,4679139346
0,9491079123 0,1294849662

7 0,7415311856 0,2797053915
0,4058451514 0,3818300505
0,0 0,4179591837
0,9602898565 0,1012285363

8 0,7966664774 0,2223810345

0,5255324099
0,1834346425

0,3137066459
0,3626837834
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Tabela E.2: Integragdo numérica em dominios triangulares (Weaver Jr. e Johnston)

1984).
n | Odem | & | & [ & [ w
1 Linear 1/3 1/3 1/3 1
1/2 1/2 0 1/3
3 Quadratica 0 1/2 1/2 1/3
1/2 0 1/2 1/3
1/3 1/3 1/3 Y1
4 Cubica 0,6 0,2 0,2 Y2
0,2 0,6 0,2 Y2
0,2 0,2 0,6 Y2
ay b1 b1 V3
B a1 b1 73
6 Quartica 051 061 o Y3
o B2 B2 V4
B2 a2 B2 Y4
B2 B2 a2 V4
a1 = 0,8168475730 v = —27/48
61 =0,0915762135 Yo = 25/48

a9 = 0,1081030182
B2 = 0,4459484909

v3 = 0,1099517437
v4 = 0,2233815897

Tabela E.3: Integragdo numérica em dominios tetraédricos (Weaver Jr. e Johnston)

1984)).
n | Ordem | &1 ‘ &2 ‘ £3 ‘ §a ‘ w; |
1 Linear 1/4 1/4 1/4 1/4 1
a 3 3 3 1/4
4 Quadratica 08 o I} I} 1/4
8 3 o 3 1/4
4 8 3 a 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4 ~
1/3 1/6 1/6 1/6 5
5 Ctibica 1/6 1/3 1/6 1/6 5
1/6 1/6 1/3 1/6 5
1/6 1/6 1/6 1/3 5
a = 0,58541020 6 =0,13819660 v=—-4/5 d=9/20



Apeéendice F

Métodos de Solucao de Problemas
de Autovalor

A determinacao das freqiiéncias naturais e modos de vibracao de uma estrutura
requer a solucao do problema de autovalor apresentado na equacao (2.41)), repetida

abaixo:

(K—X\ M) ¢=0 (F.1)

Os autovalores deste problema (\; = w;?) sao as raizes da equagao caracteristica:
p(A\) =|K—-XM|=0 (F.2)

em que p(\) é um polindémio de ordem n, o nimero de graus de liberdade do sistema.
Encontrar as raizes deste polinomio nao é pratico, especialmente para sistemas com
varios graus de liberdade, pois exige um grande esfor¢o computacional e as raizes
de p(\) sdo muito sensiveis a erros de arredondamento nos calculos.

Muitas pesquisas foram feitas no desenvolvimento de métodos de solucao de
problemas de autovalor, especialmente apos a popularizagao dos microcomputadores.

Craig Jr.| (1987)) os divide em trés grandes grupos:

e Métodos de iteracdao vetorial: Consistem em sistematicamente assumir vetores
que satisfacam o problema de autovalor. Ex.: iteracao direta, iteracao inversa
e iteracao inversa com deslocamento espectral.

e Métodos de transformacao matricial: Consistem de métodos que utilizam as

212
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propriedades de ortogonalidade dos autovetores. Ex.: método de Jacobi, mé-

todo de Laczos, método de Givens, método de Householder e método QR.

e Mcétodos de determinacao das raizes da equacao caracteristica: Baseiam-se
na procura das raizes do equacao caracteristica. Ex.: métodos de busca do

determinante e métodos de seqiiéncia de Stiirm.

Existem ainda métodos que combinam diversos outros métodos, como o método
da iteracao no subespaco e a iteracao inversa de Househoulder-QR.

Todos os métodos sao de natureza iterativa, pois a solugao do problema de
autovalor consistem em se calcular as raizes da equacao caracteristica . Nao
existem férmulas explicitas para estas raizes para n > 4, por isso a iteragao é neces-
saria. Para encontrar o par (\;, ¢;), apenas um deles é calculado via iteragao. Por
exemplo, se \; é obtido por iteragoes, entao ¢; pode ser calculado substituindo A; na
equacao . Se ; é determinado por iteracoes, \; pode ser obtido pelo quociente
de Rayleigh, a ser apresentado na secao [F.1]

O método mais adequado é dependente do problema em questao. Os fatores mais
relevantes nesta escolha sao o ntimero de grau de liberdade do modelo, a largura de
banda das matrizes e o nimero de autovalores e autovetores a serem calculados.

Bathe, (1982)) analisou os diversos métodos e chegou as seguintes conclusoes:

1. A iteracao inversa de Householder-QQR é a mais eficiente quando as matrizes

sao esparsas e se deseja calcular todos os autovalores e autovetores.

2. Os métodos de busca do determinante sao muito eficientes no calculo dos meno-
res autovalores e correspondentes autovetores de sistemas cujas matrizes tém

pequena largura de banda.

3. A iteracdo no subespago é muito eficiente no calculo dos menores autovalores

e correspondentes autovetores de sistemas cujas matrizes tém grande largura

de banda.
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F.1 Quociente de Rayleigh

Pré-multiplicando a equagao (F.1)) por ¢, a seguinte equacio escalar é obtida:
pil K ¢;=w’ @l M ¢; (F.3)

Como M ¢é uma matriz positiva definida, é garantido que ;7 M ¢; # 0.

Portanto, é possivel resolver para w;>:

,  wil Ko

Esta razao é denominada quociente de Rayleigh e apresenta as seguintes propri-

edades:

2

1. Se ¢; é um autovetor exato, w;* é o seu correspondente autovalor exato.

2. Se ; ¢ um autovetor aproximado com um erro infinitesimal de primeira ordem,
o quociente de Rayleigh é uma aproximacao de w;?> com um erro infinitesimal
de segunda ordem. Nas proximidades de um autovetor exato, o quociente de

Rayleigh é estacionario.

3. O quociente de Rayleigh ¢ limitado entre w;? e wx?, 0 menor e o maior auto-

valores.

Uma aplicacao comum do quociente de Rayleigh para engenharia é a simples
avaliacao da equagao para um vetor tentativa ¢ que pode ser determinado a
partir de propriedades fisicas do modelo (Chopra; 1995). Se os elementos de um
autovetor aproximado cujo maior elemento é unitario sao corretos até a j-ésima casa
decimal, o quociente de Rayleigh tera precisao de 2j casas decimais. Diversos proce-
dimentos numéricos de solucao de problemas de autovalor fazem uso da propriedade

estacionaria do quociente de Rayleigh.
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F.2 Meétodo da Iteracao Inversa

Também conhecido como método de Vianello e Stodola este é o método mais
usado para célculos manuais devido a sua simplicidade. Escrevendo a equagao ([F.1])

de uma maneira ligeiramente modificada, tem-se:
Ke=\M (F.5)

Assume-se que a freqiiéncia fundamental é distinta e que os autovalores \; sao

ordenados da seguinte forma:
Al < Ay < /\3 < <N, (F6)

Adotando um autovetor tentativa u; e levando-o ao lado direito da equacao

(F.5), obtém-se uma melhor aproximagao v;:
K 'U(i+1) =M u(i) (F?)

ou

Vi) = D ug (F.8)

em que D é a matriz dinamica e é dada por:
D=K'M (F.9)
O novo vetor tentativa u; 1 € calculado por:
U(it1) = A(i41) V(it1) (F.10)

em que Ai41) € um fator de escalar apropriado. Uma das maneiras de se calcular
A@i+1) € através do quociente de Rayleigh. Para verificar a convergéncia da iteragao,

compara-se dois valores sucessivos de A\:

AGi+1) — A
e = A | < tolerancia (F.11)

Ai+1)
Se a equagao (F.11)) for atendida, os valores de A¢y1) € v(;41) 580 0 autovalor e o

respectivo autovetor procurados. A tolerancia é escolhida de acordo com a precisao
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desejada. Ela deve ser de 10~% ou menor quando deseja-se uma precisao de 2j casas
decimais.

A normalizacao do vetor tentativa a cada iteragdo é recomendada de maneira
a evitar problemas numéricos durante o processo iterativo, pois faz com que a os
vetores tentativas mantenham sempre a mesma ordem de grandeza.

Craig Jr. (1987) demonstra que o método da iteracao inversa sempre converge
para o menor autovalor A\; e o modo fundamental ¢;. Existem diversas técnicas
para se obter os outros modos a partir da iteracao inversa. Uma delas é a deflacao
da matriz dinamica, que consiste em ortogonalizar a matriz dinamica com relagao

aos autovetores ja obtidos da seguinte forma:

Ai
D1y = D) — @i it M (F.12)

QOiT M Pi
sendo D(; a matriz dinamica utilizada para o calculo do i-ésimo autovalor A; e seu
respectivo autovetor ¢;.

Uma outra técnica bastante utilizada é a translacdo espectral. A idéia basica
desta técnica é adotar um novo espectro de autovalores ) de forma a trazer uma

freqiiéncia diferente da fundamental para préximo da origem (Figura [F.1)).

0 M

A
l | >
A1 A2 A3 A4
0 A
A
| >
A A A A
A1 A2 A3 A4

Figura F.1: Espectro de autovalores.

Para tal, escolhe-se um escalar y na vizinhanca do autovalor de interesse. Por
exemplo, na figura i é mais préximo de Ay do que de qualquer outro auto-

valor. Entao, modifica-se a equagao ([I'.1)), para se obter o problema de autovalor
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transladado:
(K~ p M)~ (Ni—p) M| ¢=0 (F.13)
Fazendo
K=K-uK (F.14)
tem-se:
(E—Xi M) ©=0 (F.16)

E importante ressaltar que, se \; < u, Xz serd negativo. Na pratica, o que se faz é
adotar valores cada vez maiores para p até que se consiga converger para o autovalor
desejado. A técnica da translacao espectral também pode ser utilizada para o caso
de sistemas com modos de corpo rigido, de maneira a eliminar a singularidade da

matriz de rigidez.

F.3 Meétodo da Iteracao no Subespaco

O problema de autovalor generalizado da equagao (2.41) pode ser escrito da
seguinte forma condensada:

KA®=M%d (F.17)

ou utilizando truncamento modal:
KA®=MO® (F.18)

Analisando ([F.18) segundo o método iteragao inversa, é possivel notar que o
método consiste em se interagir em um espaco de dimensao N de bases ortogonais
K e M até que se obtenha o conjunto de autovetores do problema. Portanto, estes
N autovetores sao uma base para espaco RY.

Bathe| (1971]) observa que é mais facil escolher um conjunto de vetores arbitrarios

préximos da base do espaco RY do que um conjunto de vetores que estejam préximos
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aos autovetores do problema de autovalor. O método da iteracao no subespaco
procura gerar a base para RY e, a partir dai, gerar os autovetores D.
O primeiro passo deste método é adotar um subconjunto tentativa ® e obter

uma aproximacao melhorada ® como segue:

Este passo é andlogo a primeira iteracao do método da iteracao inversa. Em
seguida, obtém-se as projecoes de K e M no subespaco RY. Como R vai sendo
atualizado ao longo do processo, é conveniente se referir ao mesmo como sendo o

subespago da iteracao corrente Ré\if 1)
Ky = 740 KP(ip) (F.20)
M isn) = DT (i41) M@ (i) (F.21)

Entao, obtém-se a solu¢ao do problema de autovalor no subespaco Ré\{ +1) através

de algum método conveniente, como o método da iteracao inversa:

K1) Quiny Ay = My Quv (F.22)

em que Q1) € uma variavel auxiliar que representa os autovetores do problema de
subespago.

O valor de g é atualizado por:
Q1) = Piv1) Qv (F.23)

E possivel provar que g(iﬂ) converge para os N primeiros autovetores, desde
que g(l) nao possua nenhum vetor ortogonal aos autovetores procurados.

E evidente que uma iteracao no método do subespaco é computacionalmente
mais custosa que uma iteracao no método da iteragao inversa. O subproblema
é outro problema de autovalor dentro do problema de autovalor original. Porém,
é de ordem N. Como o nimero de passos para que g se aproxime dos valores
procurados é significativamente reduzido, no geral, a iteragao no subespaco é mais

eficiente que a iteracao inversa para problemas modais de médio e grande porte.
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