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Capitulo [2; Modelos Constitutivos Para o Con-
creto

Modelos Unidimensionais

Oy Tensao normal na direcao x.

Tyy  Tensao de cisalhamento no plano zy.

Tr»  Tensao de cisalhamento no plano zz.

€rxr  Deformacao normal na direcao x.

Yoy ~ Deformagao de cisalhamento no plano zy.

Yz  Deformagao de cisalhamento no plano zz.
Modulo de elasticidade longitudinal secante.
Médulo de elasticidade longitudinal tangente.
Moédulo de elasticidade transversal secante.

Modulo de elasticidade transversal tangente.

E‘S

Et

GS

Gt

N Forca axial.
V;J Forga cortante na diregao y.

V.,  Forca cortante na direcio z.

T Momento de torcao.

M., Momento fletor em torno do eixo z.

Yi Coordenada y do centrdide de um ponto material.

Z; Coordenada z do centréide de um ponto material.
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A; Area de um ponto material.

Modelos de Fissuracao Distribuida

{Ug} Vetor de tensoes no sistema local.

{8 g} Vetor de deformacoes no sistema local.

[ZD] Matriz constitutiva secante local.

n Direcao normal a fissura.

s,t  Diregoes tangencias a fissura.

o Fator de retencao ao cisalhamento.

oy Fator de reducao do médulo de elasticidade na direcao normal a fissura.
v Coeficiente de Poisson.

[EC ] Matriz de flexibilidade secante local.

€11  Primeira componente de deformacgao principal.
€92  Segunda componente de deformacao principal.
€33  Terceira componente de deformacao principal.

Y12  Componente de deformacao de cisalhamento na relacionada a tensao de cisa-
lhamento no estado de deformacgoes principais.

E1  Médulo de elasticidade longitudinal na direcdo da primeira deformacao prin-
cipal.

Es  Médulo de elasticidade longitudinal na direcao da segunda deformacao prin-
cipal.

(G12 Mbdulo de elasticidade transversal relacionada as direcdes principais de de-
formacao.

9, V21, V13, V31, V23, V32 Influéncia da deformacao normal na direcao tangencial.
Ey  Médulo de elasticidade inicial.

v Coeficiente de Poisson.

Gy  Modulo de elasticidade transversal inicial.

[Tg] Matriz de transformagao de tensoes.

{0 g} Vetor de tensoes no sistema global.
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0 Angulo de rotagao do sistema de coordenadas.
[Tg] Matriz de transformacao de deformacgoes.
{J g} Vetor de deformacoes no sistema global.

[;D] Matriz constitutiva secante global.

Modelos de Dano

D (ﬁ) Variavel de dano na diregao 7i.

0S  Plano de intersecdo entre um plano qualquer e o elemento volumétrico repre-
sentativo.

0Sp Area de microfissuras e microvazios contidos em 89
n Vetor de direcao de propagagao do dano.

E Moédulo de elasticidade do material virgem.

Ep Médulo de elasticidade do material degradado.

D Varigvel de dano.

¢/ Tensdo efetiva.

e/ Deformacio efetiva.

a Tensor efeito de dano sobre as tensoes.

o Tensor efeito de dano sobre as deformacoes.

EY  Médulo de elasticidade do material virgem.

0j;  Tensor de tensoes.

€kl Tensor de deformacoes.
f ikl [] Tensor constitutivo secante em funcao de variaveis internas.
w Variavel de dano escalar.

) Delta de Kronecker.

ij iy Tensor de rigidez eldstico.

K Moédulo volumétrico.

f Funcao de carregamento.



K

XXV

Valor escalar de deformagao equivalente.
Valor escalar de tensao equivalente.
Variavel histoérica.

Taxa de variacao da variavel histérica.

[Ons] Tensor de tensoes no sistema local.

[D;S] Tensor de rigidez secante local.

[8ns] Tensor de deformacoes no sistema local.

[T7] Matriz de transformacio de tensdes.

7]

Matriz de transformacao de deformacgoes.

Modelos de Microplanos

n
1
EN
Er
)
ey
€D
oy
Ey
¥))
Ep

OTi

Vetor normal de um microplano.

Componente do vetor normal de um microplano.

Componente normal de deformagao no microplano.

Vetor de deformacoes tangenciais no microplano.

Delta de Kronecker.

Parcela volumétrica da componente normal de deformacao no microplano.
Parcela desviadora da componente normal de deformagao no microplano.
Tensao volumétrica no microplano.

Médulo de elasticidade inicial volumétrico.

Tensao desviadora.

Moédulo de elasticidade inicial desviador.

Vetor de tensoes tangenciais no microplano.

Tensao tangencial no microplano.

Deformagao tangencial no microplano.

Moédulo de elasticidade inicial tangencial.

Dominio da integral equivalente a metade superior do ponto material.
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ij 7 Tensor constitutivo tangente macroscépico.

E‘t/ Médulo tangente volumétrico.

H!. Matriz que relaciona incrementos de tensao e deformacoes tangenciais.

(0 Fungao de descontinuidade. Considerada para contabilizar a influéncia das
descontinuidade geradas pelas microfissuras de tracao.

9™ Dissipacao Macroscopica.
o Tensor de tensoes macroscépicas.
15 Taxa de deformacoes Macroscopicas.

WM Energia livre macroscépica.

rmac Evolucao da energia livre macroscopica.
U™ Energia livre microscopica.

q Vetor de varidveis internas.

ey Componente volumétrica de deformacao.
€p  Componente Desviadora de deformacao.
er  Componentes Tangenciais de deformagao.

Vv Tensor de projegao volumétrica.

D Tensor de projecao desviadora.
T Tensor de projecao tangencial.
n Vetor unitario em cada microplano.

gmic Dissipagao nos microplanos.

E;  Tensor constitutivo tangente.

o Incremento do tensor de tensoes.

€ Incremento do tensor de deformacoes.

Evol Parcela volumétrica da decomposicao aditiva do tensor de deformacoes ma-
croscopicas.

Edey Parcela desviadora da decomposicao aditiva do tensor de deformacoes ma-
croscopicas.

t. Vetor de deformagoes.

V' Tensor de projecao volumétrica individual de cada microplano.
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Plasticidade Classica

E Tensor de deformagdes.
I Parcela elastica do tensor de deformacoes.
eP Parcela pléstica do tensor de deformagoes.

W Energia livre.
(0’4 Conjunto de varidveis internas associadas ao regime inelastico.
TP  Funcdo de dissipacio plastica.
d Fungao da superficie de escoamento.
D¢ Tensor de rigidez elastico.
Definicao do dominio elastico.
Definicao do dominio plastico admissivel.

Definicao do dominio da superficie de escoamento.

&

&
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N Tensor de fluxo pléstico.
H Moédulo pléstico generalizado.
Y Multiplicador plastico.

g

Potencial plastico.

D’ Operador tangente elastopléstico.

Capitulo [3: Estrutura Teodrica Unificada para Mo-
delos Constitutivos

0i;  Componentes do tensor de tensao.
Eijkl Componentes do tensor de rigidez secante.
€1 Componentes do tensor de deformacao.

Cijkl Componentes do tensor de flexibilidade secante.

o Incremento das tensoes.
€ Incremento das deformagoes.
o Incremento das deformagoes associadas a rigidez secante.
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Incremento das deformacoes associadas a degradacao da rigidez.
Incremento das deformacoes recuperadas sob descarregamento.
Incremento das deformacoes plasticas.

Componentes do tensor de tensao incremental associadas a rigidez elastica.

Incremento das tensoes associadas a degradacgao da rigidez.

Vetor de multiplicadores inelasticos.

Fungoes de carregamento.

Tensor das diregoes das fungoes de carregamento no dominio das tensoes.
Tensor das diregoes da degradacao no dominio das tensoes.

Tensor pos-critico no dominio das tensoes.

Tensor das diregoes das fungoes de carregamento no dominio das deformacoes.
Tensor das diregoes da degradacao no dominio das deformagoes.

Tensor pos-critico no dominio das deformacoes.

Componentes do tensor das direcoes da degradacao no dominio das tensoes.

Componentes do tensor dos gradientes das funcoes de carregamento no do-
minio das tensoes.

Componentes do tensor pos-critico no dominio das tensoes.

Conjunto de variaveis internas que controlam o processo de degradagao no
dominio das tensoes.

Componentes do tensor das diregoes da degradagao no dominio das deforma-
Goes.

Componentes do tensor dos gradientes das funcoes de carregamento no do-
minio das deformagoes.

Componentes do tensor pos-critico no dominio das deformagoes.

Conjunto de variaveis internas que controlam o processo de degradacao no
dominio das deformacgoes.

Operador tangente escrito em termos do tensor de rigidez.

Operador tangente escrito em termos do tensor de flexibilidade.

Mmz‘jkl Componentes do tensor das direcoes da variacao do tensor de rigidez.
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Mmz‘jkl Componentes do tensor das dire¢oes da variacao do tensor de flexibilidade.
w Energia elastica.

d Taxa de dissipagao por degradacao.

_Y;’jkl Forca termodinamica conjugada ao tensor de flexibilidade.

—Yijkg Forga termodinamica conjugada ao tensor de rigidez.

Nm-jkg Componentes do tensor das derivadas das funcoes de carregamento em rela-
cao as forca termodinamica conjugada ao tensor de flexibilidade.

Nm-jkg Componentes do tensor das derivadas das funcoes de carregamento em rela-
cao as forca termodinamica conjugada ao tensor de rigidez.

D, Conjunto das variaveis de dano no dominio da flexibilidade.
.@* Conjunto das varidveis de dano no dominio da rigidez.
M,

ms Direcao da taxa de mudanca das variaveis de dano no dominio da flexibili-
dade.

—%, Forcas termodinamicas conjugada as varidveis de dano no dominio da flexi-
bilidade.

My Direcao da taxa de mudanca das varidveis de dano no dominio da rigidez.
—% Forcas termodinamicas conjugada as varidveis de dano no dominio da rigidez.

— N}, Componentes do tensor das derivadas das funcdes de carregamento em rela-
cao as forca termodinamica conjugada ao dano no dominio da flexibilidade.

— M+ Componentes do tensor das derivadas das funcdes de carregamento em re-
lacao as forga termodinamica conjugada ao dano no dominio da rigidez.

Cilj? 1 Componentes do tensor de flexibilidade escrito em fungao das varidveis de
dano.

EZ[]) 7 Componentes do tensor de rigidez escrito em fungao das varidveis de dano.

Capitulo 4 Formulagao dos Modelos Constitutivos

JQ(S) Segundo invariante do tensor de tensoes desviadoras.
S Tensor de tensoes desviadoras.
J€  Médulo pléstico.

f(JZf ) Funcao de carregamento genérica.
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Conjunto de variaveis que definem uma funcao de carregamento.

Funcao do parametro histoérico.

Funcao de dano para avaliar o estado de degradacao do meio.

Deformagao equivalente de [Mazars e Lemaitre] (1984)).

Medida de dano de Simo e Ju/ (1987)) definida no dominio das deformacoes.
Medida de dano de |Simo e Ju (1987)) definida no dominio das tensoes.
Medida de dano de |Ju/ (1989)).

Parametro do material que relaciona a diferenca entre comportamentos a
tragao e a compressao para a deformacao equivalente de|de Vree et al.| (1995).

Primeiro invariante do tensor de deformacoes.

Segundo invariante do tensor de deformagoes.

Dano por tracao para o modelo de Mazars (1984).
Dano por compressao para o modelo de Mazars (1984).

Funcao peso usadas para contabilizar o comportamento do material ao dano
por tracao.

Funcao peso usadas para contabilizar o comportamento do material ao dano
por compressao.

Parte positiva do tensor de tensoes principais.

Parte negativa do tensor de tensoes principais.

Deformacoes obtidas com a parte positiva do tensor de tensoes ot.
Deformacoes obtidas com a parte negativa do tensor de tensoes o~ .
Componentes do tensor de integridade.

Tensor de integridade.

Tensor de deformacoes em um microplano a.

Tensor de projecao das deformagcoes macroscdpicas em um microplano a.
Moédulo de elasticidade na direcao normal de um microplano.
Moédulo de elasticidade na direcao transversal de um microplano.
Dano na direcao normal ao microplano a.

Dano na direcao transversal ao microplano a.
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Variavel histérica na diregao normal ao microplano «.

Variavel histérica na direcao transversal ao microplano a.
Deformagoes normais ao microplano a.

Deformacgoes transversal ao microplano «.

Funcao de carregamento na direcao normal de um microplano «.

Funcao de carregamento na direcao transversal de um microplano a.

Capitulo [5 Proposta de um Modelo de Dano com
Miltiplas Funcoes de Carregamento

Dd

Dano desviador.

Dano volumétrico.

Médulo de elasticidade transversal.

Moédulo volumétrico.

Parcela volumétrica positiva do tensor de deformagoes.
Parcela volumétrica negativa do tensor de deformacoes.
Segundo invariante do tensor de deformacoes.
Deformacao equivalente volumétrica de tracao.

Deformacao equivalente volumétrica de compressao.

Deformacao equivalente desviadora.

Tensor de rigidez secante.

Componentes do tensor de rigidez secante.

Modulo de elasticidade transversal degradado.

Médulo volumétrico degradado devido ao dano por tragao.
Moédulo volumétrico degradado devido ao dano por compressao.

Funcao de carregamento para controlar o comportamento volumétrico de tra-
Gao.

Funcao de carregamento para controlar o comportamento volumétrico de
compressao.
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Fd Funcao de carregamento para controlar o comportamento desviador.

/{‘J’r(DE’ ) Varidvel histérica para a tragao em fungdo do dano por tracio.

/-i‘i(DX) Variavel histérica para a compressao em funcao do dano por compressao.

/id(Dd) Variavel historica para as componentes desviadoras em funcao do dano
desviador.

Capitulo [6; Implementacao Computacional

X Variaveis de estado do problema.

X Primeira variacao temporal da variavel de estado.

X Segunda variacao temporal da variavel de estado.

A Matriz dos coeficientes associados a segunda variacao temporal da variavel
de estado.

B Matriz dos coeficientes associados a primeira variacao temporal da variavel
de estado.

C Matriz dos coeficientes associados a variavel de estado.

D Vetor de variaveis de estado duais.

K, Matriz de rigidez tangente.

OU  Vetor de incrementos de deslocamentos.

A Fator de carga.

P Vetor de cargas de referéncia.

Q Vetor de cargas de residuais.

¢ Matriz de rigidez de um elemento finito.

B Matriz das relagoes entre deformacoes e deslocamentos.
FE, Matriz constitutiva tangente.

V. Volume de um elemento finito.

F¢  Vetor das forcas nodais equivalentes a um estado de tensdo interno de um
elemento finito.

o Vetor de tensoes.
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Apéndice [E: Relagoes Tensao-Deformagao e Equa-
coes de Evolucao do Dano

Tensao relativa a deformacao corrente.

Tensao limite de resisténcia a tracao.
Deformagao corrente.

Deformagao relativa ao limite elastico na tracao.
comprimento caracteristico.

Energia de fratura por comprimento de trinca.
Energia de fratura especifica.

Tensao de tracao ou compressao relativa a deformacao corrente para a lei de
Carreira e Chul (1985, [1986)).

Tensao relativa ao limite de resisténcia a tragao ou compressao.
Deformacao relativa ao limite eldstico na tracao ou compressao.
Modulo de elasticidade eléstico.

Deformacao ultima admissivel na tracao.

Deformacao tltima admissivel na compressao.

Moédulo tangente do ramo descendente da lei bilinear.

Tensao ultima admissivel de tracao.

Tensao critica de tracao.

Deformacao relativa a tensao critica de tracao.

Medida de deformagao equivalente.

Valor da deformacao equivalente a partir do qual o processo de dano se inicia.
Valor maximo de dano admissivel para o material.

Intensidade de evolucao do dano

Limite de resisténcia equivalente.

Modulo de elasticidade equivalente.

Tensao ultima admissivel.

Deformagao ultima admissivel.
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Operadores

() Produto interno.

u - v,T - S Produto interno com contracao simples.

T : S Produto interno com contracao dupla.

© X v Produto vetorial.

T ® S Produto tensorial.

T XS Produto tensorial com simetrizacdo do tipo produto (sendo @ = w X w,

1
tem-se: i = é(wikwﬂ + wywjg).

T %S Produto apropriado ente duas entidades genéricas, T e S em um dado con-
texto.

Derivagao de () no tempo.

(+)
(.)T Transposta de ().
(

d(,) Incremento de ().

0(s) Diferencial de (.).

o) ) y

B Derivada de (.) em relagdo a z, sendo z uma variavel qualquer.
X

Médulo (valor absoluto) de um escalar (.).

| Norma Euclideana de tensores e vetores (|[T|| = VT : T e ||| = v - v).
H(.) Funcio de Heavyside (H(z) = 1 para x > 0 e H(z) = 0 para x < 0).

(.)1 Parte positiva de ().

(.)_  Parte negativa de (.).

t?“(.) Trago de um tensor.



Resumo

Esta tese apresenta um arcaboucgo tedrico e computacional para modelos consti-
tutivos baseados em degradacao elastica.

Modelos classicos para tratar a degradacao do meio material sao abordados no
contexto da estrutura tedrica e computacional proposta. Além disso, modelos de
fissuracao distribuida sao reformulados, considerando-se multiplas func¢oes de car-
regamento desacopladas e uma regra de degradacao generalizada. Para ilustrar a
potencialidade do arcabougo tedrico e computacional criado, alguns modelos de dano
encontrados na literatura sao implementados bem como um modelo de plasticidade
classica. Também é proposto um novo modelo de dano com miultiplas funcgoes de
carregamento.

O sistema computacional criado toma partido do paradigma de programacao
orientada a objetos, possibilitando implementar a unificacao tedrica proposta, in-
dependentemente do método numérico aplicado. Contudo, apenas o Método dos
Elementos Finitos (MEF) ¢é usado na validagao desta estrutura tedrica e dos mode-
los constitutivos nela inseridos.

Varios exemplos de aplicacao sao apresentados, visando ilustrar as possibilidades
de modelagem proporcionada pela biblioteca de modelos constitutivos reunida neste
trabalho. O novo modelo de dano proposto é validado por meio de exemplos que
comparam os resultados do mesmo com resultados experimentais ou obtidos com

outros modelos, disponiveis na literatura.
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Abstract

This thesis presents a theoretical and computational framework for constitutive
models based on elastic degradation.

Classical models to deal with material’s media degradation are addressed in the
context of the theoretical and computational proposal. In addition, smeared cracking
model’s are reformulated, considering multiple uncoupled loading functions and a
generalized degradation rule. To illustrate the potentiality of the created theoretical
and computational framework, some damage models, founded in the literature, are
implemented as well as a classical plasticity model. Also is proposed a new damage
model with multiple loading functions.

The created computational system takes advantage of the object-oriented pro-
gramming paradigm, enabling to implement the proposal unified theoretical fra-
mework, independently of the applied numerical method. However, only the Finite
Element Method (FEM) is used in the validation of this unified theory and the
constitutive models inserted on it.

Several application examples are presented, in order to illustrate the modeling
possibilities provided by the constitutive models library gathered in this work. The
new proposed damage model is validated by examples that compare their results

with experimental results or obtained with other models, available in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

O comportamento das estruturas de concreto simples e armado vem sendo as-
sunto de intenso estudo desde o inicio do século passado. A complexidade intrinseca
deste material dificulta o desenvolvimento de modelos analiticos que, quando con-
cebidos, sao limitados a casos simples e especificos.

Modelos mais elaborados e gerais surgiram com o advento do Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF). Fenomenos como fissuracao do concreto, escoamento da arma-
dura, rigidez residual pos critica, fluéncia, retragao, perda de aderéncia aco-concreto,
entre outros, puderam ser intensamente explorados por meio de modelos baseados
nesse método numérico.

Os avancos tecnolégicos e computacionais ampliaram as possibilidades da mo-
delagem numérica como um todo. O MEF se consolidou e outros métodos foram
desenvolvidos, como o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e os Métodos Sem Malha (MSM).

Nesse cendrio, os métodos numéricos se tornaram fundamentais para estudar pro-
blemas de engenharia e, particularmente, o complexo comportamento do concreto
e do concreto armado. Assim, para a representacao do comportamento fisicamente

nao linear destes materiais, em qualquer método numérico, modelos constitutivos



adequados sao obrigatoriamente empregados. Intmeros estudos vém sendo desen-
volvidos, sob diversas perspectivas, por meio da formulagao de novos modelos cons-
titutivos ou do aprimoramento de modelos existentes.

Analisando as principais vertentes sobre a modelagem do concreto, verifica-se
uma tendéncia: a unificacao dos modelos de degradacao eldstica em uma tunica es-
trutura tedrica capaz de tratar de forma genérica a constituigao do meio. Entretanto,
as diversas tentativas de unificacao disponiveis na literatura ainda possuem limita-
¢oes, que precisam ser vencidas para garantia de inclusao de modelos multipotenciais
e de independéncia do método numérico empregado.

Verifica-se também a falta de um sistema computacional que disponibilize varios
modelos ja concebidos e permita a facil inclusao de novos modelos.

Modelos constitutivos tradicionais estao implementados em sistemas computaci-
onais avancados, promovendo a simulagao, modelagem e o estudo do comportamento
das estruturas de concreto. Tais sistemas computacionais sao capazes de modelar
estruturas em concreto submetidas a diversas acgoes, com precisao nos resultados,
além de possuirem recursos sofisticados para pré e pés-processamento. Entretanto,
estes programas disponibilizam apenas alguns poucos modelos consagrados. Além
disso as principais contribuigoes cientificas nao podem ser neles inseridas, pois sao
programas proprietarios, de cédigo fechado que, portanto, nao permitem a expan-
sao e aprimoramento dos modelos neles implementados, nem a inser¢ao de novos

modelos.
1.1 Objetivos

Esta tese tem como objetivo apresentar uma estrutura tedrica e computacional
capaz de contemplar diversos modelos constitutivos, ampliando as possibilidades da
analise fisicamente nao linear de estruturas de concreto.

Procurou-se obter uma base tedrica e computacional para a modelagem cons-

titutiva em geral, com independéncia do método numérico e aplicavel a diferentes



tipos de analise.

Criou-se um sistema computacional de cédigo aberto e de facil expansao, propor-
cionando um ambiente propicio ao desenvolvimento colaborativo de modelos para a
analise fisicamente nao linear.

Vérios modelos constitutivos tradicionais foram inseridos no arcabougo teérico e
computacional criado, corroborando a capacidade de generalizacao do mesmo.

Formulou-se um novo modelo constitutivo de dano para o concreto e o mesmo

foi inserido no sistema computacional criado.
1.2 Organizagao do Texto

Esta tese é organizadas em 10 capitulos e 7 apéndices.

No capitulo [2] é apresentada uma revisao bibliografica cronologicamente organi-
zada, descrevendo os principais modelos constitutivos para concreto.

Ap6s analisar as diversas tentativas de unificacao, disponiveis na literatura, o
capitulo[3|apresenta a proposta de unificacao tedrica desta tese, que incluem modelos
constitutivos multipotenciais e a independéncia de método numérico.

Uma vez estabelecidas as bases da unifica¢do tedrica, no capitulo [} sdo apresen-
tadas as formulagoes de diversos modelos constitutivos tradicionais, no contexto do
arcabougo tedrico proposto.

No capitulo[p] é proposto um novo modelo de dano, baseado em multiplas fungoes
de carregamento e nas parcelas volumétrica e desviadoras do tensor de deformacoes.
E apresentada a formulacao e sua representacao na estrutura tedrica apresentada.

O capitulo [0] apresenta o sistema computacional criado, resultante da imple-
mentacao computacional, segundo um projeto orientado a objetos adequado, da
estrutura tedrica formulada e de véarios modelos constitutivos.

A estrutura tedrica e computacional é validada nos capitulo[7, [§|e[9} No capitulo
[7} simulagoes numéricas exemplificam os diversos modelos constitutivos implementa-

dos, e as diversas possibilidades, proporcionadas pelo ambiente computacional, para



a analise fisicamente nao linear.

No capitulo [§, sdo apresentados alguns estudos de caso, que destacam a formu-
lagao multipotencial de um modelo de fissuracao.

No capitulo [9] sdo apresentados exemplos de validagdo do novo modelo de dano
proposto, onde os resultados obtidos com o modelo sao confrontados com resultados
experimentais e numéricos obtidos por outros autores.

Por fim, no capitulo [I0] conclui-se o texto da tese, analisando-se as principais
contribuigoes do trabalho e apresentando-se sugestoes para continuagao da pesquisa.

Adicionalmente, sao apresentados sete apéndices que tratam de temas secunda-

rios, mas extremamente relevantes para o entendimento do texto.



Capitulo 2

Modelos Constitutivos Para o Concreto

2.1 Breve Historico

A ocorréncia, isolada ou combinada, de diferentes fenomenos tornam o compor-
tamento mecanico do concreto de dificil descricao analitica. Tal comportamento é
fonte de estudos e pesquisa desde o inicio do século XX, quando surgiram os primei-
ros fundamentos tedricos.

Inicialmente, o estudo do concreto armado era baseado em aproximagoes empi-
ricas e as teorias eram estabelecidas com base em simplificacoes, que contornavam
dificuldades de formulacao de uma estrutura tedrica mais elaborada.

Nesse contexto, o método dos elementos finitos surgiu como um recurso geral
que ampliou as possibilidades de estudo. Hipdteses, antes simplificadas para serem
incorporadas na teoria analitica, passaram a ser inseridas em modelos cada vez mais
sofisticados com o objetivo de descrever o comportamento do concreto de forma mais
realista possivel.

Varios aspectos do método dos elementos finitos, quando este é empregado para
caracterizar o comportamento nao linear do concreto, sao estudados desde os primei-
ros modelos. Um dos primeiros trabalhos nesta érea foi o de Ngo e Scordelis (1967))

que, considerando os materiais como elasticos-lineares, incluia representacoes para



as armaduras e fissuras, sendo as trincas inseridas na malha de elementos finitos de
forma discreta, assumindo padroes ja constatados empiricamente.

O trabalho de Nilson| (1968) era semelhante, sendo as trincas inseridas na malha
de forma discreta, entretanto, ja se considerava o comportamento nao linear do
material. Até entao, nestes modelos iniciais, a idealizacdo de um meio continuo
fissurado, em substitui¢ao ao meio continuo intacto inicial, nao havia sido concebida.

A representacao do processo de fissuracao em modelos planos foi inicialmente
tratada por |[Rashid| (1968)), que introduzia trincas paralelas distribuidas em regioes
internas aos elementos finitos, em contraposi¢cao a insercao das fissuras nas interfa-
ces entre elementos. O material atingia um limite de resisténcia e, neste ponto, a
rigidez da regiao decaia devido ao inicio da degradacao. Embora limitado, o modelo
proposto apresentava facilidade de implementacao e ja trazia a hipotese fundamental
dos modelos de fissuracao distribuida: a substituicao do meio continuo inicial por
um meio, também continuo, cujas propriedades mecanicas representem uma regiao
com fissuras uniformemente distribuidas.

Modelos subsequentes (Suidan e Schnobrich, [1973) mantiveram a rigidez residual
transversal como funcao do moédulo de elasticidade transversal inicial, através de um
fator de reducao denominado fator de retencao ao cisalhamento.

Modelos unidimensionais para tratar o concreto, através de relagoes momento-
curvatura, também ja eram usados. No trabalho de Monnier| (1970), por meio de
estudos tedricos e experimentais em vigas de concreto, leis nao lineares para a relagao
momento-curvatura foram desenvolvidas. Uma abordagem computacional sobre o
assunto foi feita por Blaauwendraad| (1972)), que revisou os conceitos adotados até
aquele momento e apresentou um modelo unidimensional que considerava efeitos de
segunda ordem combinados com relagoes momento-curvatura.

O uso de parametros da mecanica da fratura para modelagem de estruturas
de concreto foi iniciado por [Hillerborg et al.| (1976). Neste trabalho, o concreto

é descrito com um comportamento crescente de tensao até um limite maximo. A



partir deste limite, o material entra em regime de amolecimento — diminuicao de
tensao acompanhada de aumento de deformacao — que é regido por uma lei nao
linear baseada na energia de fratura.

No mesmo ano, Bazant| (1976) estudou o amolecimento do concreto e o surgi-
mento de uma banda de fissuragao, descrita através da variagao da flexibilidade.
O monitoramento da flexibilidade também foi estudado por [Swartz et al.| (1978)),
sendo feita uma andlise de sua variacao em vigas de concreto submetidas a flexao.
A partir de entao, os modelos de fissuracao distribuida baseados em flexibilidade
foram desenvolvidos.

Darwin e Pecknold (1976)) apresentaram a modelagem de painéis de concreto ar-
mado submetido a cargas ciclicas, usando leis tensao-deformacao biaxiais que admi-
tiam degradacao tanto em tracao como em compressao. Este trabalho foi de grande
relevancia, pois, até o momento, apenas a degradacao do concreto por tragao era
considerada.

Inspirados em Bazant| (1976), muitos trabalhos (Bazant e Cedolin| 1979, [1980),
1983) foram publicados abordando o mesmo tema: o surgimento de uma regiao fis-
surada designada como banda de fissuracao ou zona de processamento de fissuras.
Mas, somente no trabalho de Bazant e Oh (1983), a teoria foi elaborada admi-
tindo um amolecimento gradual. O modelo considerava a relacao constitutiva com
amolecimento (como proposto por Hillerborg et al. (1976)) associada a um certo
comprimento de banda de fissuragao, que era tratado como uma propriedade do
material.

A partir destes primeiros modelos, os conceitos de fissuracao distribuida se sedi-
mentaram e diversos trabalhos surgiram (de Borst e Nauta (1985)), Rots et al.| (1985)
e Rots e de Borst| (1987)), aprimorando as teorias existentes, resultando nos modelos
de fissuracao fixa e rotacional como conhecidos hoje.

A demanda dos modelos de fissuracao distribuida por leis tensao-deformacao re-

presentativas das regioes degradadas motivou muitos trabalhos, como os de |Carreira



e Chul (1985), Carreira e Chu| (1986), Boone et al.| (1986)) e Boone e Ingraffea) (1987),
que definem leis tensao-deformagcao representativas do concreto.

Rots| (1988)) apresentou um amplo estudo sobre os modelos de fissuracao dis-
tribuida, empregando estes modelos para descrever o processo de fraturamento do
concreto. No mesmo ano, um outro amplo estudo sobre o comportamento nao linear
do concreto foi apresentado por |Proencal (1988). Neste trabalho apés descrever mo-
delos elastoplasticos e modelos baseados na mecanica da fratura Proenca apresenta
uma formulagao variacional para a modelagem constitutiva.

Em paralelo aos modelos de fissura¢ao, a mecanica do dano continuo (Lemaitre
e Dufailly, |1987; Lemaitre, 1992; Lemaitre e Desmorat| 2005) passa a ser usada na
modelagem de materiais parcialmente frageis. O trabalho de [Lemaitre e Dufailly
(1987) apresenta varias medidas de dano e conclui que a forma mais eficiente de se
medir o dano de um material é por meio da quantificacao da densidade de defeitos.
Entretanto, tal processo é dificil e incerto para os casos em que nao se tem uma
uniformidade dos defeitos. Além disso, questoes relativas ao tamanho e posicao da
regiao de observacao do dano ainda sao muito subjetivas.

Neste cenario, surgem os modelos de dano baseados em deformacao equivalente.
Mazars (1984)) apresentou um modelo bastante simples, mas eficiente. O denomi-
nado modelo de dano escalar admite que o dano é medido por uma variavel escalar,
definida como deformacao equivalente e calculada com base nas deformagoes princi-
pais positivas.

Na mesma linha de [Mazars (1984)), anos mais tarde, outro modelo de dano esca-
lar baseado em deformagao equivalente foi proposto por |Brekelmans et al.| (1992). O
modelo previa que o material poderia apresentar comportamentos distintos em tra-
¢ao e em compressao, o que ¢é essencial para a modelagem do concreto. A proposta
associava a tragao e a compressao em uma constante usada no calculo da deformagcao
equivalente.

Os modelos de dano escalar foram a base de muitos trabalhos, podendo ser



citados: (Chow e Wang| (1987)), Bazant e Pijaudier-Cabot| (1987)), Bazant e Pijaudier-|

Cabot, (1988)), de Vree et al. (1995)), Ghrib e Tinawi (1995), Petrangeli e Ozbolt|

(1996), Lee et al.| (1997), Jirasek e Zimmermann (1998)), |Pitubal (1998), Cauvin e|

Testal (1999), lde Borst e Gutiérrez| (1999)), |de Borst| (2002), [Pitubal (2003), [Junior e

Venturini| (2007)), |Alves et al| (2000)), |Scotta et al,| (2002)), Jirasek e Patzakl (2002)),

Xiang et al| (2002) e Lee et al| (2004)), além de inimeros trabalhos e aplicacoes

encontrados na literatura.

Para uma melhor descricao da anisotropia existente no concreto, uma nova pro-

posta, baseada na teoria de microplanos (Taylor, [1938), foi apresentada por

e Gambarova (1984) e Bazant e Ohl (1985). Nesta proposta, o ponto material é

tratado como um conjunto de microplanos, orientados em diversas direcoes e po-
sicionados na superficie de uma esfera de raio unitario centrada no referido ponto.
As deformacoes nestes microplanos correspondem a aplicacao de uma restricao ci-
nemética e/ou estatica ao tensor macroscépico de deformagoes. Através de relagoes
tensao-deformacao, validas para os microplanos, calculam-se as tensoes em cada
microplano. Por fim, impondo-se condi¢oes de equivaléncia de energia, obtém-se o

estado macroscopico de tensoes e uma avaliacao da degradacao da rigidez.

Uma primeira evolugao deste modelo foi proposta por (Carol et al.| (1992)), que

apresentavam a teoria pela primeira vez usando somente restrigao cinematica, aban-
donando assim os modelos de restricao mista. Embora o modelo marcasse uma evo-
lugao, apresentava inconsisténcias que foram corrigidas e apresentadas por

(2001)). Os modelos de microplanos até entao formulados usavam o principio

dos trabalhos virtuais para a equivaléncia de energia. Mas foi constatado que as leis

termodinamicas nao eram plenamente atendidas. Desta forma, |Carol et al.| (2001al)

e [Kuhl et al| (2001)) apresentaram uma nova estrutura tedrica consistente com os

principios termodinamicos.

Mais recentemente, Leukart e Ramm| (2002} [2006) adotaram uma nova decom-

posicao das deformacgoes macroscopicas, propondo assim uma nova formulagao da
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teoria de microplanos baseada nos principios da termodinamica.

O desenvolvimento de modelos seguindo a teoria da plasticidade compreendem
uma grande parte da modelagem constitutiva de materiais em geral. A teoria da plas-
ticidade, amplamente difundida e empregada, constitui um formato tedrico consa-
grado. Para aplicacao deste formato, critérios de resisténcia sao adotados de acordo
com as caracteristicas do material que se deseja representar. Assim, além de todos
os modelos desenvolvidos especificamente para o concreto, que tentam representar
os fendmenos caracteristicos deste material, foram desenvolvidos ainda modelos ba-
seados na teoria cldssica da plasticidade. Os fundamentos da teoria da plasticidade
para o concreto podem ser visto em obras cldssicas como a de (1982).

Ao longo dos anos, os modelos para o concreto foram se modificando e evoluindo,
mas isso nao significou que as primeiras formulacoes cairam em desuso. Nos ultimos

anos, diversos estudos foram desenvolvidos a partir destes modelos, podendo ser

citados: [Petrangeli e Ozbolt| (1996), |[Shayanfar et al.| (1997), Mosalam e Paulino

(1997)), [Weihe et al.| (1998)), |Pitangueiral (1998), [Li e Zimmermann, (1998)), |de Borst|

(2002)), [Silvay (2002), |Simao| (2003), Comi e Perego, (2004)), Borges e Bittencourt

(2005)), Belnoue et al.| (2007), [Paliga et al.| (2007), |Junior e Venturini (2007)), Barain|

e Mari| (2007), [Pi et al, (2007)), [Mata et al.| (2007)), [Desmorat et al.| (2007&), |Srikanth|

et al, (2007), Faleiro et al|(2008), Dundar et al.| (2008)), Proenca e Pitubal (2008]),

Manzoli et al.| (2008)), He et al| (2008), [Voyiadjis et al. (2008), Pavan et al.| (2009),

Menin et al|(2009), dentre outros.

2.2 Modelos Unidimensionais

A simplicidade dos modelos unidimensionais e os bons resultados obtidos nume-
ricamente motivaram o desenvolvimento desses modelos para andlise fisica e geome-
tricamente nao linear.

Diversas possibilidades para tratar o comportamento constitutivo nao linear de
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estruturas de concreto com modelos unidimensionais tem sido estudadas e desenvol-
vidas, segundo duas vertentes principais: os modelos que usam relagoes momento-
curvatura, considerando secoes transversais homogéneas, e os modelos que usam leis
tensao-deformacao, decompondo as se¢oes transversais.

Nos modelos da primeira vertente, a andlise nao linear pode ser conduzida por
meio de relagoes momento-curvatura, validas para as segoes transversais, assim con-
sideradas homogéneas. A necessidade de prescricao de relagbes momento-curvatura
representativas das diversas segoes transversais do modelo é uma desvantagem con-
sideravel deste enfoque.

A anélise nao linear de estruturas de concreto armado, usando-se elementos uni-
dimensionais, também pode ser feita pela decomposicao do dominio da secao trans-
versal. Esta técnica apresenta diversas variagoes, entretanto, partem do mesmo
principio: decompor a secao transversal da barra em subdominios e computar a
contribui¢do de cada subdominio na rigidez do elemento finito (Figuras [2.1(a) e
2.1(b)). Esta estratégia permite uma generalizacdo na formulagao, de forma que
segoes transversais de geometrias diversas possam ser representadas, sem a necessi-
dade de uma formulacao especifica para cada tipo, o que nao acontece ao se utilizar
as relacbes momento-curvatura. Além da generalidade geométrica, a decomposi-
¢ao da secao permite atribuir materiais diferentes para cada subdominio e avaliar
separadamente o comportamento de cada material, podendo-se, assim, calcular a
deterioracdo da segao transversal (Figura 2.1fc)).

Dentre os trabalhos que tratam da analise da secao transversal por decomposicao
pode-se citar os de (Chaisomphob e Hansapinyo| (1999)), [[zzuddin e Smith! (2000), Iz-
zuddin et al. (2002), Romero et al.| (2002), Bratina et al. (2004)), [Fonsecal (2006), Pi
et al. (2007)) e Dundar et al. (2008), que investigam as caracteristicas dos materiais
(ago e concreto) através de leis tensao-deformagao. Pode-se também investigar a de-
terioracao do material utilizando-se de fungoes de dano, como adotado nos trabalhos

de |Barbat et al| (1997) e |Mata et al.| (2007).
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Figura 2.1: Secao transversal de concreto armado antes da fissuragao

Vérias formas de decomposicao da segao transversal sao encontradas na litera-
tura. Cada técnica apresenta um conjunto de hipdteses segundo as quais o modelo
é formulado.

A decomposicao da secao transversal por pequenas areas (Figura, cOmo pro-
posto por |Chaisomphob e Hansapinyo| (1999)), Izzuddin e Smith! (2000), [[zzuddin
et al.| (2002), Romero et al.| (2002) e Pi et al. (2007)), trata cada subdivisdo como
pontos de monitoramento da secao. Nestes pontos, podem ser controladas as defor-
macoes, tensoes, deterioracao do material e as propriedades geométricas atribuidas
a cada pequeno subdominio. A contribui¢do de cada area no comportamento da
secao depende das premissas de cada formulagao.

Bratina et al. (2004) utilizam uma subdivisao em camadas trapezoidais (Figura
para representar o concreto e as barras de aco sao tratadas como pequenas areas

distribuidas pela sec¢ao.

An

1Az

z

Figura 2.2: Divisao em faixas e armadura pontual.
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Ja|Dundar et al|(2008) subdividem a segao em faixas paralelas a linha neutra e
considera o concreto como resistente somente a compressao enquanto o ago assume
propriedades resistentes na tracao e compressao. O processo de divisao da secao em
segmentos ¢é feito de forma iterativa para se otimizar o niimero de divisoes.

Uma forma mais sofisticada, embora mais custosa, de tratamento da secao de-
composta é proposta por|Barbat et al.| (1997) e[Mata et al.|(2007)). Neste caso, a segdo
¢ dividida em faixas ou em areas, sendo que cada subdivisao é integrada segundo
uma quadratura de Gauss, podendo-se variar o niimero de pontos de integracao em
cada subdominio de modo que cada um destes pontos assuma propriedades de um
material diferente (Figura . Com este procedimento é possivel representar a

heterogeneidade de cada subdominio de monitoramento.

/

/|

/

BANERAY

C
(

NS
N NN

Figura 2.3: Subdivisdo composta por diversos materiais.

Como em muitos trabalhos, usando a abordagem de decomposicao da secao trans-
versal, [Fonsecal (2006]) apresentou um modelo para elementos finitos unidimensionais
de pértico espacial, segundo as teorias de Euler-Benoulli e Timoshenko.

O modelo considera que a aderéncia é perfeita entre o aco e o concreto e que cada
material possui uma lei tensao-deformagao nao linear, independentemente atribuida

a cada subdivisao da secao. Partindo das relagoes tensao-deformacao normais e
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tangenciais, pode-se escrever as equagoes
Oue = E*(€oa)eun s Tay = G (Vay)Vey € Too =G (1z)re,  (21abye)
para relacoes secantes totais, e
Aoy = E'epe)dere, dToy = G'(Yay)dyey €  dTon = G'(Ye2)dVes,  (2.2a,b,c)

para as relacoes incrementais, sendo E° e E' os médulos de elasticidade longitu-
dinais secante e tangente, respectivamente, e G* e G' os médulos de elasticidade
transversais secante e tangente, respectivamente. E importante lembrar que tanto
os modulos secantes quanto os tangentes sao funcoes das deformagcoes, como mos-
trado nas equacoes e e obtidos por leis constitutivas dos materiais, como

mostrado na figura [2.4]

O-xx Txy

/ /
I/ 8Xx / 7xy

Figura 2.4: Leis constitutivas.

No processo incremental-iterativo de uma analise nao linear, a convergéncia é
atingida quando ha equilibrio entre as forcas externas e as forcas internas. Para
tanto, os esforcos internos devem ser calculados. Conhecendo-se a distribuicao das
deformagoes em cada secao transversal, as propriedades secantes e tangentes dos
materiais podem ser obtidas (Figura. De posse das propriedades dos materiais,
os esforcos internos podem ser calculados pela integracao das tensoes ao longo da

secao transversal, logo

N = / Ozz dA ; (2.3a)
A
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‘G/:/ny dA (2.3b)
A
V, = / Tpr dA ; (2.3¢)
A
T = /(Tm Y — Ty - 2) dA (2.3d)
A
M, = / Opz - 2 A ; (2.3¢)
A
M, = / —Opz -y dA | (2.3f)
A

onde NV ¢ a forca axial, V}, e V, sao os esforgos cortantes, 7" ¢ o momento de torcao
e M, e M, sao os momentos fletores.

Para a secdo decomposta em pequenas partes, o calculo dos esforcos internos
podem ser simplificados por um somatério. A figura mostra a decomposigao da
secao transversal em pequenos quadrados de areas conhecidas, podendo cada um

deles ser composto por um tipo de material diferente.

Ay

. . u "

Ng

N

:’:;H.E A,

Figura 2.5: Decomposicao da segao transversal.

O comportamento dos materiais que compoem a secao é importante na discreti-
zagao, pois ird influenciar diretamente na contabilizagao dos esforcos internos.

Diversas leis tensao-deformacao sao adotadas para a caracterizacao do compor-
tamento nao linear de cada material. Uma forma geral de tratamento é considerar
tanto o concreto quanto o aco resistentes a tracao e a compressao. Assim, efeitos

como a fissuracao e esmagamento do concreto e o escoamento do ago sao detectados
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durante a andlise (Pi et all 2007). Entretanto, nem todos os modelos consideram o
ago e o concreto na tragao e compressao.

[zzuddin e Smith| (2000) e Izzuddin et al.| (2002) usam uma lei parabdlica conju-
gada a uma lei elastoplastica para o concreto a compressao, omitindo a resisténcia
a tragao. Para o aco, é adotada uma lei linear-elastica.

A tragao do concreto também é desprezada por |Dundar et al.| (2008)), que usam
varias relagoes para descrever o comportamento deste a compressao. O ago é tratado
na tragao e compressao por uma lei nao linear composta por segmentos de reta.

No trabalho de [Fonseca; (2006), foram usadas leis tensao-deformacao propostas
por (Carreira e Chul (1985, |1986]) e Boone e Ingraffea (1987)).

Além da descricao dos materiais através de leis tensao-deformagao, alguns autores
tratam o comportamento do material usando a teoria de dano (Faleiro et al. (2008),

Mata et al.| (2007), Barbat et al.| (1997), |Junior e Venturini| (2007)), dentre outros).

2.3 Modelos de Fissuracao Distribuida

Modelos para representar o processo de fraturamento do concreto é tema de
estudo desde o advento do método dos elementos finitos. Em todos estes estu-
dos, discutem-se os critérios de resisténcia e o comportamento do concreto apds o
surgimento de trincas. Dentre as varias propostas, duas vertentes se destacam: a
modelagem discreta da trinca e os modelos de fissuracao distribuida.

Nestes dois contextos, a modelagem da iniciacao e da propagacao de trincas
e fissuras necessitam de uma descricao do meio material. Para tanto, o uso de
parametros do material baseados na mecanica da fratura é bem difundido, tanto na
modelagem discreta quanto na distribuida.

Os modelos de fissuras distribuidas baseiam-se no monitoramento da deteriora-
cao das propriedades fisicas do material, sendo o processo de evolugao das fissuras
descrito pelo decaimento gradual de tensoes com aumento de deformacoes, como

ilustrado na figura [2.6]
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Regime
elastico

A -inicio da fissuragdo B - Inicio do amolecimento

Figura 2.6: Propagacao de fissuras em modelos distribuidos

Ja os modelos discretos assumem que a resisténcia ultima do material (avaliada
pelas tensoes na ponta da trinca, ou pelo fator intensidade de tensao, ou pela energia
de fratura, dentre outras grandezas) determina a propagagao da trinca. Desta forma,
em um modelo de elementos finitos é necesséario redefinir a malha para representar a
descontinuidade geométrica nela introduzida pela trinca e, assim, descrever o com-
portamento pés-critico, como mostrado na figura 2.7, Modelos com descontinuidade
forte embutida (Oliver, 1996allb) superaram as dificuldades impostas pelo processo
de redefinicao de malha dos modelos discretos além de incorporarem a modelagem
constitutiva em sua formulagao.

Os modelos de fissuragao distribuida tém como vantagens: geragao automatica
de trincas sem redefinicao de malha, propagacao de fissuras no interior dos elementos
e representagao da degradacao da rigidez através de um relagao constitutiva.

A seguir, serao discutidas as principais caracteristicas dos modelos de fissuracao

distribuida e apresentada a formulacao geral dos mesmos.
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Figura 2.7: Propagacao da trinca em modelos discretos.

2.3.1 Bases dos Modelos de Fissuracao Distribuida

Os modelos de fissuragao distribuida baseiam-se na idealiza¢ao de um meio con-
tinuo durante todo o processo de analise. Partindo deste meio continuo, relacoes
entre tensoes e deformacoes sao adotadas para acompanhar o processo de fissuragao,
sendo os limites de resisténcia do concreto e parametros da mecanica da fratura as
bases da formulacao.

Os modelos tradicionais de fissuracao para o concreto tratam o meio material
como inicialmente isotrépico e homogéneo e, a medida que o estado de solicitacao no
material aumenta, seu comportamento é alterado devido ao surgimento de fissuras,
que no decorrer da andlise se propagam por todo o meio. A partir do inicio da
fissuracao, o material passa a ser tratado como ortotropico e os eixos de ortotropia

determinados de acordo com a direcao das fissuras.
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Os modelos de fissuragao distribuida podem ser classificados em duas categorias:
modelo de direcao de fissuracao fixa ou variavel. O modelo com direcao fixa con-
sidera que, uma vez iniciada, a fissura tem orientacao fixa durante todo o processo
de propagacao. J& o modelo com direcao varidvel admite que as fissuras podem
rotacionar de acordo com a orientacao das deformagoes principais.

Nos modelos de fissuragao distribuida, tradicionalmente, leis tensao deformacao

sao escritas relativamente aos eixos principais n, s,t de ortotropia, na forma

{o0} = [Ded} (2.4)

onde {0y} é o vetor de tensoes no sistema local, [ D] é a matriz constitutiva secante
local e {&/} é o vetor de deformagdes no sistema local. Portanto, para o caso tridi-

mensional, sao necessarias nove componentes de rigidez para caracterizacao do meio

fissurado
(6w ) [ B Ens Ew 0 0 0 ][ e ]
Oss E.s Esx Eg O 0 O Ess
ow | _ E. Eg Fy 0 0 O €t (2.5)
Ons 0 0 0 Gns 0 0 Vns
Ost 0 0 0 0 Ga O Vst
[ Ont | 0 0 0 0 0 Gue | U Yt )

Na equagao[2.5 n é a diregao normal a fissura e s, t sdo diregoes tangenciais a fissura,

como ilustrado na figura 2.8

t

™~

plano da trinca

Figura 2.8: Sistema de coordenadas da trinca.
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Os modelos iniciais (Rashid}, [1968) tratavam as dire¢oes normais as fissuras com
rigidez nula (E,, = E,s = E, = Gps = Gp = 0). Desta forma, as tensoes
associadas a estas componentes de rigidez (ann, Ons) Um:), no momento da abertura

da trinca, decalam de um valor limite para zero. Logo, para o caso bidimensional,

tinha-se
Onn Enn 0 0 0
{o} =% o4 ¢; {e}=14 e ¢p; [DI=]0 E 0. (2.6a,b,c)
Tns Yns 000

Estas primeiras aproximagoes nao exprimiam a realidade observada, de que
mesmo depois de fissurada, uma peca estrutural ainda era capaz de transmitir esfor-
¢os normais e tangenciais. A transformacao do meio material, inicialmente linear-
elastico e isotrépico, em um meio ortotrépico com rigidez nula implicava em fortes
descontinuidades, que acarretavam em instabilidades numéricas dos modelos.

Modelos subsequentes (Suidan e Schnobrich| [1973) mantiveram a rigidez residual
transversal G, e G,,; como fun¢cao do moédulo de elasticidade transversal inicial G,
através de um fator de reducao denominado fator de retencao ao cisalhamento,

designado por f,. Portanto, para o caso plano, tem-se

00 0
;D=0 E 0 : (2.7)
00 BG

com [, variando de zero a 1,0.
Analogamente, uma evolucao do modelo considerava também um fator de redu-

¢ao do modulo de elasticidade nas dire¢goes normais a fissura, alterando para

awE 0 0
;D= o E 0 |, (2.8)
0 0 BG

com «, sendo um fator de reducao variando de zero a 1,0.
Bazant e Oh/ (1983)), usando as mesmas ideias, mantiveram a reducao do médulo
de rigidez normal a fissura (E,,), além de introduzirem também os médulos de rigi-

dez fora da diagonal da matriz constitutiva, considerando assim o efeito de Poisson
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apos a abertura da trinca. A formulacao baseia-se na inversao de uma relacao de
flexibilidade e considera somente degradacao por tracao.

O modelo de Hillerborg et al|(1976)) também considerava somente a degradacao
por tracao e a propagacao de fissuras era estudada em funcao das tensoes principais,
que iam do regime elastico até a ruptura.

Baseando-se no trabalho de Bazant e Oh|(1983), Rots et al.| (1985) desenvolveram
um modelo que considerava, nao somente a degradagao na direcao normal a fissura,
mas também na direcao tangente ao plano de fissuracao, de tal modo que a relagao

tensao-deformacao na direcao das fissuras era dada por:

o F  va.E 0
1
D] = va,EFE 0 : (2.9)
¢ (1—12a,) . 0 (-1 )@_E
2(1 +v)

A ideia da inversao da flexibilidade ja estava consolidada e intimeros trabalhos
desde entao foram desenvolvidos (Rots et al.| (1985)), |Rots e de Borst| (1987), [Bazant e
Pijaudier-Cabot| (1988), Bazant e Lin| (1988), Rots e Blaauwendraad| (1989)), |Petran-
geli e Ozbolt| (1996), dentre outros). A seguir, serd descrita uma generaliza¢ao dos
modelos de fissuracao distribuida baseados em inversao de flexibilidade, apresentada

no trabalho de Pitangueiral (1998).

2.3.2 Generalizagao dos Modelos de Fissuracao Distribuida

Partindo da relac¢ao entre tensoes ({o/}) e deformagoes ({e,}) em um sistema
de coordenadas local, orientado na dire¢ao de fissuracao (Figura , em termos da

flexibilidade ([{C]), dada por

{ee} = [[CHoe} (2.10)

pode-se desenvolver as equagoes que permitem obter o tensor constitutivo secante

local.
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Figura 2.9: Eixos locais e globais.
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Admitindo que o material é ortotrépico nas direcoes principais de deformacao,

para o caso bidimensional de estado plano de tensao, tem-se

B 1 V12 7
— -2
E; E,
V921 1
B
Cl = Ey  FEy
1
0 0 —_—

Invertendo [JC], tem-se o tensor constitutivo secante local dado por

E1 V12E1 0
1
Dl = —— E E 0
;D] 1 — Uit Va1 L2 2
O O (1 — V121/12)G12

Para o caso bidimensional de estado plano de deformacao, tem-se

S, i
— —— 0
Ey Ey
& a
=15 5 °|.
0 0 !
G(12

onde

a=(1—uwo3r3) ;
b= (v12 + 113V32) ;
¢ = (Va1 + Va331) ;

d = (1 — V131/31> .

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14a)
(2.14b)
(2.14c)

(2.14d)
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Logo, o tensor constitutivo secante local (obtido pela inversao de [JC]) é

1 CLE1 bEl 0
D] = (ad —10) cEy dE, 0 (2.15)
0 0 (ad — bC)Glg

Supondo que os médulos de elasticidade nas direcoes locais sao obtidos de forma
independente e de acordo com o estado de deformacao corrente, o modelo obtido
permite considerar a degradacao tanto em tracao quanto em compressao. Entre-
tanto, verifica-se que as matrizes, dadas em e[2.15], sdo assimétricas e, portanto,
um processo de simetriza¢do, como sugerido por |Bazant e Oh| (1983), é adotado.

A matriz de flexibilidade simétrica pode ser obtida tomando as componentes do
acoplamento, devido ao efeito de Poisson, como um tnico valor. Este passa a ser
uma fungdo do médulo de elasticidade inicial (Ey) e de um coeficiente de Poisson

igual para todas as diregoes do material (v). Logo, em estado plano de tensao,

adota-se
V21 V12 v
N 2.16
5L B (2.16)
resultando em uma matriz de flexibilidade igual a
-1 -
vy
Ey Ey
v 1 0
1
0 0 —
Invertendo tem-se a matriz constitutiva secante local dada por
i VE1E2 }
E 0
1 7y
. 1 vihb g, 0
VD] = —EE Ey . (2.18)
1— =222
E? E\Ey
0 0 0 (1 — Eg 14 G12
Em estado plano de deformacoes, tem-se
b b
22 (2.19)

E. B, Ey’
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resultando em uma matriz de flexibilidade igual a

— d b -
B B
He; _Loe 2.2
=1 "8 & : (2.20)
1
0 0 —
L G12 -
sendo
E
a=(1- Ezzﬂ) ; (2.21a)
b=c=(v+1?); (2.21Db)
E
=(1— E;”2> . (2.21c¢)

Invertendo tem-se a matriz constitutiva secante local dada por

B b EE 0
d da EQ
b E,FE, E,
[SD]:; da E o 0 L (2.22)
¢ E\E, b2 0
B2 ad E\Ey b
0 0 0 (1— 7 @)Gu

O médulo de elasticidade transversal, segundo a hipdtese da simetrizacao, fica

B FoFy B
~ EoE) + EyEy + 2vE By

Gy (2.23)

A limitacao do valor minimo do médulo de elasticidade transversal, para con-
siderar a rugosidade entre as faces da fissura, pode ser feita em funcao do médulo

original, por

G2 = 5,Go (2.24)
onde
Ey
— 2.2
Go 2(1 +v) (225)

e B, é um valor entre zero e 1,0.
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Outras hipdteses de simetrizacao podem ser adotadas, como, por exemplo, a

usada por Darwin e Pecknold (1976)), que consideram

V12 Va1 v
Zle_ Tel , 2.26
Ey, FE, EE, ( )
para estado plano de tensao, e
b b
A (2.27)

E2 :E: \/ElEQ ’

para estado plano de deformagao, sendo b e ¢ dados pela equagao [2.210]

As matrizes de flexibilidade e as matrizes constitutivas secantes dados acima
foram obtidos para o sistema local que, como ja admitido, estd alinhado com as
direcoes das deformacgoes principais. Entretanto, os tensores constitutivos também
devem ser obtidos no sistema global.

Para transformar tensoes entre os sistemas (local e global), ilustrados na figura
2.9, usa-se

{oe} = [Ts{og} (2.28)

onde {o,} sdo as tensdes no sistema global e [T,,] é a matriz de transformacao de
tensoes. Invertendo e transpondo [7,], obtém-se a matriz que permite transformar

deformagoes entre sistemas, usando
[T = [T,]7", (2.29)

onde
{ec} = [T:[{e,} - (2.30)

Substituindo as matrizes de transformacao na relacdao entre tensoes e deformagoes

locais, tem-se
[To{og} = DT e} - (2.31)

Logo, tem-se

{og} = [ [; DTNy} - (2.32)
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Reescrevendo [2.32} tem-se

{og} = [GDHeg} (2.33)
sendo que
;D] = [I.]" ;D[] (2.34)

¢ a matriz constitutiva secante global.
A figura[2.10lapresenta a sequéncia do processo de transformagoes de deformagoes

e tensoes ao longo da analise.

y
gy +
3 & 712
7 Xy 9 1
X T8
—>
&
x Transformagio para
o sistema local
S
y D
g, 3

Transformagao para o
sistema global

Figura 2.10: Transformacoes de deformacgoes e tensoes.

Em um processo incremental-iterativo de andlise nao linear baseado em formu-
lacao secante, as equacOes acima sao suficientes. Entretanto, para o caso da formu-
lacao tangente desse processo, que requer o calculo de rigidez tangente incremental,

uma relacao diferencial entre tensoes e deformacoes deve ser obtida. Assim sendo,
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partindo da relagao de transformagao de tensoes (equagao [2.28)), tem-se

{og} = [T,] " {ou} , (2.35)
substituindo a relagao [2.29 na equagcao [2.35 tem-se

{og} = [T:]"{oc} . (2.36)
Diferenciando em relacao a {g,}, tem-se

d{os} = ([TE]T{U€}>d{5g} (2.37)

0
Neg}

rOlot Ol e
a{gg} MHegb

oy} = [T (o dte) (239)

que pode ser escrito como

dtoy) = | T + G 0 ey} (2.39)
dtoy) = [ LI + S o] ate) (2.40)
em que

o}
e}

T
¢ o tensor constitutivo tangente no sistema local de coordenadas, e a parcela ?9[@} {os}

[:D] = (2.41)

representa a influéncia de possiveis mudangas na matriz de transformacao durante
0 processo incremental-iterativo.
Para melhor entendimento do tensor constitutivo tangente local, toma-se o dife-

rencial da relacao tensao-deformacao local, dado por

o}
O{ee}

sendo 61{{ 2tk obtido pela derivacao da equagao [2.4, logo

o} = S~ dledt, (2.42)

O{ov} 0 O D]
et 8{5}([ Difee}) = ;D] + et

{ee} (2.43)
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onde [{D] é o tensor constitutivo secante local simétrico. Entretanto, a parcela

g[{z;:}} {e/¢} é nao simétrica sendo, para o caso bidimensional, dada por
- 0;Dny ;D1 07 Dn 9; D12 i
0
ger T T0e, T om0 Toe
9} D] 0; D12 0; Daa 0; D12 0; Doy
- 0 2.44
e} e} deq “1 Oeq ©2 Oes “1 Oes °2 (2.44)
0

Na equacao [2.40, o termo dependente da variacao da diregao do sistema local, no
caso bidimensional, varia de acordo com um angulo 6 (Figura , logo, tem-se
T
oT.* o|T.)* 00
AL T ol

que é simétrico se houver coaxialidade entre tensoes e deformacoes principais ao

(2.45)

longo do processo.
A equacao [2.40] pode agora ser reescrita em termos da equagao [2.45] portanto,

tem-se

toy) = [ Eolm) + 20 o) (5—9) ]d{eg}. (2.46)

Para o caso do modelo com direcao de fissuracao fixa, a parcela dependente da
variacao da direcao, na equagao [2.40), se anula, uma vez que a dire¢ao de propagacao,
no instante do surgimento da fissura, é tomada como constante até o fim da anélise.

Portanto, neste caso, a relagao constitutiva tangente global é dada por

d{og} = [T]"[,D][T:]d{e,} - (2.47)

Os modelos rotacionais admitem que a direcao principal de deformagao continua
mudando apds o surgimento das primeiras trincas. Desta forma, a parcela depen-
dente da variagao da direcao, dada na equacao deve ser contabilizada. Para o
caso bidimensional, impondo condigao de coaxialidade entre deformagoes (g1 e e2) e
tensoes principais (o; e 03), tem-se

O] 06\
00 {W}(&_eg)

-1  —ctg20
-1 1 ctg20
—ctg20 ctg20 —ctg?20

_ Ly(o102)sen20
a 2 2(8358?4) + ’Y:%y

(2.48)
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Na generalizacao acima discutida, o acompanhamento do processo de degradacao
depende dos valores dos mddulos de elasticidade secantes (Ef) e tangentes (E!) nas
direcoes i de ortotropia. Estes valores dependem do estado corrente de deformacgoes
(Ef = Ei(e;), Ef = El(g;)) e, portanto, podem ser obtidos a partir de leis tenséao-

deformagao escalares, como ilustra a figura [2.11]

a,
og=0(¢)

0 15

i

Figura 2.11: Lei tensao-deformacao.

Estudando os sinais das deformacgoes nas diregoes de ortotropia, pode-se investi-
gar a degradacao tanto em tracao quanto em compressao, sendo necessario somente

leis especificas para regioes de tracao e de compressao.
2.4 Modelos de Dano

Dano pode ser definido como o processo de surgimento ou “nucleagao” e de avanco
de microfissuras e microvazios até a falha do material. Ou seja, um dado material
intacto, quando submetido a solitagoes, evolui para um estado de microfissuras até
a falha macroscopica. No ambito da microestrutura o dano é visto como uma des-
continuidade do material, j4 em escalas maiores, pode-se tratar o material de forma
continua.

A mecanica do dano continuo estuda o comportamento macroscopico de um
material, tratando-o como homogéneo. A considera¢ao de um meio continuo é feita

através da definigdo de um “Flemento Volumétrico Representativo” (EVR), cuja
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magnitude deve ser tal que o meio material deteriorado possa ser tratado como

homogéneo. A ordem de grandeza do EVR est4 em torno de 0,1 mm3

, em metais,
e 100 mm3, para o concreto (Lemaitre, |1992; Lemaitre e Desmorat), 2005).
Fisicamente, o dano pode ser visto como as deformacoes plasticas ou deformagoes
permanentes, originadas pela deterioracao das propriedades fisicas do material.
Na engenharia de estruturas é de extrema importancia conhecer o inicio, a pro-
pagacao e as causas do dano para controla-lo, estimando assim a vida t1til e evitando
o colapso de uma estrutura.

O estudo empirico do dano em diferentes materiais levou ao desenvolvimento de

diversos modelos constitutivos capazes de descrever o comportamento dos mesmos.

2.4.1 Conceitos Fundamentais da Mecanica do Dano

Os primeiros modelos de dano continuo tratavam da reducao da area de uma
secao transversal, a partir de modelos uniaxiais, devido ao surgimento de microfis-
suras, sendo estas tomadas como a variavel de estado interna para a caracterizagao
do dano.

Como mostra a figura[2.12] partindo da existéncia de microfissuras e microvazios,
pode-se definir a varidvel de dano, de forma mais genérica, como sendo a densidade
das microfissuras que estao na intersecao do EVR com uma dada secao transversal.

Portanto, tem-se
0Sp

— 24

Dy =

onde 05 é a area da intersecao do EVR com uma dada secao transversal, 6Sp € a
4rea de microfissuras e microvazios contidos em 65 e 77 é uma direcao de propagacao

do dano (Lemaitre e Desmorat, 2005)).
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X2

Xy

Figura 2.12: Caracterizacao do dano.

Mais recentemente, muitos outros trabalhos (Scotta et al., |2002; Jirasek e Pat-
zak, |2002; Xiang et al., [2002; Lee et al., [2004) desenvolveram modelos de materiais
para representar a degradacao das propriedades elasticas, ou da rigidez inicial do
material em regime de pequenas deformagoes. Estes modelos procuram representar
a degradacao progressiva do modulo de elasticidade, quando o material é submetido

a estados de tensoes e/ou deformagoes acima de seu limite de resisténcia. Portanto,

tem-se
ED
ou
EP =(1- D)E", (2.51)

onde E° é o médulo de elasticidade do material intacto e EP é o médulo de elasti-
cidade do material danificado.

Para o entendimento das variaveis de dano, é valido separar os modelos de dano
continuo em duas categorias: os modelos micromecanicos e os modelos fenomenolo-
gicos.

Nos modelos micromecanicos, as variaveis de dano devem representar a média

dos defeitos microscopicos que caracterizam o estado de deterioracao interna. Apesar
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de grande apelo fisico, os modelos micromecanicos apresentam dificuldades experi-
mentais de identificacao de leis de evolucao do dano, o que tornam estes modelos de
dificil utilizagao, principalmente em um contexto mais abrangente, como em uma
modelagem de problemas de engenharia.

J4 as variaveis de dano fenomenoldgicas constituem a base da degradacao interna
de um material e refletem o comportamento macroscépico do mesmo. Propriedades
como o modulo de elasticidade, tensao de escoamento, densidade, dentre outras,
sofrem alteragoes consideraveis devido ao dano oriundo de microfissuras em um dado
material. E vélido dizer que medir estas propriedades é mais facil do que determinar
a distribuicao geométrica dos microdefeitos que possam surgir em um meio material.

O trabalho de Lemaitre e Dufailly (1987 apresenta varias medidas de dano, tanto
micromecanicas quanto fenomenolégicas, e conclui que a forma mais eficiente de se
medir o dano de um material é através da densidade de defeitos em uma superficie.
Entretanto, o processo pode se tornar muito dificil e incerto para os casos em que
nao se tem uma uniformidade dos defeitos. Além destas dificuldades, questées como
a magnitude do elemento volumétrico representativo e a escala das medidas fisicas
de dano ainda sao muito subjetivas. Uma tentativa de determinacao da densidade
de defeitos foi apresentada por Krajcinovic e Lubardal (1993), com a proposta de
um modelo tedrico baseado em uma dada distribuicao estatistica das microfissuras
do meio material.

Alguns modelos fenomenoldgicos usam a abordagem da equivaléncia de defor-
magoes ou equivaléncia de tensoes. Esta abordagem assume que o comportamento
de um material danificado é representado por leis constitutivas do material original
com as tensoes e/ou deformagoes reais substituidas por tensdes e/ou deformagoes
efetivas. As tensoes e deformacoes efetivas sao definidas como sendo as tensoes e de-
formagcoes na matriz do meio material descontando-se as microfissuras que surgirao

ao longo do processo de dano. Ou seja,

o= FE%, (2.52)
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para o material original, e

ol = E% (2.53)

para o material danificado. Onde E° é o médulo de elasticidade do material origi-
nal, o sdo as tensoes reais, ¢ sao as deformacoes reais e 0/ e £/ sdo as tensdes e
deformacgoes efetivas, respectivamente.

Alternativamente, pode-se estabelecer uma relacao entre tensoes reais e efetivas,

e, de forma andloga, uma relacao entre deformagoes reais e efetivas, na forma
oc=aoc e e=ac, (2.54a,b)

onde « e & representa o efeito do dano sobre as tensoes e sobre as deformacoes respec-
tivamente que guardam entre si a relacao aa = 1. No apéndice |B| sao apresentadas
as relagoes nominais e efetivas segundo os conceitos da mecanica do dano.

Os conceitos da mecanica do dano continuo podem ser vistos com detalhes em
Lemaitre (1992) e Lemaitre e Desmorat| (2005).

Dentre diversas propostas a evolugao do dano pode-se destacar as funcoes escala-
res de evolucao e as superficies limites de dano. As funcoes de evolugao sao definidas
em termos de varidveis capazes de medir o estado de tensao e/ou deformagao do ma-
terial computando assim o estado de degradacao correspondente. Diversas formas
destas fungoes de evolucao do dano podem ser vistas no apéndice [E]

Admitindo-se que o dominio elastico do material pode ser delimitado por uma
superficie, escrita em termos de parametros fisicos do meio e de medidas de tensao
e/ou deformagao, o valor do dano pode ser obtido usando-se algoritmos de retorno,
analogo aos modelos de plasticidade plasticidade, contudo em termos de variaveis
de dano. Muitos trabalhos, podendo citar Comi| (2001), Wu et al.| (2006]), Nguyen
(2005), Matallah e La Borderie| (2009) etc, adotam superficies de dano para a des-

cricao dos modelos.
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2.4.2 Formulacao de Modelos de Fissuragao Distribuida Se-
gundo a Teoria de Dano

Os modelos de fissuracao distribuida serao agora formulados segundo a mecanica

do dano continuo, como mostrado por|de Borst e Gutiérrez{ (1999) e lde Borst| (2002).

Como mostra a equacao [2.55, os modelos constitutivos podem ser formulados

com base em relagoes entre tensoes e deformacoes totais, dadas por

0ij = Djri(@ms Winn, Qonnops ---)€xi (2.55)

onde 0;; € o tensor de tensoes, ey € o tensor de deformagoes e D7y, € o tensor cons-
titutivo secante, que ¢é fungao de varidveis internas de dano (G, Wimn, Limnop), Sejam
elas escalares ou tensoriais. A equagao difere da elasticidade linear classica
pela dependéncia de uma variavel historica, que é incorporada por meio de uma
funcao de carregamento e descarregamento. Complementando a teoria, é necessario
a introducao de equacgoes de evolugao para as variaveis internas.

Simplificando a equacao segundo Ladeveze| (1983)), tem-se
2
Uij = [(1 — wl)G((Sik5ﬂ + 6il<5jk — g%ékl) + (1 — w2)K5ij5kl]€kl y (256)

onde G é o moédulo de elasticidade transversal e K é o modulo volumétrico. Estas
propriedades sao alteradas por variaveis de dano escalar wy e wy. Outra simplificacao

consiste em assumir que o material se degrada igualmente, logo
oij = (1 —w)Dfjpem (2.57)

onde w é a medida de dano que varia de zero (material intacto) a 1,0 (mdxima
degradacao) e Df;yy € o tensor de rigidez eldstico. A relagao ¢ complementada por

uma funcao de carregamento
f=rfEak), (2.58)

onde € e ¢ sao equivalentes escalares de deformacoes e tensoes, respectivamente, e

k é uma variavel histérica (k pode ser, por exemplo, a maxima deformagao atingida
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durante a histéria de carregamento). A fungao de carregamento e a taxa da varidvel
histérica, dada por & (k = Kk; — ki—1), devem satisfazer as condigoes de Kuhn-Tucker
para o carregamento e descarregamento e as condicoes de complementaridade e

consisténcia. Estas condigoes sao dadas por
<0 e k=0 com K =Ko, (2.59)
em regime eldstico, onde kg ¢ o valor inicial de k,
f=0 e k=0, (2.60)
em regime de carregamento com ocorréncia de dano,
<0 e k=0, (2.61)
em processo de descarregamento, e
<0 e k=0 com K= Kmaz (2.62)

em processo de recarregamento, onde K, ¢ 0 maior valor de x ja atingido durante a
analise. Sendo as condicoes de complementaridade e consisténcia, respectivamente,
dadas por

fe=0 e fr=0. (2.63)

Varias medidas para o escalar equivalente de deformagoes (€) foram propostas
(Mazars|, [1984; Mazars e Lemaitre, (1984 Simo e Ju, |1987; Lemaitre e Chaboche,
1990; [Ju, [1990; Brekelmans et al., [1992).

Incorporando a dependéncia da direcao na avaliagao do dano, pode-se conceber
modelos para representar o comportamento anisotrépico do meio material. Assu-
mindo ortotropia em estado plano de tensoes e substituindo o sistema de coordenadas
globais X-Y por um sistema local n-s (Figura , em relagao ao qual a evolucao

do dano serd acompanhada, pode-se definir a funcao de carregamento como

f(gnna "i) =E&nn — R, (264)
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com &,, sendo as deformacoes normais no sistema de coordenadas local.

A relacao secante entre tensoes e deformacoes é, entao, reescrita na forma

{Uns} = [szs]{gns} ) (265)

com {Uns} - [Unna Oss) Tns]Ta {gns} = [5nn, 533,'7ns]T e [DZS] definido como

(1—w)E (1—w)E 0 ]
I1—(1—w)r? 1—(1—w)v?
51 (1 - Wl)E E
Dusl = | = Ao T o) 0 : (2.66)
0 0 (1 - wy)G

onde w; = wi(K) e we = wo(k). O fator 1 — wy representa a degradagao da rigidez

ao cisalhamento, conhecido também como fator de retencao de cisalhamento.

Figura 2.13: Sistema de coordenadas global (X-Y) e local (n-s).

Rotacionando o sistema de coordenadas globais de um angulo 6 a partir do
eixo X até o eixo n (Figura [2.13)), pode-se relacionar as componentes de {o,} e
{€ns}, 10 sistema local, as suas correspondentes no sistema global, pelas matrizes

de transformagao de deformagoes [T°] e de tensdes [T7]. Desta forma, tem-se

{ons} = [T7(0){omy} (2.67)

{ens} = [T7(0){eay} - (2.68)
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Substituindo as equacoes e na equacao [2.65| obtém-se a relacao tensao-

deformagao secante relativa ao sistema global de coordenadas

{oay} = [T7(0)] DRI (0){eay } - (2.69)

A equagao [2.69 é vélida tanto para modelo com dire¢cao de dano fixa quanto
para dano com direcao variavel. Para o modelo com direcao fixa, a relacao tensao-
deformagao tangente pode ser obtida pela derivagdo da equagao [2.69] sendo esta
relacao necessaria em processos incrementais-iterativos que utilizam o método de

Newton-Raphson. Portanto, tem-se
{00y} = [T7(00)] 7 ([Dy] = [ADw )T (00) {2y} (2.70)

onde 6 é o angulo fixo da direcao do dano e

dy 0 0
[ADnS] = | vdy 00 ) (2-71)
ds; 0 0
sendo
8w1 Ok E(gnn + Vgss)
dy = 2.72
U 0k Oepn (1 — (1 — wy)12)? (2.72)
e
Ows Ok
dsy = ——GYVns 2.73
T Ok Denn (2.73)
com af:n = 1 em carregamento e 0 nas demais situacoes. Verifica-se que a rigidez

tangente é geralmente nao simétrica.

Modelos mais elaborados podem ser obtidos ao se considerar a evolugao do dano
nas duas direcoes principais e nao somente na direcao principal de tracao. Nestes
casos, a rigidez tangente deve ser novamente calculada.

Nos modelos de dano variavel, o sistema de coordenadas do dano coincide com

os eixos das deformagoes principais e a rigidez [D? ] relaciona tensoes e deformagoes
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principais, sendo a rigidez ao cisalhamento desconsiderada, logo

[ (1-w)E (1-w)E 0 ]
l-(1-wp? 1—(1—-w)r?
D3] = | _L=wE b 01 - (2.74)

I—-(1—-wpp? 1—(1—-w)r?
0 0 0

Neste caso, apenas um tnico parametro de dano (w) é necessério e a relagao tangente
¢ dada por
{00y} = [T7(0)] " ([Dn] = [ADns)[T=(0)]{ewy} - (2.75)

onde # é o angulo da direcao do dano atualizado e

dy 0 0
[ADpsl= | vdy; 0 0 , (2.76)
0 0 dss
sendo
Ow 0k El(en, + vegs)
dyy = — 2.
N 0k Oy (1 — (1 — w)1?)? (277)
e
Opn — O
dag = ——11 755 2.78
% 2(5nn_5ss) ’ ( )

onde ds3 é originario da relagao de coaxialidade entre tensoes e deformagoes princi-
pais.

A formulagao de dano foi a base de muitos trabalhos, podendo ser citados:

e Wang (1987), Bazant e Pijaudier-Cabot| (1988), |de Vree et al| (1995), (Ghrib |

Tinawi| (1995)), |[Petrangeli e Ozbolt| (1996)), |Lee et al.| (1997)), |Jirasek e Zimmermann|

(1998)), |Cauvin e Testa (1999)), de Borst (2002)) e Junior e Venturini (2007)).

Modelos de microplanos, classificados como modelos de dano anisotrépico, tam-

bém podem ser formulados, usando o enfoque aqui discutido.
2.5 Modelos de Microplanos

O comportamento inelastico observado em muitos materiais, em especial naqueles

que desenvolvem microfissuras e microvazios causados por um processo de dano,
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exibe uma resposta anisotropica diretamente ligada a deterioracao do meio. Para
que um modelo descreva de forma realista o fenomeno de degradacao, a anisotropia
também deve ser representada.

Modelos tradicionais de dano apresentam solucoes satisfatérias para um com-
portamento ortotrépico. Entretanto, ao sofisticar a analise visando a representagao
da anisotropia, a complexidade inserida nos modelos de dano inviabilizam sua uti-
lizacdo. A solucao para a representacao da anisotropia de forma mais simples é
apresentada pelos modelos de microplanos.

A ideia dos modelos de microplanos surgiu da generalizagao do modelo de Taylor
(1938), que propunha um comportamento constitutivo, para metais policristalinos,
em que as tensoes e deformagoes fossem avaliadas em muitos planos de orientacoes
arbitrarias. Partindo desta premissa, a proposta preconizava que as tensoes e defor-
macoes macroscopicas fossem obtidas pela resultante de todos os planos, através da
imposi¢ao de condigoes estaticas e cinematicas relacionando as grandezas em macro
e micro escalas.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos a partir desta ideia, mas apenas muitos
anos mais tarde, com os trabalhos propostos por Bazant e Gambarova (1984) e
Bazant e Oh| (1985), que um significado simples e de facil interpretacao fisica foi
apresentado.

A ideia de usar o conceito de microplanos para o estudo de materiais heterogéneos
surgiu pela observagao da microestrutura destes materiais, em que se verifica planos
de descontinuidades nas interfaces dos graos. Para o concreto, que é formado por
uma matriz cimenticia e agregados, a associagao dos planos nas interfaces dos graos,

como ilustra a figura [2.14] com o conceito de microplanos é imediata.
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Agregado

Figura 2.14: Representacao da estrutura constituinte do concreto.

A regiao mais critica do concreto localiza-se nas interfaces entre matriz e agre-
gado, sendo esta regiao responséavel pela origem, propagacao e coalescéncia de micro-

fissuras, causando assim um comportamento inelastico do material. Para representar

este comportamento, [Bazant e Gambarova, (1984)) propuseram descrever o material

em microplanos orientados em varias diregoes e relacionar as tensoes e deformagoes
macroscépicas com as dos microplanos. Para este modelo, o material é descrito
em escala mesoscopica e o comportamento constitutivo, para cada componente de

tensao e deformacao, é descrito individual e independentemente em cada micro-

plano. Outros trabalhos seguiram a mesma linha, podendo-se citar: [Bazant e Prat|

(1988alb)), Bazant e Ozbolt| (1990), [Ozbolt e Bazant| (1992), [Carol et al| (1992),

dentre outros. Os modelos propostos passaram a ser classificados como modelos de
restricao estatica, de restricao cinemaética e de restricao mista, conforme a natureza
das variaveis decompostas nos microplanos. Ao se decompor uma variavel macrosco-
pica sobre os microplanos diz-se aplicar uma restrigao a mesma. Se somente tensoes
sao decompostas nos microplanos, o modelo é dito de restricao estatica. Modelos,
cujo processo de decomposicao envolve somente deformacoes, sao denominados de
restricao cinematica. Se tanto tensoes quanto deformacoes sao usadas para a de-
composicao da varidavel macroscopica nos microplanos, o modelo é classificado como

de restricao mista.

Somente com o trabalho de|Carol et al.|(1992), foi proposta uma estrutura tedrica

considerando apenas restrigoes cinematicas. E valido ressaltar ainda que, apesar do

significado fisico, a descricao do meio ainda é tomada como inicialmente homogénea
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uma vez que a distribuicao espacial dos agregados e a caracteristica aleatéria da
mistura do concreto nao é levada em consideracao.
A seguir, serao apresentadas as formulacbes mais usadas para os modelos de

microplanos.

2.5.1 Formulagao de Modelos de Microplanos

Os modelos de microplanos com restricao cinematica podem ser formulados se-
guindo trés passos principais: a projecao das deformagoes nos microplanos, a defi-
nicao de leis constitutivas e a homogeneizacao. O processo supoe o conhecimento
das deformagoes em um ponto material, denominadas deformagoes macroscépicas,
e, sobre a superficie de uma esfera centrada neste ponto, descreve-se um conjunto
de microplanos, com dire¢oes normais a referida superficie, como mostrado na figura

2.15

n

Figura 2.15: Microplanos em um ponto material.

O primeiro passo consiste em projetar as deformagoes macroscopicas em cada
microplano, decompondo-as em parcelas normal e tangencial. Varias formas de di-
visao podem ser adotadas. Por exemplo, a componente normal pode ser dividida em
parcelas volumétrica e desviadora. Esta divisao permite uma andlise mais especifica

de cada dire¢ao do material, fazendo com que a anisotropia seja captada com mais
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precisao. As normais, que estabelecem a orientacao de cada microplano, sao usa-
das como base para a projecao, sendo estes vetores normais unitarios previamente
definidos. Bazant e Oh| (1985) mostram que 21 microplanos distribuidos sobre a
superficie de uma semi-esfera sao suficientes para a obtencao de bons resultados.

Uma vez definidas as deformagoes, o segundo passo consiste em assumir leis cons-
titutivas para cada componente de deformacao nos microplanos, para, assim, obter
as respectivas tensoes. As leis constitutivas sdo dadas por expressoes matemaéticas,
podendo ser ajustadas a partir de ensaios experimentais.

O terceiro passo usa principios de equivaléncia de energia para, a partir das
tensoes nos microplanos, obter as tensoes macroscopicas. A figura resume oS

passos fundamentais da teoria.

Dominio macroscopico Dominio dos microplanos
[T T T T T T T T —I IF __________________ B
Deformagdes em I D | Deformagdes
um ponto material . nos microplanos
Restri¢ao
Cinematica

}

|

|

|

|

| . . .

| Leis Constitutivas nos microplanos
: relacionando tensdo e deformagao
|
|
Equivaléncia I
|

energética

Tensdes < .
<t Tensdes nos microplanos

no ponto material | |

Operagdes internas ao ponto material

Figura 2.16: Resumo esquematico da teoria de microplanos.

Uma descricao detalhada destes passos, para formas diferentes de decomposicao
das deformagoes, sao descritas por [Leukart e Ramm| (2002). A seguir, formulagoes
que usam o Principio dos Trabalhos Virtuais e as que usam as Leis da Termodinamica

serao apresentadas.
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2.5.2 Modelos de Microplanos Baseados no Principio dos
Trabalhos Virtuais

No trabalho de Carol et al. (1992) foi apresentado um modelo de microplanos

com restricao cinematica que, devido a este fato, foi denominado Modelo Explicito
de Microplanos. Além da nova formulacao, a teoria recebeu também um tratamento
voltado para a implementacao computacional do modelo. Por estas razoes, este
modelo tornou-se a base tedrica dos modelo atuais.

Em cada microplano, as deformacoes macroscépicas, dadas pelo tensor ¢;;, sao

decompostas em uma parcela normal e uma parcela tangencial. Portanto, tem-se

EN = &4y (279)

ETi = EijTLj — ENN; = (61 — ninj)nka‘jk s (280)
onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker, n; representa as componentes do vetor normal ao
microplano, ey é a componente normal de deformagao e ep; é um vetor contido no

microplano. A figura ilustra a decomposicao.
Sijni

Ex

X2

X3

Figura 2.17: Decomposicao adotada por |Carol et al.|(1992).

A componente de deformacao normal (¢x) no microplano é dividida em duas

parcelas, uma volumétrica e uma desviadora, representadas, respectivamente, por
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gy e €p, sendo dadas por

v = =Ckk (281)

ED —EN —EVy . (282)

Obtidas as deformagoes nos microplanos, pode-se determinar as tensoes em cada
microplano através de leis tensao-deformagao para cada componente (volumétrica,
desviadora e tangencial). (Carol et al.| (1992) usaram uma lei polinomial para as ten-
soes volumétricas e lei exponencial para as componentes desviadoras e tangenciais.

Por fim, tem-se o processo de homogeneizacao, ou seja, obtidas as tensoes nos
microplanos, deve-se relaciona-las as tensées macroscopicas. Aplicando o principio

dos trabalhos virtuais, obtém-se a seguinte expressao para as tensoes macroscépicas:

3 O'TT

02] = Uv(sij ‘|‘ 271_ 2

3/UDndeQjL —=(nibyj + 10y — 2nmn,)dQY ,  (2.83)
Q

2

onde 2 é o dominio da integral e equivale a metade superior da esfera unitaria no
ponto material.
Em um processo incremental-iterativo deve-se obter a rigidez tangente macros-

cépica. Diferenciando [2.83] obtém-se

dO'ij = D ldekzl s (284)

ijk

onde ij,?l ¢é o tensor constitutivo tangente macroscopico, dado por

Et 3 " 1
D’ijl = (5”5“ + — o EDninj (nknl — gékl)dQ (285)

+ 2m / TS n 57“] + nj(;m Qninjnr)(nkd?l + nl(;Sk B annlns)dQ ’

do do
onde Ef, = —Y ¢ 0 médulo de elasticidade tangente da lei volumétrica, EY = -2

é
d v dE D
o médulo de elasticidade tangente da lei desviadora e HY, é uma matriz que relaciona

os incrementos de tensao e deformacao cisalhantes e é dada por

T T\ ET.ET
(A (Et — —) L I 2.86
v T y) 42 (2.86)
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onde EL = é ¢ o médulo de elasticidade tangente da relagao entre o modulo das
tensoes (7) e deformagoes cisalhantes (7).

As demonstragoes das expressoes [2.83] e [2.85] obtidas pelo principio dos trabalhos
virtuais, podem ser vistas nos trabalhos de Bazant e Prat| (1988a,b)) e |Carol et al.
(1992).

Carol et al.| (1992) inspiraram muitos trabalhos subsequentes. |Ozbolt et al.
(2001)), por exemplo, aprimoraram o modelo, inserindo uma funcao de descontinui-
dade causada pelas fissuras de tracao e admitiram uma nova decomposicao para a

parcela da deformagcao por cisalhamento.

2.5.3 Modelos de Microplanos Termodinamicamente Con-
sistentes

Os modelos de microplanos iniciais empregavam o principio dos trabalhos vir-
tuais para a equivaléncia de energia, como mostrado anteriormente. Mas, embora
os resultados obtidos fossem satisfatérios, foi mostrado por Carol et al.| (2001a) que
a segunda lei da termodinamica, sob circunstancias de carregamento distintas, nao
era satisfeita. Assim, |Carol et al.| (2001a) desenvolveram uma estrutura tedrica
completa baseada nas leis da termodinamica. Na continuagao deste trabalho, [Kuhl
et al. (2001) apresentaram leis constitutivas para a teoria de microplanos termodi-
namicamente consistente. Trabalhos seguintes, como os de [Leukart e Ramm| (2002),
Ramm et al| (2004) e Leukart e Ramm (2006), influenciados por estes, também
tratam os modelos de microplanos com a equivaléncia energética segundo as leis
termodinamicas.

A restrigao cinematica é a mesma dos modelos explicitos de microplanos proposta
por|Carol et al.| (2001a). A fim de preservar a generalidade desta formulagao, parte-se

da inequacao de Clausius-Duhem para processos isotérmicos dada por:

G =g & — P >0 (2.87)
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onde "™ ¢é a dissipagao macroscopica, o contém as tensoes macroscpicas, € con-
tém as taxas de deformacdes macroscopicas e W™ é a evolucao da energia livre
macroscopica.

De acordo com |Carol et al.|(2001a), para uma formulagdo de microplanos termo-
dinamicamente consistente, a energia livre macroscopica, denotada por ¥™% deve
ser escrita como a integral da energia livre definida no dominio dos microplanos

(U™ sendo assim, tem-se

3 )
pree — 2 [ gmiedQ 2.
- [ wmed, (289)

onde €2 é o dominio de integracao, que corresponde a metade superior de uma esfera
de raio unitario.

Em sua forma geral, a energia livre nos microplanos depende das componen-
tes volumétrica (ey ), desviadora (ep) e tangenciais (e7) de deformagdes, e de um

conjunto de variaveis internas dadas por um vetor q, logo,
U™ = U™ (e ep, e, q) (2.89)

Segundo a restrigdo cinemadtica, que é a mesma adotada por |Carol et al.| (1992)),

tem-se:
ey =Vie, (2.90a)
ep=D:e; (2.90Db)
er=T:¢, (2.90¢)

sendo V, D e T tensores de projecao para cada microplano, dados por:

1
V=-I; (2.91a)
3
1
D:n®n—§I; (2.91Db)
T=n./-n®nn, (2.91¢)

onde I = §;;, n é o vetor unitario de cada microplano e .# = %(@kéjl + 6idjk).-
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As equacoes sao usadas para a obtencao da evolucao da energia livre nos

microplanos, dada por
U™ = [Voy + Dop + T" o7 : &€ — 2™, (2.92)

onde as tensoes nos microplanos sao definidas por

ov mic ov mic ov mic
ov dey D= Be D ¢ or Oer (2.93)
E a dissipagao nos microplanos é dada pelo produto escalar
) 8\1/ mic
P =—— ¢q. 2.94
9 ¢ (2.94)

Substituindo a equagao|2.92|na equagao [2.88| obtém-se a equagao para a evolucao

da energia livre macroscépica. Desta forma, tem-se
T,mac 3 : 3 mic
U = — [ [Voy+ Dop+ T or] dY:é — — | 2™dQ . (2.95)
27 Q 27 Q

Comparando a equagao[2.95) com a equagao [2.87| pode-se obter as expressoes para

a dissipagao de energia e o tensor de tensoes no dominio macroscépico. Desta forma,

3
g = 2— [VO’V + DO'D + T‘T.O'T} dQ (296)
T Jo

3 .
mec — medQ) > 0 . 2.97
gree = / 9 (2.97)

A integral em [2.97| mostra que a dissipacao de energia nao-negativa em cada micro-
plano (2™ > () ¢ uma condicao suficiente para que a segunda lei da termodinamica
seja valida.

A equagao pode ser interpretada como a versao da inequagao de Clausius-

Duhem no dominio dos microplanos, tal que
.@mic = gzmic — \Pmic 2 0 com ,@mic = UVéV + O'DéD +0r - éT . (298)

A relacao incremental ¢ = E; : € relaciona-se ao tensor constitutivo tangente

(E}), que pode ser calculado por

Q
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resultando em um tensor simétrico, pois foi obtido a partir de um potencial de
tensao.

Os resultados obtidos seguiram as mesmas hipoteses de projecao ja adotadas
anteriormente (Carol et al., 2001bjc). Entretanto, a contextualizagdo da teoria de
microplanos com consisténcia termodinamica possibilitou o desenvolvimento de ou-
tros trabalhos com a mesma estrutura tedrica, como os de |Leukart e Ramm, (2002,

2006).

2.6 Plasticidade Classica

A teoria da plasticidade descreve o comportamento de materiais que ao serem
submetidos a carregamentos mantém deformacoes permanentes caso o limite elastico
seja superado. Materiais com este comportamento sao conhecidos como materiais
elastoplasticos.

Conforme Neto et al.| (2006]), para formular um modelo constitutivo de elasto-
plastico deve-se descrever: a decomposicao de deformacoes eldsticas e plasticas, uma
lei elastica, um critério de escoamento, uma regra para o fluxo plastico e uma lei de

endurecimento ou amolecimento do material.

2.6.1 Decomposicao Aditiva do Tensor de Deformacao

Uma das principais caracteristicas na teoria da plasticidade, em regime de pe-
quenos deslocamentos e pequenas deformagoes, é a decomposicao do tensor de defor-
magoes totais, €, em uma soma composta por uma parcela eldstica (ou reversivel),

€°, e uma parcela plastica (ou permanente), e, dada por
e=¢€"+¢€", (2.100)

ou indicialmente
eij =€ +ep; (2.101)

Os tensores €€ e €? sao conhecidos como o tensor de deformagoes elasticas e tensor

de deformagoes plésticas, respectivamente. As taxas correspondentes, na forma da
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decomposicao aditiva, sao dadas por
Eij = €5 T € - (2.102)
2.6.2 Energia Potencial Livre e a Lei Elastica

A energia livre, 1(e,e?, @), é dada como fungao das deformagoes totais, das de-
formagoes plasticas (tratada como uma varidvel interna) e um conjunto de varidveis
internas, a, associadas ao comportamento plastico do material. Usualmente assume-

se uma decomposicao da energia livre dada por:

Y(e, el a) = (e — ) + YP(a) (2.103a)

=) + ¢ () , (2.103b)

com uma parcela de contribuicdo da energia elastica, 1°(€°), e uma parcela de con-
tribuigao relativa ao comportamento pléstico, ¥*(a). Da equacao da energia livre
pode-se expressar a segunda lei da termodinamica, que estabelece a irreversibilidade

de processos dissipativos, pela inequacao de Clausius-Duhem que é dada por:

oYy L, 0 .
— : : — > .
<a page> Ef4+o: P —Axa>0, (2.104)
onde
oyYr
=) 2.1
P dac (2.105)

sao as forcas termodinamicas associadas ao endurecimento do material e —o ¢ a
forca termodinamica associada com as deformagoes plasticas, sendo que o simbolo
* denota um produto adequado entre A e &, definido em funcdo das ordens dos
tensores envolvidos. A inequacgao implica na lei eldstica geral sob a forma
e
o= ﬁg% , (2.106)

tal que requer uma dissipacao nao negativa,

TP(g, A", &) >0 , (2.107)
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onde a fungao TP é definida por
YP(o0,A e’ a) =0 :6" — Axa (2.108)

e ¢ a chamada funcao de dissipagao plastica.
Para um material homogéneo com comportamento linear elastico isotrépico a

contribuicao da energia livre é dada por

1
pe(ef) = 556 : D¢ : g° (2.109a)
1
=G e e+ 5K (e9)?, (2.109Db)

onde D¢ é o tensor elastico isotrépico padrao e G e K sao os mddulos de cisalha-
mento e volumétrico respectivamente. O tensor €5 é parcela desviadora do tensor

de deformacao elastico e o tensor €, é a parcela volumétrica. Portanto,

o=D°:¢° (2.110a)

= 2GS + Kel . (2.110b)
2.6.3 Critério e Superficie de Escoamento

O fluxo plastico ocorre quando o estado de tensao atinge certos valores criticos.
Este principio pode ser representado por uma funcao de escoamento que é nao nega-
tiva na ocorréncia de deformacoes elasticas e é zero na iminéncia do fluxo plastico.

Portanto, o fluxo plastico pode ocorrer quando
®(0,A) =0, (2.111)

em que o campo escalar ® é fungao do tensor de tensoes (o) e das forgas termodi-
namicas associadas (A).
A funcao de escoamento, que define o dominio eldstico como o conjunto de tensoes

para que o escoamento plastico nao seja possivel, é dada por:

E={ 0o | d0,A)<0 }. (2.112)
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Qualquer estado de tensao no dominio eldstico ou na regiao limite de ®(a,A4) = 0
¢ denominado plasticamente admissivel. Portanto, o conjunto das tensoes plastica-

mente admissiveis (ou dominio plasticamente admissivel) é dado por:

E={ 0| ®6,A) <0 }. (2.113)

O escoamento pode ocorre no contorno de uma superficie em que ®(a, A) = 0. Desta
forma, uma regiao em que o escoamento inicia-se é limitado por uma hipersuperficie
no espaco de tensoes. Esta superficie é denominada superficie de escoamento e é
definida por:

Y ={o0| ®0,A)=0 }. (2.114)

2.6.4 Regra do Fluxo Plastico e Lei de Endurecimento

A completa caracterizacao do modelo de plasticidade geral requer a definicao de
uma lei de evolugao para as varidveis internas (por exemplo as varidveis associadas
aos fendmenos dissipativos). Portanto, as varidveis internas sao o tensor de defor-
macoes plasticas e o conjunto de varidveis inelasticas, denotado por a, e a regra de

fluxo. A lei de endurecimento pode ser postulada por

€’ = AN (2.115)

& =+H | (2.116)

onde N = N(o,A) é o tensor de fluxo e a fungdo H = H(o,A) é o médulo elasto-
plastico generalizado que define a evolugao das variaveis relativas ao endurecimento.
A evolugao das equacoes sao complementadas pelas condigbes de carregamento e

descarregamento (detalhadas no capitulo , dadas por
¢ <0, >0, e oy =0, (2.117)

que definem quando as deformagoes plasticas e as variaveis internas podem ocorrer.
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A consideragao do endurecimento e amolecimento do material é uma generaliza-
¢ao do comportamento elastoplastico. A figura [2.1§ ilustra o caso unidimensional
para o endurecimento, o amolecimento e a plasticidade perfeita, que ditam a evolu-

¢ao das variaveis internas do modelo de plasticidade.

o o o

Endurecimento Plasticidade Amolecimento
perfeita

Figura 2.18: Possibilidades da evolugao das varidveis internas.

2.6.5 Obtencao da Regra de Fluxo Partindo de um Poten-
cial de Fluxo

Na formulag¢ao multidimensional de modelos de plasticidade é conveniente definir
uma regra de fluxo (e possivelmente a lei de endurecimento) a partir de um potencial
plastico (ou potencial de fluxo). Portanto, parte-se da ideia da existéncia de um

potencial de fluxo com forma geral
U =U(g,A), (2.118)

a partir do qual o vetor de fluxo, N, é obtido como

ov
= 2.119
% (2.119)
Se a lei de endurecimento também for obtida deste potencial, tem-se
ov
H=—. 2.120
A (2.120)

2.6.6 Regra de Fluxo Associada

Modelos associados sao aqueles modelos em que a funcao de escoamento, ®, é o

proprio potencial de fluxo, ou seja,

V=0, (2.121)



23

Nestes casos, a evolucao das equacoes para as deformacgoes plasticas e as varidveis

ineldsticas sao dadas por

A il 2.122
& =95 ( )
e
0P
W= A 2.12
& VoA (2.123)

A associatividade implica que a taxa de deformacao plastica é um vetor normal
a superficie de escoamento no espaco de tensoes. No caso generalizado de uma
superficie de escoamento nao suave, €” é um subgradiente de ¢ (ex.: €» € 0,9).
Em modelos nao associados o vetor taxa de deformagoes plasticas geralmente nao é

normal a superficie de escoamento.

2.6.7 Multiplicador Plastico

Para a determinagao do multiplicador plastico 4 considera-se uma equacao adi-

cional de complementaridade dada por
Py =0, (2.124)

que implica na condigdo de consisténcia ® = 0 sob escoamento plastico (quando
4 # 0). Diferenciando a funcao de escoamento, tem-se

. 0P . 0D

Levando em conta a decomposicao aditiva do tensor de deformacao, a lei elastica e

a regra do fluxo plastico, pode-se escrever
6=D°:(é6—-¢")=D°:(¢—4N) . (2.126)

Utilizando a defini¢cao de A em termos da energia potencial livre e a lei de evolucgao,

a derivada dada pela equacgao [2.125| pode ser reescrita como

. 0D oD 9P
_ 9% pe.(p_gp :
(I)_(‘?J'D L (€ 6>+8A*8a2 * ¢ (2.127a)
o ... 0D %P
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Por fim, a expressao [2.127], juntamente com a condicao de consisténcia, leva a uma

formula para o multiplicador plastico:

B 0®/Jo : D¢ : €
~ 09/00 : D : N — 0P /0A x 0% /02 x H

5 (2.128)

2.6.8 Operador Tangente Elastoplastico

No regime elastico as equagoes constitutivas para as variagoes das tensoes sao
dadas por
c=D°:¢. (2.129)

Na ocorréncia de fluxo plastico, a relacao de variagao correspondente pode ser obtida

substituindo a equagao [2.128 na equagao [2.126] Desta forma, tem-se
6=D": ¢, (2.130)

sendo D o operador tangente elastoplastico, dado por

(D°:N)® (D°:0%/00) .
0P/00 : D¢ : N — 0P /0A * 0?yP [0a® x H

D = D* — (2.131)

Na obtencao do operador tangente elastoplastico faz-se o uso da simetria do tensor

elastico, D¢. Portanto,
0®/0o : D° :é€ =D°:00/00 : € . (2.132)

Em plasticidade computacional D é frequentemente referido como operador tan-
gente elastoplastico numericamente consistente.

Cada um destes estudos, com seus respectivos objetivos, formulam o problema
de forma diferente com suas particularidades, hipoteses e notacoes sem uma legitima
preocupacao em unificar as teorias em um unico formato. Entretanto, analisando as
principais referéncias, verifica-se a tendéncia de unificagao dos modelos em uma tinica
estrutura tedrica capaz de tratar de forma genérica a modelagem constitutiva. Esta
¢ a principal motivagao do trabalho de |Carol et al.| (1994)) (Rizzi et al., 1995; |Carol,

1999; |Carol et al., 2001bjc) que, visando criar uma teoria unificada, desenvolveram
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uma estrutura para modelos constitutivos baseada na degradacao elastica da rigidez
utilizando os conceitos de superficies de carregamento e de degradacao, e dos seus
respectivos gradientes. A estrutura tedrica concebida parece contemplar diversos

modelos constitutivos.



Capitulo 3

Estrutura Teorica Unificada para
Modelos Constitutivos

Conforme |Carol et al.| (1994), em modelos de degradacao eldstica, o compor-
tamento do material é tal que, apés um processo de descarregamento completo, a
rigidez é deteriorada permanentemente e nao ha deformacoes residuais. Assim, o
descarregamento é dito secante (Figura a). Em modelos elastoplésticos, a ri-
gidez nao ¢ deteriorada ao longo do processo e o descarregamento ¢ tal que gera
deformagoes residuais. Neste caso, o descarregamento é dito elastico (Figura b).
As duas aproximagoes geram bons resultados e sao amplamente usadas. Entretanto,
observa-se experimentalmente uma composicao dos dois comportamentos. Assim,
em materiais reais, ocorre uma degradacao da rigidez inicial, nao tao acentuada
quanto as previstas pelos modelos de degradacao elastica, e também sao verificadas
deformagoes permanentes (Figura [3.1}c).

Ha duas diferencas basicas entre estes modelos e os de plasticidade classica. Na
degradagao elastica a rigidez (ou flexibilidade) assume valores que variam durante o
processo de carregamento ao passo que na plasticidade a rigidez (ou flexibilidade) é
a elastica linear. Também nos modelos de degradagao elésticas, os processos de des-

carregamento ou recarregamento ocorrem com valores constantes da rigidez secante,

26
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sendo esta associada ao valor da varidvel histérica corrente (neste caso entende-se
por variavel histérica o maior valor de deformacao alcancado pelo material no de-
correr do processo de carregamento), podendo o material descarregar-se totalmente,
recuperando toda a deformagao, entretanto, com dano permanente irreversivel (Fi-
gura . Ao passo que modelos elastoplasticos, que assumem a rigidez elastica em

descarregamento ou recarregamento, apresentam deformacoes permanentes.

(0 ag ag

I sp I I ap I
@ (b) (©)

Figura 3.1: Comportamento tipico de modelos materiais:(a) Material com degradagao
eldstica;(b) Material elastopldstico;(c) Comportamento observado experimentalmente.

Q

Figura 3.2: Descarregamento secante com dano irreversivel.

O fato da rigidez permanecer constante durante o processo de descarregamento e
recarregamento resulta na nao consideracao dos efeitos de fechamento e reabertura
de microfissuras no meio, o que nao corresponde a um comportamento realista do

material, como ilustrado na figura [3.Ic. Muitos trabalhos j& propuseram formas
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diferentes de tratar a questao, como por exemplo Matallah e La Borderie| (2009),
Desmorat et al. (2007b), Desmorat e Cantournet| (2009)). A diminuicao da rigidez é
em decorréncia da formacao e propagacao de trincas e microfissuras. O processo de
carregamento, descarregamento e recarregamento é de muita importancia no decor-
rer da andlise nao linear, maiores detalhes sao apresentados no apéndice [A]

As caracteristicas dos modelos elastoplésticos e de degradacao elastica devem ser
compreendidas individualmente, explorando as potencialidades das duas vertentes.

Apoés o desenvolvimento de um grande nimero de modelos, segundo ambas as
vertentes, observa-se tentativas de unificacao, para que as varias descrigoes do com-

portamento do material sejam representadas em uma mesma estrutura tedrica.
3.1 Tentativas de Unificagao

Muitas vertentes da modelagem constitutiva sao fundamentadas em estruturas
tedricas capazes de representar as principais caracteristicas do meio material, cap-
tando os comportamentos observados experimentalmente e propiciando um modelo
mais realista.

A mecanica da fratura, a mecanica do dano continuo e a teoria da plasticidade
sao as principais estruturas tedricas usadas para a formulacao constitutiva em geral,
sendo, muitas vezes, usadas em conjunto para maior fidelidade de representagao.

Uma base tedrica comum a estes modelos é a termodinamica que, em sua genera-
lidade, descreve os processos energéticos envolvidos no comportamento do material.
Lemaitre e Desmorat, (2005) afirmam que, partindo-se de trés passos bésicos, é pos-
sivel descrever o comportamento dos diferentes materiais por meio dos processos

termodinamicos irreversiveis envolvidos. Para tanto deve-se definir:

1. as variaveis de estado, cujos valores correntes caracterizam o mecanismo ter-

modinamico correspondente;

2. o estado potencial a partir do qual pode-se obter as leis de estado e a definicao

das varidveis internas ao processo;
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3. o potencial de dissipacao e por conseguinte as leis de evolucao das variaveis de

estado associadas com os mecanismos dissipativos.

Maiores detalhes do uso das equagoes da termodinamica, como base para a mo-
delagem constitutiva, podem ser vistas em Neto et al.| (2006)).

Embora geral, a termodinamica é pouco prética no que tange a implementacao
computacional de modelos em um contexto unificado. Varios autores desenvolveram
propostas tedricas para tratar de forma geral a formulagao constitutiva. Em muitos
trabalhos, a consisténcia energética é apresentada. Em outros, o foco principal é
estabelecer regras gerais diretamente aplicadas a modelagem computacional.

Uma das primeiras propostas de abordagem unificada é apresentada por de Borst
(1987) que ressalta as propriedades dos modelos de fissuracao distribuida de modo
a generalizar os conceitos de sistema local e global, considerando o critério de surgi-
mento de trincas no sistema local, para em seguida correlaciona-los a plasticidade.

Resumindo uma grande quantidade de trabalhos devotados a modelagem da de-
gradac@o dos meios materiais, |Carol et al.| (1994)) propoem uma unifica¢ao teérica de
modelos de degradagao elastica baseados em uma tnica superficie de carregamento.
Neste trabalho os autores desenvolvem um arcabouco teérico genérico compreen-
dendo uma grande parte dos modelos de dano em analogia com os conceitos e nota-
¢oes da teoria da plasticidade cldssica. As equagoes constitutivas sao postas de forma
logica e estruturada, indicando uma unicidade na formulacao de modelos constituti-
vos, sejam estes baseados em tensao, deformagao, forcas termodinamicas conjugadas
ou dano. A proposta é ilustrada somente para modelos isotrépicos com uma tnica
superficie de carregamento. Os autores aplicam a estrutura teérica por eles proposto
em trabalhos subsequentes (Rizzi et al.| (1995),Rizzi (1995), Carol (1996), Carol e
Willam| (1996), [Carol (1999), [Hansen et al. (2001)), que visam o estudo de proble-
mas especificos. Nestes trabalhos, o prometido potencial da estrutura tedrica nao

¢ explorado e as limitacoes nao sao superadas. Dentre estes trabalhos destaca-se o
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de [Rizzi (1995)), que, embora tenha abordado uma formulacao aplicada a materi-
ais multi dissipativos, baseado na teoria da plasticidade com multiplas superficies,
apresentada por [Simo e Hughes (1988), ndo hd uma preocupagdo em generalizar
a formulagao visando uma estrutura tedrica/computacional aplicada a modelagem
constitutiva.

Com uma abordagem mais pratica, |[de Borst e Gutiérrez (1999), partindo da
derivagao da relagao total da matriz de rigidez e empregando diferentes propostas
de deformacoes equivalentes, generalizam modelos de dano isotropicos, ortotrépicos
e anisotrépicos. Anos mais tarde, |de Borst| (2002)) faz uma breve revisao de modelos
para meios parcialmente frageis baseados na mecanica da fratura, usando, para
tanto, a proposta de seu trabalho anterior (de Borst e Gutiérrez, 1999). Mesmo
generalizando a derivacao das equagoes e usando uma tnica notacao, a falta de
abstracao limita a proposta a modelos de dano escalar.

Armero e Oller| (2000a)) apresentam uma estrutura teérica para o acoplamento da
mecanica do dano com plasticidade. A formulacao apresentada baseia-se em tensao
e indica uma forma generalizada para algoritmos de retorno. Na continuagao deste
trabalho (Armero e Oller, |2000b)), sdo apresentadas aplicagoes das ideias propostas
na primeira parte. Modelos de plasticidade com dano, empregados a metais com
efeitos de abertura e fechamento de trincas, sao explorados. Os préprios autores
indicam a limitacao da proposta a modelos de dano acoplados a plasticidade, res-
saltando que modelos de dano distribuido, como os modelos classicos de fissuracgao,
nao sao contemplados pela proposta.

Voltando ao tema de 1994, |Carol et al.| (2001b)) desenvolvem as equagoes do tra-
balho anterior com tensores de dano de segunda ordem. Os tensores de rigidez e
flexibilidade bem como suas respectivas derivadas sao apresentados. Na segunda
parte do trabalho (Carol et al., 2001c) um novo modelo de dano ortotrépico é de-
monstrado. O modelo ¢ ilustrado apenas com solugoes analiticas de alguns pou-

cos exemplos tedricos simples. O trabalho, portanto, carece de uma abordagem
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numérica-computacional aplicada a métodos consagrados, como o método dos ele-
mentos finitos. Além disso, a impossibilidade de uso de multiplas superficies de
carregamento nao é superada.

Recentemente, muitos autores se beneficiaram das propostas de generalizacao e
unificacdo, dadas nos trabalhos|Carol et al.| (1994} [2001bllc). Sem preocupagao de su-
perar as limitagoes da proposta, estes autores desenvolveram, seus proprios modelos
constitutivos e propuseram diversas aplicagoes da estrutura unificada. Podem ser
citados os trabalhos de Wu et al.| (2006), Wu e Li| (2006alb)), Wu| (2007a,b), Prochtel
e HauBler-Combe (2008) e Matallah e La Borderie, (2009).

Este trabalho apresenta uma expansao da estrutura tedrica proposta por (Carol
et al. (1994). A proposta é capaz de contemplar varios modelos constitutivos —
elastoplasticos ou de degradacao elastica; isotropico, ortotrépico ou anisotrépico —,
formulados com uma ou varias funcoes de carregamento.

Ressalta-se que a expressao fungao de carregamento é aqui empregada para de-

nominar um critério de evolucao do processo de degradacao do material.

3.2 Proposta de Unificacao Tedrica para Modelos Constitu-
tivos com Maultiplas Funcoes de Carregamento

A teoria classica da plasticidade apresenta uma formulagao amplamente conhe-
cida (Kachanov| (1971), (Chen e Han (1988), |[Lubliner| (1990)) e é empregada por
muitos autores na concepcao de diversos modelos da mecanica do sélidos computa-
cional (Simo e Hughes| (1998), Neto et al.| (2006), Owen e Hinton! (1980)), |Dunne e
Petrinic| (2005])). Assim como fizeram Carol et al.| (1994), Carol et al.| (2001b) e Ca-
rol et al.| (2001d]) o arcabougo tedrico e a notagao da teoria da plasticidade formam
a base da expansao que aqui se apresenta.

A principal caracteristica dos modelos baseados em degradagao elastica é a exis-

téncia de uma relagao total entre as tensoes e deformagoes. Logo,

Uij = Eijklgkl (31)
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€ij = Cz'jk;zéfkl ) (3-2)

sendo Ej;i e Cyji as componentes dos tensores de rigidez e flexibilidade secantes,

respectivamente. A forma diferencial das relaces acima sao dadas por

0ij = Eijricn + Ez‘jkﬁkl (3.3)

€ij = Cijri0Op + Cijklakl : (3.4)

A figura apresenta as principais variaveis envolvidas no processo incremental

a partir do diagrama tensao-deformacao para o caso unidimensional.

0)

Figura 3.3: Decomposicao dos incrementos de deformagoes em modelos de degradacao
eléstica.

Pode-se observar que os incrementos de deformagoes e tensoes totais sao dados
por de e do, sendo a deformacao decomposta em uma parcela associada a rigidez
secante corrente, denotada por de®; e uma parcela inelastica, devido a degradagao
da rigidez, denotada por de?. A figura ilustra que, na degradacao eldstica, em
caso de descarregamento, a deformacgao recuperada de” é diferente de de®, pois o
descarregamento é calculado com a rigidez secante corrente (F;;1) e nao com a

usada no calculo de de® (E;).



dE + dE"

O

Figura 3.4: Deformacao recuperada em modelos de degradacao elastica.
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E vélido fazer uma comparacao entre o processo incremental da degradacao elas-

tica com aquele da plasticidade clédssica, visando esclarecer as diferencgas entre os

modelos e as analogias usadas na definicao das equacoes. Na figura [3.5] observa-

se que, na plasticidade cldssica (Figura [3.5p), a deformacao eldstica (associado ao

tensor de rigidez eléstico inicial, E°) gera o incremento de tensdo e que, na degra-

dagao eldstica (Figura [3.5b), este incremento é devido & deformacao de® (associado

ao tensor de rigidez secante corrente, E;).

EU
E,
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Figura 3.5: Incremento de deformagoes. (a) Degradacao eldstica; (b) Plasticidade.
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Como mostra a figura , os incrementos de tensao (do? e doP), associados,
respectivamente, & deformacio devido & degradacao (de?) e & deformacdo plastica

(deP), se calculados, resultardo em parcelas adicionais aos incrementos de tensao

(do).
0) Eo ; E1 Ei+1 g Eo i
A | b w
| | 4o~ Elag’ %
: 4oL Eag!| 2. ! gl
! | ! B
| g |l ! =]
O-m. ,,,,,,,,, [ B‘ ,,,,,,,, "‘g O-i+1 777777777 -1 B‘ ,,,,,,,,
o do- E d&* ‘ : d0= Edg*
g{ NN L gy AN R S
AP el o
d€’ dg" | dg de’ :
L dE LdE
N e — £
O & & @) ) &
(a) (b)

Figura 3.6: Incremento de tensao associados as deformagoes de degradagao e deformacoes
plasticas. (a) Degradagcao elastica; (b) Plasticidade.

A figura também mostra que o incremento de tensao do'™¢, associado ao
incremento de deformacio (de), é subtraido da tensdao doP, na plasticidade, e do?,
na degradacao eldstica, resultando no incremento de tensao do.

Sob condigoes de descarregamento, também verificam-se diferencas entre os mo-
delos. Na plasticidade, a rigidez elastica governa o processo de descarregamento, ao
passo que a rigidez secante corrente é quem rege este processo, em modelos de degra-
dacao elastica. Nota-se que em modelos de degradacao elastica, devido a degradacao
da rigidez, os valores recuperados sao maiores que em modelos de plasticidade.

A parcela de® é definida como sendo o incremento de deformagao capaz de gerar o
incremento de tensao do, conforme a rigidez secante corrente. A parcela inelastica é
conhecida como incremento de deformacoes de degradacao de?, definida como de? =

de — de®, e pode ser vista como um acréscimo de deformacao devido a degradagao

do material.
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3.2.1 Formulacao Baseada em Tensao

Os gréficos das figuras e apresentam a forma incremental da degrada-
cao elasticas, logo, pode-se escrever as equagoes relativas ao processo incremental.

Portanto, tem-se

. o - inc - d
. . .d
O = Eijkﬁk;z - Eijklé“kl
. . .d
Gij = Eiyn(en — <€) (3.5)
com
Ekl = )\mmmkl 5 (36)

onde E;;; sao as componentes do tensor de rigidez secante, )\m sao as componentes do
vetor de multiplicadores inelasticos, dando a magnitude do processo de degradacao,
e My Sao as componentes do tensor das diregoes da degradacao.

Considerando que, durante o processo de carregamento com degradacao, o estado
de tensao ou deformacao esta contido no dominio da respectiva funcao de carrega-
mento, dada por F,(o,p), tem-se que a forma linearizada da condicao de consisténcia

para multiplas fungoes de carregamento se escreve na forma

. oF, oF,

F,=—6i+—| p,=0 3.7
p o

onde p, sao grandezas internas que controlam o processo de degradacao. Estas

grandezas internas sao funcoes das deformagoes de degradagao €Y, e sua variacio

(pq) pode ser escrita na forma:

. 8]7 -d
bq = _aggl% : (3.8)
Da equagao [3.7, pode-se definir:
OF,
n J ao'ij ( )
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e
OF, oF,| Op
O i p, 086;’,
reescrevendo a condicao de consisténcia na forma
Nnij0ij — HymAm = 0 . (3.11)

Nas equagoes [3.6] e identificam-se os tensores m, n e H que indicam
as direcoes da propagacao das deformacoes de degradagao, as direcoes das fungoes
de carregamento e os médulos pds-critico (ou médulos de “Hardening-Softening”) do

material, respectivamente. Portanto, definidas as dire¢oes e combinando as equagoes

3.5 [3.6] e B.8, obtém-se o formato do multiplicador ineldstico. Substituindo [3.6] em
3.5 tem-se

0i5 = Eijri(Er — AmMmit) - (3.12)
Substituindo agora |3.12| em [3.11} resulta em
Desenvolvendo a equagao |3.13, tem-se
Nnij Eijri€rl — nnijEijklj\mmmkl - Hnm}\m =0
Nnij Eijri€ it — (Mg EijiaMumit — Huy)Am = 0. (3.14)
Isolando }\m, na equacao , obtém-se a expressao para o multiplicador ineldstico:
Nonij Eij k1€l

Am = : 3.15
Hnm + nnijEijklmmkl ( )

Substituindo a equagao [3.15 na equagéo [3.6], tem-se

: Nnig Eijri€r
£d = T Mokt - (3.16)
Hnm + nnijEijklmmkl

Substituindo este resultado na equagao [3.5], obtém-se

) . Nonij Eij k1€l
0ij = Fiji (5kl — 7 i Mokl (3.17)
nm + N LRl MMkl
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que, apos algumas multiplicacoes, pode ser escrita na forma

Eijabmmabnnchcdkl

0ij = Eijri€r — [T a——— (3.18)
ou na forma
0ij = Efjk,ékl , (3.19)
onde
EijabMmabncd Eeart
El = Eiji — Hm: n nqué:;mmmm (3.20)
é o operador tangente em termos da rigidez.
Isolando-se o multiplicador ineldstico na equagao [3.11], tem-se
. 1 .
A, = H—nmnnijaij . (3.21)
Substituindo a equacao em [3.6] tem-se
1 .
Ep = H_nmnnijaijmmkl . (3.22)
Substituindo [3.22] em e isolando-se ¢, tem-se
€t = (Cz'jkl + W)% : (3.23)
sendo
= Chipoij (3.24)
onde
Citjkz = Cijp + Hinmnm'jmmkl (3.25)

é o operador tangente em termos do tensor de flexibilidade.

3.2.2 Formulacao Baseada em Deformacao

Na formulacao baseada em deformacao, a funcao de carregamento é escrita em

termos das deformagoes e das varidveis internas do modelo, dada por F),(e,p), onde
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P € o conjunto de variaveis internas do modelo definidas no dominio das deformagoes.

Da figura [3.7], tem-se

. ~inc -d
. . . d
Eij Cijrior — Cijki0y
. . . d
gij = Cijkl(akl — Ukl) (326)
COo1n
. d \ _
W
'O_
[84)
‘5‘
b
o —
*
(D]
oy
I
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dE=Cda™
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Si 8i+l

Figura 3.7: Incremento de deformagao associados a variacao da flexibilidade.

Da condicao de consisténcia, em sua forma linearizada, tem-se

. oF, oF, | .
aeij _63 + 8pq pq ( )
Por definicao
oF,
Npij = —— 3.29
J agij i ( )
p
e
_ oF, OF,| 0p
Hypp = ——2 = == =L - 3.30
Do op, | 9tk (3:30)
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Reescrevendo a condigao de consisténcia, tem-se

Substituindo a equacao em [3.26] tem-se

€ij = Cijr(Orn — AmMmr) - (3.32)

Substituindo agora [3.32] em [3.31], resulta em

ﬁnijcijkl<dkl - )\mmmkl> - Hnm>\m =0. (333)

Desenvolvendo a equagao [3.33] tem-se

Mnij CijkiOkl — i Cijri Am Mgt — HpmAm = 0

Tinij Cisti0kt — (Tini; CigrtMamikt — Hym)Am = 0. (3.34)

Isolando A, na equacao 3.34] obtém-se

\ _nc Cc )
A, = — Nncd“ edkl Okl ) (3.35)

Hnm + nnpqcpqrsmmrs

Substituindo a equagao [3.35 na equagdao [3.27], tem-se

. TnedCedki Ol _
ol = = = il - (3.36)
Mf C
nm + NnpgCpgrsMmers

Substituindo este resultado na equagao [3.26] obtém-se

. . T_-'/TLC CC O" —
&ij = Cija <0m— el mmk1> (3.37)

Hnm + ﬁnpqcpqrsmmrs

que, apds algumas multiplicagoes, pode ser escrita na forma

. . Cz‘jabmmabﬁncdccdkl .
€ij = UijkiOkl — 5 — - Okl (3-38)
Hnm + nnpqcpqrsmmrs

ou na forma

éij = fjkldkl ) (3-39)

onde
Cijabmmabﬁncdccdkl

Cliws = Cij — = (3.40)

% — —
Hnm + nnqupqrsmmrs
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é o operador tangente.

Existem duas possibilidades para representacao do operador tangente: uma pelo
tensor de flexibilidade e outra pelo tensor de rigidez. Devido as vantagens no controle
do processo inelastico, em especial do “softening”, as expressoes em termos do tensor

de rigidez serao obtidas. A partir da equacao obtém-se o multiplicador inelastico

: 1
A = s (3.41)

nm

Substituindo a equacao [3.41] em [3.27] tem-se

1

O = H_ﬁnijéijmmkl : (3.42)

Substituindo a equacgao em [3.26| e isolando o termo em gy, tem-se

Cijkld—kl 513 + ngle nnzjgz]mmkl . (343)

nm

Trocando os indices ij por pq em [3.43] tem-se

CpgriOri = €pq + Cpgil Him Tonpq€ pgMomiki - (3.44)
Multiplicando por Ejj,,, tem-se
EiipqCpariOr = Eijpgpg + EijpqCpakl 75— 7 Tinpq€pq Mkl (3.45)
ou
Lijkiow = Eijpgépg + Liji=— 7 Mg pg Tomkl » (3.46)

onde [;ji; € o tensor de identidade de quarta ordem. Isolando €,, em |3.46| tem-se

1 .
<E2]Pq + H nnpqmmzj) 6pq . (347)
Trocando os indices pq por ki, tem-se
. 1 )
0ij = | Eiju + i = MmijNnkl | €kl - (3.48)

A equacao pode ser reescrita na forma

dz‘j - Efjklékl ) (3‘49)
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onde
¢ L
Ei = Eigr + T Tmig Tk (3.50)
nm
¢é o operador tangente.

As formulagoes baseadas em tensao e deformagcao sao ditas formulagoes duais.
As funcoes de carregamento escritas em tensao ou deformacao geram expressoes
matematicas com termos diferentes, entretanto, para um mesmo estado de tensao ou
o correspondente estado de deformagao, apresentam o mesmo resultado. Portanto,
as componentes tensoriais dos gradientes das formulacoes baseadas em tensao e
deformagao podem se relacionar de modo que um modelo baseado em tensao possa

ser escrito em termos de deformacao e vice versa.

Portanto, pode-se relacionar os tensores n e n reescrevendo a definicao [3.9| na

forma
8Fn 8Fn 881']‘
nij - - 9 3-51
Tinig @aij (98@' 8akl ( )
sendo
aEij
. 3.52
oy~ Cu (3.52)
Substituindo a equacao [3.29 e a equagao [3.52] na equagao [3.51], tem-se
Nnij = CijriNnkl- (3.53)
Analogamente, reescrevendo a definigao [3.29 na forma
aFn 8Fn 801-]-
_ni‘ = = 9 3-54
Tinij 8515 8015 aékl ( )
sendo
80'1']'
B 3.55
91, il (3.55)
Substituindo a equagao [3.9 e a equagao [3.55 na equagao tem-se
Tnij = Eijramnk - (3.56)

Da equagao [3.26| pode-se escrever que

gl = —Cijuol, - (3.57)

1)
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Logo, pode-se escrever m em funcao de m substituindo as equacoes e na

equacao |3.57. Portanto,
j\mmmij = _Cijkl}\mmmkl ; (3.58)

dividindo por }\m, tem-se

Mimij = —CijriMmpi - (3.59)

A relagao inversa pode-se ser obtida de forma andloga. Logo, da equacao [3.5|

tem-se

6% = —Eiynéd, . (3.60)

)

Substituindo as equagcoes [3.6] e na equagao [3.60] tem-se
At = = Eiji A Mg (3.61)

dividindo por }\m, tem-se
Mumij = —Eijammp - (3.62)
Por fim, é obtida a relacao entre os tensores H e H. Igualando-se a equacéo [3.15]

com a equagao [3.41] tem-se

Nonij Eijrici .
= ——Nppik - 3.63
Hnm + nnijEijklmmkl Hnm HEH ( )
Simplificando a equacao por &, tem-se
d gkt = = Mnkl - (364)

Hnm + nnijEijklmmkl Hnm
Substituindo 1n,; Eijx por f,k, conforme a relagao |3.56], tem-se

Tnkl I
Hnm + nnijEijklmmkl Hnm & ( )

Isolando H,,,, e simplificando a equacio por fi,x, tem-se
Hnm = Hpm + nnijEijklmmkl . (366)
Para se obter a relacao inversa, a equacao |3.66| € reescrita como

Hnm = Hnm - nnijEijklmmkl . (367)
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Substituindo as relacoes e na equacao tem-se
Hnm = 7nm + ﬁnijcijklmmkl . (368)

Portanto, resumindo as relacoes, tem-se

Mmij = —EijiMme o0 Mapij = —ClhjpaMamp ; (3.69a,b)
Tnij = Eijrnng 0w Npgg = Cijiling ; (3.69¢,d)
Hnm = Hpym + nnijEijklmmkl ou Hnm = Hpm + ﬁnijcijklmmkl . (369e7f)

3.3 Regra de Degradacao Generalizada

Pode-se observar grandes semelhancas entre as equagoes definidas e aquelas da
plasticidade classica. Entretanto, algumas diferencas devem ser enfatizadas. Nos
modelos de degradacao elastica sao adotadas variaveis secantes para a rigidez e para
a flexibilidade. Assim as fungoes de carregamento, o tensor com os médulos pos-
critico e a regra de fluxo nao sao suficientes para definir a evolugao do modelo de
degradagao. Para tanto, é necessario representar a variacao das deformacoes de

degradacio (£¢,) em funcio da variagdo da rigidez ou da flexibilidade. Comparando

as equagoes [3.3] e [3.5] obtém-se
Einéd, = —Eijkzékz . (3.70)

Como E : C = 1, tem-se a diferencial dada por

Ciququkl + Ciququkl =0. (3-71)

Isolando E e C , tem-se
Eijkl = _EiqucpqrsErskl ; (372&)
C.'ijkl = _CiquqursCrskl . (372b)

Substituindo a equagao na equagao [3.70] e multiplicando os dois lados por
Clqij, tem-se

CoaiiEijriély = Cpyii EijpgCrars Erstici (3.73)
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e, portanto, tem-se

édq = CpqrsErsklgkl . (374)

p

Usando a relagao total dada na equacao |3.1] em e trocando os indices pg por ij

e rs por kl, tem-se

€d = Cz’jkla'kl . (375)

ij

A equacao [3.75|indica uma relacao entre o incremento do tensor de flexibilidade
secante e os incrementos de deformagoes de degradacao. Desta forma, pode-se definir
a regra de fluxo generalizada ou, como também conhecida, regra de degradacao
generalizada. Logo, define-se que a variacao do tensor de flexibilidade é escrita na

forma

Cijit = AmMpijii (3.76)
onde )\m ¢ a magnitude e M,,;p; ¢ direcao da variagao da flexibilidade. Substituindo
a equacao [3.76] em [3.75] tem-se

el = A Moijrioa - (3.77)
Substituindo a equagao em e simplificando por A,,, obtém-se

Mimi; = Mijrion (3.78)

Por fim, pode-se reescrever a equagao [3.20| como

Eijameabxyazynnchcdkl

Et. = F..., — .
jkl ijkl
Hnm + nnpquqrstrsuquv

)

(3.79)

A variacao da flexibilidade pode ser reescrita combinando as equagcoes e

e substituindo na equacao Logo, tem-se

nnabEabcdécd
Hnm + Nppq qurs Mm'rsuv Oww

Cijit = Mniju (3.80)

Analogamente, pode-se obter a regra de degradagao da rigidez. Comparando as

equagoes [3.4] ¢ 3:26] tem-se

Cijncly = —Cijrou - (3.81)
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Substituindo a equacao [3.72b e multiplicando os dois lados por E,;, tem-se

EpgiiCijk10 = FpgiiCijpg EparsCreri Ok (3.82)
e, portanto, tem-se
d’gq == qursCrsklakl . (383)

Usando a relacao total dada pela equacgao em |3.83] e trocando os indices pq por
17 e rs por kl, tem-se
O'Z = .ijklé\kl . (384)
A variacao da rigidez pode ser escrita como
Eijkl - }\mMmijkl . (385)
Substituindo a equacao [3.85| na equacao [3.84, tem-se
dflj = A Moijric (3.86)
e substituindo a equacao em [3.86] tem-se
/.\mmmij = }\mMmijklgkl . (387)
Simplificando a equagcao por }\m, obtém-se
Minij = _mijkﬁkz . (3.88)
Portanto, pode-se escrever a relagao como
Cijameabmygxyﬁzdecdkl

bt = Cijnt —
ijkl — “ijkl 7 =
Hnm + nnpqopqrstrsuvguv

(3.89)

ou a relagao [3.50| como

1 _
E?jkl = Eijn + H_Mmiqugpqﬁnkl . (3.90)

7
nm
Por fim, a variacao da rigidez pode ser reescrita combinando as equacoes e

[3.88] e substituindo na equagao [3.85] Logo, tem-se

. - NoncdCedki Okl
Eijii = Myijui—= — = (3.91)
Hym + nnpqcpqrstrsuvguv
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ou, substituindo a equacao [3.41| na equacao tem-se

. v 77Lnabéab

Pode-se relacionar M,,;r; com M, substituindo as equagdes e em

[3.72h, portanto, tem-se

Mmijkl = _EiquMmpqrsErskl . (393)

A relacao inversa é obtida substituindo as equacoes [3.76] e [3.85 em [3.72b, portanto,

tem-se

Mmijkl = _CiquMmpqrsCrskl . (394)

3.4 Consideragoes Termodinamicas: Energia Livre, Dissi-
pacao por Degradacao e Forcas Termodinamicas

A expressao mais fundamental da termodinamica é a equacao da energia me-
canica livre do sistema. Esta energia pode ser entendida como sendo a energia
armazenada no material e que pode ser recuperada sob descarregamento na ausen-
cia de forcas dissipativas. Em modelos de degradacao eldstica, esta grandeza é dada
pela energia eldstica correspondente a rigidez (ou flexibilidade) secante e pode ser

expressa por

1

w = §€ijEijkz€kz ; (3.95a)
1

W = §Uij0ijkl0kl . (395b)

A variacao da energia livre devido a variacao da rigidez e das deformacoes é dada

por

ow .
> —— | Ein 3.96
Epl + DFum ki ( )

ow

W= —
8€kl

E €

desenvolvendo, tem-se

) 10(gijEijricn) . 10(eijEijricn) ;
S S b L2 _ U TGRERY
W 2 85kl k. 2 8Eijkl gkl

) . | R
W = Ok + §5ijEz’jkl€kl . (3.97)
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O primeiro termo da equacao tem sentido de trabalho externo realizado pelas
tensoes aplicadas (com rigidez constante). O segundo termo corresponde a dissipagao
de energia devida a degradacao da rigidez, para um estado constante de deformacao.
A dissipacao é uma grandeza intrinsecamente negativa e o segundo termo da equacao
é conhecido como “taza de dissipacao por degradacdo”, denotada por d. Na auséncia
de transferéncia de calor, a equacao representa o balango energético. Desta
forma, tem-se que a energia elastica acumulada é igual ao trabalho externo fornecido

menos a dissipacao devido ao processo de degradacao elastica. Logo,

. 1 .
d= _§5ijEijkl5kl . (398)

A figura ilustra a degradagao da rigidez, justificando sua natureza negativa.

dE=E_ - E
Ei+1< Ei
dE< 0

i

|
4

O 85 SHI

Figura 3.8: Dissipacao de energia por degradacao da rigidez.

Pode-se agora introduzir o conceito de forca termodinamica conjugada ou forca
generalizada Yiji, conjugada a rigidez, como sendo a grandeza que ird gerar a taxa

de dissipacao de degradacao quando multiplicada pela taxa Eijkl- Logo,
(—=Yiju)Eijra = d (3.99)

assim sendo, tem-se

— Yijrl = —5€i€k - (3-100)
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As forcas termodinamicas conjugadas podem ser obtidas diretamente das equa-

¢oes de energia potencial do sistema w(e, E) ou w(a,C). A definicdo de —Yjj; €

equivalente a
- ow
— Yijp = .
OEij |,

(3.101)

De forma anéloga, pode-se desenvolver as equagoes termodinamicas no dominio
do tensor de flexibilidade. Logo, substituindo a equagao na equagao [3.98|
tem-se

1

d= §gijEij,,qC,,qumklakl , (3.102)

COMO Opg = €;jFjjpq € 0rs = Ergpicry, trocando os indices pg por ¢j e rs por kl, tem-se

.1 .
d= §Uijcijk10'kl . (3103)

Desta forma, a forca termodinamica conjugada a flexibilidade, denotada por Yjx,

que gera a taxa de dissipacao é dada por

(=Yi)Cijra = d (3.104)
portanto, tem-se
1
— Yijm = 5110kl - (3.105)

A forca termodinamica conjugada a flexibilidade pode, também, ser definida como

B ow
ICimt |,

— Yiju = (3.106)

3.4.1 Irreversibilidade da Dissipacao por Degradacao

O processo de dissipacao é um fenomeno irreversivel, isto é, uma vez que o
material inicie o processo de degradagao nao hé reconstituicao do meio tornando-o
integro novamente. Portanto, a taxa de dissipacao por degradacao é uma grandeza
nao negativa. Logo, substituindo a regra de degradacao dada pela equacao [3.76| na

equacao [3.103] tem-se
1.
d= égij)\mMmijklo-kl 2 0. (3107)
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Uma vez que )\m > 0, uma condicao suficiente para que a equacao seja
satisfeita ¢ que M, seja positivo definido. Qualquer situacao em que Am <0,
tem-se que o regime é de descarregamento e nao ha dissipacao de energia. Usando
a equacao |3.75 em [3.103], a expressao para a taxa de dissipagao pode ser escrita em

termos das deformagoes de degradagao como

<1
— ~d

5 (3.108)

com —y;; = %aij, tem-se

d = (—yi)es; . (3.109)

Um vez definidas a regra de fluxo generalizada e as forcas termodinamicas con-
jugadas, pode-se agora a generalizar a derivada, em relacao as tensoes, da funcao de
carregamento. Uma vez as fungoes de carregamento F;, sejam expressas em termos

das forcas termodinamicas conjugadas, tem-se

oF,
O(=Yijw) |,

Pode-se relacionar n,;; e Ny aplicando a regra da cadeia, logo

oF, OF,  O0(=Yiju)
- — . . 11
nnzy 00@- a(—Y;]]d) aO'ij <3 )

Substituindo [3.110] em [3.111] e usando [3.105, tem-se

Nijrr = (3.110)

Npij = IVnijkiOkl - (3'112)

Analogamente, para um modelo baseado em deformacao, usando a equacao |3.84},

em [3.98] tem-se

1 . d

d=——e; ol (3.113)

com —y;; = —%aij, tem-se

d = (=)0 . (3.114)
Para fungoes de carregamento (F,,) escritas em termos das forgas termodinamicas

conjugadas a rigidez, tem-se

— O0F,
Npiiti = ———1| . 3.115
jkl 8(_}/;ij) 5 ( )
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Aplicando a regra da cadeia para relacionar 7,,; € Ny x, tem-se

OF, OF,  9(=Yijm)

Npii = = — 3.116
T 0y O(=Yiyw)  Oe ( )
Substituindo a equacao |3.115| em [3.116] e usando [3.100} tem-se

Ny = _Nnijklgkl . (3.117)

Por fim, pode-se relacionar os gradientes N,,;j com Ny, substituindo a equacao

3.105| na derivada [3.110], tem-se

OF,
Npijhl = = 3.118
I a(%(fijgkl) ( )
Como 04 = Ejjpen, tem-se
oF,
Npiiti = . 3.119
’ a(%EiqugpqErsklgrs) ( )
Sendo tensor de rigidez constante na derivada, tem-se
1 oF, 1
Nuijrr = (3.120)

T .
Eiqu 8<§qu5rs) Eklrs

Invertendo o tensor de rigidez e substituindo a equacao [3.100| em [3.120] obtém-se

Nnijkl = _CiquanqrsCrskl . (3.121)

A relagao inversa pode ser obtida substituindo a equa¢ao [3.100|na derivada[3.115]

resultando em

- oF,
Nyiikl = ———— - 3.122
Ik 8(—%sij5kl) ( )
Como ¢;; = Cjjpow, tem-se
- 0F,
Nyiiki = . 3.123
’ (- %Ciquapq ChirsOrs) ( )
Sendo tensor de flexibilidade constante na derivada, tem-se
- 1 oF, 1
Nuijrt = (3.124)

_ : .
Ciqu 8( B qugrs) Orskl

Invertendo o tensor de flexibilidade e substituindo a equacao [3.118 em [3.124] obtém-

se

Nnijkl = _EiquanqrsErskl . (3.125)



81

3.5 Variaveis de Dano em Modelos de Degradacao Elastica

A perda da capacidade de carga devido a degradacao da rigidez ou da flexibilidade
foi descrita nas secoes anteriores, considerando leis de evolugao do carregamento e
regras de degradacao. A definicao da degradacao do tensor de rigidez foi apresentada
como a forma mais geral para a caracterizacao do meio material devido a capacidade
de descrever fenémenos pos-criticos (endurecimento ou amolecimento do material)
e por considerar todos os parametros do material como varidveis constitutivas que,
portanto, evoluem durante o processo de degradacao. Esta iltima caracteristica
impoe uma limitacao a estes modelos: a dificuldade de se estabelecer leis de evolugao
para todos os parametros do material. Por exemplo, em um modelo ortotropico, leis
de evolucao para 21 parametros independentes devem ser descritas.

Para superar esta dificuldade elegem-se variaveis capazes de medir o quao de-
gradado esta o material e seus reflexos no tensor de rigidez. Portanto, com este
conjunto reduzido de varidveis pode-se medir o dano do material em qualquer es-
tagio do processo de carregamento. KEste conjunto de varidveis sao chamadas de
varidveis de dano e serd denotada por Z,. O simbolo “ % ” representa um conjunto
de indices, dependendo da natureza do problema (ex.: & é um escalar, %; é um

vetor, Z;; é um tensor de segunda ordem, etc).

3.5.1 Variacao da Flexibilidade

Em modelos baseados em tensao, o processo de degradacao se da por regras que
descrevem o processo progressivo do aumento da flexibilidade. Neste caso, o conjunto
de variaveis %,, denominadas variaveis internas do modelo de dano, capazes de
caracterizar por completo o estado de degradacao do meio material, irao contribuir
para a diminuicao da capacidade do material suportar carga. Desta forma, pode-se
escrever a flexibilidade como funcao das variaveis internas e das constantes elasticas
na forma

Ci = Cijra(Cy,

) pqrs»

2.) . (3.126)
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Diferenciando equacao (3.126|), tem-se

. oCP,. .
Chu = T@l'@* : (3.127)

Uma regra de fluxo para o dano pode ser escrita como
D = Al (3.128)

onde A, é 0 multiplicador inelastico tradicional, agora denominado multiplicador de
dano, e My, define a diregao da taxa de mudanga das varidveis de dano (.#,,. tem
o mesmo cardter e dimensao de Z,).

Substituindo as equacoes [3.76] e [3.128] em [3.127], tem-se

oCE,, .
ijkl
09, -

ock
85’“ M . (3.129)

AmMmijkl -

M g

A equagao define a variagao do tensor de flexibilidade em termos da varidveis
de dano.

A energia livre pode ser reescrita como

1
w = §aijcgk,ak, (3.130)

e a dissipacao energética pode ser obtida substituindo a equacao [3.127] em [3.104]

Portanto, tem-se

. ock .
d = (=Yim) agl D, (3.131)
sendo
aC
- %, = (_Yijkl)ﬁ ; (3.132)

onde —% é a forca termodinamica conjugada as variaveis de dano, no dominio da

flexibilidade. Pode-se reescrever a dissipacao na forma

d=(-2.)2, . (3.133)
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Derivando a energia livre em relacao as varidveis de dano pode-se generalizar a

obtencao das forcas termodinamicas, logo, tem-se

ow

_@*:a%

(3.134)

[

Para fungoes de carregamento escritas em termos das forcas termodinamicas

—%,, tem-se o gradiente generalizado dado por

(3.135)

Para relacionar Ny, com .4, aplica-se a regra da cadeia na equacao [3.110]

Portanto, tem-se

Npiitt = . 3.136
= B (Vi) (3:130)
Usando a equacao [3.135] em [3.136], tem-se
o)
Nypiikl = Npe——"— . 3.137
il Vo) (3.137)

Derivando a relacao [3.132| em relagao as forcas termodinamicas conjugadas a flexi-

bilidade, tem-se

O=%) _ 9Ciu

- 3.138
O(—Yijm) 09, ( )
Por fim, substituindo a equacao [3.138] em [3.137], obtém-se
ock
Nyijer = 22 4y, 3.139
Jkl 8@* ( )

3.5.2 Variacao da Rigidez

Na formulagao baseada em deformagao, o processo de degradacao depende de
um conjunto de varidveis, agora indicado por Z,, que caracteriza por completo o
estado de degradacao do meio material (andlogo a formulagao por tensdo). Entre-
tanto, agora ¢ a rigidez que é escrita como uma funcao das variaveis internas e das

constantes elasticas, na forma

EDy = Eiju(Epy, 2.) . (3.140)

P pqrs?
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Diferenciando a equacao [3.141] tem-se

o ED, .
= 55 7 (3.141)

A regra de fluxo para o dano é escrita como

D = Ay M s, . (3.142)

Por fim, da substituicao das equacao [3.85| e |3.142] em [3.141] tem-se
09, ="
. OB 7
mAVimijkl  — 6.@* m<VCmx
_ oEDL
Mypije = —22 . 3.143
ikl 9. (3.143)

A equacao [3.143| define a variagao do tensor de rigidez em termos da variaveis de
dano.
A energia livre pode ser reescrita como

1
W = §5ijE£kl€kl (3144)

e a dissipagao energética pode ser obtida substituindo a equacao |3.132] em [3.99|

Portanto, tem-se

. _ OEP .
d= (—Yijk,)ﬁj’“’_@* , (3.145)
sendo
_ _ OED
— Y, = (—Yijn) aékl : (3.146)

onde —%, ¢é a forca termodinamica conjugada as varidaveis de dano no dominio da

rigidez. Pode-se reescrever a dissipacao na forma
d=(-%)9, . (3.147)

Derivando a energia livre em relagao as variaveis de dano pode-se generalizar a
obtencao das forcas termodinamicas, logo, tem-se

_g o) (3.148)
Al
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Para fungoes de carregamento escritas em termos das forcas termodinamicas

—%,, tem-se o gradiente generalizado dado por

(3.149)

Para relacionar N,;;r com .4, aplica-se a regra da cadeia na equacao [3.115|

Portanto, tem-se

§ OF, 9(—%)
Nyiikt = = = . 3.150
M ) OV (3150
Usando a equacao [3.149] em [3.150] tem-se
_ _ (=)
Niijit = Nps 77— 3.151
Jkl a(_ ijkl) ( )

Derivando a relagao [3.146] em relagao as forcas termodinamicas conjugadas a rigidez,

tem-se

o) _ 0B,

- = 3.152
Vi) ~ 02, (8152)
Por fim, substituindo a equacao [3.152 em [3.152], obtém-se
N, aEgklj (3.153)
nigkl — 8_@* Tk .



3.6 Resumo das Equacoes

3.6.1 Formulacao Baseada em Tensao

Relacao Secante Total (Equacao |3.2)):

erl = CijkiOki
Regra de Evolugao (Equacgao :

P

ékl - )‘mmmkl

Gradiente das Fungoes de Carregamento (Equacao [3.9):

O0F,

Tnij = 5
)

Tensor dos Médulos P6-Critico (Equagao |3.10)):

oF, oF,| Op
Hnm = - 2 =— 2 =1 m
O Opg | 0o,
Tensor de Rigidez Tangente (Equacao [3.20)):
Eijabmmabnnchcdkl

Bt = FE.0 —
igkl ijkl
J Hnm + nnpquqrsmmrs

Tensor de Flexibilidade Tangente (Equagao [3.25)):

1
t
Cijr = Cijr — M Tk
nm

Regra da Degradacao da Flexibilidade (Equagao [3.76)):
C.Yijkl = }\mMmijkl

Forga Termodinamica Conjugada a Flexibilidade (Equagao [3.105)):

1
~Yijm = 5010k

Gradiente Generalizado das Fungoes de Carregamento (Equacao [3.110)):

0F,

Nuight = ot
M A(Yin) |,

86
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Regra de Evolucao do Dano (Equagao [3.128)):

Forgas Termodinamicas Conjugadas as Varidveis de Dano (Equagao [3.132)):

09,

—%, = (—=Yiju)

Gradiente Generalizado das Fungoes de Carregamento no Dominio das Variaveis

de Dano (Equagao [3.135)):

OF,
%* - -
O(—%)
p
Relacoes:

Mumij = —CijrMmi (Equagéo [3.69p)
Nnij = CijriMnki (Equagao [3.69d)
Hnm = Hnm + ﬁnijcijklmmkl (Equa(}éo )
Manij = Mmijrior (Equagao [3.78)

Moiitt = —CljpgMnpgrs Crsi (Equagao [3.94)
Nm‘jkl = _CiquanqrsCrskl (Equagéo 3121
9C Ty .

Mmijr = 59 M (Equacao [3.129))
9C .

Nuijr = 99 N (Equagao |3.139)

3.6.2 Formulacao Baseada em Deformacao
Relacao Secante Total (Equacao :
o = Eijuien
Regra de Evolucao (Equagao :
d

dkl = )\mmmkl

Gradiente das Fungoes de Carregamento (Equagao (3.29):
oF,

Mnii = ——
" 88@' B
p
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Tensor dos Médulos Pés-Critico (Equagao |3.30)):

. 0F,

oF,
Hnm = -
O\

_ _8]5 I
op, | 0=, Kl

)

)

Tensor de Rigidez Tangente (Equacao [3.50)):

t _ _
B = Eigr + T Mmig Tk
nm

Tensor de Flexibilidade Tangente (Equacao [3.40)):

Ct —C — Oijabmmabﬁncdccdkl
ijkt = Lij T — —
Hpym + nnpqcpqrsmmrs

Regra da Degradacao da Rigidez (Equagao [3.85):
Ez’jkl = }\mMmijkl
For¢ga Termodinamica Conjugada a Rigidez (Equagcao [3.100)):

—Yiju = —5€ijen

2
Gradiente Generalizado das Fungoes de Carregamento (Equacao [3.115]):

— oF,
Nuijia = 7
(Y |,

Regra de Evolucao do Dano (Equagao (3.142)):

Forgas Termodinamicas Conjugadas as Variaveis de Dano (Equagao [3.146]):

. 9ED
—%, = (_Y;jkl)ﬁjkl

Gradiente Generalizado das Funcgoes de Carregamento no Dominio das Variaveis

de Dano (Equagao [3.149):




Relacoes:

Mumij = —Eijimmm
Npij = Fijranni
Hnm = Hpm + nnijEijklmmkl

Mmij = Mmijri€r

mijkl — _EiquMmpqrsErskl
nijkl — _EiquanqrsErskl
oOEPL . _
"~ kl
My = 2 g7
jkl m*
09.
D
] OED,

Nnijkl = W%*

(Equagao [3.69h)
(Equagao [3.69¢)
(Equacao [3.69%)
(Equagao
(Equagao
(Equagao [3.125)

(Equagao |3.143)
(Equagao [3.153))
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Capitulo 4

Formulacao dos Modelos Constitutivos

Os modelos constitutivos revisados no capitulo [2| apresentam uma notacao pro-
pria e, embora em muitos casos guardem semelhancgas, a falta de uma unidade das
formulagoes impede uma implementacao computacional genérica e objetiva.

Além dos aspectos computacionais, a estrutura tedrica estabelecida no capitulo
Bl formaliza a generalizagao desejada.

A seguir serao apresentadas formulacoes de diversos modelos constitutivos se-
guindo a estrutura tedrica proposta. As parcelas necessarias a descricao de cada
modelo sao explicitadas indicando a correlagao entre a forma original e a proposta

por este trabalho.
4.1 Modelos Elastoplasticos

As equacoes das variacoes das tensoes para um modelo elastoplastico podem ser

escritas como
@‘j - Eiojkz(ékl - éil) ) (4'1)

com

éil = )\mmmkl s (42)

90
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onde E?j 1 S0 as componentes do tensor de rigidez elastico, A S30 08 multiplicadores
plasticos, M,k sao os gradientes das fungoes de potenciais pléstico e €7, é a variagao
das deformacoes plésticas.

Expressando as superficies de escoamento, F,(o,p), em termos do tensor de
tensoes, g, e de um vetor com variaveis internas, p, tem-se a condicao de consisténcia

em sua forma linearizada dada por

. oF, oF,
F,=——| 6;; + — =0 4.3
ao_z’j UJ 3pq pq ( )
P
Podendo ser escrita como
com
or,
Npis = —— (4.5)
J aO'ij »

Como as varidveis internas, p,, sao fungoes das deformacoes plasticas, pode-se
. . . . p 'p ~ ~
substituir p, = (Op,/0e},)Er,, na equacao e comparar o resultado com a equagao

[4.4] para obter

OF, OF, | Op
O\ \ Ip, i b,

Substituindo as equagoes e na equacao e isolando A tem-se a forma para

o multiplicador plastico, que é dado por

0 .
nnchcdklgkl

o .
Hnm + nnpquqrsmm’l‘S

Am = (4.7)

O operador tangente relaciona variagoes de deformacao com variagoes de tensao na
forma

dij - E?jklékl . (48)

1

Substituindo as equagoes [.1] e [1.7] em [4.§] tem-se,

0 0
Bl — gD Ez’jabmmabnnchcdkl
ijkl — Hijkl — :
H,,, + nnpquqrsmmm

(4.9)
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4.1.1 Critério de von Mises

Para o critério de escoamento de von Mises, tem-se

F(o,0,) = /3J(s) — 0y , (4.10)
sendo
Jo(s) = ~Ia(s) = strls?) = s 5 = - ls|” (4.11)
2l8) = 23—27’3 —28.8—23 s .
com
1
s=0— 5(1&7‘[0])[ , (4.12)
onde o tr[g], no sistema de tensdes principais, é trje] = o = 011 + 022 + 033.
Portanto, tem-se
0 3 s
= = 4.13
"= 90—V 2]js]] (4.13)
sendo ||s]| = /s : s.
Em um modelo associado
2 0 0
-
\/g N A (4.14)
Nijg = Mi; =\ 5 —=0 . .
2 :
T
——0c
3
A lei associada aos fenémenos de endurecimento ou amolecimento é dada por
OF Oo
H=—-——">"Y (4.15)
Jo, Ot
com
oF
— =1 4.16
ao_y Y ( )
e
dao,
— = 4.17

sendo " o médulo pléstico.

Os modelos de plasticidade classica nao apresentam uma relagao total entre ten-
sao e deformacao portanto é necessario um algoritmo de retorno capaz de obter a
atualizacao das tensoes, necessarias ao equilibrio das forcas internas na analise nao

linear.
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4.2 Modelos de Dano Isotrépico

Modelos de dano isotrépicos padrao (assim denominados por|de Borst e Gutiérrez
(1999)) serao agora apresentados de forma a generalizar as definigdes comuns e
identificar os gradientes da formulacao unificada.

Para estes modelos a relagao total é dada por

oij = (1 — D)onsz?kl ) (4.18)

)

onde D é a variavel de dano.

A fungao de carregamento pode ser escrita como
F = f(o) = h(k) , (4.19)

onde f(2/) é uma funcao especifica de cada modelo que pode ser escrita em termos
de medidas de tensao, ou de deformagao, ou de forcas termodinamicas, ou de dano,
dentre outras, denotadas por /. A funcdo h(k) é o parametro histérico que tem
o mesmo sentido da medida especificada pela fungao f(«7). O parametro histérico
pode ser considerado como sendo o maior valor da funcao ja atingido durante a
andlise e a opcao de apresenta-lo em funcao de uma variavel x é 1til para a genera-
lizacao. E vélido ressaltar que a variavel historica é, direta ou indiretamente, uma
funcao das variaveis de dano, mesmo que nao exista uma relacao explicita para esta
variagao.

Para o desenvolvimento da forma geral dos modelos de dano isotropico padrao,
sera assumido a formulacao baseada em deformacao. Portanto, da funcao de carrega-
mento dada na equagao , tem-se f(o/) = &, sendo € uma deformacao equivalente,
e h(k) = k(D), com k(D) o valor histérico da deformagao equivalente em fungao do
dano.

A partir da relagao total, dada na equagao [£.18 pode-se escrever o tensor de

rigidez secante como

EP, = (1— D)Efjkl . (4.20)

1
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Derivando a equagao 4.20| em relacao ao dano tem-se

Das equagoes [3.141] e [3.142], pode-se identificar os termos
OED,

o= —EY M=1, A=D. (4.22a,b.c)
Da equacao |3.143] tem-se que
Miji = —E}y (4.23)

e, segundo a relagao dada na equagao tem-se

mij = _E?jklgkl = —0o}, (4.24)

17 )

onde a?j sao as componentes do tensor de tensao obtido pela rigidez eléstica.

Da defini¢ao geral da fungao de carregamento da equacao[4.19] tem-se o gradiente

dado por
oF  0OF
My = — — — 4.25
B PGE (4.25)
e o modulo poés-critico dado por
— Oh(r) Ok(D)
H= 4.2
ok 0D (4.26)

Na equagao tem-se a derivada do parametro histérico em relacao ao dano

Ok
(%552).

Nem sempre uma relagao explicita entre a variavel histérica e o dano é
prescrita pelo modelo. Muitas vezes tem-se uma funcao para avaliar o dano es-
crita em termos da medida de deformacgao em questao. Por exemplo, uma funcao

tradicionalmente usada é dada por

D(r)=1- %[e_ﬁ(”_’“’)] , (4.27)

sendo xk uma medida de dano (por exemplo uma deformagao equivalente), rg o valor
que delimita o limite elastico do material, 5 o parametro de variacao de crescimento

do dano. Portanto, tem-se

82(5) _ (agife))‘l | (4.28)
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A forma geral apresentada sera adotada para formular modelos de dano iso-
trépicos padrao, que sao um caso particular da formulacao multipotencial e sao

compreendidos pela proposta de |Carol et al. (1994).

4.2.1 Modelo de Mazars e Lemaitre (1984)

Mazars e Lemaitre| (1984) propuseram um modelo de dano isotrépico baseado em
um potencial termodinamico, sendo a variavel de dano um escalar, responsavel pela
relac@o entre as tensoes nominais e efetivas como idealizado por Kachanov, (1958]).

Portanto, a funcao de carregamento é definida como
F(,D)=¢—-k(D), (4.29)
sendo ¢ a deformagao equivalente, dada por

E= VEij€ij (430)

e k(D) = k sendo k o maior valor de € atingido durante a analise.

Da fung¢ao de carregamento obtém-se

__ OF ey
Ny = 9o, E (4.31)
e
_ Ok
H=or- (4.32)

Por fim, substituindo as definicoes [4.31} [4.32] e 4.24] na equagao |3.50, tem-se o

operador tangente, que é dado por

Efjkl =(1- D)E‘Ojkl - —KUQEU . (4.33)

4.2.2 Modelo de Simo e Ju (1987)

O modelo proposto por Simo e Jul (1987) é baseado na defini¢ao de um potencial
de energia livre, usado para definir uma varidvel escalar de dano. Duas formas da

formulacao serao apresentadas.
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4.2.2.1 Formulacao Baseada em Deformacao

Seja a funcao de carregamento definida como

F(7,D) =7 — (D), (4.34)
onde
F=2a0 (4.35)
com
—0 1 0
w" = §€ijEijk:l€kl y (436)

e k(D) é o maior valor atingido por 7 durante a anélise.

Definida a funcao de carregamento, tem-se

_ gijE?jkl = Ok
N — T (§ H = 8_D . (437a,b)

Por fim, o operador tangente (dado pela equagao [3.50) é dado por

1
Efjkz =(1- D)Ezojkl - W‘gijE?jklO’?j - (4.38)
"oD

4.2.2.2 Formulagao Baseada em Tensao

Esta formulacao é dual a apresentada anteriormente. Agora as relagoes totais

sao escritas em funcao da flexibilidade. Assim,

1,

onde

D=

D) (4.40)

Diferenciando a equacao tem-se

Da equacao |3.76], tem-se que
0C;; : =
M Cowy M =1; X=D . (4.42a,b,c)

oD
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Portanto, tem-se

Mijkl - Cojk;l (4-43)

2

e, da equagao [3.78], tem-se

mij = CiiOn - (4.44)

A funcao de carregamento bem como a variavel escalar sao redefinidas para esta

formulacao. Logo,

F(r,D)=71—k(D), (4.45)
sendo
T =v2w0 (4.46)
com
o_ 1 0
w" = éaijCijklokl s (447)

e k(D) é o maior valor atingido por 7 durante a anélise.
O gradiente da funcao de carregamento e o médulo pés-critico sao obtidos dife-

renciando a funcao F' em relacao a o;; e D, respectivamente, resultando em

0
= Ok
= e H = 35 (4.48a,b)

onde &f; = Oy, 0pq-
O operador tangente pode ser calculado pela equacao [3.20] Neste modelo tem-se

Egkl =(1- D)onkl, portanto,

)

1 — D)?
Efjk;l = (1 - D)Ezojkl — 8&( ) 00kl - (449)
T [8_1_) +(1- D)T:|

No trabalho original de [Simo e Ju (1987), o operador tangente Ej;, é dado como
a inversa da flexibilidade Cf;;, portanto, substituindo as equagoes e na

relagao geral, dada pela equacao [3.25] tem-se

' 1

Ciim = m Or

1
Cz'ojk:l + —5?]'5%- (4.50)
ToD
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4.2.3 Modelo de Jul (1989)

Neste modelo, |Jul (1989) reconsiderou seu trabalho anterior (Simo e Ju, [1987) e
formulou o modelo baseado na funcao da energia livre de Helmholtz, no dominio das

deformacoes. A funcao de carregamento é dada por
FWw° D) =w’— k(D) , (4.51)

onde

1

e (D) é o maior valor de w® durante a analise.

Das definicoes gerais, o gradiente de F' e o modulo pés-critico sao dados por

_ Ok
Ny = 5ijEszkl = ‘721 € H = B (4.53a,b)

e o operador tangente pode ser obtido substituindo as equacoes [£.24] e [£.53] em [3.50],

resultando em

1
Ejjg = (1= D)Ejy — WU?]-U;SI : (4.54)
oD

4.2.4 Modelo de Lemaitre e Chaboche| (1990)

O modelo proposto por Lemaitre e Chaboche| (1990) apresenta uma defini¢ao
para a deformacao equivalente, baseada na energia livre e comumente usada para
metais, dada por

o 1

W' = §gijE$jklekl : (4.55)

Entretanto, esta expressao nao reproduz um estado uniaxial de deformagoes quando
submetida a um estado de tensao uniaxial. Logo, é substituida por uma forma

modificada dada por
0
i B

e (4.56)

£ =
onde E° é o médulo de elasticidade do material e £}, sdo as componentes do tensor

de rigidez eléstico.
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A funcao de carregamento é dada por
F(E,D)=¢—-k(D). (4.57)

Portanto, derivando [4.57] tem-se

Ny = % = é%—% (4.58)
e
1 = aﬁ_lfz . (4.59)
E, por fim, o operador tangente é
Efjkl =(1- D)Ezojkl - [88_1,3] U?j [%] (4.60)
ou L
El =1 —-D)E}), — {‘Z_ﬂ 0%2_;% [singj:lskz] ’ (4.61)

4.2.5 Modelo de de Vree et al.| (1995)

O modelo proposto por |de Vree et al| (1995]) apresenta uma nova proposta de

deformacao equivalente que é dada por

k-1 1 [ (k—1) 12k
— _ ~__ 7 (]t 2 €
o T\ T g

g= (4.62)

fe . . . .
com k = ﬁ sendo um parametro do material que relaciona a diferenca entre com-

portamentos a tragdo (ft) e a compressao (fc), I e J5 sao os primeiro e segundo

invariantes do tensor de deformacao, respectivamente, dados por

If = ep (4.63)

J2€ = €45€i5 com €ij = E&ij — _5kk5ij . (464&,b)
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A equacao de carregamento é dada pela equacao [4.56] Portanto, tem-se

N|=

_ 0¢ k—1 1 [ (k—1)? 9 12k -
= — = —IE — - 7 [E €
" e k(=20 ' T2k {(1 — 2u)2< Dt (1+ y)2‘]2
(k—1)% __0I¢ 12k 0J3
.2 I¢ 4.65
(1—20)2 10y (1 +v)2?Oep (4.65)
sendo
oI5 aJs5 Ogii 1
=0 =2¢;; | —2 — =0;;6 4.66a,b
(9€kl M ¢ 8€kl i <85kl 3 J kl) ( a4 )
O operador tangente é, portanto, dado por
oD
0 0
Efjkl = (1- D)Ez’jkl - {E} 045"
k-1 L[ (k—12, _, 12t 7%
—I€ _ N IE (3
{Qk(l — ) ! o {(1 — 2y)2( D (1 +y)2‘]2
(k—1)* _0If 12k OJ%
2 N . 4.67
|: (1—21/)2 186]€l + (1+V)2 a&kl ( )

4.2.6 Modelo de Mazars| (1984)

No modelo apresentado por [Mazars| (1984) a deformagao equivalente é dada por

£ = (4.68)
z| + = N
com (x), = 5 sendo ;) as deformacdes principais, dadas por
8(1) 0 0
0 0 5(3)

A degradacao do meio é obtida por uma combinacao de duas variaveis de dano:

D, para dano por tracao e D, para dano por compressao. Logo, tem-se
D =D, + a.D, , (4.70)

sendo a; e a. fungoes peso usadas para contabilizar o comportamento do material

ao dano por tragao e compressao respectivamente. O valor do dano por tragao, Dy,
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e por compressao, ., sao calculados por

(1 - At,c)KO At,c

Dt,c(g) — 1 — E —_ eBt,c(EN*KO)

(4.71)

sendo que t, ¢ indicam dano por tracao e compressao, respectivamente. Os parame-
tros A;. e B; . da lei de evolugao sao identificados de forma independente em ensaios
de compressao em corpos de prova cilindricos e flexao em trés pontos. Os pesos «y

e a. sao dados por

3 t t c
el el + 6]
_ (6) = () (&)1,
Qp = E_l Hi—éZ ; (4.72a)
3 c t c
el el + 6]
_2 : (@HL=@) (@)

com H; = 1se ey = Efi) —i—efi) > 0, caso contrario H; = 0. Os valores €' e €°, obtidos
por meio das partes positivas e negativas do tensor de tensoes principais, denotadas

poro™ eo” (60 =01 4+ 07), respectivamente, sao

t -1 _+ c _ -1 -
Cij = LijriOk e €ij = Eijklakl . (4.73a,b)

Sendo a fungao de carregamento dada por

F(é,D) =& — k(D) , (4.74)
tem-se
_9F 9z _ JoD@E)]!
M=l =2 h= [ a } , (4.75a.b)
onde
— = 2= Hew) - (4.76)

&gkl N € 8€kl
Por fim, pode-se escrever o operador tangente substituindo as equacoes e

na forma geral, dada pela equacao [3.50, Portanto, tem-se

Efjkl = (1= D)Ez(')jkl - [ GE } 0% [g Dz {e@)+| - (4.77)
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Uma forma simplificada do dano isotropico, que adota a deformacao equivalente
de Mazars, foi apresentada por de Borst e Gutiérrez| (1999)). Embora a medida de de-
formacao seja a mesma, a proposta apresenta uma maior simplicidade no célculo da
variavel de dano, pois nao considera a degradagao por compressao e nem a influéncia
do estado de tensao no valor final da degradacao. A vantagem é de apresentar uma
maior versatilidade na escolha da funcao de evolucao do dano. Tanto a proposta
original de Mazars| (1984) quanto a versdao de de Borst e Gutiérrez (1999) foram

implementadas, como mostrado no capitulo [6]
4.3 Modelos de Dano Ortotrépico

Uma forma geral para modelos ortotrépicos com miultiplas fungoes de carrega-
mento serd apresentada. Para tanto, serao tomadas medidas de deformacao para o
calculo do dano, fungoes de carregamento desacopladas e uma hipdtese geral para o
tensor de rigidez.

A relacao total apresenta o tensor de rigidez escrito em fungao das variaveis de

dano, Ejji = Eiji(ES, .. Drs), dada por

pqrs?

or = B (B s Drs)ent - (4.78)

pqrs?

As varidveis de dano, %,,, serao escritas em um tensor de integridade, dado por

¢1(81) 0 0 1 —D1(61) 0 0
(Eij = 0 (EQ(EQ) 0 = 0 1— Dg(e’fg) 0 X
0 0 ¢3(e3) 0 0 1 — Ds(e3)

(4.79)

onde D1, Dy e D3 sao variaveis de dano.
Na formulacao agora apresentada serao adotadas trés fungoes de carregamento
desacopladas. Sejam, portanto, as fungoes de carregamento nas diregoes das defor-

magoes locais, dadas por
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F1 (81, K(le)) = &1 — K,(le) ) (480)
Fy (52, H(@)) = &2 — /@(¢32) ) (4.81)
Fg (53, K(&g)) = &3 — Ii(qgg) . (482)

O vetor com as fungoes de carregamento pode ser escrito como

Fy
Fy
Da forma linearizada das condigoes de consisténcia, dadas nas equagoes [3.28] e

no caso de modelos no dominio das deformagoes, tem-se os gradientes das

funcoes de carregamento

[ N14j€ij — Hih 0
Fy »= Nij€ij — Hyply ¢ =4 0 . (4.84)
Fy N3ij€ij — Haz)s 0

Logo, como demonstrado nas equagoes e pode-se calcular parcelas neces-
sarias a montagem do operador tangente.

Comecando pelo cédlculo do gradiente da funcao de carregamento, segundo a

equagao [3.29] tem-se

- oF ]
=L 00| 0 0 0|00 O
OF o5 OF
== 0 00| 0 =01] 00 0 |. (4.85)
a&kl 882 oF
p
o 00|l 0 o0 0|00 =2
| Oes |
O tensor dos modulos pés-critico, obtido por [3.30], é
— F —
_on 0
OF % R
Hyp = ——2| = 0 —== 0 , (4.86)
apm 8¢2
) 0 o o
i 0¢3
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sendo o conjunto de variaveis internas, p,,, associado as varidveis de dano. Desta

forma, o tensor H,,, pode ser reescrito como

_5“@51) |
%y ?&) 0
q, — FP2 4.87
o O(s) o
K{(P3
R

Uma vez que nem sempre se tem uma forma explicita para a definicao da variavel
histérica x(D,,), o tensor pds-critico pode ser montado a partir de sua forma inversa,
utilizando-se as leis de evolucao das variaveis de dano. Derivando as fungoes de dano

em relacao as deformacoes, tem-se

[ 061
| o0
np O
Il 7= . 4.88
O pm ! Ozy O_ (4.88)
O3
L 0 0 Oz |

Supondo que a varidvel histérica é dada como o maior valor de deformagao (em
cada direc¢ao) ja atingido pelo material durante a anélise, o tensor das derivadas das

fungoes de dano é a forma inversa do tensor pds-critico. Assim,

[ 06,
o, Y
Hy=1| 0 % 0 (4.89)
D3
L 0 0 Oez |

A evolugao da degradacao do material é dada pelo tensor m que pode ser obtida

pela degradacio do tensor de rigidez dado pelo tensor M,,;jp,, logo, relembrando a

equagao [3.143] tem-se
] OEijpq

Moniipg = =222 Moy 4.90
JpPq a@rs ( )
e, da equacao [3.88 pode-se calcular a evolucao do dano por

Mimij = Mmiqugpq . (4.91)
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Portanto, o tensor Mmiqu, como ja dito, representa a forma como a rigidez ira se
degradar. A parcela derivada na equacao indica a mudanca da rigidez a medida
que o dano progride. O tensor .#,,,, indica a direcio da propagacao do dano. Desta

forma, considerando as diregoes locais de dano, para o caso de fungoes desacopladas,

tem-se
10 0/0 0 0j0 0 O
Myrs=10 000100 00 (4.92)
00 0[O0 O0O0O]0 01
Assim,
Mmiqu: [ Mliqu ‘ M%qu Mﬁ%ijpr] J (4.93)
ou
- OFijpg ~ | OFijpg -~ | OFijpg
Mmiqu - [ aépqﬂlrs a‘@”}q%%*s a‘@]pqvﬂfirs :| (494)

A taxa de degradacao da rigidez é diretamente dependente da hipdtese adotada,
portanto, o tensor de rigidez secante, no caso ortotropico, pode ser escrito na forma

geral, dada por

[ B 0 0 0 FEpre 0 0 0  Eiz13
0 FE1129 0 F1991 0 0 0 0 0
0 0 F1133 0 0 0 Fi331 0 0
0 Fo119 0 Foo11 0 0 0 0 0

Eijti = | E2121 0 0 0  Eg 0 0 0 Eas | , (4.95)

0 0 0 0 0 FEyo33 0 Fo330 0
0 0 E3113 0 0 0 E3311 0 0
0 0 0 0 0 FE3093 0 FEs390 0

| F3131 0 0 0  Ess 0 0 0  FEs333 |

sendo as componentes do tensor funcoes das varidveis de dano tal que Ejju = f(Ppq)-

Expandindo cada parcela do tensor M, denotadas por Mliqu, MQijm e Mgiqu,

tem-se, respectivamente:



106

Para m dado por

Mmij = [ Ma4j ‘ Ma;j ‘ mgi; } )

8FE1111 . 0E1212 0E1313 1
= 111 0 0 0 = 111 0 0 —— 111
dd11 9b11 911
0F1122 0F1221
0 —— #1111 0 —— #1111 0 0 0 0 0
9d11 Od11
8F1133 0FE1331
0 0 —— #1111 0 0 0 — 111 0 0
Od11 dp11
OF _ OF _
0 2112 711 0 2211 711 0 0 0 0 0
o 911 911
2121 7 0 0 0 0 0 0
9é11
0 0 0 0 0 0 0
OFE: _ OF _
0 0 3118 111 0 0 0 B i 0 0
Od11 P11
0 0 0 0 0 0
OE: _
SI8L 114 0 0 0 0 0 0
L O¢11 N
(4.96)
r OF _ 1
0 0 0 0 8;12 Mo 0 0 0 0
22
OF _ OFE _
0 }122 Moo 0 ,1221 M o220 0 0 0 0 0
O¢22 922
0 0 0 0 0 0 0
OF _ OFE _
0 2112 s O 2211 faao 0 0 0 0 0
Opa2 922
OF2121 OF2222 OF2323
—— 222 0 0 0 —=—"= 22 0 0 0 ———= 22
Opos Dpao p A2z
0E3233 0FE2332
0 0 0 0 0 ——— M222 | O —— M 222 0
Opa2 922
0 0 0 0 0 0 0
OF. _ OFE _
0 0 0 0 0 §223 M o290 0 ﬂ/ﬂng 0
o dpaz PP
0 0 0 0 282 i 0 0 0 0
L 922 N
(4.97)
o OF _ b
0 0 0 0 0 0 0 0 ﬁ‘/fl&ga
9¢33
0 0 0 0 0 0
OF _ OFE:
0 0 1138 fzss | O 0 0 188 fass 0 0
Op3s d¢33
0 0 0 0 0 0 0 0
OFE. _
0 0 0 0 0 0 0 0 %/{333
33
OF _ OF _
0 0 0 0 0 2288 flas 0 2392 liss 0
dp33 O¢33
OFE3113 - OEx:-
0 o B8 zeas |0 0 0 3311 aas 0 0
Od33 033
OF3223 OF3322
0 0 0 0 0 25228 fass 0 255922 s 0
O¢33 O¢33
0E3131 0E3232 0FE3333
———— #333 O 0 ———"= #333 0 0 0 ———— M333
L 833 d¢33 9¢33 R
(4.98)

(4.99)
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Calculando-se as componentes 1,,;;, tem-se:

mi11

m112

mi13

mi21

M122

m123

mi31

mM132

mM133

Mo11

Mo12

M213

Mo21

M229

Mo23

Mo31

M239

Mo33

Mimij = [ M1iqu€pq ‘ M2iqu€pq ‘ MSiqu(’:pq } . (4'100)
oF OF OF
8(511111'/[111511 + 8(/5111122 M2 + 8<b111j’3 //1111533
o OFi
84;12112 Mi1i€12 + &;12121 M1
oF OF
(9(;?113 A€z + a(;fl M€z
B2 OF2101
3511112 AM11€12 + 3511121 AM111E21
OFE _
8512111«///111511 (4.101)
0
OEs113 0Fs131 -
3511113 AM1E13 + 851131 AM111€31
0
) _
855111'//111511
) _
8;2152 AMo2289)
0FE2 , OF1sm -
&5122212 Mr29E12 5’(/3122221 Mo22E21
0
0Ems2 OEma
8521212 M1 8;21221 Mar2En
oF _ OE ~ 9 )
(9522211 Mazerr + 3522222 M99 + 8(]322223 Mo2€33 (4.102)
0Fss03 OEys3
55;23 M€ 23 35232 Moz2E32
0
033 OFs23
8522223 Ma22823 + 852222 M22E37
OF3300
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_ 0F1133
ms3i1z = —— M333€33
033
msi2 = 0
B oE oE _
mz13 = 8@12;3 M333€13 + P }jsl M333€31
mgy = 0
oF _
m322 = —2233 .%333533 (4 103)
¢33
_ 0FEs393 0FEs5339
m323 = %333523 + «///333532
8¢33 a<f>33
_ 0Fs5113 0E31331
ma31 = //333513 + ///333531
8¢33 8¢33
_ OF oF
mz32 = 8(;;;3 «///3335 23 T 8;;;2 «///33355 32
_ 0FEs311 0FE3399 O0FE3333
M33s = —— M333611 + .//333522 + ///333533
Op3s O3 D33

Uma vez obtidos os tensores, pela derivacao da funcao de carregamento em re-
lacao as deformagoes (n) e em relagao as varidveis internas da degradacao eldstica
(H) e a evolucio do dano (m) advindo da taxa de degradacao da rigidez, o operador

tangente pode ser calculado pela equagao [3.50 abaixo reescrita:

1
Ejji = Biju + T Mmig Tkl (4.104)

nm
ou pela equacao [3.90} abaixo reescrita:

1 -
Eij = Eijir + H_Mmiqugpqﬁnkl : (4.105)

nm

4.3.1 Modelos de Fissuragao Distribuida

Os modelos de fissuracao distribuida tradicionalmente sao formulados no sistema
local de coordenadas, que para estes modelos, sao tomados os eixos das deformagoes
principais. Na formulagao com miultiplas funcoes de carregamento tem-se, portanto,
uma func¢ao para cada eixo principal, avaliando a condicao de carregamento e dano
na respectiva direcao. A possibilidade de se ter funcoes diferentes para cada direcao
permite ao modelo que capte de forma independente o comportamento, seja de

tragao ou compressao e, no caso particular do modelo aqui formulado, indiretamente
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o cisalhamento. A figura (a) ilustra uma situacao de carregamento direto capaz
de gerar um estado de degradagao avangado (Figura[4.1(b)) medido por uma fungao
prescrita na respectiva direcao. Nas demais diregoes tem-se um estado inicial de

dano causado pelo efeito de Poisson.

Estado de Degradagio
2 ya avangada
\,
o\

em um inicio do processo de
dano nas demais diregdes \

Figura 4.1: Relacoes tensao-deformacao diferentes para as diregoes principais.

A fim de generalizar a formulagdo, as expressoes para o dano, bem como os
tensores relacionados foram tratados, na secao [4.3, supondo o caso tridimensional.
O detalhamento para cada modelo de andlise (Estado plano de tensao, estado plano
de deformagao, axissimétrico e sélido) é apresentado no apéndice @ e diferentes
fungoes de evolugao do dano sao apresentadas no apéndice [E] Para exemplificar os
modelos fissuracao distribuida, sera apresentado a formulacao para o estado plano
de tensao.

As funcoes de carregamento sao dadas por

Fl =€&1 — k1, (4106&)

F2 =E&9 — K2, (4106}3)

sendo €1 e €9 as deformagao principais e k1 e ko as variaveis historicas associadas as

deformagoes principais 1 e 2, respectivamente.
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Derivando as equacoes [4.106] em relacao as deformacoes principais, tem-se
10 0[{0 0 0]0 0 O
M= 100 0/0 1 0[0 0 0] . (4.107)
00 0/0O0O0|0 0O

O tensor pos-critico, dado pela equacao [4.87], é escrito como

Ok 0
|
Hyw=1| o 952 (| (4.108)
Do
0 0 1

Para o estado plano de tensao a deformagao €3 nao é energeticamente ativa e, por-
tanto, nao é controlada, de modo que nao ha uma funcao carregamento para a
direcao 3. Contudo, a componente Hss é prescrita igual a 1 para garantir a consis-

téncia matematica do modelo e ndo ird influenciar no resultado. A forma inversa de

[4.108] é, portanto,

0,
— 0 0
B Oeq _
Hoo=1 o 922 |- (4.109)
852
0 0 1
O tensor de integridade é dado por
¢ 0 0
0 0 1

sendo as componentes de ¢ obtidas a partir de leis tensdo-deformacao ou de funcoes
de evolucao do dano.

O tensor de rigidez é dado por

— q’52 E e T E —_
wmro 0 0 0 gfawe@Fo
(1-v2) 2(1 + vo)
b1y b2 E b1y b2 E
o (1) P(2) Fov o d(1)%(2) Po o o o o o
1-v2) 2(1 + vp)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
.. — b b E
Ezjkl o 0 0 b(2)?(1) Eov o o 0 o o , (4111)
(1-v2)
B7a) B
0 0 0 0 70 0 0 0 o0
(1-v2)
0 0 0 0 0 0 0 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 o 0o o0 o0 d
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onde E° é o médulo de elasticidade do material e 3 é o fator de retencao ao cisalha-
mento.

O tensor de evolugao do dano é calculado pela equagao Para tanto, tem-se
a direcao de propagacao dada por

10 0[000/000
Myrs=10 0001000 0] . (4.112)
00 0/000[0O0 0

E a degradacao da rigidez, dada pela equacao ¢ dada por

v _ aEiqu 7 aEiqu 7
Mmiqu = |: W’%ITS 8@ %27‘5 0 :| s (4113)
s s
logo,
[ 261 Eo - boyEo 7]
P Fo M11 0 0 0 (2 Fo My O 0 0 0O
(1—v2) 2(1+v)
b2y EBov d2yEo
0 M 0 M 0 0 0 0 0
102 111 21+ ) 111
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Miijpg = Sy For (4.114)
0 0 0 M1 0 0 0 0 0
(1-v2)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0o 0 0 o0 |
€
[ o 0 0 0 ) o Mazs 0 0 0 0 |
201+ ) 222
¢1yEov dyBo
0 M 0 M 0 0 0 0 0
(1_1/2) 222 2(1+l/) 222
0 0 0 0 0 0 0 0 0
; b1y E _
MQZJpq 0 0 0o 20 O M3z 0 0 0 0 O (4'115)
(1-v2)
2¢?(2)E0 _
0 0 0 0 M 0 0 0 0
(1 — l/2) 222
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 |

Por fim, com os tensores [£.107], £.109 e [£.113], pode-se escrever o operador tangente
dado na equacao [4.105|

4.3.2 Modelos de Dano Distribuido por de Borst e Gutiérrez
(1999)

Uma forma simplificada do modelo de dano distribuido ortotrépico foi apresen-

tada por de Borst e Gutiérrez| (1999)). O modelo considera dano somente na diregao
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da primeira de deformacao principal em tracao e assume o comportamento linear
elastico nas demais direcoes. Logo, tem-se uma tnica funcao de carregamento e uma
Unica variavel de dano. Assim como nos modelos de fissuracao, para exemplificar,
serd apresentada a formulagao para um modelo em estado plano de tensao.

Portanto, a funcao de carregamento, no sistema local de dano, é
F1:€1—KJ1 . (4116)

A hipétese adotada para o tensor de rigidez, para um estado plano de tensao, é

dado por
- _ 0 _ 0 —
% 0 0 0 ﬁ& 0 0 0 0
1—(1— D)2 2[1+ (1 = D1)v]
0 0
0 (- DyvE ] a-DuE 0 0 0 0 0
1—(1— D)2 2(1+4 (1 — D1)v]
0 0 0 0 0 0 0O 0 o0
R — _ 0
El]kl - 0 0 0 M 0 0 0O 0 o0 9

1—(1—Dy)v?
EU
1—(1— Dy)v?

oo o O
ococoo ©
oo oOOo O
oo oOOo O
oo o0Oo O
ocooo O
ocooo ©
Scooo ©

[oNelole]

(4.117)
onde E° ¢ o médulo de elasticidade do material e 3 é o fator de retencao ao cisalha-
mento.

Derivando a funcao de carregamento em relacao as deformacoes principais, tem-

se
1 00

ng=1,10 0 0] . (4.118)
0 00

Da funcao de carregamento tem-se que o médulo pos-critico que é dado por

— 8F1 8/<;1
H=——7=——". 4.119
oD, 0D, ( )
Invertendo [4.119], tem-se
_ 0D,
H'=_—— 4.120
al{/l Y ( )

sendo D; a variavel de dano que pode ser calculada por uma funcao de evolugao.
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A evolugao do dano é dada por

mij = Mijren , (4.121)
sendo
v OEiju -
M = I M. 4.122
M= 5D, ( )

com .# = 1. O tensor Mijkl é formado pelas derivadas do tensor de rigidez, logo,
tem-se

—-E° —E°
- - 0 0 0 - 0 0 0 0
[1—(1-Dy)v2)? 2[1 — (1 — Dy)v]?
—vE° —E°
0 0 0 0 0 0 o0
[1—(1-D1)v2)2 2[1 — (1 — Dy)v]?

0 0 0 0 0 0 0 0 o0
e _E® (4.123
Rk 0 0 o — 0 0 0 0 o0 )

[1—(1-D1)v2)?

—v2E°
[1 - (- Dy)r2]2

Scooco ©
ocooo ©
oo o0OOo O
ocooo o
cococo ©
cooco ©
oo oOo O
ocooo o

[oNelele]

Por fim, o operador tangente, dado por
¢ I - _
Eiiw = Eijr + ﬁMiqugpanl ; (4.124)

7

pode ser obtido substituindo . 118] [£.119] e [4.123] em [£.124]

4.4 Modelos Anisotrépicos

Na literatura existem diversas formas para representar a anisotropia do meio

material (Fichant et al., [1999; Chow et al., 2001} Hammi et al., 2003; Challamel

et al.,|2005; Choi e Pan| [2009). Dentre as formas mais comuns tem-se a representagao

da degradagao anisotrépica em termos de tensores de dano (Voyiadjis et al., [2009)

e pela teoria de microplanos (Ozbolt et al., 2001} |Carol et al. 2001aj Kuhl et al.

2001} |Leukart e Ramm)|, 2002, [20006)).

Formas tensoriais para o dano anisotrépico podem ser obtidas de forma analoga
a apresentada para os modelos ortotrépicos. Entretanto, seria necessario um nu-
mero maior de variaveis a serem controladas e parametrizadas, tornando o modelo
mais complexo e laborioso. No apéndice [B|sao apresentadas algumas hipoteses para

formas tensoriais de dano.
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Os modelos baseados na teoria de microplanos tentam descrever o comporta-
mento do material partindo da descricao de um plano genérico, de direcao arbitraria,
para em seguida descrever as varias direcoes do material. A seguir, serd apresentado
um modelo simplificado de microplanos formulado no contexto da estrutura tedrica

apresentada.

4.4.1 Modelos de Microplanos

O modelo de microplanos apresentado por Bazant e Gambarova, (1984) propde
que a anisotropia do meio seja computada a partir de planos independentes orienta-
dos no espaco, de modo que o comportamento do material seja captado em direcoes
diferentes. Dentre os varios tipos de formulagoes existentes, um forma simplificada
do modelo de microplanos foi apresentada por |de Borst e Gutiérrez| (1999) e sera
agora formulada segundo a proposta tedérica multipotencial vista no capitulo [3]

O modelo baseia-se na restricao cinematica, resultando em deformagoes normais
e tangenciais em cada microplano, que pode ser deduzida pela simples projecao das

deformagoes globais macroscopicas em um dado microplano «. Portanto, tem-se:
e* =T . (4.125)

As tensoes em um microplano qualquer pode ser calculada pela relacao

o (1-=D)Ey 0 0 £
= 0 0 0 0 ¢, (4.126)
Tt 0 0 (1-Dg)Er Tt

sendo o médulo de rigidez inicial Ey e Er fungoes do médulo de elasticidade (Modulo
de Young), do coeficiente de Poisson e de um fungao peso. Mais detalhes destes
parametros foram descritos por [Bazant e Prat| (1988a,b). Os parametros do dano
D% e DF sao fungoes de um parametro historico k% e kS, que sao as deformacoes

normais e tangenciais no microplano, respectivamente.
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O tensor de rigidez em um microplano « é, portanto,

(1 - wj’\“,)EN 0 0
B = 0 0 0 : (4.127)
0 0 (1—w$)Er

As fungoes de carregamento podem ser escritas como
JN = — KR 5 (4.128)

fT = — KT - (4.129)
Por fim, a partir de uma relacao tensao-deformacao, ou de leis de evolugao do dano,

nos microplanos e das fungoes de carregamento, pode-se obter os gradientes neces-

sarios para o calculo do tensor tangente.

E importante introduzir o tensor de integridade, escrito por

o 0 0 1-D% 0 0
dy=10 1 0 | = 0 1 0 . (4.130)
0 0 ¢r 0 0 1-Dg

Para obter a taxa de degradacao da rigidez deriva-se o tensor de rigidez em

relacao as variaveis de dano, assim

aEﬁ 0F
oD, N 0D ’
oD, 0; dDs5 ’

Sendo o tensor .#,,,s dado por

100[000/000
Myrs=10 0000000 0] . (4.132)

00 0/000[0O01

8Eij

O tensor da taxa de degradacao, calculado por M,,;j = —==.4#,,., é escrito como

09,

Mipij = [ Mlij

0 ‘ Ms; ] ; (4.133)
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sendo
—E$ M 00 0 0 0
My = 0 0 0 e Myu;=100 0 . (4.134)
0 00 0 0 —ES.Msss

O tensor pos-critico pode ser escrito por

O . LN
oD%, oD%
Hpm = 0o 1 0 =/ 0 1 0 (4.135)
ofe OKg
o o 27 0 0 L
oD% oD%
e sua forma inversa é dada por
oD%, |
0K 00 ¢on 0
A= o 1 o |=|0 1 0. (4.136)
o o 9% 0 0 ¢r
0K
O gradiente da funcao de carregamento 7,,; é
Iy
gea V0 100
A= 0 0 0 |=|000]". (4.137)
0 0 % 0 01

(o

Por fim, o operador tangente pode ser obtido a partir da equacao|3.90] resultando

em
[ (1—w)Ey 0 0
E; = 0 0 0 (4.138)
0 0 (1- w%)ET
i - PN oW
E%.//Hl&gnnnl aw% 0€%n 0 0
+ 0 0 0
~ _ Odr 0w
0 0 ESMA. o _—
i T%333VnsT333 8w§£ e



Capitulo 5

Proposta de um Modelo de Dano com
Miiltiplas Funcoes de Carregamento

Na modelagem de meios parcialmente frageis, a diferenciacao entre os efeitos de
tracao e compressao sao fundamentais para uma melhor representacao da constitui-
¢ao do material. Em modelos direcionais, as funcoes de carregamento sao prescritas
para cada diregdo de dano e o comportamento (de tragdo ou compressao) é contro-
lado por leis de evolucao da degradacao para cada direcao. O modelo aqui proposto
também adota funcoes de carregamento especificas para regioes de tragao e compres-
sao, e faz uso da separacao das parcelas volumétrica e desviadora das deformacoes.
Esta decomposicao tem vantagens, pois possibilita o uso dos invariantes do tensor

de deformacao para avaliar a degradacao do meio.
5.1 Formulacao Basica

A formulacao do modelo baseia-se na energia livre, particionada em parcelas

volumétrica e desviadora, conforme a proposta de Ladeveze| (1983)), escrita como

1 2
Qﬂ = 561']‘ (1 — Dd),uo(éikéﬂ + 5z’l5jk — gélj(;kl) + (1 — DV)KO(SZ']‘(SM €kl (51)

117
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E° E°
—— é o médulo de elasticidade transversal, K® = —— é o
2(1+v) 3(1—2v)

médulo volumétrico e DY e DY sdio varidveis que controlam o dano das parcelas

onde 0 =

desviadora e volumétrica, respectivamente.
Para contabilizar os efeitos de tragao e compressao na energia livre, adota-se aqui
a medida de deformagao equivalente proposta por |Comi| (2001)), que baseia-se nas

parcelas volumétricas positiva e negativa do tensor de deformacao, dadas por

tre + |tre
trte — oy = et Itrel (5.2)
2
€
tre — |tre
e =g = eI (5.3

onde tre indica o trago do tensor de deformacao €.

Utilizando as expressoes [0.2] e [5.3] a energia livre pode ser reescrita na forma
1
Y = 5{z,ma —DYe e+ Ko(1— DY)(tre)? + Ko(1 — DY) (tr~e)?},  (5.4)

onde e é o tensor das deformagoes desviadoras, cujas componentes sao dadas por

1
eij = Eij — ggkkéij s (55)

onde Dy é o dano por tracao e DY é o dano por compressao.

No modelo apresentado por Comi| (2001)), especifica-se uma superficie escrita em
termos das varidveis de dano. Desta forma, um algoritmo de retorno é necessario
para a obtencao do estado de dano e, por conseguinte, calcular as tensoes neces-
sarias ao equilibrio. A definicao das fungoes de carregamento compreende também
a descricao do regime pos-critico, sendo, portanto, necessario mais um conjunto de
equagoes. Assim, para a definicao das fungoes de carregamento e das equagoes do
regime inelastico, sao necessarios muitos parametros de caracterizagao da superficie
de dano, sendo alguns destes parametros de dificil correlacao com grandezas fisicas
conhecidas.

Visando superar esse inconvenientes, no modelo aqui proposto, formulado no do-

minio das deformagoes, adotou-se as deformacoes equivalentes propostas por |Comi
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(2001)), entretanto, a definigao da superficie de dano é substituida por leis de evo-
lucao. Esta substituicao simplifica a definicao do estado de degradacao, uma vez
que o dano é computado diretamente de equacoes pré definidas, sendo desnecessario
um algoritmo de retorno. Além disso, sao adotadas fungoes de carregamento mais
simples, baseadas no estado de deformagoes corrente e em uma variavel histérica,
com um numero reduzido de parametros.

Derivando a equagao [5.4] tem-se a relacao total entre tensoes e deformagdes na

forma
Jle : €] d[(trte)?] d[(tr—e)?]
o o dy~~ - ™ . v\ IV =) o vy I\ =)
o =2u(1 — DY) 5% + Ko(1 — DY) % + Ko(1 — DY) % , (5.6)
com
1 2 2 2
e:e = (g1 — 5(811 + €90 +€33))° + (€12)” + (€13)
1
+ (521)2 + (g90 — 5(611 + €90 + 533))2 + (523)2
1
-+ (831)2 -+ (832)2 -+ (833 — 5(611 + €99 + 533))2 . (57)
Derivando em relacao as componentes de deformacao, tem-se:
J(e:e) Oe¥ Oe” Oe”
= 2 — ") (1 — 2 — &) (— 2 — ") (—
e 1y (e11 —€")( 6511)+ (22 — €")( 6511)+ (33 —€")( 8511>
e OV
= 2 —e")+2 — ") (— 2 — &) (—
(611 —€") +2(enn — €")( 8511) + 2(e22 — ")( 8511>
v, 0g¥
+2(e33 — € >(_3611)
= 2(611 — €V) — 26 (811 + €920 + €33 — 3€V>
€11
= 2(e1—¢Y); (5.8)
d(e:e) oe” oe” Oe”
= 2 — ") (— 2 — ") (1 — 2 — ") (—
Dea (en1 —&")( 8522) + 2(e22 — ")( 8522)+ (33 —")( Dea
e OV
= 2 — V) (= 2 —e')+2 — V) (—
(e1n —&")( 8522>+ (€22 — €") + 2(g22 — €")( e
oeY
2 — &) (—
+2(e33 — €)( 8522>
v agv v
= 2(822—8)—2 (811+€22+533—3€)

Oego
= 2(822 - €V) ) (59)
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d(e:e) oe” Oe” Oe”
= 2 — VY (— 2 _ =V _ 2 oV 1—
Dens (e11 —&")( 8533)+ (€22 — &")( 3533)+ (€33 — &")( 8533>
w, 0eY w, 0¥
= 2(en—¢ )(_8533) +2(en —¢ >(_8533)
Y o, 0e¥
+2(€33—€ )"—2(833—8 )(—a )
€33
Oe” Y
= 2(ep—c¢ )_28 (€11 + €92 + €33 — 3¢Y)
€33
= 2 —¢"); (5.10)
J(e:e)
9e1s 2(e12) ; (5.11)
J(e:e)
= : 1
(9513 2(813) ) (5 2)
de:e) '
8521 = 2(821) ) (513)
J(e:e)
=2 ; 5.14
8523 (523) ) ( )
de:e) '
8531 = 2(831) 3 (515)
J(e:e)
=2 ) 5.16
Des (€32) (5.16)
Escrevendo as parcelas [5.8] a na forma tensorial tem-se:
8[ ] e11 —&" €12 €13
e:e
€31 €32 €33 —¢€’

Da definicao de deformacao equivalente, das equacoes e 5.3 tem-se, para a

tragao
tre para tre >0

g =trte = = (tre + |tre|)= (5.18)

DO | —

0 para tre <0
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e, para a compressao

0 para tre >0
1
L =tre= 5(157’8 — |tre|)= : (5.19)

C

tre para tre <0

Assim, as derivadas 9 [(trTe)?] e 9 [(tr~g)?] sao dadas por:

Oe Oe
9 o(tr+
% [(tr*e)z} =2trte (55 £) (5.20)
e
0 — \2 _ 0(t7’_8)
o =2 21
o Lt e)’] =2t e—o—, (5.21)
com
Itre) para tre >0 I para tre >0
d(trte Oe
( ) - = (5.22)
Oe .
0 para tre <0 0 para tre <0
e
9 0 para tre >0 0 para tre >0
-
(5 £) = = ) (5.23)
€ J(tre)
O para tre <0 I para tre <0
As expressoes e podem ser escritas matematicamente por
o(trt
( ge 2 wrent (5.24)
e
o(tr~
( 56 ) _w(-we. (5.25)

onde #H() ¢ a fungao de Heavyside (H(x) = 1 para z > 0 e H(z) = 0 para z < 0).
Usando os resultados de [5.17], [5.24] e [5.25] escreve-se [5.6] na forma

Oij = 2/1,0(1 — Dd)eij + K()(l — DZ)H(tT&)&?Z(SU + Kg(l — DZ)H(—trs)éZéij . (526)

Apé6s a definicao da relacao total entre tensao e deformacao, pode-se obter a
relagao constitutiva secante, dada por

O

E = Z“a_i + [K;m(tre)]? + K,[H(—m)]?]l 91, (5.27)
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onde
p = po(1 = D) ; (5.28)
Ky = po(l = DY) ; (5.29)
K_ = po(1— DY), (5.30)

como [H(x)|]" =H(z) V n,e

de 0 [ 1 ]
- = Ez‘j——tréijéij

Oe Oe 3
1 1
= §<5ik6jl + 0udjk) — §5ij5kl
1
= INI- Il (5.31)
pode-se escrever na forma
1
B =2 [I RI- 1o I} + [K+H(trs) + K_’H(—tre)]l oI,  (5.32)

ou, na forma indicial,
. 1 1
Bl = 2#[5(5%5]'1 + 0udji) — §5ij(5kl] - [K+7-l(trs) + K_H(—tre)}éijdkl. (5.33)

5.2 Representacao do Modelo Segundo a Estrutura Teorica
Unificada

Dados, a relacao total entre tensao e deformacao e o tensor de rigidez, pode-se,
a partir das fungoes de carregamento e das equagoes de dano, obter o gradiente da
evolugdo do carregamento (), 0 gradiente inelastico (M) e o médulo pés-critico

(H,m) generalizado, completando assim a formulagdo do modelo.

Admitindo as fungoes de carregamento

FY =trfe — k(DY) (5.34)

F=trre —r" (D)), (5.35)

onde kY (DY) e k¥ (DY) séo as varidveis histéricas.
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Pode-se definir o gradiente das fungoes de carregamento por

onde

oF; _

&ekl

oF,

OF) | OFY

mu =52 = [ L2 g ) (5.30
- H(tre) 0 0 ]
¢ Otr'e B
Der = Den = H(tTE)(Skl = 0 H(t?“E) 0 (537)
0 0 H(tre) |
H(—tre) 0 0 ]
otr~e
P = H(—tre)du = 0 H(—tre) 0 (5.38)
€kl
0 0 H(—tre) |

Das fungoes de carregamento também sao obtidas as componentes do tensor

pos-critico, dado por

]

nm

oF,

OPm

COFY OFy  OF9 T
oDy 9Dy oDy
COFy  OoFY  OFY
oDy 9Dy  9oD4
_OFY 9FY OFd

. oDy 90Dy  oD? |

Como, no modelo em questao, as funcoes sao desacopladas, tem-se

OF)

- 0 0
oDy oF
0 —5p¢ O
0 0 1

O (DY)
oDy
0

0

0

Ok (DY)

oDy
0

(5.39)
0
1

Uma vez definidas as equagoes de evolucao do dano, suas derivadas constituem

as componentes do tensor H_!:

[ OD{(xY)
OKY,.

0

0

0

ODY (k")

OKY.
0

0 oDy 0
otr+
= rte oDy
otr—e
1 0 0

(5.41)



124

A evolucao do dano é dada por uma expressao matematica, que é estabelecida
em funcao da medida de deformagao e de parametros que definem os limites e a

intensidade da evolucao da degradacao, na forma

D(&), = f(&x, Ky, v, B) (5.42)

sendo «, a maior degradacao admissivel para o material, £, a intensidade de variagao

0

> amedida de deformagao limite, que marca a passagem do

de crescimento do dano e
regime elastico para o inelastico. O simbolo “x 7 indica a caracteristica representativa
da funcao: t e ¢ representando efeitos de tracao e compressao, respectivamente.

E vélido ressaltar que as leis de evolugao do dano sao quaisquer relagoes mate-
maticas, desde que consistentes com as caracteristicas comportamentais do material.
Variagoes lineares, polinomiais e exponenciais, advindas de observacoes experimen-

tais, sao as mais representativas e, portanto, amplamente usadas.

Por fim, deve-se definir o gradiente inelastico

Munij = 7mz‘jkl5kl (5.43)
e
- OFEiju -
Moppiit = —== Mo 5.44
Jkl 89* ( )

com % sendo a ordem do tensor de dano Z,. Para o dano representado na forma

tensorial, e com equacgoes de evolucao desacopladas, tem-se

Dy 0 0
Zs=| 0 DY 0] . (5.45)
0 0 0

A direcao de propagacao do dano no modelo é dada pelo tensor Myprs qUE, Neste
caso, €
10 0/0 0 0|0 00
Murs= 100 0/0 1 000 0] . (5.46)
00 0[O0 O O[O0 OO
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Derivando o tensor secante em relagao ao dano tem-se

OF,; ol 1
5 DJ;l = —2u0(1 — DY) b(aikaﬂ + 6u0r) — gaijakl] —KoH(tre)diio  (5.47)
(§
OF,;; wrl 1
]‘lfl = —2,[1,0(1 — DC) [_(5ik5jl + 6il5jk) — —5ij6kl] _KOH(_t/rE)5ij5kl . (548)
oD, 2 3

Nas derivadas acima adotou-se, como fez [Ladeveze (1983), DY = (1 — DY)(1 — DY).

As equacoes e permitem montar o gradiente de degradacao

Mimij = %ETZ?//Zmrﬁkl = [ My | Magj | O } ) (5.49)
sendo
mi; = —2p0(1 — DY)e;; — KoH(tre)trted;; (5.50)
e
mai; = —2p0(1 — DY )e;; — KoH(—tre)tred;; . (5.51)

O operador tangente pode ser escrito substituindo as equacao [5.33], [5.36], [5.39] e

[5.48| na equacao [3.50]

5.3 Uma Variacao do Modelo

Uma possivel variacao do modelo de dano apresentado, assume que a variavel que
controla o dano desviador é uma grandeza independente das demais. Desta forma,
tem-se uma medida direta da degradacao associada a deformacao desviadora. Neste
caso, o modelo é controlado por trés variaveis de dano, com trés funcoes de carre-
gamento independentes. Assim, dadas trés funcoes de carregamento independentes
e desacopladas, pode-se derivar os gradientes necessarios a montagem do operador

tangente. Assumindo,

FY =trte — k.(Dy) ; (5.52)
Fl=trre —r"(D}) ; (5.53)

=gt g4(DY) (5.54)
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onde k¥ (DY), k¥.(DY) e k(D) sdo as varidveis histéricas e £¢ é a deformagao equi-

valente que controla o dano desviador, dada por

1
gd =\ Je = §eijeij s (555)

sendo J. é o segundo invariante de deformagoes. Assim, o gradiente das fungoes de

carregamento é

8Fn v v d
Nkl = = { OF | OF; | OF ] (5.56)
Oy Ocpy | Ogpy | O
com
H(tre) 0 0
O _ itr*s = H(tre)ou = 0 H(t 0 (5.57)
a€kl n agkl o ki = ( 7/‘E) ’ .
0 0 H(tre)
H(—tre) 0 0
OF: _ 0 e — 3(—tre)s 0 H(—t 0 (5.58)
= —1UTr g —1r = —_ .
agkl (%k,l kil ( T8) )
0 0 H(—tre)
1 g1 — Slre €12 €13
8Fd78\/7€7 [J]_ﬁe 1 ]
a5k;l - 85kl - 9 5 kl — 2\/75 €921 €99 — g T€ €93
€31 €32 £33 — gt?“&‘
(5.59)
O tensor de dano é agora composto por trés variaveis,
Dy 0 O
Zs=1 0 DI 0 |. (5.60)
0 0 D9

Das funcgoes de carregamento também sao obtidas as componentes do tensor

pos-critico,

" ORL(DY) :
—_— 0 0
OF, oDt OkY (DY)
_ n K:V DV
H,,=——~= I S ) 5.61
OPm 0 oDy 0 (5.61)
Ok (DY)
L 0 0 oDd



cuja relacao inversa é

oDy (k)
OKY.
A, oD
0

Derivando a da relagao secante em relagao ao, dano tem-se

OF;ju

oDd

que permite montar o gradiente de degradacao |,

OF;jn
agrs

Mmij =

sendo

%mrsgkl =

[ Myi5 | M2y

= —KoH(tT’E)éijakl ;

= —KoH(—tTE)(Sij(Skl ;

ma; = —KoH(tre)tres,; ;

Mo = —K()H(—tTE)tT_E:(SZ‘j )

1 1
5(6ik6jl + 0idjk) — §5ij5kl] )

LR } )

1 1

%mrs =

10 0(000]0 00
00 0[O0 104000
00 0/00O0|0 01

0
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(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)
(5.68)

(5.69)

(5.70)

O operador tangente pode ser escrito substituindo as equacao [5.33], [5.56], [5.61] e

[5.66] na equacao [3.50]




Capitulo 6

Implementacao Computacional

O INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) é um sistema com-
putacional desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Univer-
sidade Federal de Minas Gerais. O sistema é desenvolvido em JAVA, seguindo o
paradigma de Programacdo Orientada a Objetos (POO), aplicando todos os concei-
tos proporcionados pela metodologia, resultando em um cédigo segmentado, con-
sequéncia direta de abstracoes e generalizagoes oriundas de heranca de classes e
polimorfismo conjugados a padroes de projetos de softwares adequados.

O INSANE é composto por aplicagoes graficas interativas, para pré processa-
mento e pos processamento, e um nicleo numérico, contendo as implementagoes dos
modelos numéricos e as técnicas de solugoes apropriadas. As implementacgoes do
presente trabalho concentram-se, principalmente, no nicleo numérico, mais especi-
ficamente na segmentagao relativa aos modelos constitutivos.

Neste capitulo sera apresentado o projeto orientado a objetos da implementacao
realizada, posicionando-o no nticleo numérico e detalhando as classes que o compoe.
Para tanto serdo apresentados diagramas UML (Unified Modelling Language), que
¢ uma linguagem padronizada para a modelagem de sistemas de software orientados

a objetos.
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Para melhor visualizacao das contribuicoes deste trabalho, as classes modificadas

durante o desenvolvimento sao representadas em amarelo e as classes criadas em

verde, conforme ilustrado na figura [6.1}

Classe ndo modificada

Classe modificada

Classe nova

Figura 6.1: Notacao UML usada na descrigao do projeto de classes.

6.1 Organizacao do Niicleo Numérico

O ntcleo numérico do INSANE é composto pelas interfaces Model, Assembler e

Solution, conforme ilustra a figura[6.2] Estas interfaces, respectivamente, compoem

as abstracoes do modelo discreto adotado, a generalizacao do processo de montagem

do sistema matricial de equacoes e as técnicas de solugao necessérias a obtencao dos

resultados da anélise.

<<interface>>
Observable

yAY

<<interface>>

java.util.Observer

AN

<<interface>>
Persistence

<<interface>>
Observable

yAY

<<abstract class>>

Model

<<interface>>

Solution

Assembler

Figura 6.2: Organizacao do nicleo numérico.

Além das classes que implementam as interfaces citadas, o nicleo é auxiliado

pela interface Pesistence responsavel pelo tratamento dos dados nao volateis do

programa, ou seja, as classes que formam a hierarquia de Pesistence sao responsa-

veis por coletar os dados de entrada oriundos de arquivos XML (eXtensible Markup
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Language) — uma técnica para criar dados estruturados baseados em um arquivo
texto — advindos, por exemplo, do pré processador, e pela geracao de dados grava-
dos em disco, também sob a forma de arquivos XML, para a posterior leitura dos
resultados pelo pés processador.

A atual organizagao é fruto dos trabalhos de |Almeida; (2005), [Fonseca| (2006)),
Fonseca| (2008) e Fuinal (2009). Embora ndo tenham atuacao direta na organizacao
do ntcleo numérico, outros trabalhos também colaboraram para a expansao dos
modelos que compoe o sistema (Germanio| (2005), Saliba (2007)), Ajeje (2009) e
Wolff| (2010])). Maiores detalhes das implementacoes do sistema podem ser vistas
nestes trabalhos.

A organizacdo do nicleo numérico, esquematizada na figura [6.2] foi descrita
primeiramente por |Fonsecal (2006)) e é revista nesta secao.

A interface Assembler é a responsavel por montar o sistema matricial de segunda

ordem com o qual é possivel representar diversos tipos de modelos discretos:
AX +BX+CX =D, (6.1)

onde X é o vetor de variaveis de estado do problema; X e X sdo os vetores com,
respectivamente, a primeira e a segunda variacao das grandezas de estado; A, B e
C sao matrizes e D é um vetor, que podem ou nao depender da varidvel de estado
e suas derivadas.

A interface Solution desencadeia o processo de solugao, possuindo os recursos
necessarios para resolver este sistema matricial, seja o sistema linear ou nao linear.

Model possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece para
Assembler todas as informacoes necessarias para montar a equacao do modelo, que
serd resolvida por Solution.

Tanto Model como Solution se comunicam com a interface Persistence, que
trata os dados de entrada e, principalmente, persiste os dados de saida para as

demais aplicagoes, sempre que observa alteracoes no estado do modelo discreto.
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Este processo de observacao de alteragoes ocorre segundo um mecanismo de pro-
pagacao de mudancas proporcionado pelo padrao de projeto Observer. Quando
um objeto dito observador (que implementa a interface java.util.observer) é
criado, ele é inscrito na lista de observadores dos objetos ditos observados (que
estendem a interface java.util.observable). Quando alguma mudanga ocorre no
estado de um objeto observado, é disparado entao o mecanismo de propagacao de
mudancas, que se encarrega de notificar os objetos observadores para se atualiza-
rem. Isto garante a consisténcia e a comunicagao entre o componente observador
(Persistence) e os componentes observados (Solution e Model).

Maiores detalhes das classes que constituem o ntcleo numérico sao apresentados

no apéndice [F]
6.2 Analise Estatica Fisicamente Nao Linear

Na mecénica dos sélidos computacional, o sistema de equagoes [6.1] para o caso

de uma analise estatica, se reduz a
C-X=D (6.2)

sendo C a matriz de rigidez global, X o vetor de deslocamentos nodais, D o vetor de
forcas nodais do modelo. Se a anédlise é fisicamente nao linear, a matriz C' depende
dos deslocamentos X. Neste caso, as raizes das equagoes sao obtidas por meio
de um processo processo incremental iterativo segundo o qual o sistema de equagoes
[6.2] é reescrito na forma
K,-6U=6\-P+Q (6.3)
onde K, é a matriz de rigidez tangente, 6U é o vetor de deslocamentos incrementais,
OA é um incremento do fator de carga, P é o vetor de cargas de referéncia e Q é
o vetor de cargas residuais do modelo. @ é obtido pela diferenca entre o vetor de
cargas externas e o vetor de forcas equivalentes as tensoes internas F;.
Utilizando-se o Método dos Elementos Finitos, a matriz K; e o vetor F; sao

montados a partir da contribuicao de cada elemento finito. Tal processo se baseia
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em duas operacoes fundamentais:

k¢ = / BTE.BaV, , (6.4)

F¢= | B%odV, (6.5)

Ve

sendo F'¢ o vetor de cargas nodais equivalentes ao estado de tensao corrente de cada
elemento, o as tensoes no elemento finito, k{ a rigidez tangente, B a matriz das
relagoes deformagao-deslocamento, E; a matriz constitutiva tangente e V' o volume
do elemento.

No INSANE, o processo incremental iterativo acima descrito € implementado no

método execute() da classe StaticEquilibriumPath, derivada da classe Soluiton

(Figura [6.3)).

pkg solution J
<<interface>>
Solution Step
+ execute() : void
w 3
/ A\
/
EquilibriumPath g \
/
/ \\
Lls / \
/7 \
StaticEquilibriumPath ModifiedNewtonRaphson StandardNewtonRaphson
+ execute() : void + execute() : void

Figura 6.3: Classes da solugdo com a implementagao do método de Newton-Rapshon.

Conforme mostra a figura [6.3], por meio do mecanismo de composigao, a classe
StaticEquilibriumPath ¢é auxiliada pela classe Step, cujas classes derivadas Stan-
dardNewtonRapshon e ModifiedNewtonRapshon implementam o método ezecute(),
contendo, respectivamente, as versoes padrao e modificada do método de Newton-
Rapshon.

Na figura tem-se a sequéncia de atividades implementada no método ezxe-
cute() da classe StandardNewtonRapshon. O processo de solucao segue o algoritmo

apresentado na figura do apéndice [C|
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No inicio do algoritmo deve-se montar a matriz de rigidez incremental. Portanto,
é requisitado a classe Assembler, pelo método getincrementalCuu(), a referida ma-
triz (Figura . O método getIncrementalCuu(), que por sua vez, evoca o método
getIncrementalC() de cada elemento finito do modelo (Figura[6.5)). A classe Element
¢é auxiliada pela classe ProblemDriver, responsavel por montar a rigidez de um ele-

mento, de acordo com a natureza do problema (Figura .

act Activityl - Solution: getlncrementalCuu())

StaticEquilibriumPath Assembler

O método "execute()" implementa o

algoritmo genérico do método de | : FemAssembler |
solucédo de Newton-Raphson

mostrado no apéndice C. 3

: StandardNewtonRaphson | l execute() ] [ getincrementalCuu() ]7
\L :
\

- { inicializac&o dos vetores ] !

inicializac&o dos vetores de cargas
de referéncia e cargas residuais

Phe - \
\
A partida do método comega com a j [ \L \

\
célculo dos vetores de cargas ] \

incrementais e constantes O processo iterativo inicia-se
\l/ com a obtencéo da matriz de
rigidez incremental do modelo
[ inicio do processo iterativo ] na classe Assembler

Figura 6.4: Inicio do processo de execugao do método de Newton-Rapshon.

actActivity1 - FemAssembler: getincrementalCuu() )

FemAssembler Element ProblemDriver
Os elementos recorrem a classe ProblemDriver para
informar a classe Assembler a sua matriz de rigidez
| : FemAssembler |

L ~SolidMech
,
,

_4[ getincrementalCuu() ];

’

1
4 1
’

’

"
’ O ProblemDriver é responsavel por -I- | : PhysicallyNonLinear |
o método percorre a rr_\ontar as matrize_s necessarias ao -
lista de elementos para sistema de equagdes a ser’solumonados
montar a rigidez global conforme o problema que & getincrementalC(Element e) ]
com a contribuico de reprefse_}ntado, no caso, um problemzi de
cada elemento Mecamca dos Sélidos fisicamente nao N
linear. O método monta matriz

de rigidez de um
elemento solucinoando

k? _ / BTErBd[' aintegral
JV

Figura 6.5: Obtengao da rigidez incremental.
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Observa-se, na figura a indicacao do processo para integracao numérica da
rigidez dado na equacao[6.4 Neste processo, a matriz constitutiva é obtida em cada
entidade do tipo degeneracao do elemento finito. A degeneracao contém informa-
¢oes das propriedades geométricas do ponto de integragao, do material, do modelo
de analise e do modelo constitutivo. A degeneracao também contém dois mapas,
um com as variaveis constitutivas correntes, tais como as deformagoes, tensoes e
as variaveis de dano, e outro com as variaveis constitutivas histéricas. Estes mapas
guardam dados fundamentais para a analise fisicamente nao linear. Assim, para ava-
liacao do tensor constitutivo tangente de cada degeneracao, esse mapas sao passados

como parametros do método mountCt(), da classe “ConstitutiveModel” conforme

mostra a figura [6.7]

actActivity1 - ProblemDriver: getlncrementaICuu())

Element ProblemDriver
l getincrementalC() l | : PhysicallyNonLinear |
/, |
e $[ getincrementalC(Element e) ]

v

Element recorre ao = —
| Integragao Numérica |

ProblemDriver para o -

slculo da rigid Retorna a rigidez

pertinontc ao problema | (20 ASSemoler . . :

P P ki = [ BTE,BdV
Jv

/
.
,
~

4| Retorna a rigidez do elemento I%ﬂl Retorna a rigidez do elemento |

Figura 6.6: Integracao da rigidez tangente de um elemento.

act Activityl - Degeneration: getlncrementaICuu())

ProblemDriver Degeneration ConstitutiveModel
I - PhysicallyNonLinear | A deg_en_era(;ao acessa 0 moglelo
constitutivo para obter a matriz O modelo constitutivo necessita
constitutiva tangente. de informacdes do modelo de
analise, do material e das
[ getincrementalC(Element e) ] , variaveis constitutivas
/

7 ’
7 ’
’

/
Ilntegragéo Numérica I—%[ mountCt() ]—%[ mountCt(AnalysisModel,Material,cv,pv) ]

Figura 6.7: Obtengao da matriz constitutiva tangente para a integragao da rigidez in-
cremental.
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Nas figuras [6.4], [6.5] e tem-se a sequéncia de atividades da solucao na
obtencao da matriz de rigidez incremental.

Seguindo no algoritmo da solugao (Figura do apéndice|C]), com a matriz de ri-
gidez incremental, pode-se calcular os deslocamentos devidos as cargas incrementais
e as cargas residuais (Figura .

Em seguida, (Figura , com os deslocamentos obtidos, é calculado o fator de
carga e as varidaveis do processo de solugao (fator de carga total, cargas incrementais,
cargas residuais, e deslocamento nodais) sdo atualizadas. Com as varidveis atuali-
zadas, pode-se verificar a convergéncia do processo iterativo a partir da condigao de

equilibrio entre as forcas internas e externas.

act Activity2 -Solution: getF() J

Solution Assembler Element ProblemDriver

k¢ = | BTE,BdV
célculo dos vetores de cargas JV
incrementais e constantes

[ inicio do processo iterativo ]———%[ getincrementalCuu() ]——%[ getincrementalC() ]—%[ getincrementalC(Element e) ]

%4 Retorna a rigidez do elemento Ié_' Retorna a rigidez do elemento Ié_| Retorna a rigidez do elemento |

[ Célculo dos deslocamentos devido

as cargas incrementais e as cargas

\|/ F; = ./VBT\GLITV

residuais

Célculo do fator de carga ' O Assembler monta o vetor das forcas devido

aos esforgos internos percorre os elementos do
modelo obtendo assim a contribui¢do de cada
um.

O elemento delega ao ProblemDriver a fungéo I5|

. o ~ da montagem do vetor de forcas internas.
Atualizacéo das variaveis da solugéo ’

Assembler

Caélculo das forcas inernas: ! 4
método getFp() de getFp() getF(Element e)

Figura 6.8: Atividades de obtencao do vetor de forgas internas.

A figura [6.§ também mostra as atividades realizadas para o célculo das forgas

equivalentes as tensoes internas. O procedimento é semelhante ao acima descrito,
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para a obtencao da matriz de rigidez tangente. Para integragao numérica da equacao
[6.1] 0 estado de tensao corrente é obtido em cada degeneragao. Para tanto, os mapas,
com as variaveis histéricas, sao passadas como parametros do método mountDua-

lInternalVariable Vector() da classe “ConstitutiveModel”, conforme mostra a figura

0.9
act Activity2-Degeneration: getF())
Degeneration ConstitutiveModel
[ mountDuallnternalVariableVector(IVector v) ]‘%[ mountDuallnternalVariableVector(IVector v, AnalysisModel am, Material mat, cv, pv) ]
7
’ A N
/
’ N N
/ \
/ N
As degeneragtes, com por intermédio de sua O modelo constitutivo recebe os dados
representagao, fornecem ao modelo necessarios ao célculo das tensdes em cada
constitutivo informagdes do modelo de ponto de integragédo: um vetor (v) com as
analise, material e varidveis constitutivas para deformacdes do ponto de integragao, o modelo de
o célculo de vetor de tensdes andlise (am), os dados do material (mat), as
.F'C — BTG {L’ variaveis constitutivas (cv) e as variaveis historicas
! v (pv).

Figura 6.9: Célculo das tensoes: relacao entre degeneracao e modelo constitutivo.

6.3 Implementacao da Estrutura Tedrica Unificada

As vantagens de um projeto orientado a objetos como o acima descrito sao mui-
tas. Entidades como funcao de forma, elemento finito, ponto de integracao, modelo
de andlise e modelo constitutivo, embora dependentes entre si, podem ser tratadas
de forma geral.

O elemento finito é uma entidade abstrata que, por meio do mecanismo de com-
posicao, se auxilia: (1) da classe Shape, para representar diversas fungoes de aproxi-
macao — unidimensionais de 2, 3 e 4 nds, quadrilaterais de 4, 8 e 9 nés, triangulares
de 3, 6 e 10 nds, hexaédricos de 8, e 20 nds, tetraédricos de 4 e 10 nés; (2) da
classe AnalysisModel, para representar modelos de andlise diversos — trelica plana
e espacial, viga, grelha, pértico plano e espacial, estado plano de tensao, de defor-
magao e axissimétrico, placa e casca de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin, sélido; (3)
da classe Degeneration, para representar os pontos internos dos elementos, onde se

avaliam as tensoes, e os diversos casos de degeneracao da geometria — degeneracao
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da segao transversal em modelos unidimensionais, e da espessura em modelos pla-
nos; (4) da classe ProblemDriver, para representar os diversos tipos de problemas
e suas formulagoes — formulacao paramétrica de elementos finitos para mecanica
dos sélidos, transferéncia de calor, problemas de campo, dentre outros; (5) da classe
ConstitutiveModel, para representar diferentes modelos constitutivos em proble-
mas fisicamente nao lineares.

A classe ConstitutiveModel é especialmente importante para a implementacao
da estrutura tedrica unificada proposta neste trabalho. Esta encapsula as atividades
do modelo constitutivo, ou seja, uma vez que as informagoes dos elementos, formato
da integracao, dados dos pontos materiais, propriedades fisicas do meio e do tipo
de analise sao passadas para o modelo constitutivo, este pode realizar todas as
operagoes necessarias para o calculo do operador tangente e das forgas internas, sem
se remeter diretamente aos elementos finitos, aos pontos de integra¢ao e nem mesmo
ao modelo discreto, seja este do MEF (Método dos Elementos Finitos), ou outras
abordagens tais como o MEFG (Método dos Elementos Finitos Generalizado), MEC
(Método dos Elementos de Contorno) ou MSM (Métodos Sem Malha).

A independéncia do modelo constitutivo pode ser vista nos diagramas das fi-
guras e[6.9 Estes diagramas destacam as duas principais atividades da classe
ConstitutiveModel: célculo da matriz constitutiva tangente (método mountCt()
na figura e do vetor de tensoes (método mountDuallnternal Variable Vector() na
figura em um ponto interno. Nos dois casos, os dados da degeneragao sao pas-
sados para o modelo constitutivo, que é responsavel por calcular as grandezas no
respectivo ponto de integracao (representados pela degeneracao).

As figuras e também mostram que os principais métodos do algoritmo de
solucao da analise nao linear tem seu ponto final no modelo constitutivo. As instan-
cias polimorficas, bem como os mapas, propiciaram a generalizacao do modelo cons-
titutivo e, portanto, a implementacao da estrutura tedrica unificada se beneficiou

desta organizacao. A referida implementacao alterou as classes ConstitutiveModel,
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Material, Degeneration, AnalysisModel ¢ ConstitutivePointModel.

A classe abstrata ConstitutiveModel contém métodos capazes de generalizar
as atribuicoes e funcionalidades dos modelos constitutivos do sistema.

As implementagcoes realizadas neste trabalho mudam a forma de funcionamento
do modelo constitutivo no contexto das implementacoes computacionais. Até entao,
cada modelo era implementado em uma classe herdeira direta de ConstitutiveModel
e as atribuicoes de generalizagao eram limitadas ao préprio modelo constitutivo, que
delegava ao modelo de andlise as defini¢oes dos tensores de rigidez, ou flexibilidade,
fazendo com que o modelo de analise tivesse que ser adaptado para cada novo mo-
delo constitutivo inserido no sistema, tornando custosa a implementacao de novos
modelos devido a constante expansao, ou adaptacao, dos tipo de analise.

Como apresentado nos capitulos[3|e[d], o modelo constitutivo passa a ser formado
por funcoes potenciais e seus respectivos gradientes, que resultam em um conjunto
de operagoes tensoriais capazes de lidar com os tensores secante, os operadores tan-
gentes, os gradientes das funcoes e as condic¢oes de carregamento e descarregamento.
Assim, as operacoes da estrutura tedrica unificada e as particularidades de cada mo-
delo sao atribuidas a um conjunto de classes, criadas com o propdsito de responder
pelas parcelas que compoem as operagoes comuns e generalizar o uso do modelo
de analise, evitando sua constante refatoragao. Este conjunto de classes foram de-
nominadas de “Filters”. As implementacoes sao tais que cada “Filter” contém as
informacoes do respectivo modelo constitutivo que ele quer representar e as hipo-
teses do modelo de analise. Cada “Filter” trata o modelo constitutivo no formato
tensorial, de modo que o modelo de anédlise forneca as componentes de cada ten-
sor (de rigidez, de flexibilidade, de tensao e de deformagao) necessirias para sua
montagem.

A figura apresenta a nova heranca de classes de ConstitutiveModel (a he-

ranga completa pode ser vista no apéndice [F]). Observa-se que a classe abstrata para
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o modelo constitutivo geral, UnifiedConstitutiveModel, apresenta duas especiali-
zagoes: as classes UCMSingleLoadingFunction e UCMMultipleLoadingFunction.
Estas especializagoes que especificam as formulagoes com uma funcao de carre-
gamento (UCMSinglelLoadingFunction) e com multiplas fungées de carregamento
(UCMMultipleLoadingFunction), foram adotadas visando melhor organizacao do

c6digo e melhor desempenho.

pkg constitutiveModel J

ConstitutiveModel

JAN

LinearElasticConstModel
ElastoPlasticConstModel

I
MicroplaneConstModel | SmearedCrackingConstitutiveModel

PolarVonMisesConstModel |

UnifiedConstitutiveModel

OnePointConstModel

ScalarDamageConstitutiveModel

CrackingConstModel

- filter

| UnifiedConstitutiveModelFilter

| UCMSlngIeLoadmgFunctlon| | UCMMuItlpIeLoadlngFuncnonl

Figura 6.10: Hierarquia de classes de ConstitutiveModel.

A figura também mostra que a classe UnifiedConstitutiveModel possui
uma instancia de UnifiedConstitutiveModelFilter, a superclasse do conjunto de
classes que formam a camada “Filter”. A figura mostra a heranca de Unifi-
edConstitutiveModelFilter com todas as classes para os modelos constitutivos

implementados, a saber:

pkgfiter )

AN
A
[
| ElastoPlasticConstitutiveModelFilter I

/\ /\
S " ‘ [
[ormovepcomsimmmaoserver] [Wiri - or | [ e rr—— wer]  [ovepecorsuueoseriver]

Lﬁ
1 | E— [ ] | |

| MLFOCMFixedSCSoIidFiIlerl I MLFOCMFixedSCl | MLFOCI idFil “ MLFO! i i | I SLFOCMSODamageDeEorstFilter|
I MLFOCMFixedSCl il ” MLFOCMFi; i icFil |

I I

i “ MLFOC

IMLFnr i i I IMLFnr cFil ”SLFf‘ i I

| MLFO! il ” MLFICI i i il I

[ [ 1
| SLFICMSIDamageMazars H SLFICMDeVree ” SLFICMMazars ” SLFICMJu " SLFICMMazarsLemaitre I

" SLFICMKi || SLFICML

|SL

| | SLFICMSI

Figura 6.11: Hierarquia de classes de ConstitutiveModelFilter.
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O modelo constitutivo realiza todas as operagoes pertinentes a solu¢ao do modelo,
delegando as especificidades de cada um aos respectivos “Filters”. Desta forma, ope-
ragoes mais genéricas, como a obtencao do tensor de rigidez elastico (mountCy(...)),
obtencao do tensor de rigidez secante (mountCs(...)) e atualizacdo das variaveis
constitutivas (update(...)) podem ser tratadas em classes mais gerais da heranga. A
figura apresenta as atividades mais gerais do modelo constitutivo unificado.

Além dos métodos mencionados tem-se o calculo das tensoes pelo método mount-
Duallnternal Variable(...) e do operador tangente pelo método mountCt(...). As ten-
soes sao obtidas pelo produto entre o tensor de rigidez e o de deformagoes ou proveni-
entes de um algoritmo de retorno. O operador tangente é obtido pela equacgao geral
Estas atividades sao implementadas em classes especializadas conforme mostra
a figura[6.13] Para realizar estas atividades, as superclasses de ConstitutiveModel
solicitam ao respectivo “Filter” que forneca as parcelas que compoem as operagoes

gerais da estrutura tedrica unificada, apresentadas no capitulo [3|

actUnifiedConst.Model)

ConstitutiveModel

Filter

UnifiedConstitutiveModel |

| UnifiedConstitutiveModelFilter

l mountC(...) |I

getElasticTensor(...) ]

mountCs(...) S

\
A montagem dos tensores elasticos (mountC(...))
e secantes (mountCs(...)) séo delegados aos
"Filters".

N
~

N
N
N

N

\
\

\
\

\
getSecantTensor(...) \
\

\

\
\
\

\

e )

update()

\
Cada "Filter" apresenta
a implementacéo
particular de cada
modelo constitutivo

Figura 6.12: Modelo constitutivo unificado: obtencao dos tensores de rigidez elastico e

secante e atualizacao das variaveis.
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act UCM Single/Multiple Const. Model)

ConstitutiveModel Filter

4| UnifiedConstitutiveModel | | UnifiedConstitutiveModelFilter

I UCMSingleLoadingFunctionModel |

| UCMMultipleLoadingFunctionModel F métqc:oslnzcessériods
ao calculo do operador

tangente e ao célculo
das tensdes

(RSN |

mountCt(...)

%[ mountDuallnternalVariableVector(...) JIE

Figura 6.13: Modelo constitutivo unificado: obtencao do operador tangente e calculo
das tensoes.

Para descrever a interacao entre o modelo constitutivo e o respectivo “Filter”
sao apresentados os diagramas de atividades (Figuras e do processo de
obtencao do operador tangente e do calculo das tensoes, para o modelo constitutivo
de dano volumétrico.

O calculo do operador tangente é baseado na equacao [3.50} repetida a seguir:

1,

1
E%kl = Eiju + I:I_mmij'ﬁ'nkl . (6.6)

nm
Na sequéncia de atividades, mostrada na figura [6.14] observa-se a solicitacao ao
“Filter” correspondente das parcelas do tensor secante (), do tensor pds-critico
(Hpm), do tensor dos gradientes das fungoes de carregamento (7i,) e do tensor de
degradacao (Mm;).

A figura mostra a sequeéncia de chamadas realizadas pelo modelo constitu-
tivo para o calculo das tensoes. Para tanto, tem-se a chamada do método update-
Constitutives Variables(...), que atualiza as variaveis constitutivas para o estado de

deformagoes corrente, para, em seguida, calcular as tensoes.
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actop Tangente Const Model x Filter)

ConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModelFilter

UCMMultipleLoadingFunctionModel |

mountCt(...)

O modelo constitutivo
delega ao "Filter" as
fungdes de montagem
dos tensores para o
calculo do operador
tangente

t _ _
‘igkl — Ei'jM + E Mmig Mnkl
nm

| MLFICMVolumetricDamageModelFilter

getSecantTensor(...) I Ei'jH

[ getLoadingFunctionPotential(...) ]ﬁnk?

getinelasticPotential(....) ﬁz?‘n:_}

[getHardeningSofteningPotential(...) ] H

nm

Os termos tensoriais necessarios ao
célculo do operador tangente sdo
implementados nos "Filters" especificando
as caracteristicas proprias de cada
modelo constitutivo

Figura 6.14: Modelo constitutivo unificado: obtengao operador tangente.

act Stress Const Model x FiIter)

ConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModelFilter

| UCMMultipleLoadingFunctionModel

[ mountDuallnternalVariableVector(...)

~

J

algoritmo de retorno ou por uma
operagao prescrita

O célculo das tensdes pode ser por um

MLFICMVolumetricDamageModelFilter |

[updateConstitutivesVariables(...) ]

1
1
1

[ getSecantTensor(...) ] /

1

1
1
L

O método realiza todas as operagdes
necessarias ao modelo constitutivo, como, por
exemplo, o calculo do estado de degradagao do
material, a atualizagdo as variaveis histéricas e a
avaliagéo das condigdes de carregamento e
descarregamento para o estado de deformagao
ou tensdo corrente.

Figura 6.15: Modelo constitutivo unificado: calculo das tensoes.

6.3.1 Classe Material

A figura mostra o diagrama de classes de Material e suas sub classes, para

os materiais implementados.
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pkg material J

JAN

LinearP

s
Damageable
-7 | DeVreeMaterial | | MazarsLemaitreMaterial |
Steel [~~~ e AN
. N
. N

LemaitreChabocheMaterial JuMaterial
" | W
N | [

N | MazarsMaterial |

[ siinearp

VolumetricMaterial

Concrete I ) ) | | SimoJuMaterial | | LinearMaterial |
| ConcreteCarreira | | s \B1 | | c N | | FMBMBilinear ” FMBMCarreiralngraffea ” FMBMCarreira ” FMBMStandardTrlllnearl
| ConcreteEC2 || ConcreteSun1993 | I FMBMBilinearingraffea || FMBMBilinearCarreira || FMBMTrilinear || FMBMCarreiraBilinear

Figura 6.16: Hierarquia de classes de Material.

A classe abstrata Material possui os métodos necessarios para descrever as pro-
priedades dos diferentes materiais, sejam elas propriedades secantes ou tangentes.
Os diferentes materiais sao representados por subclasses herdeiras de Material que
tém como atributos seu identificador e um mapa contendo os valores necessarios
para caracterizar material (médulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, coefici-
ente térmico etc).

Cada modelo constitutivo esta associado a um tipo de material adequado. Por
exemplo, o modelo de fissuracao distribuida estd associado aos materiais do tipo
FractureMechanicsBasedMaterials. A interface Damageable foi criada para per-
mitir que os materiais cuja degradacao é baseada em leis tensao-deformagao, também
sejam capazes de computar esta degradacao em termos de variaveis de dano.

Os materiais cuja degradacgao é descrita por leis de evolucao de dano possuem
uma ou mais instancias da classe DamageLaw, que possui a forma da fungao de dano.
A figura mostra a associagao de DamageLaw e sua heranga com as respectivas

classes especializadas de Material.
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pkg material J

| MazarsLemaitreMaterial

MazarsMaterial

| VolumetricDeviatoricMaterial |

LemaitreChabocheMaterial

DeVreeMaterial

JuMaterial

VolumetricMaterial N
Jowero]
2]

SimoJuMaterial

DamageLawPolynomial DamagelLawBiLinear DamageLawExponential DamagelLawLinear

DamageLawContinuumPolynomial

Figura 6.17: Hierarquia de classes de DamageLaw.

As instancias de DamageLaw podem assumir diversas formas para a evolucgao de
dano, conforme indicam as subclasses. A implementacao das fungoes de evolucao é
ilimitada e deve se manter independente do material, pois assim poderao ser aplica-

das aos diversos modelos constitutivos.

6.3.2 Classe Degeneration

A classe Degeneration representa a degeneracao na geometria do elemento. As
degeneracoes sao compostas por uma lista de pontos materiais e sao representa-
das por objetos do tipo Representation. O diagrama da figura apresenta a
heranca da classe abstrata Degeneration e a associacao entre a degeneracao, sua
representacao e seus pontos materiais.

As classes para degeneragoes foram alteradas com duas finalidades. A primeira
foi permitir a persisténcia de dados de grandezas internas dos modelos constitutivos
como tensao, deformacao e varidaveis de dano. A segunda alteracao compreendeu
apenas as degeneracoes do tipo CrossSection e Thickness. Estes tipos de degene-
ragoes, respectivamente, sao usadas para representar uma segao transversal genérica,
composta por um conjunto de pontos materiais, e um espessura formada por multi-

plas camadas.
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pkg degeneration J

| ArrayList<MaterialPoint>

/\

Representation

I MicroplaneConstModel |

MicroplanePoint

_/

| PrescribedDegeneration

Solid | | Thickness

| CrossSection

| MicroplaneDegeneration

il

Aﬁ I

| XFEMPrescribedDegeneration | l
| MicroplaneDegenerationLeukart

| MicroplaneDegenerationMicrostretch |

| MicroplaneDegenerationMicropolar |

| MicroplaneDegenerationOzbolt

Figura 6.18: Hierarquia de classes de Degeneration.

Na figura [6.19] mostra-se a classe MaterialPoint.

A classe MaterialPoint

representa um ponto no meio material e que tem como propriedades um objeto

IPoint3d, que o representa como um ponto no espaco, um objeto IVolume, que

representa sua propriedade geométrica discreta, um objeto Material, um objeto

ContinuousPointModel e um objeto ConstitutiveModel. Possui ainda duas ma-

pas que armazenam variaveis dependentes do seu modelo constitutivo.

pkg materialPoint J

| Material
| ConstitutiveModel | \f\

MaterialPoint

ContinuousPointModel |

IVolume

IPoint3d

| MicroplaneMaterialPoint

Figura 6.19: Hierarquia de classes de MaterialPoint.

6.3.3 Classe AnalysisModel

AnalysisModel é a super classe que representa os tipos de andlise implementadas

no INSANE. As subclasses de AnalysisModel, que foram alteradas, podem ser

vistas na figura [6.20}
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pkg analysisModel J

AnalysisModel

I I |
Solid Plane Line
I I | I I |
Axisymmetric PlaneStrain PlaneStress Line_1D Line_2D Line_3D

Figura 6.20: Hierarquia de classes de AnalysisModel.

A classe abstrata AnalysisModel possui métodos para fornecer informagoes, de-
pendentes do modelo de analise, necessarias ao modelo. As classes da heranca re-
presentam os diversos modelos de andlise e respondem, de forma especializada, por
informagoes como: numero de graus de liberdade, variaveis de estado e varidveis
internas de cada modelo (deformagdes e tensoes).

As classes foram alteradas de modo a generalizar os modelos de andlise e tornar
a implementagao dos modelos constitutivos independentes, permitindo a criacao de
novos modelos constitutivos sem a necessidade de refatorar os modelos de anélise.
Os modelos constitutivos foram implementados na forma tensorial, portanto, foram
criados métodos nos modelos de andalise capazes de representar matricialmente os
tensores de rigidez e flexibilidade.

Da mesma forma que a classe AnalysisModel responde por proriedades da dege-
neracao, a classe ContinuousPointModel responde por propriedades dos pontos ma-
teriais que compoem um degeneracao. Assim, a classe abstrata ContinuousPointMo-
del pode ser entendida como um modelo de anélise aplicado ao ponto material. As
classes que implementam ContinuousPointModel (Figura Sa0 responsaveis
por informar os tensores necessarios aos modelos constitutivos, quando a estrutura

tedricas unificada é aplicada a cada ponto material.



147

pkg continuousPointModel )

ContinuousPointModel

JAY
I I I |

EulerPoint TimoPoint KirchhoffPlatePoint ReissnerMindlinPlatePoint

Figura 6.21: Hierarquia de classes de ContinuousPointModel.

Observa-se que para a analise fisicamente nao linear com elementos de pértico
espacial segundo as teorias de Euler e Timoshenko, adotando a técnica de decompo-
sicao da se¢ao transversal, e com elementos de placas segundo as teorias de Kirchhoff
e Reissner-Mindlin, com decomposicao da espessura em camadas, foi necessario al-
terar o tratamento do ponto material, visando uma abordagem tensorial das tensoes

e deformacoes.



Capitulo 7

Exemplos de Aplicacao dos Modelos
Implementados

Neste capitulo sao apresentados exemplos de aplicacao dos diversos modelos cons-
titutivos implementados, visando ilustrar cada modelo e ressaltar as caracteristicas
individuais de cada um.

Os varios modelos de analise sao ilustrados em exemplos bésicos, visando mos-
trar as diversas aplicagoes possiveis, destacando-se o uso dos modelos constitutivos,
tanto no ambito das degeneracoes quanto no ambito dos pontos materiais que as
representam. As varias propostas de leis de evolucao do dano estao apresentadas de
modo a expor as diferencas entre cada uma e seus reflexos diretos no comportamento
do material e na resposta do modelo.

Os parametros de cada modelo constitutivo adotados, quando nao explicitados
na referéncia original, foram obtidos por meio de ajustes baseados em simulagoes
numéricas dos ensaios de tracao e compressao uniaxiais, como exemplificado no

apéndice [G

148
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7.1 Modelos Constitutivos Implementados

Os modelos constitutivos implementados sao agora apresentados em um exem-
plo de tracao axial modelada com elementos finitos planos. Este exemplo permite
ilustrar todos os modelos implementados, pois, devido a simplicidade dos estados de
tensao e deformagao envolvidos, todos eles produzem respostas equivalentes.

A configuracao geométrica, as condicoes de contorno e a discretizagao utilizada
(16 elementos planos quadrilaterais de 4 nds) para uma chapa em estado plano de

tensdo, estao ilustradas na figura [7.1}

1,0 m

il | 1 11

1,0m

“ >
R q=1,0 MN/m

1,0 m

Figura 7.1: Modelos de tragao direta.

Empregaram-se parametros do material e fun¢des de dano pertinentes a cada
modelo constitutivo. Em comum, o mddulo de elasticidade de 20000,0 M Pa e
o coeficiente de Poisson de 0,2. Os parametros de cada modelo constitutivo sao
listados abaixo:

Modelo de Dano Volumétrico: Tracao - a = 0,999; 5 = 1950, 0; kg = 0,000095;
Compressao - a = 0,999; 5 = 500,0; ko = 0,00065; Funcao de dano exponencial
dada pela equacao [E.8

Modelo de Fissuracao Distribuida: f. = 20,0 M Pa; f, = 2,0 M Pa; . = 0,002;
Gy =0,00002 MN/m; h = 0,05 m; 5, =0,05; Leis tensdo-deformagao de |Carreira
e Chu (1985) na compressao (equagao[E.2)) e Boone et al| (1986) na tragao (equagao
E1).

Modelo de Dano Ortotrépico, |[de Borst e Gutiérrez (1999): o = 0,85;

B = 5000, 0; kg = 0,0001; Funcao de dano exponencial dada pela equacao [E.8
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Plasticidade com Critério de von Mises: H = —2000,0 M Pa; o, = 2,0 M Pa.
Lei de “softening” linear.

Modelo de Dano de Mazars (1984): o, = 0,95; 5, = 10000,0; o, = 1,0;
Be = 3000, 0; ko = 0,0001; Funcao de dano exponencial dada pela equagao [E.10]
Modelo de Dano Isotrépico de Mazars| (1984) Simplificado: o = 0,999;
8 =1789,0; ko = 0,0001; Funcao de dano exponencial dada pela equacao
Modelo de Dano Isotrépico de Mazars e Lemaitre (1984): «a = 0,999;
B = 2000, 0; kg = 0,000104; Funcao de dano exponencial dada pela equacao [E.8]
Modelo de Dano Isotrépico de Lemaitre e Chaboche (1990): « = 0,999;
S = 2000, 0; ko = 0,000104; Fungao de dano exponencial dada pela equacao [E.§
Modelo de Dano Isotrépico de Simo e Ju (1987): a = 0,999; 5 = 15,0;
ko = 0,0145; Funcao de dano exponencial dada pela equacao [E.8|

Modelo de Dano Isotrépico de Ju (1989): o = 0,999; 8 = 15,0; ko = 0,00011;
Fungao de dano exponencial dada pela equagao |E.8|

Modelo de Dano Isotrépico de|de Vree et al. (1995): o = 0,999; 8 = 2550, 0;
ko = 0,000135; Funcao de dano exponencial dada pela equagao [E.§

Os dados apresentados para as funcoes de dano variam em cada modelo, sendo
valido ressaltar que, mesmo com leis de evolucao de dano semelhantes, as diferen-
cas entre os modelos constitutivos impossibilita a correspondéncia exata entre os
parametros adotados.

Para solucao das equagoes nao lineares foi adotado o método de controle direto
de deslocamento, com incremento de 0,000005 m do deslocamento horizontal na
extremidade carregada da chapa e tolerancia de 1 x 10~*, absoluto em deslocamento
e/ou em forga.

As trajetérias de equilibrio foram obtidas e, para cada modelo, as curvas “Fator
de carga x Deslocamento Horizontal” da extremidade da chapa estao apresentadas

nas figuras [7.2] e [7.3] Nas figuras [7.4] e [7.7 tem-se a variagao do “Dano X

Deformacao Axial” e da “Integridade x Deformacao Axial” ao longo da anadlise.
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Fissuracéo Distribuida
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Deslocamento horizontal da extremidade (m)
(b)

Plasticidade com "Softening"
Critério de von Mises
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Figura 7.2: Trajetéria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento horizontal da ex-

tremidade.
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Figura 7.3: Trajetéria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento horizontal da ex-
tremidade.
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Figura 7.4: Variacdo do Dano e da Integridade: Dano x Deformagao axial (g, ); Integri-
dade x Deformacao axial (g;)
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Figura 7.5: Variacdo do Dano e da Integridade: Dano x Deformagao axial (g, ); Integri-
dade x Deformacao axial (g;)
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Figura 7.6: Variacdo do Dano e da Integridade: Dano x Deformagao axial (g, ); Integri-
dade x Deformagao axial (e,)
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Figura 7.7: Variacdo do Dano e da Integridade: Dano x Deformagao axial (g, ); Integri-

dade x Deformagao axial (e,)
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7.1.1 Variacao da Funcao de Dano

Com excecao do modelo constitutivo de plasticidade, em que foi adotado um
comportamento pos-critico linear, para os modelos apresentados, utilizou-se uma
variacao exponencial para a degradagao do material. Entretanto, varias formas de
variacao do dano podem ser usadas. No apéndice |[Efsao apresentadas diferentes leis
tensao-deformacao e funcoes de evolugao de dano passiveis de serem usadas junto
com os modelos constitutivos apresentados.

Continuando com o exemplo de tragao direta, adotando o modelo de dano vo-
lumétrico, sao apresentadas as fungoes de dano exponencial, polinomial, linear e
bilinear, expondo seus diferentes comportamentos no que diz respeito ao processo
de degradagao. Os parametros de cada fungao de dano sao variados em quatro ca-
sos, cujos dados estdo especificadas na tabela [7.I] Além dos parametros citados
adotou-se mddulo de elasticidade de 20000,0 M Pa e coeficiente de Poisson de 0, 2.
Nos gréficos das figuras[7.8a,b,c,d tem-se as trajetérias de equilibrio da extremidade

da chapa tracionada para as quatro formas de evolucao.

Tabela 7.1: Parametros das fungoes dano para a tracao.

Fung¢ao Exponencial Funcao Linear
1 2 3 4 1 2 3 4
o 0,999 0,999 0,999 0,999 KO 0,00009  0,00009 0,00009 0,00009
B 2050 2550 3050 3550 Ky 0,001 0,0008 0,0006 0,0004
KO 0,00009 0,00009 0,00009 0,00009
Fungao Polinomial Funcao Bilinear
1 2 3 4 1 2 3 4
fe 1,0 1,0 1,0 1,0 K0 0,00009  0,00009 0,00009 0,00009
KO 0.00016 0.00014 0.00012 0.0001 Ker 0,0004 0,0003 0,000225 0,00016875
E 11111,111 11111,111 11111,111  11111,111 | Ky 0,0013  0,00095 0,0007125 0,000534375
fo 2,0 2,0 2,0 2,0
fer 1,0 1,0 1,0 1,0
fu 0,0 0,0 0,0 0,0

Na tracao direta nao ha efeito do dano por compressao. Assim, assumiu-se funcao
de dano polinomial com f, = 12,0 M Pa, ko = 0,002 ¢ E = 11111, 111 M Pa, para
todos os casos analisados. Para a solugao empregou-se o método de controle direto
de deslocamento, com incremento de 0,000011 m do deslocamento horizontal na

extremidade da chapa e tolerancia de 1 x 1074
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2 2
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15 —— exponencial 4 15 —— polinomial 4
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(d) Dano Bilinear

Figura 7.8: Trajetorias de equilibrio com diferentes fungoes de dano.

A variacao dos parametros teve o proposito de modificar a intensidade do cres-
cimento do dano. Tal fato pode ser observado no ramo descendente das trajetorias
de equilibrio apresentadas na figura [7.8] O aumento da inclina¢ao da curva indica
um crescimento mais acentuado do dano, refletindo diretamente na ductilidade do
material. A figura[7.9 mostra os resultados obtidos com quatro formas de evolugao,
para os parametros para o primeiro caso. A figura permite comparar qualitativa-
mente os resultados e observar que, embora os respectivos parametros nao admitem

uma equivaléncia exata, as curvas apresentam um comportamento similar.
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Figura 7.9: Comparagao entre as diferentes fungoes evolugao do dano.

Assim como nas curvas tensao-deformacao da figura os reflexos da variacao
dos parametros das fungoes de dano podem ser observados em termos do dano e da
integridade. As figuras e mostram a variacao do dano e da integridade com
as deformagoes axiais ao longo da andlise. As figuras[7.12)e mostra os resultados

obtidos com quatro formas de evolugao, para os parametros para o primeiro caso.

1 1
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€ 05 71 Z 05 +
e g
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0 —— 0 — — f
0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011 0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011
Deformagéo Deformagéo
(a) Fungao de dano exponencial (b) Funcao de dano exponencial

Figura 7.10: Variacdo do Dano e da Integridade: Dano x Deformacao axial (¢,); Inte-
gridade x Deformagao axial ().



160

1 1 4
—o— polinomial 1
—— polinomial 1
- —=— polinomial 3
0,75 T+ 075 + 4 —— polinomial 4
3
° g
§ 05 T g) 05 T
=
025 | —D—pol?nom?all 025 +
I —— polinomial 1
—=— polinomial 3
—— polinomial 4
0 R 0 $
0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011 0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011
Deformagéo Deformagéo
(¢) Fungéo de dano polinomial (d) Fungéo de dano polinomial
1 1 -
—o— linear 1
—— linear 2
L —=—linear 3
0,75 + 0,75 + —— linear 4
D
o [ g
§ 0,5 -: p%’ 05 +
=
0,25 + —o—linear 1 0,25 +
—— linear 2
——linear 3
- ——linear 4
0 ey . 0
0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011 0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011
Deformagéo Deformacéo
(e) Fungdo de dano linear (f) Funcao de dano linear
1 1
—o— bilinear 1
—— bilinear 2
L 3 ) —=— bilinear 3
0,75 T+ 0,75 + % —— bilinear 4
]
2 05 1 2 o051
8 1 ‘;-,3 i)
=
025 + f —o— bilinear 1 025 1
p —— bilinear 2 -
—=— bilinear 3
F —— bilinear 4
0 e — 0

0 0,000275 0,00055 0,000825 0,0011
Deformagdo

(g) Fungao de bilinear

Figura 7.11: Variagao do Dano e da Integridade:
gridade x Deformagao axial ().
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7.2 Diferentes Modelos de Analise

Os modelos constitutivos implementados podem ser aplicados a diferentes mode-
los de anélise e, para exemplificar este potencial, sao apresentados alguns exemplos
ilustrativos, com destaque para diferentes tipos de estruturas. Os modelos constitu-
tivos adotados em cada exemplo foram escolhidos por conveniéncia, entretanto sao

aplicaveis a todos os modelos de anélise.

7.2.1 Modelo de Estado Plano de Tensao

Neste exemplo, uma viga biapoiada é modelada com elementos quadrilaterais de
8 ndés. A configuragdo geométrica, o carregamento, as condigbes de contorno e a
malha de elementos finitos sao mostradas na figura

Foi adotado o modelo de dano isotrépico com deformagao equivalente de
e variacao exponencial, do dano dada pela equagao . Como mostrado
na figura [7.14] visando simular uma regido fissurada, as propriedades do material,
naquela regiao, foram modificadas supondo a perda de resisténcia em decorréncia
da degradagao do meio. Considerou-se médulo de elasticidade de 20000,0 N/mm?,
coeficiente de Poisson de 0,2 e fungao de dano com a = 1,0, 8 = 1790,0 e kg =
0,0001, na regiao degradada, o valor de kg foi reduzido para 0, 00008.

q=0 NVWMO
RN EEEEEENREERR [ |

300 mm

t=150 mm

h

regido fissurada

L =2000 mm |_ ..................... J

Y

Figura 7.14: Modelo de estado plano de tensoes.

As trajetorias de equilibrio foram obtidas usando controle direto de desloca-

mento, sendo controlado o deslocamento vertical do né central inferior da malha,
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com incremento de deslocamento igual a —0,015 mm e tolerancia de 5 x 1074, A
trajetoria de equilibrio do né controlado é mostrada na figura [7.15

12

96 T+

72 T

48 +

Fator de carga

24 1

0 0,28 0,56 0,84 1,12 14
Deslocamento (mm)

Figura 7.15: Trajetéria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento.

7.2.2 Modelo de Estado Plano de Deformacao

Para ilustrar uma analise em estado plano de deformacao, uma barragem, ilus-
trada na figura [7.16, é modelada com elementos finitos triangulares de trés nos.
A barragem estd submetida a um carregamento triangular constante e uma carga

concentrada incremental.

1,0m

LN ponto de aplicagio —‘ TN

carga incremental

q=0,04905 MN/m
P=1,0 MN

50m

3,0m

Figura 7.16: Detalhes da geométricos e malha de elementos finitos.

Para solucao, foi adotado controle de deslocamento generalizado com um fator

de carga inicial de 0, 1 e tolerancia de 1 x 107*, sendo o incremento aplicado & carga
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P. Este método foi proposto por Yang e Shieh|(1990) e baseia-se no controle de uma
grandeza, denominada deslocamento generalizado, que relaciona os deslocamentos
incrementais, de todos os graus de liberdade do modelo, em dois passos sucessivos
(ver apéndice . A trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento hori-
zontal do ponto de aplicagao da carga incremental é mostrada na figura[7.17]

2

16 +

12 1

08 T+

Fator de carga

04

0 0,0045 0,009 0,0135 0,018 0,0225
Deslocamento (m)

Figura 7.17: Trajetoria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento.

Foi usado o modelo de dano volumétrico, com lei de evolugao polinomial (equagao
, considerando médulo de elasticidade de 30000,0M Pa, coeficiente de Pois-
son de 0,2 e os parametros de dano: kg = 0,0002825, f. = 1,85 MPa e E =
16666, 666 M Pa, para tracio, e ko = 0,005, f. = 11,1 M Pa e E = 16666, 666 M Pa,

para compressao.

7.2.3 Modelo Axissimétrico

Neste exemplo, modela-se um reservatoério cilindrico axissimétrico. Foram con-
siderados dois materiais, um elastico linear para a base do reservatério, e o outro,
simulando concreto, para a parede. As dimensoes e os detalhes da malha de elemen-
tos finitos estao ilustrados na figura [7.18]

Utilizou-se o modelo de dano de [Mazars| (1984) com Ey = 20000,0 N/mm?, v =
0,2, B; = 15000,0 e 8. = 10000, 0, oy = 0,95, a. = 0,7 e kg = 0,0001. Para anédlise
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nao linear, foi empregado o método de controle de deslocamentos generalizados, com
incremento de carga inicial de 0,003 e tolerancia para a convergéncia de 1 x 1074,
elementos triangulares de 6 nos
\I.j — + q=17,658 N/mm /
; h=1800 mm

|

l b= 1000 mm
| t=100 mm
|

|

|

h

paredes de concreto

q deslocamento maximo

/ 1 base com material
| 2t elastico linear 1

»

»

3 3 W 3 ¥ Yy

b 't 0,5b

Figura 7.18: Modelo axissimétrico.

A figura[7.19)apresenta a trajetdria de equilibrio do ponto de maior deslocamento

horizontal da parede do reservatério (Figura |7.18]).

0,02

0,016 +

0,012 +

0,008 +

Fator de carga

0,004 +

L e
0 0,16 0,32 0,48 0,64 08

Deslocamento (mm)

Figura 7.19: Trajetéria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento.

7.2.4 Modelo de Placa de Kirchhoff

Utilizando o modelo de fissuragao distribuida e leis tensao-deformagao de

reira e Chul (1985), para compressao (equagao [E.2), e de |Boone et al| (1986), para

tragao (equagao [E.1)), uma placa fina retangular foi modelada com elementos finitos
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retangulares baseados na teoria de Kirchhoff. A figura[7.20] apresenta os detalhes do

modelo e da malha de elementos finitos.

q=1 MN/m’

b=8,0m

elementos "MZC"
retangulares de quatro nos

placa simplesmente
apoiada

—_——

Figura 7.20: Modelo de placa de Kirchhoff.

As propriedades do material para cada uma das 40 camadas sao dadas por:

Ey = 20000,0 MPa, v = 0,2, f. = 20,0 MPa, f; = 2,0 MPa, ¢. = 0,002,

Gy =0,00006 MN/m, h =0,05me §, =0,05.

Para a

obtencao das trajetorias de equilibrio foi usado o método de controle de

comprimento de arco cilindrico, com fator de carga inicial de 0,0001 e tolerancia de

1 x 1074, A figura apresenta o grafico “Fator de carga x Deslocamento” para o

nd central

Fator de carga

da malha.

0,0012 [
0,00096 -
0,00072 -
0,00048 -

000024 + /

0 0,065 0,13 0,195 0,26 0,325
Deslocamento (m)

Figura 7.21: Trajetéria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento.
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7.2.5 Modelo de Placa de Reissner-Mindlin

Uma placa anular com carga distribuida na borda interna foi modelada com ele-
mentos quadrilaterais de quatro nds segundo a teoria de placas de Reissner-Mindlin.

Os detalhes do modelo estao especificados na figura [7.22]

Figura 7.22: Modelo de placa de Reissner-Mindlin.

A espessura da placa foi discretizada em 50 camadas de 0,004 m de altura. Assim
como no exemplo anterior foi adotado o modelo de fissuracao distribuida, com leis
de (Carreira e Chul (1985), para compressao, e de [Boone et al. (1986)), para tragao.
Os parametros do material sao: FEy = 28000 M Pa, v = 0,2, f. = 25,0 M Pa,
fi=2,5 MPa,e.= 0,002, Gy = 0,000l MN/m, h=0,075 m e (3, =0, 05.

As trajetérias de equilibrio foram obtidas com o método de controle de deslo-
camentos generalizados, adotando-se fator de carga inicial de 0,005 e tolerancia de
1 x 107*. A trajetéria de equilibrio do deslocamento vertical, de um dos pontos de

maior deslocamento, pode ser vista na figura [7.23]
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0,048

0,032

Fator de carga

0,016

0 4 | | | |
0 0,24 0,48 0,72 0,96 1,2

Deslocamento (m)

Figura 7.23: Trajetorias de equilibrio: Deslocamento vertical x Fator de carga.

7.2.6 Modelo Solido

Os fenomenos de localizacao de deformagoes podem ser simulados com exemplos
simples de tragao direta, como o da barra prismatica mostrada na figura Para
induzir a localizacao, admite-se uma regiao menos resistente no interior da mesma,
representando a degradacao do meio. Assim, a barra foi discretizada com trés ele-
mentos finitos hexaédricos de oito nods, reduzindo-se a resisténcia a tragao do ele-
mento central. Desta forma, o elemento menos resistente tem seu comprimento redu-
zido gradualmente, visando de localizar o dano em uma regiao cada vez menor. Para

tanto foram analisados cinco modelos distintos com ¢ = 0, 5;1,0;2,0;3,0;4,0 m.

L material menos
. resistente
"= )

né de controle de deslocamento

Figura 7.24: Modelo sélido.
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Foi adotado o modelo constitutivo de Mazars e Lemaitre (1984) com médulo

de elasticidade de 20000,0 M Pa, coeficiente de Poisson de 0,2 e funcao de dano
exponencial, dada pela equagao [E.8 com os parametros: o = 0,99, 5 = 1500 e
ko = 0,00011. Na regiao degradada adota-se kg = 0,00008. Para a obtencao das
trajetorias de equilibrio, empregou-se o método de controle direto de deslocamento
com incremento de 0, 00002 m do deslocamento horizontal do né destacado na figura
e tolerancia de 1 x 107%. As trajetérias de equilibrio para o deslocamento

horizontal da extremidade da barra, para os 5 modelos analisados, sao mostradas

na figura [7.25]

0,8
3 —o—¢=0,5m
—o—¢=1,0m
I ———¢=2,0m
0,64 T o—¢=3,0m
¢c=4,0m
g L
§ 0,48 T
3
é L
F 032
0,16 T
0 }
0 0,0012 0,0024 0,0036 0,0048 0,006

Deslocamento horizontal (m)

Figura 7.25: Trajetoria de equilibrio: Deslocamento horizontal x Fator de carga.

No gréafico apresentado na figura verifica-se a perda de ductilidade estru-
tural a medida que a regiao menos resistente é reduzida. A resisténcia global da
estrutura é governada pelo elemento central de modo que, durante o processo de
carregamento, esta regiao entra em regime de amolecimento, ao passo que o restante
do dominio apresenta descarregamento eléstico. As figuras e ilustram esta
constatacao, mostrando o carregamento inelastico da regiao degradada e o descar-

regamento elastico das regioes integras.
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Figura 7.26: Tensao (0,,) x Deformagao (¢,,) para ¢ = 0,5 m.
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Figura 7.27: Localizacao de deformagoes axiais €.

7.2.7 Modelo de Portico de Bernoulli-Euler
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O portico espacial de concreto armado apresentado neste exemplo foi modelado

por Fonseca (2006) e uma anélise mais detalhada pode ser vista em seu trabalho. A

figura [7.28| apresenta os detalhes geométricos do modelo bem como o carregamento

e as condicoes de contorno.



Px

z
AN
) ‘

y

Q
q
HERRIN
P Py
RN
q=10kN/m
Q=200 kN
Px =141 kN
Py =141 kN
B
50m

Figura 7.28: Detalhes da geométricos do portico espacial.
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Adotou-se a malha, com 80 elementos finitos hermitianos, unidimensionais de

dois nds, baseados na teoria de Bernoulli-Euler, detalhada na figura [7.29, Para o

aco adotou-se o comportamento elastoplastico perfeito com mddulo de elasticidade

de 210000,0 M Pa e tensao de escoamento de 500,0 M Pa. Para o concreto foram

adotadas as leis de |Carreira e Chul (1985, |1986), para tracdo e para compressao

(equagao|E.2)), com Ey = 32000,0 M Pa, f.= 33,0 M Pa, f; = 3,3 M Pa, ¢. = 0,002
e g, = 0,0002.

mbmm\lﬂbwDA‘

Figura 7.29: Modelo de elementos finitos e deformada.

Para a analise nao linear, foi utilizado o método de controle direto de deslo-

camento, com incremento do deslocamento na direcao x do né 11 de 0,0005 m e

tolerancia para a convergéncia de 1 x 107*. As cargas P, e P, sao incrementais e as

cargas () e ¢ sao mantidas constantes. A figura[7.30] apresenta o gréfico da trajetéria

de equilibrio para o deslocamento de controle.
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0,85

0,68 +

Fator de carga

034 T

0 t t t }
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01
Deslocamento na dire¢do x do n6 11 (m)

Figura 7.30: Trajetoria de equilibrio: Deslocamento horizontal x Fator de carga.

Para as cargas incrementais P, e P, o fator de carga méximo obtido foi de 0, 8158,
e o deslocamento maximo do né 11 foi de 0,1 m. A figura[7.29)apresenta a deformada

do modelo no final da analise.

7.2.8 Modelo de Viga de Timoshenko

Neste exemplo, a viga ilustrada na figura foi analisada com dois modelos
diferentes: o primeiro, com elementos unidimensionais de dois nés, e o segundo, com
elementos unidimensionais de trés nos, baseados na teoria de viga de Timoshenko.

\l/PZIMN \LPZIMN

1,0m

e

2,0m 1.0m T 03m

elementos L2

X

elementos L3

R |

Figura 7.31: Detalhes geométricos e das malhas de elementos finitos.

O comportamento do material segue as leis de |Carreira e Chul (1985| |1986), para

tragao e para compressao (equacao [E.2) com: Ey = 20000 M Pa, f. = 20,0 M Pa,
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fi =2,0 MPa, e, = 0,0011 e & = 0,0002. Para a analise nao linear, foi utilizado
o método de controle de comprimento de arco cilindrico, com fator de carga inicial
de 0,005 e tolerancia para a convergéncia de 1 x 107*. A figura apresenta as
trajetorias de equilibrio da extremidade do balango. Na malha com elementos de
dois nds, para evitar o bloqueio da solugao, foi adotado uma integracao reduzida
com 1 ponto de integragao. Para a malha com elementos de trés nds, por ser mais

flexivel, a integracao reduzida nao foi necessaria.

0,2
—o—-elementos de 2 nés
! —— elementos de 3 nds
- I
015 + 1
1
g %
8
3 01 +
S
&
0,05 +
—
0 . . . .
0 0,00055 0,0011 0,00165 0,0022 0,00275

Deslocamento vertical (m)

Figura 7.32: Trajetorias de equilibrio da extremidade do balanco.

7.2.9 Modelo de Trelica Plana

A trelica plana ilustrada na figura[7.33|foi analisada com o modelo de plasticidade
classica, com critério de von Mises, e com o modelo de dano de |Lemaitre e Chaboche
(1990), com fungao de dano exponencial.

Para o modelo de plasticidade adotou-se: moddulo de elasticidade de 2,1 x
105 M Pa, coeficiente de Poisson de 0, 2 e tensao de escoamento igual a 500,0 M Pa.
Para o modelo de dano de Lemaitre e Chaboche (1990) foi adotado: médulo de
elasticidade de 210000,0 M Pa, coeficiente de Poisson de 0,2 e funcao de dano ex-
ponencial, dada pela equacao [E.8, com: o = 0,1, = —30,0 e k9 = 0,002381. Para

obtencao das trajetérias de equilibrio, foi usado método de controle de comprimento
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de arco cilindrico, com fator de carga inicial de 0,5 e tolerancia de 1 x 107,

0,75 MN 1,0 MN 0,75 MN
0,5 MN 0,5 MN
0,25 MN 0,25 MN
g
o
1
=
|
L=12m
5 5 3
0 : 4

Figura 7.33: Detalhes da geométricos e modelo de elementos finitos.

A figura apresenta o grafico do “Deslocamento vertical x Fator de carga”

do né central inferior, para os dois modelos constitutivos adotados.

10

D
!

Fator de carga

—— Plasticidade
—o— Lemaitre e Chaboche
0 1 1 1 { 1 1 1 { 1 1 1 { 1 1 1 { 1 1 1 { 1 1 1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
Deslocamento (mm)

Figura 7.34: Trajetoérias de equilibrio: Deslocamento vertical x Fator de carga.

Verifica-se que no regime inelastico, em ambos os modelos, as curvas apresentam
dois ramos distintos e, embora os modelos constitutivos sejam diferentes, o compor-

tamento é o mesmo. As figuras([7.35] [7.36]e[7.37| mostram a variagao das deformagoes

das barras da trelica para o modelo de plasticidade e as figuras [7.38 [7.39] e [7.40]

para o modelo de dano.
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-0.000143 -0.000063 +0.000017 +0.000097 +0.000167

Figura 7.35: Variacao das deformacoes no regime elastico, para o modelo de plasticidade.

-0.002063 -0.000215 +0.001634 +0.003482 +0.005039

Figura 7.36: Variacao das deformacgoes no trecho I do regime inelédstico, para o modelo
de plasticidade.

-0.017086 +0.00322 +0.0235326 +0.043832 +0.0616

Figura 7.37: Variagdo das deformagoes no trecho II do regime inelédstico, para o modelo
de plasticidade.

-0.000129 -0.000057 +0.000015 +0.000087 +0.00015

Figura 7.38: Variagao das deformagdes no regime eldstico, para o modelo de dano.
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-0.002054 -0.000355 +0.0071344 +0.003043 +0.00453

Figura 7.39: Variacdo das deformacoes no trecho I do regime ineldstico, para o modelo

de dano.
m

—D 028409 -0.008438 +0.011334 +D 031505 +0.04535

Figura 7.40: Variagao das deformagoes no trecho II do regime inelastico, trecho para o
modelo de dano.

7.3 Consideracgoes Sobre o Emprego de Diferentes Tipos de
Elementos e Modelos de Analise

Os exemplos aqui apresentados ilustram diferentes modelos de anélise e diferentes

tipos de elementos finitos. Nos trabalhos de Fonseca et al.| (2004), Almeidal (2005)),

[Fonsecal (2006]), Salibal (2007)) e Ajeje| (2009), os diversos tipos de elementos e modelos

de andlise foram implementados no sistema INSANE, proporcionando uma extensa
biblioteca.

A implementacao da estrutura tedrica unificada proposta neste trabalho, bem
como dos modelos constitutivos nela inseridos, foi feita de forma genérica e inde-
pendente dos elementos finitos disponiveis. Seguindo a filosofia de generalizacao
empregada na concepcao do sistema INSANE, foi possivel separar completamente
a estrutura teodrica unificada dos tipos de elementos ja existentes, o que favoreceu
o uso amplo dos modelos constitutivos. Esta separacao, com o auxilio do formato

tensorial usado na formulacao e implementacao, possibilitou tratar de forma geral
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cada modelo constitutivo, de modo a contemplar os modelos de andlise existentes
no sistema.

Os modelos aqui apresentados também ilustram as diferentes formas de inclusao
da estrutura tedrica proposta nas discretizagoes do método dos elementos finitos.
Isto é, os modelos constitutivos podem ser usados para descrever o comportamento
de pontos representativos de degeneracoes geométricas diversas. Sejam os modelos
planos, unidimensionais ou tridimensionais, o ponto material pode ser representativo
de diferentes grandezas, conforme ilustra a figura [7.41]

Nos modelos geometricamente planos, o ponto material pode representar a espes-
sura degenerada e, portanto, prescrita (Figura ) ou uma camada da espessura
decomposta (Figura [7.41p). De forma andloga, nos modelos geometricamente uni-
dimensionais, o ponto material pode representar uma secao transversal degenerada
(Figura ) ou cada um dos pontos que formam a decomposigao da mesma (Figura
7.41d). Por fim, quando nao ha degeneragao da geometria, o modelo constitutivo é

representativo de um ponto no espaco (Figura [7.41p).

(@ (b)

t Cada ponto material
representa uma camada
da espessura

2,

%,
2,
2y
2,
2y
\%
4

-

Cada ponto material
representa um espessura
prescrita

(¢) secdo prescrita:

AT I T, (d)  secdo discreta © y
oo oo Z‘/‘_—X
o |
= N
. b ponto no espago

Cada ponto material / elel 1o X _

representa uma se¢ao Cada ponto material

prescrita representa 1 ponto da

secdo transversal

Figura 7.41: Tipos de Degeneragoes.



Capitulo 8

Estudos de Caso

Neste capitulo serao apresentadas algumas simulagoes baseadas em casos clas-
sicos encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar a potencialidade do
arcabougo computacional implementado. Sera usado, para tanto, o modelo de fis-
suracao distribuida, escolhido pela conveniéncia dos exemplos, mas as possibilidade
de estudo podem ser estendidas a todos os modelos constitutivos apresentado de

acordo com o propédsito de cada estudo pretendido.
8.1 Flexao com Pré Tensao

Apresenta-se uma viga de concreto submetida a flexdo com pré tensao, de tracao
ou de compressao. A definicao da geometria e da malha de elementos finitos, bem
como os carregamentos sao vistos na figura [8.1}

A viga foi estudada por DeJong et al. (2008), utilizando andlises lineares se-
quenciais, controlada por lei tensao-deformacao bilinear, descritas pelos parametros:
modulo de elasticidade de 32,0 GPa, coeficiente de Poisson de 0,2, resisténcia a
tragao de 3,0 M Pa e energia de fratura de 0,06 N/mm.

Neste trabalho, adotou-se o modelo de fissuracao distribuida com leis bilineares

178
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para tragao (equacao [E.4) e para compressao (equagao , descritas pelos para-
metros: Ey = 32000,0 N/mm?, Ey = 3000,0 N/mm?, v =0,2, f. = 30,0 N/mm?,
fi = 3,0 N/mm?, h =50 mm, G; =0,06 N/mm e 3, =0,0.

b, 150mm k

o o]
gl —> <—o
| —o| <— 5
§ I < O =-1N/mm" na compresséo

O =1 N/mm" na tragdo
A paS
"25}mm 225mm } 225mm }25}mm espessura: 50 mm

Figura 8.1: Geometria e modelo de elementos finitos

Para obtencao das trajetérias de equilibrio, empregou-se o método de controle
de deslocamentos generalizados com fator de incremento de carga inicial de 10,0,
tolerancia para convergéncia de 1 x 10~ e cargas de referéncia de P, = P, = 0,5 N,
como visto na figura 8.1} A carga distribuida de pre tensao foi mantida constante:
1,0 N/mm?, para tracdo, e —1,0 N/mm?, para compressao.

As trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento vertical do ponto

de aplicacao da carga P,, para os casos ¢ > 0, 0 = 0 e 0 < 0, sao mostradas na

figura [8.2]
7
s ©6<0-Delongetal., 2008
o o6=0-Delong et al., 2008
r s o©>0-Delong etal., 2008
56 T —o— 5 <0 - Fissuracao
I —— ¢ =0 - Fissuracao
—x— 0 >0 - Fissuracao
= .
=
{5+
(=2
&
(&)
IE. T ————, s
‘;;"‘;}/” ?{E ”H”””H””””'vammmmmm ]
0 0,044 0,088 0,132 0,176 0,22

Deslocamento vertical (mm)

Figura 8.2: Trajetérias de equilibrio: Carga x Deslocamento vertical.
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As trajetérias de equilibrio mostram boa conformidade entre os resultados aqui

obtidos e os de DeJong et al. (2008). Esta conformidade pode ser atribuida ao mo-
delo usado por DeJong et al., que, embora adote um método de solucao diferente,

¢ baseado no modelo de fissuragao de (1988)), muito semelhante ao modelo

aqui usado. Ressalta-se que DeJong et al.| (2008)) consideram uma redugao grada-

tiva do modulo de elasticidade transversal e vinculam o comprimento caracteristico
do material com o tamanho dos elementos finitos. Estas diferencas influenciam o
comportamento pos-critico do modelo, resultando em maior estabilidade do processo
incremental-iterativo, o que pode ser observado na porcao final das trajetorias de
equilibrio para os casos de pré tensao negativa e sem pré tensao.

Na obtencao das trajetorias de equilibrio, o modelo com pré tensao negativa
foi o que mais apresentou dificuldade de convergéncia. Esta dificuldade pode ser
atribuida a combinacao de esforcos de tracao e compressao na parte inferior da viga,
que cria um estado de tensao mais complexo e, portanto, de tratamento numérico
mais dificil. A figura apresenta as variagoes do dano na direcao da deformacao

principal maxima no ponto de carga méxima e no fim da anélise.

Estado de dano para carga maxima Estado de dano no fim da analise

+D 191334 +0.362667 +0. 574001 0741418

c=0 U +0.16791 +0.37382 +0.563731 +0.7 26152

B e

+DWTU?58 +0.341516 +0.512274 +0.661687
Figura 8.3: Variacao do dano para o <0, c =0, o > 0.

Verifica-se um padrao de dano semelhante para os trés casos. Contudo, a inten-

sidade do dano cresce de acordo com o sinal da pré tensao, sendo maior para o caso
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de pré tensao de compressao, justificando as dificuldades obtidas na solucao.
8.2 Estrutura de Ancoragem

Neste exemplo, analisa-se uma estrutura de ancoragem que consiste em uma
barra de aco inserida em um bloco maci¢o de concreto. Os detalhes geométricos e

de carregamento estao ilustrados na figura [8.4l Esta estrutura foi estuda por [Rots

(1988).
AP N
/'_\ jﬁp
\Z v NN
. R - I T a4
. . < . L Lo
daa o T R <
¢ ) : . . ® T4 % a i
””””” RS B R DI
#? e 44 A 4,'~~~<' - s
a. T L <9 ...4..'q'4. a
T LA S
: a0 T A a - 445
. e A, ) 44
i R B . .q. A ag, 4 A
< ce P S
- A . < N -
R ‘,: ) - a 4 4’ - 4. - . .<7 .
B oo ) . R 7.4“ Tq-4 K <
PR g A 4 - -
Lt
o T '4;, LA A o . ”40
] . . T % SA el 1
R Y S . " 57,5
/_/l a e DT ‘4'20‘ L 17"
barra de ago U “ S 4 <da 57,5
medidas em mm | ‘ N
1569 116 500

Figura 8.4: Detalhes geométricos e de carregamento do ensaio de ancoragem.

A estrutura foi modelada com elementos finitos axissimétricos quadrilaterais de
oito nds. A malha de elementos finitos adotada é mostrada na figura [8.5] Para
o concreto foi adotado o modelo de fissuragao distribuida com leis de |Carreira e
Chu| (1985)), para compressao, e Boone et al.| (1986), para tragdo, com as seguintes
propriedades: Ey = 30000,0 N/mm?, v = 0,2, f. = 25,0 N/mm?, f; = 2,5 N/mm?,
e. = 0,001667, Gy = 0,1 N/mm, h = 100,0 mm e B, = 0,0. A barra de ago foi
considerada linear eldstica com Ey = 210000,0 N/mm? e v = 0, 3.

Para solugao do modelo, empregou-se o método de controle direto de desloca-

mento, incrementando-se de 0,001 mm o deslocamento vertical do n6 do topo do
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bloco de concreto (Figura , com tolerancia para convergéncia de 1 x 107 e a

carga P = 1N/mm axissimétrica.

(=7]

ponto de controle
de deslocamento

Figura 8.5: Malha de elementos finitos.

A trajetéria de equilibrio do deslocamento vertical do ponto de aplicacao da
carga é mostrada na figura

200

160 +

120 +

Carga (kN)

[e']
o
'

T

0 F——
0 0,16 0,32 0,48 0,64 0,8

Deslocamento vertical no ponto de aplicagédo da carga (mm)

Figura 8.6: Trajetérias de equilibrio do deslocamento vertical do ponto de aplicacao da
carga.

A descrigao do acentuado “snap-back” (decréscimo de deslocamento de um nivel
de carga para outro) da trajetéria da figura , somente foi possivel devido a es-

colha apropriada do né de controle que, conforme ilustra a figura [8.7], exibe valores
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crescentes de deslocamento vertical.

200
160 T

120 +

o]
o
!

Carga (kN)

40 +

0 0,09 0,18 0,27 0,36 0,45

Deslocamento vertical no topo (mm)

Figura 8.7: Trajetorias de equilibrio: Carga x Deslocamento vertical no topo.

8.3 Efeito de Tamanho na Flexao

A ductilidade, como fendomeno estrutural e ndao apenas uma caracteristica do ma-
terial, tem sido tema de muitos estudos — Bazant| (1976), Bazant e Pfeiffer| (1987),
Shayanfar et al. (1997), Bazant e Planas| (1998), Planas et al.| (1999), Rocco et al.
(1999), Bazant e Novak| (2000) e Van Mier e Man| (2008), dentre outros —, que a
associa ao efeito de tamanho das estruturas. Partindo de ensaios experimentais, os
estudos mostram que as propriedades do material podem ser obtidas independente-
mente do tamanho da estrutura, desde que o efeito de tamanho seja incorporado a
andlise dos resultados, isto é, deve-se considerar a ductilidade ou fragilidade como
uma propriedade estrutural de modo que os resultados obtidos para a resposta do
material nao sejam influenciados pela configuracao geométrica da estrutura.

Uma forma de constatar a influéncia do efeito de tamanho no comportamento
estrutural é apresentada neste exemplo. Seja, portanto, um modelo numérico de fle-
xa0 em trés pontos em que o tamanho da viga ¢é alterado sendo mantida constante a
relagdo vao/altura, como ilustrado na figura . As vigas com diferentes tamanhos
foram modeladas com elementos quadrilaterais de quatro nés, com tamanho cons-

tante de 60x60 mm, variando apenas as dimensoes da estrutura, mantendo-se fixo
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o tamanho da trinca inicial ¢ = 60 mm.

O modelo de fissuragao distribuida com leis de |Carreira e Chu| (1985)), para
compressao, e Boone et al|(1986), para tragao, foi usado na modelagem do concreto.
Adotando-se as mesmas propriedades fisicas do material para todas as vigas, de
modo que o comportamento seja um reflexo do efeito de tamanho da estrutura,
os seguintes parametros foram usados: Fy = 44000,0 N/mm?; v = 0,2; f. =

40,0 N/mm?; f; = 3,8 N/mm?; e, = 0,0018; G; = 0,164 N/mm; h = 100,0 mm e

B, =0,05.

J’P

L x H=1440x 360 | h
AlC
L x H= 1920 x 480 | ‘ L
espessura: 36 c=060

L x H=2400 x600 |

Bonto de controle de

deslocamento

L x H=2880x 720
L x H=3360 x 840 | medidas em mm

Figura 8.8: Configuragao geométrica.

Na analise nao linear, foi adotado o método de controle direto de deslocamento,
com incremento do deslocamento horizontal do né na extremidade da trinca de
0,001 mm, como indicado na figura , tolerancia & convergéncia de 1 x 107 e a
carga de referéncia de P = 0,5 N.

As trajetérias de equilibrio referentes ao deslocamento vertical na ponta da

trinca, para as cinco vigas, sao mostradas na figura
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22,5
—— L x h = 1440 x 360
—— L xh=1920x 480
- —+— L x h =2400 x 600
18 + —o— L xh=2880x720
r —— L x h=23360 x 840
= 135 +
=
[so
2
S 97 4
45 +
0 : : : :

0 0,12 0,24 0,36 0,48 0,6
Deslocamento vertical na ponta da trinca (mm)

Figura 8.9: Trajetérias de equilibrio do deslocamento vertical da ponta da trinca.

Observa-se que quanto maior a viga, mais acentuada ¢ a inclinagao do ramo des-
cendente da trajetoria, sendo esta uma consequéncia direta do efeito escala na duc-
tilidade estrutural. Para melhorar a visualizacao deste efeito a figura |8.10] apresenta
os ramos descendentes das trajetérias de equilibrio vistas na figura normaliza-
dos em relacao aos valores, de carga e deslocamento, dos pontos de carga maxima.
Verifica-se que quanto menor as dimensdes da viga (ou seja, maior o tamanho rela-
tivo da trinca inicial), maiores sdo os deslocamentos obtidos, revelando, portanto,

um comportamento mais ductil.

—»— L x h =1440 x 360
—o— L xh=1920x 480
—+— L x h =2400 x 600
—o— L xh=2880x720
—a— L x h =3360 x 840

Carga normalizada

1,27 1,36 1,45
Deslocamento vertical da ponta da trinca normalizado

Figura 8.10: Ductilidade estrutural: comportamento pds pico normalizado.
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A normalizacao do ramo descendente das curvas foi feita, para cada trajetoria
de equilibrio, dividindo-se a carga de cada passo pelo valor da carga maxima e o
deslocamento pelo deslocamento correspondente ao ponto de carga maxima.

Outra observacao ¢é a variagao da resisténcia da viga com a variacao da altura
efetiva. Para avaliar a influéncia do tamanho estrutural na resisténcia da viga, a
tabela apresenta os dados da variacao da resisténcia das vigas, que sao mostrados
graficamente na figura [8.11} A resisténcia nominal da viga foi calculada a partir da
definicao da resisténcia de flexdo (Planas et all [1999), para os valores de carga

maxima, dada por
3 Pmax L
2

Oy =

(8.1)

onde o, ¢ a resisténcia a flexao da viga, Py,., é a carga maxima, L é o comprimento

da viga, t é a espessura da viga e h.s é a altura efetiva.

Tabela 8.1: Variagao da Resisténcia

h (m) L (m) hes (m) Carga Max. (kN) Resisténcia Nominal (kPa)

081 336 078 21,92 5044.05
0,72 288 066 19,20 5289.,26
0,60 2,40 0,54 16,37 5613,85
0,48 1,92 0,42 13,50 6122,45
0,36 1,44 0,30 10,48 6986,67
7100
6650 +
26200 L
%5750
o
5300 |
4850 | . . . .
0,28 0,384 0,488 0,592 0,696 08

Altura efetiva (m)

Figura 8.11: Variagao da resisténcia efetiva.
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8.4 Propagacao de Trinca na Flexao

Como no exemplo anterior, este exemplo também avalia a ductilidade estrutural
de uma viga submetida a flexao em trés pontos. Partido do crescimento de uma
trinca inicial, verifica-se a repercussao da variacao da altura efetiva da viga no com-
portamento estrutural da mesma. As dimensoes da viga sao mantidas constantes e
o comprimento da trinca é aumentado em cada analise. A figura [8.12| apresenta os

detalhes geométricos e de carregamento da estrutura.

J
¢, = 60 mm
£ _
= c,= 120 mm
2 c,= 180 mm
«@ c4= 240 mm
| TC Cs=300 mm

espessura: 36 mm
| | |
‘ 450 mm ‘ 450 mm

Figura 8.12: Configuragao geométrica.

A malha de elementos finitos, formada por elementos quadrilaterais de quatro
nos, de tamanho 56,25x60 mm, é mantida constante, exceto pelo crescimento da
trinca inicial, que é inserida no modelo de forma discreta pela duplicacao de nés,

como mostrado na figura [8.13]

= .
L_._J\F. Al
0. .
===
— :]i
¢ =60 mm ¢ =120 mm ¢ =180 mm ¢c=240mm c¢=300 mm

Figura 8.13: Malhas de elementos finitos utilizada.

O modelo constitutivo e os parametros do material sao os mesmos do exemplo
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da secao 8.3 Para obtencao das trajetorias de equilibrio, foi usado o método de
controle de comprimento arco cilindrico com fator de carga inicial de 500, 0, carga
de referéncia de P = 1,0 N e tolerancia a convergéncia de 1 x 10~%. As trajetérias de

equilibrio para deslocamento vertical do ponto de aplicacao da carga sao mostradas

da figura [8.14]

18
——C=60mm
I —o—c=120mm
144 + —+— =180 mm
3 ——C=240 mm
*— ¢ =300 mm
~ 10,8 -
Z L
<
[+
j=2) I n, Oo,
S 121 AF T e
36 L f1 7 e
0 - } : : :

0 01 0,2 0,3 0,4 0,5
Deslocamento vertical (mm)

Figura 8.14: Trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicagao
da carga.

Observa-se na figura que, a medida em que a trinca inicial cresce, o compor-
tamento se assemelha ao efeito da diminuigao da altura da viga, visto no exemplo
anterior (Figura . Em termos de altura efetiva, observa-se que quanto maior a
altura efetiva e mais acentuados sao os ramos descendentes das trajetérias. Para
melhor visualizagao desse efeito, a figura[8. 15| mostra os comportamentos pés-criticos
normalizados, em relagao aos valores de carga maxima e dos respectivos deslocamen-

tos, de cada trajetéria, como descrito no exemplo da segao
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0,86 T+

0,72 +

058 T

Carga normalizada

044 +

0,3 t :
1 1,24 1,48 1,72 1,96 2,2
Deslocamento normalizado

Figura 8.15: Comportamentos pds-criticos normalizados.

As configuracoes deformadas das vigas, para a carga méaxima em cada caso, mos-
tradas na figura[8.16] ilustram o aumento da flexibilidade da vigas com o crescimento

da trinca.

indeformada c= 60 mm

Figura 8.16: Deformadas.

A variagao da resisténcia da viga, calculada pela equacao[8.1] com a altura efetiva

sao mostrados na tabela e é ilustrada na figura Observa-se assim, como no



190

estudo do efeito de tamanho, uma queda da resisténcia com o aumento da altura

efetiva da viga.

Tabela 8.2: Variagao da Resisténcia

hes (m) Carga Max. (kN) Resisténcia Nominal (kPa)

0,30 17,22 7175,00
0,24 12,46 8111,98
0,18 8,08 9349.,54
0,12 4,30 11195,31
0,06 1,78 18500,00
19000 T
16500 1
& 14000 |
jé 11500 1
&
9000 +
6500 -+ . . .
0,05 0,104 0,158 0,212 0,266 0,32

Altura efetiva (m)

Figura 8.17: Variacao da resisténcia com a altura efetiva.

Os resultados aqui apresentados mostram que é possivel simular, qualitativa-
mente, o efeito de tamanho, sem a necessidade de redefinicao de malha para dife-
rentes tamanhos estruturais. Pode-se verificar a conformidade qualitativa dos re-
sultados em termos da ductilidade estrutural e da queda de resisténcia. A mesma
metodologia pode ser aplicada a outros ensaios como, por exemplo, o de compressao

diametral apresentado na secgao [8.5| a seguir.
8.5 Efeito de Tamanho na Compressao Diametral

O ensaio de compressao diametral é usado para obter de forma indireta a re-

sisténcia a tracao do material ensaiado. A fim de estudar a ductilidade estrutural
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a metodologia empregada no exemplo de flexao em trés pontos da secao [8.4] sera
usada para modelar o ensaio de compressao diametral. A geometria do modelo,
bem como as dimensodes da trinca inicial de cada simulacao, é especificada na figura
A malha foi gerada com elementos triangulares de trés nés considerando a

dupla simetria do corpo de prova.

bloco rigido

r=40 mm
L=160 mm cT

ponto de controle
| r de deslocamento

Figura 8.18: Configuragdo geométrica e malha de elementos finitos do modelo de com-
pressao diametral.

Novamente ¢ usado o modelo de fissuragao distribuida sendo o comportamento
do concreto regido pelas leis de (Carreira e Chu (1985)), para compressao, e Boone
et al.| (1986)), para tracdo, com: Ey = 20000,0 N/mm?; v = 0,2; f. = 25,0 N/mm?;
fi =2,5 N/mm?; ¢, =0,01; Gy = 0,1 N/mm; h =50,0 mm e 3, =0,05. O bloco
rigido é considerado linear eldstico com Ey = 210000,0 N/mm? e v = 0, 15.

Na anélise nao linear foi adotado o método de controle direto do deslocamento
horizontal, com incremento de 0,000075 mm, do n6 de extremidade da malha, como
mostrado na figura , tolerancia para convergéncia de 1x10~% e carga de referéncia
P =10,5 N. Os modelos foram analisados em estado plano de tensao.

As trajetérias de equilibrio para o deslocamento horizontal de controle e para

o deslocamento vertical do ponto de contato do bloco rigido com o cilindro sao

mostradas nas figuras e respectivamente.
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28 T

21 T

Carga (kN)

—o—cl=4mm
—+—2=8mm
—&—c3=12mm
—x—c4 =16 mm
c¢5=20mm
—o—¢6=24 mm
—o— 7 =28 mm

Figura 8.19:

35000

28000

21000

14000

Carga (kN)

7000

0,0048 0,0072
Deslocamento horizontal (mm)

0,0096 0,012
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Trajetérias de equilibrio para o deslocamento horizontal de controle.

I L L } L L L + s s s +

—<o—cl=4mm
—+—¢2=8mm
—s—c3=12mm
—x—c4 =16 mm
¢5=20mm
—o— 6 =24 mm
—o—C7=28mm

0 0,006 0,012 0,018

Deslocamento vertical (mm)

0,024 0,03

Figura 8.20: Trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical do contato da chapa

com o cilindro.

Observa-se que o comportamento do modelo, a medida em que a trinca cresce, vai

se modificando e a inclinacao do ramo descendente varia desde um acentuado “snap-

back” até um enrijecimento (Figura |8.20). A capacidade de carga, assim como nos

exemplos de flexdo em trés pontos (apresentados nas segoes e[8.4)), é proporcional

a altura efetiva do cilindro. As figuras e apresentam os comportamentos

dos ramos pos-critico normalizados, em relacao aos pontos de carga maxima, de

modo a ressaltar a ductilidade e o enrijecimento de cada caso.
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1,6
—o—cl=4mm
—+—2=8mm
1,4 + —+—c3=12mm"
*—C4 =16 mm
¢5=20mm
12 + —o—¢6=24mm
< —o—¢7 =28 mm
k=]
s
g o
5]
o
2 08 o
(6] [ M
0,6 1
0,4

1 2,2 34 4,6 5,8 7
Deslocamento horizontal normalizado

Figura 8.21: Trajetorias de equilibrio normalizadas: deslocamento horizontal.

1,6

14

1,2

—+—2=8mm
—2+—¢3=12mm
—x—c4 =16 mm

Carga Normalizada
-

0,8

0,6 c5=20mm
—o—C6=24mm
—o— 7 =28mm
0,4
0,5 0,75 1 1,25 15 1,75 2

Deslocamento Vertical Normalizado

Figura 8.22: Trajetérias de equilibrio normalizadas: deslocamento vertical.

As figuras [8.23], [8.24], [8.25], [8.26], [8.27], [8.28] e [8.29] apresentam as isofaixas de

valores das deformagoes principais, tensoes principais e de von Mises e as respec-

tivas deformadas, relativas ao ponto de carga critica, de cada caso. O ponto de
carga critica é considerado o 1ltimo ponto antes do modelo exibir “snap-back” ou

enrijecimento, como visto nas trajetorias de equilibrio.
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@) ’ (b)

() | (d)

Figura 8.23: Trinca 4 mm: (a) €1; (b) €2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.



195

+0.001857 -0.00001

+0.001677 -0.000131

+0.001437 -0.00023:2
+0.001196 -0.00045%
+0.000956 -0.00081¢
+0.000718 -0.00077¢
+0.000478

-0.00093%

+0.000235 -0.00103%

-0.00000% -0.001258

+1.24298

+0.907158 -2.134082

+0.459395 -5.061459

+0.011632 -7.926835

-0436131 -10796212
-0.8836594 -13.663559

' VA

VANAVAVA
-1.331657 mv‘"\ -16.530966
VAVAVAVAV
AVV \

(b)
(@

S177942 -13.398342
2227183 I -zzz8S72
+13.71397 N
+17.61368
L
+15.27995 7
o
1274623 o 7
-
Hnz1zs
o
+7 676785 7
L
+5.14506 "
’ !
2511336 \/\/\ \ \
0077611 WV\/\/\/\/

(e) ®

Figura 8.24: Trinca 8 mm: (a) €1; (b) €2; (¢) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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(a) B ()

(e) ®

Figura 8.25: Trinca 12 mm: (a) €1; (b) e2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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A IV
ZAVAVA
1%%uuu

AAAAAAAAAA

(e) ®

Figura 8.26: Trinca 16 mm: (a) €1; (b) €2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.27: Trinca 20 mm: (a) €1; (b) €2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.



199

+0.002804 -0.000017
+0.002531 -0.000075
+0.002168 -0.000153
+0.001803 -0.000231
+0.001441 -0.000309
+0.001078 -0.000387
+0.000715 -0.000465
+0.000351 -0.000543
-0.000012 -0.000621
(@)
+1 B3ZE6T -0.08607
+1.31 7584 -1.782542
+0.8670807 -4.071171
+0.42403 4 -6.3538601
-0.022747 -0.64843
|

-0.469525 -10.93706
-0.916302 -13.225609
-1.363079 -19.514319
-1.809856 \/\/\ -17.802948

(©) (d)

+15.607913

L
+14.2593086 "

L
+12.27331

L

|

+10.253533 o ]
+8.233756 -
+6.213373
44134203
42174425 \/\

(e ¢y

Figura 8.28: Trinca 24 mm: (a) €1; (b) €2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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(C) -18.38 (d)

Figura 8.29: Trinca 28 mm: (a) €1; (b) e2; (c) o1; (d) o2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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O formato do estado deformado da malha mostra a influéncia da trinca na con-
centracao das deformacoes. Esta concentragao de deformacoes é diretamente res-
ponsavel pela mudanca de comportamento do modelo com o crescimento da trinca.
Pode-se observar que ha um crescimento gradativo das deformagoes de compressao,
ilustradas pelas deformacoes principais €9, e esse crescimento aumenta a condic¢ao de
confinamento do concreto fazendo com que o enrijecimento ocorra. Ressalta-se que
a resisténcia da pecga ainda é comandada pela tracao, uma vez que as deformacgoes
principais positivas sao de maior intensidade.

A variacao resisténcia pode ser calculada, para o valor de carga maxima, pela
equagao da resisténcia nominal do ensaio de compressao diametral (Planas et al.|
1999)), dada por

2 Pmaw

, = ——mar 8.2
o A Dy L (8.2)

onde o, é a resisténcia a compressao diametral, P,,,, é a carga maxima, L é o
comprimento do corpo de prova e D,y é o diametro efetivo. Os valores da variacao

da resisténcia sao mostrado na tabela [8.3].

Tabela 8.3: Variagao da Resisténcia

D.; (m) Carga Max. (kN) Resisténcia Nominal (kPa)

0,072 34,06 1882,23
0,064 29,50 1834,01
0,056 25,47 1809,68
0,048 21,99 1822,82
0,040 19,04 1893,94
0,032 16,82 2091,40
0,024 15,00 2486,80

Tomando-se os valores dessas tensoes e relacionando-as com o diametro efetivo
(Figura [8.30]), observa-se uma variagdo com a altura efetiva do corpo de prova que

¢ decrescente em um primeiro momento para crescente, em seguida.



Resisténcia (kPa)

2550

2390 T
2230 T
2070 T

1910 +

1750
0,020

0,031 0,042 0,053 0,064

Diametro efetivo (m)

Figura 8.30: Variagao da Resisténcia.
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Capitulo 9

Exemplos de Validacao do Modelo
Constitutivo de Dano Volumétrico

No capitulo [5| deste trabalho foi proposto um modelo de dano volumétrico. No
presente capitulo, diversos exemplos sao apresentados afim de avaliar o compor-
tamento deste modelo, comparando os resultados com ele obtidos com resultados
experimentais e com resultados oriundos de outros modelos existentes na literatura,

implementados segundo a estrutura tedrica unificada proposta neste trabalho.
9.1 Flexao em 3 Pontos — Petersson| (1981))

Uma viga de concreto submetida a flexao em trés pontos foi estudada experimen-
talmente por [Petersson (1981)). O estudo apresenta as caracteristicas do concreto
utilizado, especificando suas propriedades, e os resultados obtidos nos ensaios. Os
dados geométricos da viga estudada sao dados na figura [9.1]

Os parametros obtidos experimentalmente por Petersson| (1981)) apresentam uma
faixa de valores de 2,5 N/mm? a 3,9 N/mm?, para a resisténcia a tracio (f;), e de
115 N/m a 137 N/m, para a energia de fratura (Gy). Embora o autor nao tenha
apresentado os resultados dos ensaios para o médulo de elasticidade, foi assumido o

valor de 30000,0 M Pa em um estudo tedrico apresentado no mesmo trabalho.

203
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P —
! t=50,0 N
H =200,0 o / \
= 200, iR ( 100,0
. —
L =2000,0 | 20,0~
L ! !
medidas em mm . | . = |
= [ — i

Figura 9.1: Geometria e malha de elementos finitos para a viga submetida a flexdo em
trés pontos.

A viga é aqui analisada com a malha de elementos finitos mostrada na figura[9.1
e os modelos constitutivos de dano volumétrico e de fissuracao distribuida.

Para o modelo de dano volumétrico foram utilizadas leis de dano polinomial,
linear e exponencial. Para o modelo de fissuracao distribuida, foram adotadas as
leis tensao-deformagao propostas por |Carreira e Chul (1985 [1986)), (Boone e Ingraffea
(1987) e uma lei bilinear. Como a lei proposta por Boone e Ingraftea) prediz somente
o comportamento a tracao, esta foi combinada com a lei de Carreira e Chu para
compressao. As tabelas e apresentam os parametros usados na modelagem,
adotou-se também mdédulo de elasticidade de 30000,0 N/mm? e o coeficiente de

Poisson igual a 0, 2.

Tabela 9.1: Parametros das leis de dano.
Modelo de Dano Volumétrico

Polinomial Exponencial Linear
Tracao Tracao Tracao

fe 1,95 N/mm? a 0,999 ko 0,0001
ko 0,00024 £ 1000 Ky 0,00325
E  16666,67 N/mm? ko 0,000125

Compressao Compressao Compressao
fe 11,1 N/mm? a 0,999 ko 0,0011
ko 0,2 g 100 Ky 0,02
E  16666,67 N/mm? kg 0,00125
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Tabela 9.2: Parametros das leis tensao-deformagao.
Modelo de Fissuracao Distribuida

Carreira Carreira-Ingraffea Bilinear
fi 3,3 N/mm? fi 3,3 N/mm? fi 3,3 N/mm?
fo 33,3 N/mm? fo 33,3 N/mm? fo 33,3 N/mm?
g, 0,00022 Gy 0,124 N/mm? Gy 0,124 N/mm?
g. 0,002 h 40 mm h 40 mm
. 0,002 E, 3000,0 N/mm?

Para os modelos de fissuracao nao foi considerado o fator de retencao de cisa-
lhamento (3, = 0,0). Nos experimentos para a obtencao da resisténcia do concreto,
Petersson| (1981) adotou uma regiao de 40 mm para aferir as deformagdes. Assim,
o comprimento caracteristico do material (para o modelo de fissuracao distribuida)
foi assumido de 40 mm, por ser uma regiao representativa do comportamento visto
Nnos ensaios.

As trajetorias de equilibrio foram obtidas com o método de controle de des-
locamentos generalizado, com um incremento inicial do fator de carga de 0,02 e
tolerancia para convergéncia de 1 x 107*. A carga de referéncia P foi igualmente
dividida entre os nds 10 e 11, sendo P = 800 N. As trajetérias de equilibrio para o
deslocamento vertical do né 10 sdo apresentadas nos gréaficos das figuras [9.2) e [9.3],

juntamente com os resultados experimentais obtidos por [Petersson| (1981)).

900
r Petersson, 1981 - Experimental
| —o— Dano Vol. Polinomial

720 + . —o— Dano Vol. Exponencial
r —+— Dano Vol. Linear

540 T+

Carga (N)

360 T

it
.,'f
i
F
&
it
4
F F
i
180 + &
F
3
&
7
&
it
)
4
Lg
ny

0,2 0,4 0,6 0,8 1
Deslocamento vertical no ponto de aplica¢éo da carga (mm)

o

Figura 9.2: Trajetorias de equilibrio para o modelo de dano volumétrico.
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900 -
Petersson, 1981 - Experimental
[ R —=— Fiss. Dist. Carreira
720 + S —o— Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
—+— Fiss. Dist. Bilinear
540 T
Z L
8 I
8 360 T
180 +
0 £ f f f t
0 0.2 0,4 0,6 08 1

Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga (mm)

Figura 9.3: Trajetérias de equilibrio para o modelo de fissuracao distribuida.

Verifica-se boa concordancia dos resultados dos modelos de dano volumétrico e
de fissuracao distribuida com os resultados experimentais, tanto na estimativa da
carga maxima como na descri¢ao do regime pds-critico.

Os modelos também foram comparados com resultados numéricos obtidos por
Rots et al.| (1985)), que adotou um modelo de fissuragao distribuida, e por |[Fang et al.
(2008)), que usou o método dos elementos finitos estendidos, empregando um modelo
de trinca coesiva.

A figura mostra a comparacao do resultado obtido por |[Rots et al.| (1985)),
que adotou uma lei tensao-deformagao trilinear (ou, como designado pelo autor, uma
lei com “softening” bilinear) com os resultados obtidos com o modelo de fissuragao
distribuida — com leis de Carreira e Carreira-Ingraffea — e com o resultado obtido
com o modelo de dano volumétrico, usando funcao de dano polinomial.

A figura mostra a comparacao do resultado obtido com o modelo de dano
volumétrico, usando uma lei de evolugao linear, com o resultado obtido por Fang
et al. (2008), que adotou uma lei exponencial. Observa-se que, e embora os modelos

sejam bem diferentes, os resultados sao equivalentes.
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900 -
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Figura 9.4: Comparagao entre os modelos de dano volumétrico, com lei de dano polino-
mial, de fissuragdo distribuida, com leis de |Carreira e Chul (1985, [1986) e Boone e Ingraffeal
(1987)), e os resultados obtidos por Rots et al. (1985), com modelo de fissuracao distribuida
usando lei trilinear.
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e Fangetal., 2008
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540 A
Z L
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180 A
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0 0,2 0,4 0,6 08 1
Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga (mm)

Figura 9.5: Comparacao entre o modelo de dano volumétrico, com lei de dano linear,
e os resultados obtidos por Fang et al. (2008)), com modelo de trinca coesiva usando lei
exponencial.

As figuras e apresentam as isofaixas de valores das deformacoes ¢, €, €
Yy, correspondentes ao ponto de carga maxima, para, respectivamente, o modelo
de fissuracao distribuida, com lei bilinear, e o modelo de dano volumétrico, com
evolugao de dano linear.

Verifica-se que o comportamento de ambos os modelos se assemelham e, embora
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as deformacoes sejam, quantitativamente, um pouco diferentes, os padroes apresen-

tados nas isofaixas de valores sao praticamente os mesmos.

(SX —0.000209 —0.000036 +0.000137 +0.00031 +0.000467

gy -0.000025 —-0.000006 +0.000012 +0.000031 +0.000047
,)/ ~0.000177 ~0.000086 +0.000006 +0.000087 +0.000177
Xy

Figura 9.6: Variagao das deformagoes obtidas com o modelo de fissuracao distribuida.

SX -0.oo0z14 -0.000022 +0.00017 +0.000362 +0.00033

8y -0.000025 -0.000004 +0.000017 +0.000035 +0.000036
,)/Xy -0.oo01ez -0.000078 +0.000005 +0.0000&9 +0.000162

Figura 9.7: Variagdo das deformagoes obtidas com o modelo de dano volumétrico.
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9.2 Painel em L — Winkler et al. (2004)

Winkler et al.| (2004) realizaram ensaios experimentais em painéis de concreto em
forma de “L”, como ilustrado na figura [9.8] e simulagées numéricas com um modelo
constitutivo de fissuracao distribuida formulado nas bases da teoria da plasticidade.
Este painel é aqui modelado, utilizando-se a malha de elementos finitos quadrilaterais
de quatro nés, mostrado na figura 9.8

500,0

ponto de
deslocamento
vertical maximo

250,0

—_———

500,0

q =28 N/mm
espessura: 100

250,0

medidas em mm

—

250,0

Figura 9.8: Painel em “L”: geometria e malha do modelo de elementos finitos.

Nos experimentos realizados por Winkler et al. (2004), foram obtidos os seguintes
valores para as propriedades do concreto: Ey = 25850,0 N/mm?, f; = 2,7 N/mm?,
fe = 31,0 N/mm? Gy = 0,065 N/mm? e foi assumido v = 0,18. O concreto
foi fabricado com agregado de diametro maximo de 8 mm, permitindo estimar o
comprimento caracteristico do material em 28 mm (usualmente admite-se que o
comprimento caracteristico é aproximadamente de 3 a 5 vezes o tamanho do diametro
méximo do agregado). Com base nessas grandezas, utilizaram-se os modelos de dano
volumétrico e de fissuragao distribuida, com os parametros especificados nas tabelas
e

No controle do processo incremental-iterativo, foi adotado um incremento inicial
do fator de carga de 0,02, com o método de controle de deslocamentos generalizados,

e tolerancia para convergéncia de 1 x 107
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Tabela 9.3: Parametros das leis de dano.
Modelo de Dano Volumétrico

Polinomial Exponencial
Tracao Tracao
fe 1,43 N/mm? a 0,97
ko 0,000215 £ 1000,0
E  13463,0 N/mm? ko 0,00011
Compressao Compressao
fe 16,0 N/mm? a 1,0
ko 0,0022 g 500,0
E  13463,0 N/mm? ko 0,001

Tabela 9.4: Parametros das leis tensao-deformagao.
Modelo de Fissuracao Distribuida

Material 1 Material 2
Carreira-Carreira Carreira-Ingraffea
fi 2,7 N/mm? fi 2,7 N/mm?
fo 31,0 N/mm? fe 31,0 N/mm?
g, 0,0001925 Gy 0,065 N/mm?
e. 0,0022 h 28 mm

Br 0,0 e. 0,0

As trajetérias de equilibrio do ponto de deslocamento vertical maximo (como
visto na figura em relacao a carga sao apresentadas nos graficos das figuras

e Os resultados sao comparados com os resultados experimentais e numéricos

de Winkler et al| (2004).

8
F Winkler, 2004 - Experimental
= Winkler, 2004 - Num1
°  Winkler, 2004 - Num2
—+— Dano Vol. Polinomial
—o— Dano Vol. Exponencial

64 +

Carga (kN)
B
oo

w
N

16 T “;':

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Deslocamento (mm)

Figura 9.9: Trajetorias de equilibrio obtidos com o modelo de dano volumétrico.
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o —— Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
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z
=
S L
8 3,2 -:
16 +
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0 ¥— .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deslocamento (mm)

Figura 9.10: Trajetorias de equilibrio obtidos com o modelo de fissuragao distribuida.

Observa-se que tanto o modelo de fissuracao distribuida quanto o modelo de dano
foram capazes de representar o comportamento do painel visto nos experimentos.

Comparando os resultados aqui obtidos com os resultados numéricos apresentados

por Winkler et al. (2004), verifica-se uma concordancia do modelo numérico 2 com

os modelos de fissuracao distribuida, no que diz respeito a obtencao do limite de
carga, embora os comportamentos pos-critico sejam distintos. O comportamento
pos-critico visto no modelo numérico 1 é mais préximo dos obtidos com os modelos
aqui adotados, com destaque para o modelo de dano com funcao exponencial que,
mesmo apresentando uma rigidez inicial maior, apresentou boa concordancia com os
resultados experimentais.

O padrao de evolucao do dano, por tragao, obtido com o modelo de dano volu-
métrico para a lei de dano exponencial, pode ser visto na figura[9.11] Verifica-se que
a degradacao se inicia de forma concentrada na juncao angular do painel e propaga-
se horizontalmente por quase toda a peca. O comportamento observado para a lei

polinomial é similar.

O mesmo comportamento foi observado por|Winkler et al.| (2004)), como ilustrado

na figura Contudo, verifica-se uma localizagao da trinca (no caso experimental)

e da regiao de dano (no caso numérico) em uma regiao acima da observada, na figura
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[9.11] nos padrées de evolugao de dano aqui obtidos.

EEwn
M N

DZSSDBS +0.516129 +0.774134

Figura 9.11: Isofaixas de evolug¢ao do dano por tragdo obtidas com o modelo de dano
volumétrico.

(a) Experimental (b) Numérico

Figura 9.12: Padrao de dano observado por Winkler et al.| (2004)).

9.3 Cisalhamento em 4 Pontos — Arrea e Ingraffea (1982)

A investigacao do comportamento do processo de degradacao do concreto, quando
submetido a um modo misto de solicitacao, é ainda uma questao muito explorada

na modelagem numérica, devido a dificil simulagao dos efeitos do cisalhamento em

meios parcialmente frageis. Os trabalhos de |Arrea e Ingraffea (1982)), Ohlsson e

Gylltoft| (1986)), Schlangen| (1993)), Feenstra (1993) e, mais recentemente,

(2008]), dentre outros, abordaram o modo misto de solicitacao, a partir do ensaio de
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cisalhamento em 4 pontos, por meio de ensaios experimentais ou modelos numéricos.

O ensaio de cisalhamento em 4 pontos realizado por |Arrea e Ingraffea (1982)
apresenta resultados do deslocamento vertical relativo das extremidades da trinca.
Esta medida é conhecida como CMSD (“Crack Mouth Sliding Displacement”). Os
detalhes geométricos do ensaio, as condicoes de carregamento e de apoios estao

mostrados na figura [9.13] que também destaca a medida CMSD.

espessura: 156 Bl

224

82 /

T203 T 397 61 61 397 203 CMSDJ \
medidas em mm ~_

Figura 9.13: Geometria do modelo.

O ensaio foi modelado com elementos quadrilaterais de quatro nds e a malha

utilizada é mostrada na figura [9.14]

—r 1| [ | | 11—+ cMmSD]

L] I e
| |

] (| At
! ! JF\J::1
— e

Figura 9.14: Malha de elementos finitos.

Foram usados os modelos de dano volumétrico e de fissuracao distribuida. Para a
analise nao linear foi adotado o método de controle de comprimento de arco cilindrico
com incremento inicial do fator de carga de 0,0125 e tolerancia para convergeéncia
de 1 x 107, A carga de referéncia foi de P = 130000,0 N.

Nos experimentos de |Arrea e Ingraffeal (1982), a energia de fratura do concreto
variou de 100,0 N/m a 140,0 N/m e a resisténcia a tragao variou de 2,8 N/mm?

a 4,0 N/mm?. Os parametros dos modelos aqui usados foram obtidos a partir dos
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valores médios dessas grandezas e estao especificados na tabelas (modelo de

dano) e[9.6] (fissuragao distribuida).

Tabela 9.5: Parametros das leis de dano.

Modelo de Dano Volumétrico

Material 1 Material 2
Tragao-Polinomial Tracao-Exponencial
fe 0,8 N/mm? a 0,92

ko 0,00014 g 1200,0

E 13000,0 N/mm? ko 0,000068

Compressao-Polinomial

Compressao-Polinomial

fe 12,0 N/mm?
ko 0,0018
£ 13000,0 N/mm2

fe 12,0 N/mm?
Ko 0,0018
E - 13000,0 N/mm2

Tabela 9.6: Parametros das leis tensao-deformagao.

Modelo de Fissuracao Distribuida

Material 1 Material 2
Carreira-Carreira Carreira-Ingraffea
fi 3,4 N/mm? fi 3,4 N/mm?
fo 34,0 N/mm? fo 34,0 N/mm?
g 0,00024 Gy 0,120 N/mm?
e. 0,0024 h 40 mm

Br 0,02 e. 0,002

Para o modelo de dano volumétrico foram usados dois materiais diferentes, o

primeiro com uma relacao polinomial para o dano, para tracao e compressao, e

o segundo com fungao exponencial, para tracao, e polinomial, para compressao.

Para o modelo de fissuragao, duas relagoes tensao-deformacao foram adotadas, uma

baseada nas leis de |Carreira e Chu| (1985] 1986) (para tracdo e compressao) e outra

assumindo a relagao de Boone e Ingraffeal (1987)), para tracao, e mantendo a relagao

de |Carreira e Chu, para compressao. Foi considerado o moédulo de elasticidade de

24800 N/mm? e coeficiente de Poisson de 0, 18.

Os graficos carga versus CMSD podem ser vistos nas figuras e [9.16, Os

resultados sao comparados com os resultados experimentais obtidos por |Arrea e

Ingraffeal (1982).
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Figura 9.15: Resposta carga x CMSD obtidos com o modelo de dano volumétrico.

150
Arrea e Ingraffea, 1982
—+— Fiss. Dist. Carreira-Carreira

120 + —o— Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
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30 T+

0 F¥———

0 0,026 0,052 0,078 0,104 0,13

CMSD (mm)
Figura 9.16: Resposta carga x CMSD obtidos com o modelo de modelo de fissuracao
distribuida.

Observa-se que os modelos foram capazes de representar os resultados experi-

mentais, descrevendo adequadamente a evolucao do deslocamento vertical relativo

da extremidade da trinca. Fang et al.| (2008]), com um modelo constitutivo de trinca

coesiva que adota leis exponencial e bilinear, em um modelo de elementos finitos es-
tendidos, analisou a mesma viga, adotando uma energia de fratura de 140,0 N/m e
uma resisténcia de a tragao de 3,0 N/mm?. Os resultados podem ser vistos na figura

sendo postos em comparacao com os obtidos na modelagem aqui realizada.
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Figura 9.17: Comparacao dos modelos de dano volumétrico e de fissuragao distribuida
com os resultados obtidos por |[Fang et al.| (2008).

Verifica-se que, mesmo com modelos numéricos distintos e diferentes leis de evolu-
¢ao, os resultados sao correspondentes e o comportamento do ensaio é representado.
A equivaléncia dos resultados pode ser creditada a conformidade das propriedades
fisicas do material, obtidas nos experimentos, com os parametros das leis de evolugao

de dano dos modelos.

As figuras e apresentam os contornos de tensao de cisalhamento (7,,)

e a deformada da viga, correspondentes ao maximo valor de carga. A formacao de
uma banda de cisalhamento, localizada entre o apoio e a carga do centro da viga, ¢é

um fendmeno caracteristico deste tipo de ensaio, como visto nas figuras.

-5.182071 -2.573009 +0.036054 +2 645116 +4.928048

Figura 9.18: Deformada e distribuigao de tensoes de cisalhamento da viga corresponden-
tes a0 maximo valor de carga para o modelo de fissuracao distribuida.
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-5.115934 -2.57444 5 -0.032962 +2.508524 +4. 732324

Figura 9.19: Deformada e distribuigao de tensoes de cisalhamento da viga corresponden-
tes a0 maximo valor de carga para o modelo de dano volumétrico.

E relevante observar a trajetéria de equilibrio associada ao deslocamento vertical

no ponto de aplicacao da carga central. O experimento de Arrea e Ingraffea (1982))

nao apresenta resultados desta grandeza, entretanto diversas simulacoes desse ensaio
constataram um acentuado “snap-back” para a referida trajetoria.
A figura [9.20] apresenta as trajetdrias obtidas com os modelos de dano volumé-

trico e de fissuracao distribuida, para as diferentes leis adotadas.

140
o Most e Bucher, 2007
I —— Dano Vol. Exponencial
112 + —— Dano Vol. Polinomial
F —=— Fiss. Dist. Carreira
[ —x— Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
~ 84
Z L
<
[s+
s L
S 56 7
28
0 t t t t

0 0,06 0,12 0,18 0,24 0,3
Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga central (mm)

Figura 9.20: Comparagao das trajetérias de equilibrio do deslocamento vertical do ponto
de aplicagao da carga central, obtidos com os modelos de fissuracao distribuida e de dano
volumétrico, com os resultados obtidos por Most e Bucher| (2007)).

Este gréficos sao comparados com o resultado obtido por Most e Bucher| (2007)),

que fizeram uso de um modelo de trinca coesiva em um método sem malha. Pode-

se observar a equivaléncia dos resultados e a adequada descricao do “snap-back”,
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tipico deste tipo de simulacao. Verifica-se que o modelo de fissuracao distribuida
apresentou um enrijecimento no fim da trajetéria. Isto pode ser atribuido ao fator
de retencao ao cisalhamento, responsavel por estabilizar o modelo, que nao permite

a degradagao crescente do modulo de elasticidade transversal.

9.4 Viga de Concreto Armado — Mazars e Pijaudier-Cabot
(1989)

No trabalho de |[Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989) foram apresentados modelos
constitutivos para a analise nao linear de estruturas de concreto, destacando-se o
modelo de Mazars (1984). Resultados de simulagdes numéricas foram comparados
com os obtidos em ensaios experimentais. Destaca-se a simulacao de uma viga de
concreto armado que sera agora apresentada.

A figura [9.21] mostra a geometria da viga, bem como os detalhes do modelo de
elementos finitos aqui adotados.

700 mm | p

220 mm
220 mm

= ;20 12 mm
1400 mm 150 mm

armadura
discreta

Figura 9.21: Flexao em 3 pontos em concreto armado: geometria e modelo de elementos
finitos.

Na modelagem de [Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989)), foram utilizados elementos
finitos triangulares tanto para o concreto quanto para o aco. A armadura foi mode-
lada de forma discreta, considerando aderéncia perfeita com o concreto. O modelo
de dano de Mazars| (1984) foi adotado para o concreto, com os seguintes parametros:

Ey = 30000,0 N/mm?; v =0,2; A, = 0,8; A. = 1,4; B; = 20000, 0; B. = 1850, 0.
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O valor de kg nao foi especificado. Para o aco, os autores especificam o médulo de
elasticidade de 210000,0 N/mm?, mas nao informam o limite de escoamento.

No presente trabalho, a viga foi modelada em estado plano de tensao, com ele-
mentos quadrilaterais de quatro nds, para representar o concreto, e elementos unidi-
mensionais de dois nds, para a armadura. Considerou-se aderéncia perfeita entre aco
e concreto. Para o concreto, foram adotados o modelo de dano de |Mazars (1984)) e
o modelo de dano volumétrico proposto neste trabalho, com lei de dano exponencial
dada pela equagao Para o ago, foi adotado o modelo de plasticidade, com crité-
rio de von Mises, assumindo plasticidade perfeita. Os parametros para cada modelo

estao especificados na tabela [9.7]

Tabela 9.7: Parametros dos modelos constitutivos.

Dano Volumétrico Mazars| (1984) Plasticidade

Tragao Tracao

a 095 Ay 0,8 fus 420 N/mm?
B 2150,0 A 14 H 00

ko 0,000035 ko 0,0008 -

Compressao Compressao

a 1,0 B, 20000,0 -

g 600,0 B. 1850,0 -

ko 0,0004 ko 0,0008 -

Adotou-se médulo de elasticidade de 30000,0 N/mm? e coeficiente de Poisson
de 0,2, para o concreto, médulo de elasticidade de 210000 N/mm? e coeficiente de
Poisson igual a 0, 3, para o aco.

Para a andlise nao linear foi adotado o método de controle de deslocamento
generalizado, com incremento inicial do fator de carga de 550, e tolerancia para con-
vergéncia de 1 x 10 e carga de referéncia de P = 1,0 N. As trajetérias de equilibrio
do deslocamento vertical do ponto de aplicacao da carga sao apresentadas na figura
Os resultados dos modelos sao comparados com os valores experimentais e
numéricos apresentados por |[Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989)) e verifica-se uma boa
concordancia entre os resultados dos modelos numéricos adotados neste trabalho e

os apresentados por Mazars e Pijaudier-Cabot.
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Figura 9.22: Trajetérias de equilibrio do deslocamento vertical no ponto de aplicacao da
carga.

9.5 Viga de Concreto Armado — Alvares| (1993)

Neste exemplo serao modeladas vigas submetidas a flexao em quatro pontos,
como proposto por Alvares (1993). Os detalhes das vigas estudadas por Alvares

(1993) sao mostrados na figura [9.23|

I I

g =
= P=10N
S espessura:
on

pay pi 120 mm

100mm 800 mm ‘ 800 mm ‘ 800mm 100 mm
c=15mm
«T» 205 mm j‘» 205 mm 205 mm
C C

H-o
H-o

°13 0 10 mm °|5 @ 10 mm
H-C H-C H-C

70 10 mm

Figura 9.23: Detalhes geométricos e da armadura das vigas.

Alvares (1993) apresentou um estudo detalhado sobre o modelo de dano de [Ma-
zars (1984) e a obtencao experimental dos parametros utilizados na lei de evolucao

do dano. Também apresentou um estudo experimental e modelagem numérica de
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vigas de concreto armado, submetidas a flexao em quatro pontos, com diferentes
taxas de armadura (subarmada, normalmente armada e super armada).

Na modelagem computacional, Alvares (1993) considerou o concreto com médulo
de elasticidade de 29200,0 M Pa e coeficiente de Poisson de 0, 2 e o ago com mddulo
de elasticidade de 196000,0 M Pa. O modelo de Mazars| (1984) foi usado com os
seguintes parametros: A; = 0,995, B, = 8000,0, A. = 0,85, B, = 1620,0 e ry =
0,00007. Para a armadura adotou-se comportamento elastico linear com aderéncia
perfeita.

Apresenta-se aqui a modelagem das vigas estudadas por Alvares (1993)), com o
modelo de dano volumétrico e com o modelo de Mazars (1984). Os resultados serao
comparados com os resultados obtidos por Alvares (1993). Os detalhes do modelo

de elementos finitos sao vistos na figura [9.24]

(a)

Ai

Armadura superior: 39,27 mm? (As) Armadura inferior:
viga subarmada: 235,62 mm’ (Ai)

viga normalmente armada: 392,7 mm? (Ai)

As

(b)

Ai"
Al

Armadura superior: 39,27 mnf (As) Armadura inferior:
viga super armada: 235,62 mm? (Ai")

314,16 mm? (A)

Figura 9.24: Modelo de elementos finitos:(a) Malha adotada para as vigas subarmada e
normalmente armada;(b) Malha adotada para a viga super armada.

A viga é aqui modelada com elementos quadrilaterias de quatro nds em es-
tado plano de tensao e a armadura, com elementos unidimensionais de dois nos,
considerando-se aderéncia perfeita entre o aco e o concreto. Para o concreto foram

adotados os modelos de dano volumétrico e o de dano de Mazars| (1984). Para o
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aco, adotou-se um modelo de plasticidade, segundo o critério de von Mises. Os pa-

rametros dos modelos constitutivos, para o concreto e para o ago, sao apresentados

na tabela 0.8

Tabela 9.8: Parametros dos modelos constitutivos.
Modelo com Dano Volumétrico

Funcao Polinomial Funcao Linear Funcao Exponencial
Tracao
fe 0,945 N/mm? ko 0,00006 a 1,0
ko 0,000094 Ky 0,00045 g 4150,0
E  16222,22 N/mm? ko 0,000058
Compressao
fo 11,2 N/mm? ko 0,000697 a 09
ko 0,0017 Ky 0,017 £ 90,0
E  16222,22 N/mm? ko 0,000697
Mazars| (1984) Plasticidade
A; 0,995 fus 420 N/mm?
A. 0,655 H 00
By 8000,0
B, 1050,0
ko 0,00007

Os parametros adotados foram obtidos a partir dos resultados apresentados por
Alvares (1993)) e a metodologia empregada pode ser vista no apéndice

Para a andlise nao linear, foi adotado o método de controle de deslocamentos
generalizados, com fator de carga inicial de 1125, 0, tolerancia para convergéncia de
1 x 1073 e carga de referéncia de P = 1,0 N. Foi adotado o equilibrio secante na
obtencao dos resultados. Em consequéncia do equilibrio secante o processo incre-
mental iterativo foi mais custoso, ou seja, mais iteragoes foram necessarias em cada
passo para que o equilibrio fosse alcancado.

A figura[9.25 apresenta a trajetéria de equilibrio do deslocamento vertical no meio
do vao, para a viga subarmada. Os resultados sao comparados com os obtidos por
Alvares (1993)) e com os resultados apresentados por Barros| (2002)), que analisou a
viga subarmada com o modelo de [Mazars, adotando o método dos elementos finitos

generalizados, com elementos quadrilaterais de quatro nés e o ago como material
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elastico-linear embutido no elemento quadrilateral.

45
36 T
= 27 1
=
) Experimental Alvarez 1993
S 18 A ° Numérico Alvarez 1993
@ Numérico Barros 2002
—— Dano Vol. Poinomial
9 | —x— Dano Vol. Linear
—o— Dano Vol. Exponencial
—o— Mazars
0
28 5,6 8,4 11,2 14

Deslocamento (mm)

Figura 9.25: Trajetorias de equilibrio carga x Deslocamento vertical, para a viga subar-
mada.

Observa-se que o modelo de dano volumétrico e do modelo de foram
capazes de descrever com bastante fidelidade os resultados experimentais e, qualita-
tivamente, exibe uma correspondéncia com os demais modelos numéricos.

Para as demais vigas (normalmente armada e super armada), também foram

obtidos resultados muito bons, como pode ser visto nos graficos das figuras [9.26] e

9.27
64
51,2 T
Z 384 +
< L
[s+ L
2
= L
© 256 + )
3 Alvarez, 1993 - Experimental
3 o Alvares, 1993 - Numérico
r —— Dano Vol. Polinomial
128 1 —— Dano Vol. Linear
I —o— Dano Vol. Exponencial
I —o— Mazars
0 —
0 2,6 5,2 78 10,4 13

Deslocamento (mm)

Figura 9.26: Trajetérias de equilibrio carga x Deslocamento vertical, para a normalmente
armada.
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Figura 9.27: Trajetérias de equilibrio carga x Deslocamento vertical, para a viga super
armada.

Ressalta-se que o modelo de apresenta uma rigidez um pouco menor que o
modelo de dano volumétrico. Pode-se observar também a grande equivaléncia desta
implementagao do modelo de com os resultados numéricos apresentados por
. As diferencas observadas sao atribuidas as diferentes formas de modelagem,
principalmente a modelagem da armadura.

A figura[9.2§8 apresenta as isofaixas de valores de o dano correspondentes a uma
carga de 14,4 kN. O comportamento do modelo de e do modelo de dano
volumétrico podem ser comparados aos obtidos por modelado com
elementos finitos (MEF) e elementos finitos generalizados (MEFG). O padrao de
dano visto na figura [0.28a é também visto nos modelos de dano volumétrico e de
(1984). Estes modelos apresentam uma maior distribui¢do da degradagao.
Este fato estd relacionado a modelagem adotada, especialmente a modelagem da
armadura, que evita a concentracao de deformagoes e distribui o dano na parte

inferior da viga.
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(a)

(b)

(©)
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+0.258065 +0.5716129 +0.774194 +1

(d)

=

+0.256659 +0.913377 +0. 770066 +0.994660

Figura 9.28: Isofaixas de Dano: (a)Barros| (2002)- MEF; (b)Barros (2002)- MEFG; (c)
Modelo de dano volumétrico; (d) Modelo (1984)).

9.6 Viga de Concreto Armado —|de Borst e Nautal (1985)

Outro estudo em vigas de concreto armado submetidas a flexao em quatro pontos

foi feita por de Borst e Nautal (1985)), que empregaram um modelo de fissuragao

distribuida e compararam os resultados com os obtidos experimentalmente. Este

estudo é aqui repetido, adotando-se os modelos de fissuracao distribuida e de dano

volumétrico e os resultados sao comparados com os obtidos por /de Borst e Nautal

Os detalhes geométricos e da malha de elementos finitos sao mostrados na figura

9. 29
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A viga foi modelada com elementos planos quadrilaterais de oito nds em estado

plano de tensao. As barras de ago foram modeladas com elementos unidimensio-

nais de trés nés, considerando aderéncia perfeita e comportamento elastoplastico,

segundo o critério de von Mises. Os parametros dos modelos constitutivos sao mos-

trados na tabela [0.9) Para o modelo de dano volumétrico, foram adotadas leis de

evolucao do dano polinomiais. Para o modelo de fissuragao distribuida, foram ado-

tadas as leis de (Carreira e Chu| (1985), para compressao, e Boone e Ingraffeal (1987)),

para tracgao. Considerou-se médulo de elasticidade do concreto de 28000,0 M Pa

e coeficiente de Poisson de 0,2. Para o ago, adotou-se médulo de elasticidade de

210000,0 M Pa e coeficiente de Poisson de 0, 3.

I I

|;| l E
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‘ <
30 mm EaS 2
290 mm 1260 mm 1000 mm 1260 mm 500 mm 200 mm
P=1N
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« +10 20 mm
L
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Figura 9.29: Detalhes geométricos e malha de elementos finitos.

Tabela 9.9: Parametros dos modelos constitutivos.

Dano Volumétrico Fissuracao Distribuida Plasticidade
Tracao Tracao
fe 0,835 N/mm? fi 2,5 N/mm? fys 440,0 MPa
ko 0,00012 Gy 0,06 N/mm? H 00
E  15555,5 N/mm? h 100 mm -
Compressao Compressao
fe 10,0 N/mm? fo 25,0 N/mm? -
ko 0,0012 e. 0,015 -
E 155555 N/mm? B, 0,04167 -

Para obtencao das trajetérias de equilibrio foi adotado o método de controle

de deslocamento generalizado com incremento inicial do fator de carga de 750 e
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tolerancia para convergéncia de 1 x 107%. As trajetérias de equilibrio para o né
inferior no centro da viga sdo mostradas na figura[0.30] Os modelos sdo comparados
com os resultados experimentais e numéricos apresentados por |de Borst e Nauta
(1985)).

Pode-se observar que os modelos de dano volumétrico e de fissuragao distribuida
foram capazes de representar o comportamento da viga. Para valores de carga de,
aproximadamente, 34 kN os modelos numéricos sao muito préximos ao experimento.

Para valores de carga superiores, os modelos se mostraram mais rigidos.

105
84 T+
= 63 T
< L
P L
j=2]
g L
O 42 +
L de Borst, 1985 - Experimental
21 o de Borst, 1985 - Numérico
—>— Dano Vol. Polinomial
—— Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
0 =
0 2 4 6 8 10 12

Deslocamento vertical do n6 inferior no meio do vdo (mm)

Figura 9.30: Trajetorias de equilibrio carga x Deslocamento vertical.

O resultado numérico apresentado por de Borst e Nautal (1985) exibe valores de
carga mais altos que os obtidos experimentalmente. Contudo para cargas acima de
45 kN, o modelo se mostra mais estavel e se aproxima mais do comportamento do
experimento, alcancando valores de carga mais elevados. Verifica-se também que
o modelo de fissuracao se mostrou mais instavel, atingindo uma carga maxima de
72,59 kN, ao passo que o modelo de dano volumétrico revelou uma carga méxima de
94,83 kN, assemelhando bastante ao resultado obtido por de Borst e Nauta| (1985)),

ao fim da anélise.
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9.7 Viga de Concreto com Fibras — |Guetti et al.| (2010)

Este exemplo apresenta a modelagem de vigas em concreto reforcado com fibras
de ago. A modelagem é baseada no trabalho de |Guetti et al.| (2010), que analisa-
ram experimentalmente vigas com quantidades diferentes de fibras. A configuracao
geométrica, de cargas e malha de elementos finitos adotada estao mostradas na fi-
gura [0.31] |Guetti et al| (2010) obtiveram experimentalmente as curvas para carga
versus CMOD (“Crack Mouth Opening Displacement”). O CMOD é uma medida da

abertura do entalhe feito no corpo de prova (Figura|9.31)).

g
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Figura 9.31: Configuracao geométrica e malha de elementos finitos do modelo.

Dentre os tipos de concreto estudados por |Guetti et al.| (2010]), modelou-se
aquele com médulo de elasticidade de 28282,0 N/mm?, f. = 44,9 N/mm? e f; =
4,71 N/mm?. Para a representacao do concreto, foi escolhido o modelo de dano

volumétrico com lei de dano exponencial, na tragao, e lei de dano polinomial, na
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compressao, com os parametros mostrados na tabela [9.10f

Tabela 9.10: Parametros do modelo de dano volumétrico.
Dano Volumétrico

Tragao Compressao

a 0,7 N/mm? fe 16,67 N/mm?
Bo 1600 ,0 ko 0,003

ko 0,00025 E  11784,2 N/mm?

A solugao foi processada com o método de controle de deslocamentos generaliza-
dos, com fator de carga inicial de 2500 N e tolerancia para convergéncia de 1 x 1074,
O gréfico carga versus CMOD ¢ visto na figura [9.32]

22

17,6

13,2

Carga (kN)

44 1

o Experimental

—— Dano Volumetrico
0 } } } }

0 1 2 3 4 5
CMOD (mm)

Figura 9.32: Resposta carga x CMOD obtidas com o modelo de dano volumétrico.

Observa-se boa concordancia entre os resultados experimentais e numéricos, re-
velando um comportamento muito ductil, que é uma caracteristica de concretos
reforcados com fibras. Embora o resultado numérico obtido apresente uma boa con-
formidade com o experimental, deve-se ressaltar a dificuldade da modelagem. Esta
dificuldade esta associada a tentativa de representar o concreto com fibras apenas

pela adequacao da lei de dano.



Capitulo 10

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentou-se uma proposta de unificagao tedrica e implementa-
¢ao computacional de modelos constitutivos baseados em degradacao elastica.

Dada a amplitude do tema, o enfoque foi mantido na modelagem constitutiva de
meios parcialmente frageis, como o concreto, mais especificamente no processo de
degradagao devido a cargas. Modelos classicos para tratar a degradagao do meio fo-
ram abordados no contexto da estrutura tedrica e computacional apresentada. Além
disso, os modelos de fissuracao distribuida foram reformulados, considerando-se ml-
tiplas funcoes de carregamento desacopladas e uma regra de degradacao generali-
zada. Para ilustrar a potencialidade do arcabouco tedrico e computacional criado,
alguns modelos de dano encontrados na literatura foram implementados bem como
um modelo de plasticidade classica. Também foi proposto um novo modelo de dano
com multiplas funcoes de carregamento.

A implementagao computacional foi realizada no sistema INSANE (INterac-
tive Structural ANalysis Environment) e, tomando partido de seu projeto orientado
objetos, foi possivel implementar a unificacao tedrica proposta independentemente
do método numérico aplicado. Contudo, apenas o método dos elementos finitos

foi usado na validacao da estrutura tedrica criada e dos modelos constitutivos nela
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inseridos.

Varios exemplos de aplicagao foram apresentados, visando ilustrar as possibilida-
des de modelagem proporcionadas pela biblioteca de modelos constitutivos reunida
neste trabalho. O novo modelo de dano proposto foi validado por meio de exemplos
que comparam os resultados do mesmo com resultados experimentais ou obtidos
com outros modelos, disponiveis na literatura.

Todos os aspectos mencionados anteriormente sao consideradas a seguir, destacan-

do-se as principais contribuigoes desta tese.
10.1 Sobre a Unificagcao Teorica Proposta

Como discutido no capitulo [, varios pesquisadores apresentaram propostas para
tratar a modelagem constitutiva em um tnico formato. Esses trabalhos propoem
formas particulares para abordagem do problema. Dentre todas as propostas, |(Carol
et al.| (1994) apresentaram o arcabougo teérico mais completo e formal, introduzindo
conceitos fundamentais para a generalizacao da modelagem constitutiva.

Contudo, a proposta de (Carol et al.| (1994) contempla somente modelos baseados
em uma unica superficie de carregamento e a aludida generalizacao nao é demons-
trada para os diferentes modelos constitutivos disponiveis na literatura. Além disso,
a formulagao nao aborda a generalizacao do ponto de vista computacional. O tra-
balho também carece de exemplos associados com os métodos numéricos usados na
Mecanica dos Solidos, como o Método dos Elementos Finitos.

A formulagao apresentada no capitulo [3] expandiu a proposta de [Carol et al.
(1994)), visando tratar problemas baseados em muiltiplas fungoes de carregamento.
A referida expansao foi inspirada no trabalho de [Zhou et al.| (2003)), que exemplifi-
cou a utilizagdo de multiplas fungoes de carregamento em um modelo constitutivo
especifico.

Construiu-se, assim, uma estrutura tedrica capaz de representar modelos mul-

tipotenciais. Portanto, modelos direcionais com comportamentos especificos para
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cada direcao, como o de fissuracao distribuida, e modelos com grandezas dissipati-
vas distintas, como o modelo de dano volumétrico, puderam ser incorporados.

A estrutura tedrica criada também permite a inclusao de outros modelos constitu-
tivos, sejam eles: baseado em tensao; em deformacao; em grandezas termodinamicas;
em variaveis de dano; que facam uso ou nao da regra de degradacao generalizada.
Todas estas possibilidades também foram contempladas na proposta de |Carol et al.
(1994), entretanto, aqui, todas elas foram devidamente demonstradas.

Embora somente o método dos elementos finitos tenha sido empregado na va-
lidacao da estrutura tedrica, a formulacdo da mesma é independente do método
numérico usado, indicando que sua aplicabilidade pode ser estendida.

Ressalta-se que o desenvolvimento da proposta baseou-se em modelos de degrada-
¢ao continua. Assim, a necessidade de adaptacao da mesma, de modo a contemplar
modelos baseados em grandezas localizadas, como os modelos de trinca discreta,

precisa ser investigada.
10.2 Sobre a Modelagem Constitutiva

No capitulo {4} vérios modelos constitutivos, encontrados na literatura em seu
formato original, foram formulados segundo o arcabougo tedrico aqui proposto.

Os modelos tradicionais de plasticidade, associada e nao associada, bem como
modelos elastoplasticos com dano ou modelos compostos por multiplas superficies,
acopladas ou nao, podem ser facilmente incorporados ao arcabougo tedrico proposto,
variando-se somente o algoritmo de retorno, de acordo com a necessidade de cada
modelo. A inclusao do modelo de plasticidade com critério de von Mises ilustra essa
constatacao.

Os modelos de dano isotrépico foram incorporados por meio de uma especializa-
¢ao da formulagao geral, diferenciando-se pela medida de dano e, consequentemente,
pelos termos obtidos da derivacao da funcao de carregamento. Foram formulados

os modelos de Mazars e Lemaitre| (1984)), Simo e Ju| (1987)), [Ju| (1989)), Lemaitre e
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Chaboche, (1990), de Vree et al.| (1995) e [Mazars| (1984)).

Também, para os modelos ortotropicos, foi apresentada uma especializacao da
forma geral baseada na regra da degradacao generalizada e na existéncia de multiplas
fungoes de carregamento, validas para um sistema local de dano.

Foram formulados e implementados modelos de fissuracao distribuida com di-
recoes de degradacao fixas e varidaveis. Tais modelos foram aplicados em dominios
unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Nestes modelos, é necessério
computar os efeitos da degradagao do meio de forma independente e desacoplada
em cada direcao. Assim, o formato multipotencial foi imprescindivel para a ge-
neralizacao deste tipo de modelo. Ressalta-se que esta classe de modelos pode ser
incorporada de tal maneira que o processo de degradagao seja acompanhado sem que
se tenha uma variavel de dano explicita. Isto permite que a perda de rigidez seja
obtida de leis tensao-deformagcao, com as quais mede-se as variacoes dos modulos de
elasticidade secante e tangente locais.

Os modelos anisotrépicos foram representados pela teoria de microplanos. Foi
apresentada uma formulacao de modelos de microplanos baseados em leis de evo-
lugdo de dano escalares com multiplas fungoes de carregamento. Como visto, a
formulacao unificada foi desenvolvida de forma geral, sendo aplicada em cada mi-
croplano. Este modelo foi apresentado como uma extensao dos modelos direcionais
ortotropicos, facilmente inserido na generalizacao proposta. Contudo, nao foi reali-
zada a implementacao deste modelo que apresenta particularidades, independentes
da estrutura tedrica proposta, que devem ser exploradas com mais detalhes em outro
trabalho.

Os modelos de degradacao elastica foram formulados e a forma do tensor cons-
titutivo tangente para cada um deles foi explicitada. Entretanto, muitas vezes o
mesmo é aproximado por sua parcela secante, como nos trabalhos de |de Vree et al.
(1995) e Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989)). Aqui, dada a facilidade proporcionada

pela unificagao tedrica, duas possibilidade foram implementadas: a denominada
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equilibrio tangente, que considera todas as parcelas do referido tensor e, a denomi-
nada equilibrio secante, que a adota a aproximacao do mesmo por meio da parcela
secante. Ambas as possibilidades foram usadas nos diversos exemplos apresentados.

Uma outra importante consideracao refere-se a caracterizagao do ponto material
no modelo numérico, ao qual se deseja aplicar a estrutura tedrica implementada.
Isto foi visto nos modelos unidimensionais de portico espacial, segundo as teorias
de Euler-Bernoulli e Timoshenko, adaptado da proposta apresentada por [Fonseca
(2006), que adota a decomposigao da se¢ao transversal em que cada subdivisao é
um ponto material. De forma analoga, o mesmo tratamento foi aplicado a flexao
de placas, cuja espessura ¢ subdividida em camadas e cada camada é um ponto
material.

Por fim, é valido reafirmar que a formulagao e implementacao computacional
de novos modelos constitutivos é beneficiada pela praticidade do arcabouco tedrico
apresentado, o que é corroborado pelo desenvolvimento do novo modelo de dano

proposto: o modelo de dano volumétrico.
10.3 Sobre o Modelo de Dano Volumétrico

O modelo de dano proposto, formulado no capitulo [5, baseou-se na definicao
de energia livre na qual o tensor de deformagao é decomposto em parcelas volumé-
tricas e desviadoras e adotou as deformacoes volumétricas para caracterizar uma
medida de dano que diferencia os efeitos de tracao e compressao. O modelo formu-
lado assume a defini¢ao de energia livre semelhante & adotada por [Ladeveze, (1983)),
entretanto as equacgoes foram aqui desenvolvidas no dominio das deformacoes. A
medida de deformacao aqui adotada seguiu a proposta de (Comi (2001, de modo a
diferenciar os efeitos de tracao e compressao. Entretanto, diferentemente de |[Comi
(2001) — que usou duas superficies, acoplando os efeitos de tragdo e compressao,
necessitando assim de um algoritmo de retorno para quantificacao do dano —, neste

trabalho, os efeitos de tragao e compressao foram desacoplados por meio de funcoes
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de carregamento independentes. Além disso, a quantificacao do dano foi aqui feita,
diretamente com o uso de leis de evolucao previamente especificadas.

Assumidas as hipdtese basicas do modelo (tensor de rigidez, oriundo da defini¢ao
da energia livre, e medida de degradagao), a defini¢do do modelo foi complementada
partindo-se de multiplos potenciais obtidos de funcoes de carregamento assumidas
para cada medida de deformacao correspondente as varidveis de dano. Os gradientes
das fungoes de carregamento permitiram avaliar as diregoes de degradacao e de
evolugao do carregamento e o tensor pos-ritico foi obtido diretamente dos gradientes
das lei de dano.

Formas lineares, exponenciais e polinomiais foram avaliadas, entretanto, a for-
mulacao proposta permite a insercao de qualquer funcao matematica para descrever
a evolucao do dano.

A definicao dos coeficientes das equacoes que controlam a evolugao do dano, bem
como o nimero de parametros, refletem diretamente no comportamento do material
e dependem da funcao escolhida, logo, quanto mais simples for o formato da equacao
mais simples sera a parametrizagao do material. Como o modelo trata de grande-
zas equivalentes, os parametros obtidos de ensaios experimentais nao correspondem
diretamente aos do modelo, sendo portanto necessario obter estes parametros indi-
retamente.

O capitulo [9] foi dedicado & modelagem de estruturas em concreto simples e
armado com o modelo de dano volumétrico proposto. Varios exemplos foram apre-
sentados, destacando-se a flexao de vigas em trés e quatro pontos, cisalhamento
em quatro pontos. Os resultados obtidos foram comparados com resultados expe-
rimentais e numéricos obtidos nas referéncias bibliograficas consultadas. O modelo
foi capaz de representar o comportamento das estruturas modeladas mostrando um

bom desempenho e conformidade com os resultados laboratoriais.
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10.4 Sobre a Implementacao Computacional

A implementacao realizada foi dividida em duas partes distintas: a primeira
parte concerne a implementacao da estrutura tedrica unificada e a segunda no que
diz respeito aos modelo constitutivos propriamente ditos.

A implementagao computacional da proposta de unificacao tedrica tomou partido
da generalizacao proporcionada pelo sistema INSANE e manteve o mesmo projeto
orientado a objetos de seu nticleo numérico.

Como mostrado, o processo de solugao evoca métodos para o célculo da rigidez
incremental e do vetor de forcas equivalentes aos esforgos internos. Para estas duas
tarefas, o modelo constitutivo é requisitado, caracterizando os pontos de ligagao da
implementagao do método numérico e do modelo constitutivo.

Os esforgos internos podem ser calculadas por uma relagao total ou como resul-
tante de um algoritmo de retorno, o que depende dos requisitos do modelo constitu-
tivo em questao. Ja para o calculo do operador tangente o formato implementado é
dado pela equacao [3.50, abaixo repetida

t — —
Ei = Eijre + =—Mumij Tkl
Hnm

No capitulo [3] diversas formas para o calculo do operador tangente foram apre-
sentadas e o formato dado pela equacao acima se mostrou bastante geral, uma vez
que, com as relagoes de correspondéncia entre os varios formatos, resumidos na se-
¢ao [3.6], qualquer versao do operador pode ser obtida. Contudo, como mostrado no
diagrama de classes da figura novas expansoes podem ser realizadas, de forma
tal que quaisquer outras alternativas para o calculo do referido operador podem ser
implementadas.

Varios modelos constitutivos foram implementados conforme o diagrama de clas-
ses da figura [6.11] Seja para o cdlculo do operador tangente ou do vetor de forgas
equivalentes aos esforcos internos, o modelo constitutivo consulta o material para

obter suas propriedades fisicas (por exemplo, médulo de elasticidade e o coeficiente
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de Poisson) e, para o estado de tensdao ou deformagao corrente, o valor do dano.
O material, por sua vez, possui acesso a forma de evolucao do dano, bem como
os parametros necessarios para quantifica-lo. Isto é possivel devido ao polimor-
fismo proporcionado pelas classes abstratas Material e DamageLaw e pela interface
Damageable, mostradas nas figuras e [6.17 Estas figuras também mostram a
generalizacao alcancada pela implementacao das funcoes de evolucao de dano, de
modo que qualquer funcao de evolugao possa ser implementada.

As leis de evolucao de dano podem ou nao estar associadas a um modelo material
(Figura, uma vez que determinadas classes de materiais tém leis de evolugao da
degradagao como caracteristica intrinseca. Entretanto, existem modelos de materiais
que, além da prescricao das propriedades fisicas, requerem a indicacao de uma lei
de evolucao.

Ressalta-se que o formato tensorial usado na formulagao foi mantido na imple-
mentacao e, desta forma, pode-se generalizar todos os modelos de analise, ampliando
a aplicacao dos modelos constitutivos. O formato tensorial escolhido facilitou a im-
plementagao das operacoes tensoriais de modo que estas puderam ser realizadas
seguindo a notagao indicial.

Por fim, vale dizer que as caracteristicas do projeto orientado a objetos permitiu
a criacao de um arcabouco computacional para modelos constitutivos que pode ser
facilmente expandido, para inclusao de novos modelos, ou utilizado, sem qualquer
alteracao, para andlise nao linear baseada em outros métodos numéricos, como o
método dos elementos finitos (MEF), o método dos elementos finitos generalizados

(MEFG), o método dos elementos de contorno (MEC) e os métodos sem malha

(MSM).
10.5 Continuidade da Linha de Pesquisa

Tendo em vista a continuidade da linha de pesquisa e tomando como base o

contetdo apresentado ao longo deste trabalho sao sugeridas algumas propostas de
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estudos relevantes para a Mecanica Computacional do Concreto:

Aplicar o formato proposto para tratar de forma genérica a modelagem constitu-
tiva na formulacao e implementacao de modelos de microplanos, como os propostos
por (Ozbolt et al.| (2001)), Carol et al.| (2001a)), Kuhl et al. (2001)) e |Leukart e Ramm
(2002).

Formular um modelo de microplanos baseado na definicao de multiplos potenciais,
com a divisao do vetor de deformagoes de cada microplano em parcelas volumétricas

e desviadoras, como um aprimoramento do novo modelo de dano proposto nesta tese.

Formular e implementar modelos nao locais, sofisticando a aplicagao dos modelos
constitutivos aqui apresentados, a fim de criar mecanismos de regularizacao capazes

de tratar problemas de localizacao de deformagoes e dependéncia de malha.

Ampliar a biblioteca com outras propostas de modelos constitutivos baseados em
degradagao elastica, dano e plasticidade. Dentre as possibilidades, destaca-se os mo-
delos de plasticidade com multiplas superficies e os modelos baseados em superficies

de dano.

Ampliar o sistema computacional com a inclusao de modelos para armadura e perda
de aderéncia, permitindo uma modelagem mais realista de estruturas concreto ar-

mado.

Aplicar o arcabouco tedrico e computacional criado e os modelos constitutivos im-
plementados para a analise nao linear em modelos de elementos finitos generalizados,
modelos com descontinuidade forte embutida, modelos de elementos de contorno e

modelos baseados em métodos sem malha.
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Apéndice A

Condicoes de Carregamento,
Descarregamento e Recarregamento

As condicoes de carregamento, descarregamento ou recarregamento ditam, para
cada ponto material, o decorrer da analise. Em um estado de carregamento continuo,
por exemplo, o material pode passar do regime elastico para o inelastico até atingir
um estado avancado de dano levando a estrutura ao colapso. Entretanto, esta é uma
andlise simplista, que admite uma degradacao uniforme de todo o dominio, fato este
que dificilmente ocorre. Mas, se a analise for ponto a ponto do meio material, pode-
se descrever comportamentos distintos para cada um destes pontos relacionados ao
estado de tensao ou deformacao, regime de comportamento e histérico da anélise,
com reflexo direto no comportamento global da estrutura.

As condigoes de Kuhn-Tucker sao uma forma eficiente de captar o estado de
carregamento, descarregamento ou recarregamento do material. Estas condigoes
baseiam-se nas fungoes de carregamento do modelo constitutivo e nas variaveis his-
toricas. As condigoes de Kuhn-Tucker podem ser representadas, em sua forma mais

tradicional, por
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<0, A>0. (A.la,b)

(A.la)

onde f é a funcao de carregamento e A é o multiplicador ineldstico. Tem-se também

as condigoes de complementaridade e de consisténcia dadas por

fA=0; fA=0 (A.2a,b)

(A.2a)

Os regimes de carregamento, descarregamento e recarregamento sao obtidos dire-
tamente a partir das funcoes prescritas por cada modelo. Para ilustrar as condig¢oes

de carregamento, toma-se a funcao
f=¢é—-kK, (A.3)

onde f é a funcao de carregamento, € é uma medida de deformagao e k a varidavel
histérica do modelo. Dado um ensaio de tragao uniaxial, cuja medida de deformacao
seja a deformacao principal positiva e a variavel histérica atribuida ao maior valor

j& atingido por € ao longo da analise, tem-se

f = -k, (A4)
[ (A5)

Neste caso, admite-se que a deformacao de tracao linear eldastica maxima ad-
mitida é o valor inicial da varidvel histérica ko. A figura ilustra o regime de
carregamento no dominio elastico. Como a deformacgao ainda nao atingiu valores
superiores ao admitido para o dominio elastico, as condigoes de Kuhn-Tucker, com-

plementaridade e consisténcia ficam
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Ji = &1—ko <0, (A7)
f2 = E—ro <0, (A.8)
il > |fel, (A.9)
f >0, (A.10)
k=0 (A.11)
Regime Elastico Linear
f <0
f,<0
o |£|>|f,] kf=0
.‘. - . f o :O
g, f >0
' K = K,= K,
inicio do K= K,- K=0
carregamento ..

Y
Y
S

Figura A.1: Regime de carregamento elastico

Uma vez que o limite dado por x( seja superado, o regime inelastico ¢ atingido
e os valores da variavel histérica devem ser atualizados para o maior valor da de-
formacao. A partir deste ponto da andlise tem-se um estado de carregamento com

dano, conforme ilustra a figura[A.2]



Regime de Carregamento Inelastico
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f =0
g, : fr=
t F oo 0
inicio do . .
processo . K= K,-K>(
de dano
b—] —
i | g
I [ e
N \// -~ L T
ke, &, &,
K=K,= Sz
£,=0

Figura A.2: Regime inelastico de carregamento com dano

Atualizando os valores das condicoes de carregamento, tem-se

S
/2
/1]

E1—k=0,

Eo— k=0,

|fol =0,

0,

0 pois Ko > Ky .

(A.12)
(A.13)
(A.14)
(A.15)

(A.16)

E vélido ressaltar que os valores de €, k, f do estado anterior sao fundamentais para

se determinar o estado corrente.

Por razoes inerentes ao modelo constitutivo e/ou ao problema analisado, o ma-

terial pode entrar em regime de descarregamento, como ilustra a figura [A.3]
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Regime de Descarregamento

f <0
£, <0
o I£1<]t,| kf =0
: fK=0
b :: .Icmax f < O
¥ :: Icl = ICZZ ’Cmax
descarregamento IC =K,-K=0
das regides em ..
regime elastico

-
f]

[N

Figura A.3: Regime de Descarregamento

O regime de descarregamento pode ser um comportamento induzido, por exem-
plo, por uma concentracao de dano em uma regiao da estrutura, que perde capaci-
dade de carga, fazendo com que as demais areas se descarreguem. As condicoes de

carregamento sao atualizadas para

fi = &1—-k<0, (A.17)
fo = &—-£k<0, (A.18)
il < 1fol =0, (A.19)
f <o, (A.20)
k= 0 Dpois kKe=~. (A.21)

Nota-se que o descarregamento pode ocorre no regime linear elastico e as condigoes
de carregamento, neste caso, sao usadas sem restrigoes com a diferenca que k = K.

Por fim, tem-se a possibilidade de recarregamento. A condicao é mais comum em
problemas de cargas ciclicas, entretanto o recarregamento pode ocorrer pela simples

distribuicao de cargas da estrutura, pelas condicoes de contorno, por definigoes do
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modelo constitutivo etc. Assim como no descarregamento, o recarregamento pode
ocorrer no regime elastico, sendo neste caso k = kg. As condi¢oes de Kuhn-Tucker

ficam, portanto

i = &1—k<0, (A.22)
fo = & —K<0, (A.23)
Al > |fl =0, (A.24)
f >0, (A.25)
k= 0 pois Ky=~K . (A.26)

A figura[A.4mostra que a condi¢ao de recarregamento é semelhante ao carregamento
elastico, embora, para um estado de deformacao mais avangado.

Regime de Recarregamento

f <0
£, <0
g, | £|>]|1f,] kf=0
. £ >0 fk=0
P 16,= I6,= Koy,

estrutura

[ 1]

K= K, - K,i=0

L

ICO S1 E’\Z
|
f2 IC = Icmax
f

Figura A.4: Regime de Recarregamento

Nas figuras [A.1] [A.2] |A.3| e [A.4] observa-se que as condigoes de complementa-

ridade e consisténcia sempre devem ser iguais a zero, comprovando que o regime
calculado pelas condicoes de carregamento sao validas. As condigoes de carrega-

mento, descarregamento e recarregamento sao resumidas por:



Carregamento Eldstico

J<0;

Carregamento Ineldstico

Descarregamento

f<0;

Recarregamento

f<0;

f>0;

f<o0;

f>0;

K > Ko ;

K > Ko ;

K > Ko ;

)

)

Y

k=0.
k>0.
k=0
k=0
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(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)



Apéndice B

Conceitos da Mecanica do Dano
Continuo, Relacoes Secantes e Variaveis
de Dano

Na formulacao de um modelo de dano deve-se definir as varidveis de dano e
sua dependéncia com os tensores secantes de rigidez e flexibilidade. Para modelos

isotrépicos tradicionais tem-se uma relacao trivial dada por

sendo D a variavel de dano. Para modelos com degradacao anisotrépica baseada em
tensores de dano de segunda ordem, por exemplo, esta relacao é mais complicada
e deve ser definida segundo os conceitos da mecanica do dano continuo (“MDC”).
Conceitos como tensao e deformagao efetivas, bem como equivaléncia de deforma-
¢oes, tensoes e energia sao usados para estabelecer os sentidos fisicos dos modelos
de degradacao do material que sao as bases das relagoes secantes com as variaveis

de dano |Carol et al| (2001b)).
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B.1 Tensao e Deformacao Efetivas e Equivaléncia de Ener-
gia

Segundo |Lemaitre e Desmorat| (2005 a degradagao deve ser entendida como a

média do efeito das “microfissuras” e “microvazios” que surgem no material quando

ef

sujeito a solicitagoes. Desta forma, as tensoes efetivas o;; e as deformagoes efetivas

¢/ sdo definidas como sendo os valores de tensdo e deformagao calculados tomando-

€4
se o material integro, isto é, considera-se uma reducao da &area 1util de material,
descontando-se as areas degradadas, para que os efetivos sejam computados. Com

os valores efetivos de tensao e deformagao pode-se, de forma simples, relacionar estas

grandezas com o material intacto por

EzngEkl e C]klakl , (B.2a,b)
sendo 0 0
E@]m = A"0;;0i + G (661 + 6adur)
kal EVO 0ij0R + 12+—E,l;0(5ik5jl + 0q0w) (B.3a,b)
com A° = VOE? o P

eG'=———"-
(1409 (1 —2u9) 2(1419)
As variaveis de dano relacionam as grandezas efetivas com suas respectivas par-
celas nominais. Pode-se portanto, relacionar as parcelas nominais e efetivas usando

o tensor dano de quarta ordem, o denominado “efeito de dano”, dado por &;jx. Logo,

tem-se

Oi5 = O_éijklO'fjf e e’:“sjf = O_fijklgkl s (B4a,b)
na forma inversa,

Uz-ejf = OkIOkl € Eij = aijkﬂZ{ y (B5a,b)

sendo QijpgQipgi = QijpgQpqkl = 15j}- Combinando as equagoes e tem-se as

relacoes secantes dadas por

= 0 = 0
Eijkl = aiquqursa/rskl € Cijkl = aiquCpqrsarskl ) (B6aab)
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que resulta em relacoes simétricas devido a natureza simétrica do tensor efeito de

dano.

B.1.1 Dano Isotrépico

A forma isotrdpica, vista na equacao [B.I] pode ser escrita no contexto da me-
canica do dano continuo. Para tanto a forma tipica de dano “(1 — D)” é escrita
como

Qjjpg = ¢ zSJlI::rlL e Qijpg = ¢ le?ll ) (B.7)

em notagao matricial, tem-se

1 1

Qi

-

1

1

(B.8)

As relagoes entre parcelas nominais e efetivas podem ser reescritas como

Oij = ﬁgafjf ) Ufjf = ¢oij , 5fjf =de; e ey = qbéfjf . (B.9a,b,c,d)

As formas escalares recaem na forma tradicional de dano isotrépico, logo

- 1
p=-=

1-D.
¢

(B.10)

B.1.2 Tensores de Dano de Segunda Ordem

Uma forma de tratar a degradacao ortotrépica ou anisotrépica do meio é pela
representacao desta por varidveis de dano escritas na forma de tensores de segunda
ordem. Os tensores de dano de segunda ordem, denotados por D;;, variam de zero
a d;5. Outra forma é representar o dano em termos do tensor de integridade, que
é dado por gz_ﬁij = 0;; — D;;, com a variagao exatamente oposta ao tensor de dano,

variando de §;; até zero. A figura[B.Ijmostra a dualidade entre o dano e a integridade

para o caso de tragao uniaxial.
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Ko & Ko &

Figura B.1: Dano x Integridade.

Os tensores de dano e integridade compartilham os mesmos sistemas principais,
sendo D) = 1 — (5(1-). Uma vez estabelecido o tensor de integridade qgij, pode-se

introduzir sua raiz quadrada w;; e suas formas inversas ¢;; e w;;. Portanto,

ij = Wirj e Py = w?i) : (B.11)
Gij = Wiy e P =Wl - (B.12)
. - 1
ik ®rj = GinPrj = 04 e ou = vt (B.13)
_ _ _ 1
Wik Whj = Wik Wkj = Oij e W) = ) (B.14)

No caso do dano isotrépico estes tensores reduzem-se a sua forma volumétrica.

B.1.3 Formulacao Anisotrépica Para as Relagoes Secantes
com Tensores de Dano

Apoés a introducao das variaveis de dano em forma tensorial, e estabelecer as

relacoes nominais-efetivas, pode-se identificar o tensor efeito de dano e as relacoes

secantes. No caso isotrépico unidimensional, a integridade representa a reducao da

area efetiva, entretanto, tratando-se de casos mais gerais nao se pode garantir a

simetria do tensores efetivos, portanto, o cédlculo deve considerar um processo de

simetriza¢ao como o proposto por Cordebois e Sidoroff] (1982):

045 = wikaz{ww N (B15)
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reescrevendo em termos do tensor efeito de dano, tem-se
= Aot Siswt = — (T + T B.16a,b
Oij = QK0 Qi = §(wikwjl + Wy wji) (B.16a,b)
para as deformacoes,

5?{ = wiké‘klﬂ)lj s (Bl?)

matricialmente, o tensor efeito de dano, escrito no sistema principal de dano, é dado

por
¢q)
$(2)
3 P (B.18)
a = — — .
VPP
P(2)P(3)
i P 00) |
Pode-se escrever as relagoes secantes dadas pelas equagoes [B.3p,b, como
zgkl A ¢z]¢kl + G (¢zk¢]l + (bzlgb]k) (Blg)
e
1420
Cijul = Cbzgcbkl + == 570 (Pirdji + Padjr) - (B.20)
Na forma matricial, considerando o sistema principal de dano, tem-se
¢y (A +2G0) B(1)P(2)A° B(1)B(3)A°
20N’ By (A°+2G%)  dz)P()A°
E= B(3)P(1)A° B(3)P(2)A° Blay (A0 +2G°) o
oG
b0 G
B(3)P(1)G°
(B.21)
e
B 1 -0 -0 7
¢_>?1>E° P00 B )b B
2 -0
¢<2>¢(1>E Gy B0 P(2)b(z) E°
-0 -0 1
_ )Py EC  B(3)P(2) E° ¢2, E°
c ) 214+ 09) . (B.22)
é(1)P(2)E°
2(1 +v9)
b(2)P(3)E°
2(1 4 v9)
L b(3)91)E°
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Comparando a relacao com a matriz de flexibilidade de modelos ortotrépi-

cos, tem-se
[ 1 —ri2 g ]
F1 Eo> Es3
—U21 L —U23
F1 FEo> Es3
—U31 —V32 L
Corto _ E1 E> E3 S , (BQS)
Gi2 L
Gas
L Ga1
portanto, tem-se as seguintes equivaléncias:
Ey = (2_5%1)E0 ; B = QZ(QQ)EO ; Bs = ¢(3)E0 ; (B.24)
,/UZQVO; ,/3:®V0; _%m 0. (B.25)
d(2) éa) b(2)
V23 = @VO 3 V31 = @VO ) = @VO ) (B.26)
d2) b(3) P(3)
o 0 o EO _ _ 0
— _— = _— 2 = -~ . B.2
G2 ¢(1)¢(2)2(1+V0) i Goas ¢(2)¢(3)2(1+V0) ; G ¢(3)¢(1)2(1+V0) (B.27)

A formulacao dual pode ser obtida usado o tensor efeito de dano dual, dado por

o)
o)
o3
a= ®) (B.28)
P1)d()
P(2)P3)
! Vo ea) |
Logo, as relagoes secantes, podem ser escritas com base nas relagoes
_ ef ef _
Eij = Wik€p Wiy 0;j = WikOkiWij
1
ef
Ez‘j = O‘ijklgkl s ikl = §(wikwﬂ + wilek) s (B.29a,b,c,d)
resultando em
[ %(AO +269) I o _ 1 0 -
®1y ) b(1)P(2) ¢<1)1¢<3)
A" (4260 A
P(2)%(1) ?2) b(2)%(3)
1 1
——A° ———A% (A% +2G67)
E = ZOLLE LOLE) (3 . (B.30)

0

d(1)P(2) L
0

?(2)%(3) 3y
ao
L P(3)P(1) .




1

%t 3o
EO

0
PP o
_,,0

3% Fo

—0
P2 Fo
2
%) o
EO
0

2392 Fo

0

P93 o

=0

*2?3) o
1

) 5o

2(1 + %)
PP o .
2(14vY)

¢ o

2(1 4+ v9)
({CILIE
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(B.31)



Apéndice C

Solucao das Equacoes Nao Lineares do
Método dos Elementos Finitos

A anélise nao linear pelo método dos elementos finitos é uma ferramenta essen-
cial na modelagem computacional. Procedimentos numéricos promovem uma forma
rapida, pratica e precisa para a modelagem estrutural desde que utilizada correta-
mente. Para o desenvolvimento de software ou para modelagem ¢é indispenséavel o
entendimento dos principais conceitos da anélise nao linear. O nao entendimento das
questoes e da metodologia envolvida no problema pode acarretar em dificuldades no
uso, ou até a escolha incorreta de solugoes, resultando em modelos nao condizentes
com a realidade do problema.

O comportamento nao linear de estruturas costuma ser caracterizado de duas
formas: comportamento fisicamente nao linear e comportamento geometricamente
nao linear.

Uma anélise fisicamente nao linear se da quando o material passa a responder nao
linearmente. A forma mais simples deste comportamento é aquela em que as tensoes
sao proporcionalmente nao lineares as deformagoes, mesmo o material estando no
regime elastico. Um problema é geometricamente nao linear quando a estrutura

apresenta um estado deformado substancialmente diferente do estado indeformado e
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esta configuragao passa a ser significante no seu comportamento global, resultando
em uma resposta nao linear.

Os resultados oriundos de uma andlise nao linear sao apresentados tradicional-
mente sob a forma de trajetorias de equilibrio. Um exemplo ilustrativo de uma

trajetéria de equilibrio é mostrado na figura [C.1]

<

&0

5 OA, DE - incremento de carga

S Ponto AD - decréscimo de carga

o limit

E imite \ A
| Pontos de
: "snap-back"
| B
| E
I
I
I
| C
| \
| D . .
| Enrigecimento
I I
I I
| | Ponto
| I limite Deslocamento
1

0

|< Estavel * Instavel * Estavel >

Figura C.1: Trajetéria de equilibrio tipica em problemas nao lineares

Observa-se na figura a ocorréncia de pontos limites de carga (pontos A e
D) e pontos limites de deslocamento (pontos B e C), sendo estes conhecidos como
pontos de “snap-back”. Verifica-se também que a trajetéria passa por trechos de
incremento de carga (OA e DE) e trechos de decréscimo de carga (AD). Para a
obtencao de trajetorias de equilibrio para determinados graus de liberdade da dis-
cretizagao, como a acima descrita, executa-se um processo incremental-iterativo nas

variaveis do problema.
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C.1 Métodos Incrementais-Iterativos

Dado um campo de deslocamentos {U} e um fator de carga proporcional A,
equivalentes a um ponto da trajetéria de equilibrio (ponto A na figura , deseja-
se encontrar outro ponto de equilibrio (ponto B na figura de modo que a
variagao de determinadas grandezas do problema no passo incremental (do ponto A

ao ponto B), seja controlada.

A B

© ,
9 ]
< ,
(q'i xl 1 :
o KA - .
S ! !
[+ ' |
LL ' '

! Deslocamento
Ull—l UI

Figura C.2: Obtencao de pontos de equilibrio.

Diferentes métodos incrementais-iterativos tém sido empregados para analise nao
linear de estruturas, destacando-se os métodos de controle de carga, de controle di-
reto de deslocamento, de controle de comprimento de arco e de controle de desloca-
mento generalizado (Fuina) (2004) e |[Pitangueiral (1998))).

De acordo com [Yang e Kuo| (1994)), estes métodos podem ser caracterizados por
trés principais fases. A primeira fase, ou preditor, envolve a solucdao do incremento
de deslocamentos a partir de equagoes incrementais de equilibrio para o respectivo
modelo. A segunda fase, ou corretor, se ocupa em restabelecer as forcas incrementais
dos elementos, a partir dos incrementos de deslocamentos obtidos na primeira fase.
No fim desta fase, as forcas resultantes em cada elemento sao obtidas pelo acimulo
de todas as forgas incrementais antes e durante o passo corrente. Por fim, tem-se a
terceira fase, na qual é verificada a convergéncia da iteracao, isto é, se o equilibrio

do modelo foi obtido na nova configuracao deformada.
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Existem duas formulagoes para os métodos de obtencao de trajetérias de equi-
librio: a formulacao secante e a formulagao tangente. A formulagao secante (figura
C.3|(a)) parte das equagoes de equilibrio totais do sistema discreto, relacionando for-
cas externas com deslocamentos totais. J& a formulacdo tangente (figura [C.3|(b))
parte das equacgoes de equilibrio incrementais, relacionando incrementos das gran-

dezas envolvidas no problema.

B

Pb PO — — — — F—— o —

Pa Pal-

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Ua Ub
(b)

Figura C.3: Formulacoes dos métodos incrementais-iterativos: (a) secante; (b) tangente.

A formulacao tangente apresenta uma forma mais rapida de se obter a convergen-
cia. O uso do ponto obtido na iteracao anterior, como base para a iteragao seguinte,
possibilita uma melhor descricao da trajetoria, o que favorece a obtencao de curvas
mais complicadas. Atualmente, a formulagao secante estd em desuso por apresentar
desvantagens em relagao a formulacao tangente.

Embora cada um dos diversos procedimentos existentes possuam suas particu-
laridades, em uma andlise nao linear confronta-se com o problema de resolver o
sistema de N+1 incognitas (N deslocamentos incrementais e um incremento no fator
de carga) e N+1 equagoes (N equagoes de equilibrio e uma equagao de restrigao).
Portanto, um processo incremental-iterativo é adotado para solucionar o problema.
Para este fim, a equacao de equilibrio incremental correspondente a iteracao 7 do

passo ¢ pode ser escrita na forma abaixo (figura [C.4):

(K51 {0U}; = oA, - {P} +{Q}j 1 (C.1)
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onde
K¢, é a matriz de rigidez tangente na iteracao j-1 do passo %, funcao do campo
7j—1
de deslocamentos {U}}_;;
U} é o vetor deslocamentos incrementais da iteracao j do passo %;
{oU}] cdo j do p ;
5/\§- ¢ o incremento do fator de cargas na iteracao 7 do passo 1;

{P} é o vetor de cargas de referéncia;

{Q}_, ¢ o vetor de forcas residuais da iteragao j-1 do passo 1.

Trajetoria de

Fator de Carga

Iteracao

B
Q1 |
Sy
OAs : : Trajetoria de
| ! Equilibrio
.
-1 A |
—————— Qo=0 i |
|
| I
oUr | 6U2 |
i : Deslocamento
| 1
U Ui U2 U

Figura C.4: Processo incremental-iterativo com controle de carga

Inicialmente, estabelece-se, em funcao do parametro de controle, um valor para

o incremento do fator de carga 0;, podendo-se entao obter {dU};, o qual pode ser

decomposto nas parcelas associadas a carga de referéncia, {0U }f , e & carga residual
{5U}]Q, na forma:

{0U}; = 6X; - {oU}Y + {6U} | (C.2)
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com

(K1 - {0U}] = {P} (C.3)

[K]j-1 - {0U}] = {Q}s-1 - (C.4)

Ao final de cada iteracao, a convergéncia é verificada através da magnitude
do vetor de forgas residuais {Q}; e/ou da magnitude do vetor de deslocamentos
iterativos {0U}; e o processo iterativo continua até que determinado critério de
convergencia seja atendido.

Para a verificagao da convergéncia pelo critério de forgas residuais, usa-se a

equacao dada por
[{Q}]]
1M P

Se a convergéncia for verificada pelo critério de deslocamentos, usa-se a condi-

< tolerancia. (C.5)

cao
[{SU|
IHUH]

Se uma nova iteragao for necessaria, apds calculados {0U}}" e {6U }]Q utilizando-

< tolerancia. (C.6)

se as equagoes e[C.4] o valor de §); deve ser obtido com uma equacao de restricao
que envolve combinacoes das grandezas do problema.

A atualizacao das varidveis é feita da seguinte forma:

Aj = Ajo1+ 0 (C.7)

{U}; ={U};j-1 +{oU}; (C.8)

O vetor de cargas residuais da iteracao 5 é dado por:

Q=X AP} = {F}; (C.9)

onde {F'}; é o vetor de forcas equivalentes as tensoes internas ao final da iteracao j.
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Observa-se que, na primeira iteracao de cada passo, o vetor de cargas residuais
({Q};-1) é nulo.

A formulacao acima descrita é bastante genérica e se aplica a varios métodos
de controle, bastando que se redefina a equacao de restrigao.

O diagrama de atividades da figura mostra os principais passos do algo-
ritmo genérico proposto por Yang e Shieh (1990). Pode-se observar que o diagrama
de atividades desta figura possui um procedimento em destaque. Este refere-se a
obtencao do parametro de carga (5)\;.7 que depende do método de controle adotado.

A figura mostra os valores de (5)\;- para os métodos de controle mais consa-
grados: controle de cargas; controle direto de deslocamento, desenvolvido por Batoz
e Dhat| (1979)); controle por trabalho, desenvolvido por [Yang e McGuire| (1985)); o
método de controle do residuo ortogonal, do estudo de Krenk| (1995) e Krenk e
Hededal (1995); controle de deslocamento generalizado, proposto por [Yang e Shieh
(1990); e trés versoes do controle de comprimento de arco: a que mantém a trajetoria
de iteracdo perpendicular a tangente do inicio do passo (Ricks, 1972, 1979); a que
mantém a trajetéria de iteragdo ortogonal a tangente da iteragao anterior (Ramm)

1981)) e a que usa uma trajetéria de iteracao cilindrica (Crisfield} 1981} 1983).
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(Montagem do vetor de cargas de referéncia: {P})

5

>  Loop sobre o n° de incrementos (i=i+1)

—>  Loop sobre o n° de iteragdes (j=j+1)

y

(Mamz de rigidez: [K]!, ]

Deslocamentos incrementais associados
< ~ . P < .
a carga de referéncia, ( {0U}; ), e a carga residual, ( {6U}? )

v

Incremento do fator de cargas 6}\;
(Dependente do Método de Controle)

[Vetor deslocamentos incrementais {6U}j. J

Novo incremento
Nova iteragao

[Atualizagﬁo das variaveis: A; e {U}j]

(Vetor de forgas internas: {F}j]
(Vetor de forgas residuais {Q} j]

Nao

Converge ?

Sim

Figura C.5: Diagrama de atividades do algoritmo genérico para métodos de controle
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-

~

Controle de Comprimento de
Arco

BUl; - fou);

METODOS DE CONTROLE 8% para j=1 o) para j>1
Controle de Carga S, = constante oi; =0
k
Controle Direto de S = Uy Sk - SU?
L =
Deslocamento sUP" bosur
Trajetdria de iteracdo
ortogonal a tangente
inicial:
{aujy - {suf
Ohj ==
{AUj; -{oU};
Sh, =+ AS Trajetdria de iteragéo

ortogonal a tangente da
iteragcdo anterior:

{AU)T, U
T au), o)

Trajetdria cilindrica:
equacdo do 2° grau que
permite obter 32,

Controle de Deslocamento

Ul Ul

: e T e
Generalizado BUP fsu) Ul - put
AW suUl (P
Controle por Trabalho oAy =% |—— S = { }LT{}
Ul {P} {suf} {P}

Método do Residuo Ortogonal

O\, =tconstante

) -fauy, }

Sh, =5k,
! [ 6.} -{au}

N

Figura C.6: Detalhamento do diagrama de atividades da figura



Apéndice D

Modelos de Analise Aplicados aos
Modelos Constitutivos

No capitulo[]foram apresentados diversos modelos constitutivos formulados se-
gundo a proposta de unificacao tedrica e computacional proposta. Nao foi abordado
diretamente o emprego destes modelos aos possiveis modelos de andlise, portanto,
serao apresentadas as hipoteses para os tensores de rigidez e flexibilidade, aplica-
das aos modelos constitutivos implementados, destacando-se o modelo de fissuragao

distribuida.
D.1 Composicao Tensorial Geral

O modelo sélido tridimensional é o caso mais geral para os modelos de analise,
logo, seré apresentado em primeiro lugar para, em seguida, as redugoes respectivas
aos demais modelos, sem vincula-los a modelos constitutivos.

Os tensores de rigidez e flexibilidade serao apresentados seguindo as relacoes

totais dadas por

0ij = Eijuen ¢ €5 = Cijuon , (D.1a,b)
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sendo os tensores de tesao e deformacao escritos como
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011 012 013 €11 €12 €13
0= | 021 022 023 € €= | €21 €22 €23 (D.2a,b)
031 032 033 €31 €32 €33
O tensor de quarta ordem representando o tensor de rigidez é dado por
Fiin Ene Bins | Fionn B2z Fiois | Fisin Eiziz Basis
Er1o1 Erss Erioz | Ersor Eiose Eigos | Eizor FEisse  Eizos
Fizi Fuse Fuss | Eiesi Eiese Fiess | Fissi Fissa Fisss
FEo111 Eo112 Fons | Eaoin Eoziz Faois | Fasin Eaziz Fasis
E= | Eyo FEjz FEos | Exs Eis Eas | Easor Eagz Eases (D.3)
Fo131 FE2130 FEoi3s | Eossi Eosse Fosss | Faszt Faszas Fasss
FEz111 Esii2 Ezns | Ezann Esoiz Ezoiz | Easin Essziz Easis
Ez121 Eziza Ezi3 | Eszo1 Eszon Esgoz | Easor Fassa Eiases
i Fz131 Es132 Fai3s | Faaz1 Esz2 Faoss | Fassr Essza Fasss ]
Todas as componentes apresentadas sao valores obtidos durante o processo incre-

mental iterativo em procedimento de solucao para andlise nao linear. Isto é, na

composicao do operador tangente, que usa as hipoteses particulares de cada modelo

constitutivo, tem-se a forma tensorial dada por . E vélido ressaltar que ao se defi-

nir o modelo de analise, seja o caso unidimensional, bidimensional ou tridimensional,

muitas destas componentes sao nulas.

O tensor de rigidez secante, assumindo a ortotropia do meio, para o modelo de

analise solido, sem necessariamente ser aplicado a um modelo constitutivo especifico,

¢ dado por

[ Eun 0 0 0 FEp2 O 0 0 FEisi3

0 FE1199 0 FE1i991 0 0 0 0 0

0 0 FEii33 0 0 0 FEi331 0 0

0 FEs110 0 FEoo11 0 0 0 0 0
E=| Eyar 0 0 0  FEge 0 0 0 FEasas

0 0 0 0 0 FEoo3s 0 FEo330 0

0 0 FEs3113 0 0 0 FE3311 0 0

0 0 0 0 0 FE3903 0 FE3309 0
| Es1:1 0 0 0  Ez 0 0 0 FE3ss3
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Sendo que, para o regime elastico linear isotrépico, as componentes, na forma indi-

cial, sao dadas por

Eiju = A05ij5kl + G0(5ik5jl + 6udjk) (D.5)
OEO EO
sendo AY = i I/OV)(l o) GO = S04 0) E° 0 médulo de elasticidade e v° o

coeficiente de Poisson.
Especializando para o caso plano axissimétrico e estado plano de deformacao,

tem-se a rigidez secante dada por

[ Biin 0 0 0 FEpp 0 0 0 0
0 FEi199 0 FEi991 0 0 0 0 0
0 0 Fr133 0 0 0 0 0 0
0 FEs119 0 FEo911 0 0 0 0 0
E=| Enyn 0 0 0 FEym 0 0 0 0 . (D.6)
0 0 0 0 0 Fa33 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Fs311 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Es329 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0 Es3333 |
cujas as componentes sao dadas pela equacao |D.5|
Em estado plano de tensao tem-se a rigidez secante dada por
[ Eyn 0 0] 0 Bz 0/0 0 0]
0 FEi199 0| E1991 0 00 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 E112 0] E9o11 0 0j0 0 O
E=| FExa 0 0| 0 FEam 0[{0 0 0|, (D.7)
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 00 0 O
0 0 0 0 0 00 0 O
0 0 0| 0 0 0/0 0 0]

entretanto as componentes sao dadas, na forma indicial, para o caso elastico linear
isotrépico, por
Eijrn = 19500 + G° (6651 + 0adjn.) (D.8)
E%°

(1—29)
Os modelos unidimensionais apresentam apenas uma componente axial de ten-

sendo 'Y =

sao e de deformacao, sendo esta diretamente dependente do modelo de analise. Seja,
por exemplo, um modelo para representar uma trelica, a deformacao pode ser con-

siderada uniforme em toda a secao transversal, ja, por exemplo, para um elemento
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de pértico a deformacao nao pode ser considerada constante ao longo da secao e,
portanto, deve ser calculada ponto a ponto, como resultante da combinacao dos es-
forcos axiais e de flexao. Este detalhamento foi abordado na secao do capitulo
2l Por fim, o tensor é dado por

[ E1111
0

O O OO O OO
O O OO O oo oo
O O OO O oo oo
O O OO O oo oo
O O OO O oo oo
O O OO OOl oo
O O OO OO oo
O O OO OOl oo
O O OO O oo oo
(S]
L

onde a unica componente é dada pelo médulo de elasticidade do material em funcao
do estado de degradacao.

De forma andaloga tem-se que o tensor de flexibilidade, para o caso sdlido, é
dado por

[ Ciin O 0 0 Ci12 0 0
0 Cuy22 0 C1221 0 0 0

0 0

0 0

0 Csi2 O Ca211 0

C = Co121 0 0 0 C9999 0 (o303 , (DlO)
0 0 C3113 0 0 0 C3311 0 0
0 0 0 0 0 (3903 0 (3399 0
| C3131 0 0 0 Cs32 0 0 0 Cs333 |

cujas as componentes, para o caso elastico linear isotrépico, sao dadas por

1+V0

Yo
Cijr = —EOCSU(SM +

A definicao da flexibilidade para os casos bidimensional e unidimensional é
obtida reduzindo o tensor tridimensional para as componentes especificas de cada
modelo de andlise. Os tensores de rigidez e flexibilidade ortotrépicos escrito em
termos de varidveis de dano podem ser vistos no apéndice [B]

Consideragoes sobre as componentes de tensao e deformagao devem ser des-

tacadas. Assumindo o comportamento ortotropico do meio, segundo a teoria da
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elasticidade (Timoshenko e Goodier| (1970);Mase| (1971), [Mal e Singh! (1991))), tem-

se

012 = 021 = T12; 2192 = 2e91 = M12; (D‘12)
013 = 031 = T13; 2613 = 2€31 = V13; (D.13)
093 = 032 = T23, 2e93 = 2€32 = Yo3. (D-14)

Portanto, matricialmente, para o caso sélido as relacoes tensao e deformacao ¢é escrita

Ccomo

( A B T ( )
o11 Enn Ene Ehriss 0 0 0 €11
022 Eoo11 Bz Eaoss 0 0 0 €29
o E E E 0 0 0 €
33 _ 3311 3322 3322 33 (D.15)
T12 0 0 0 E1219 0 0 Y12
T13 0 0 0 0 Eiziz 0 13

L 723 ) L 0 0 0 0 0 E2323 1\ Y23 )

Os modelos de analise respeitam a forma matricial apresentada, podendo ser
obtidos a partir da eliminacao das linhas e colunas respectivas as grandezas nao

pertencentes ao dominio da analise.
D.2 Modelo de Fissuracao Distribuida

O tensor de rigidez do modelo de fissuracao, apresentado na secao do
capitulo [2], é caracterizado pela inversao do tensor de flexibilidade. Desta forma, as
hipoteses de degradacao impostas as componentes da flexibilidade sao refletidas no
tensor de rigidez.

Serao apresentadas as hipdtese do tensor de rigidez para os modelos de anélise
solido, axissimétrico, estado plano de tensao, estado plano de deformacao. Serao
apresentadas também as consideragoes necessarias aos modelos de flexao de placas.

Como o formato tensorial geral ja foi apresentado as componentes serao apre-
sentadas, por conveniéncia, no formato matricial, sendo escritas em fungao das va-

riaveis de dano. Como o modelo de fissuragao ¢ definido no sistema das deformagoes
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principais, o tensor de integridade (ou das fungées de dano), no sistema principal de

dano, é dado por

gb(l) 0 0
¢=| 0 o 0 |, (D.16)
0 0 ¢p

sendo ¢(;) fungoes de dano definidas no dominio das deformagoes.

D.2.1 Modelo de Analise Solido Tridimensional

Os termos do tensor de rigidez e flexibilidade, respectivo ao modelo sélido, na

forma matricial sao dados por

[ Th Tuoe Tz 0
Toorr To222 T33O
Ts311 T332 Ts3zz O
0 0 0 Tise
0 0 0 0 Tisi3
0 0 0 0 0 Toz3 |

, (D.17)

com T representando a flexibilidade ou a rigidez.
Da relagao total dada na equagao [D.Ip, tem-se a flexibilidade, escrita na em

funcao das variaveis de dano, dada por

— 1 —vg v -

> = = = = 0 0 0
o1y Eo dd2yBo  d)P3)Eo
— 1 —
) — __ 0 0 0
®(2)%(1) Fo ¢y Fo b(2)¢(3) Eo
— — 1
_ S — 0 0 0
C di3)91)Bo ¢3)P(2)Eo b5y Fo (D )
= . A8
0 0 0 M 0 0
b1)P(2) Eo
2(1
0 0 0 0 _(_LO) 0
b(1)%(3) Fo
2(1
0 0 0 0 0 ,(,i())
?(2)¢(3) Fo




Por inversao de obtém-se a matriz de rigidez, que é dada por

[ #%) B0t —v)

$(1)P(2) Eov

$(1)P(3) Eov

14+ v)(1—2v)

b(2)P(1) Eov

14+ v)(1—2v)

43%2) Eo(1—v)

(14+v)(1—2v)

b(2)P(3) Eov

1+ )1 —20)

b (3)P(1) Eov

1+ )1 —20)

b (3)P(2) Eov

1+ )1 —20)

é%;;)EO(l —v)

1+ )1 —20)

A+ )1 —20)

1+ )1 —20)

0 0
0 0
0 0

0 ¢(1)¢(2) Bo
2(1 4+ vo)

0 0

0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
é(1)%(3) Eo 0
2(1 4+ vg)
0 ¢(2)¢(3) Fo
2(1 4+ vg)

D.2.2 Modelo de Analise Axissimétrico Plano

1 —lp 170)
dyEo bbby Eo
—Llp 1 —1ly
domEo o Eo b B
C - —Llp —1l) 1
o0mEe v E0 ¢ Eo
0 0 0

0

2(1 + Vo)
oy P2)Eo

Por inversao de obtém-se a matriz de rigidez, que é dada por

é%l)E()(l_’/) <5 )<5 2y Eov &(1)&(3)E0V 0
T+0(1-20) G+0)(1—20) (+u)(l—20)
P29 Eov é?z)EO(l_V) P2 0(3)Eov 0
A+0)(1-20) Q+0)(1-20) (T+u)(l—20)
é )@ 1y Eov & )& 2) Fov $?3)E0(1—1/) 0
O+0)1—20) (+0)(1=20) (1+0)(1=20)
0 0 0 P19 2 Eo

2(1 —|— 1/0)
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(D.19)

Analogamente ao modelo sélido, tem-se o a matriz de flexibilidade dada por

(D.20)

. (D.21)
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D.2.3 Modelo de Analise Estado Plano de Deformacao

Para o estado plano de deformagcao é necessario impor a condigao de que e3 = 0
e substituir na relacao total os valores de o3, a fim de simplificar o sistema para 3
equacoes. Desta forma, invertendo a flexibilidade, pode-se obter as componentes de

rigidez para o estado plano de deformacao. A relagao total pode ser escrita como

B 1 —1 -0 T

— — — 0
¢%1)Eo PP B0 d1)P3)Eo
(e ) ( oy )
—1 1 —1 0
€9 d0mE0  SinEo  d)de)Eo o9
- . (D.22)
€3 T W _ 1 0 o3
d@0mEe @b B0 ¢y Eo
( €12 ) ( 012 )
0 0 0 M
| o192 Eo |
Portanto, escrevendo as equacdes para as deformacoes, tem-se
! i 70 (D.23)
1= = 0] — =—— 09 — =——=———03; .
¢ty Eo P1)P2) Lo P)P3) Lo
20 4 al (D.24)
E9g = —=———= 01 = 09 — =——=——03, .
O0mEr B0 T d@)de) Lo
Vo 2 1
E3 = —=——= 01 — == 02 + =——=03; (D25)
P30y Lo P3)P(2) Lo @ls)Eo
2(1 —f- l/())
€19 = =———=——012. (D26)
b1)P 2 Eo

Como g3 = 0, por hipdtese do estado plano de deformacao, isolando o3 na

equagao e substituindo nas demais equagoes tem-se

y 140} 1
€3 = ——— o] — —— o9+ = o3 =0;

?3)P1) Eo b3)P(2) Eo Oz Eo

" 1% o
o = ¢2 E (_ = o1+ = = g ) . D.27
’ &0 ®3)01)Fo ' ®3)0(2)Fo ? ( )

Substituindo [D.27] nas equagoes [D.23] e [D.24] tem-se

1 Y

—01(1 = 1’) — )b -o2(1+v) , (D.28)

2
=90, Eo



€2 = —P(1)P(2)

Ey

%)

1
(L4 v) + 9y roa(l = 15) -

Desta forma, a matrix de flexibilidade pode ser escrita como

T (1—1) —1p(1 + 1Y) T
o4y Eo b1)P2) Eo
—vp(1 + 1) (1—19)
S0 9y
2(1
0 0 _(_;VO)
L P ko

Invertendo [D.30] tem-se a matriz de rigidez, dada por

D.2.4 Modelo de Analise Estado Plano de Tensao

gb%l)EO(l - V) QZ_S(l)QZ_S(Q)E()I/ 0
1+v)(1—-2v) (1+v)(1-2v)
€5(2)¢_5(1)E0V Q_%)Eo(l —v) 0
1+v)(1—-2v) (1+v)(1-2v)
P ¢ Eo
! 0 2(1 + 1)
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(D.29)

(D.30)

(D.31)

Paro o estado plano de tensao a flexibilidade pode ser obtido diretamente do

caso solido, eliminando-se as componentes energeticamente inativas, resultando em

1 —1)
onEo  dayde ko
—1l 1
0mE0 Gk
0 0

2(1 -+ Vo)
)02 Eo

(D.32)
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Por inversao de [D.32 obtém-se a matriz constitutiva

oy Eo D1y b(2) Eov 0 |
(1—-v?) (1—v2)
E— | fednbr  Hyko 0 (D.33)
=2 (-1 ' '
o1 9@ Eo
0 0 —_—
L 2(1 + V()) i

D.2.5 Modelo de Analise para Flexao de Placas

Os modelos de analise para a flexao de placas baseados nas teorias de Kir-
chhoff (aplicada a placas finas) e Reissner-Mindlin (aplicada a placas medianamente
espessas) podem ser resumidas por suas hipéteses bésicas, a defini¢do dos campos
de deslocamentos e pelas relagoes tensao-deformacao. Uma compilacao de varios
elementos finitos de placas, para a andlise linear eldstica, foi apresentada por Sa-
libal (2007)). A seguir, serd brevemente apresentada a aplicacao destes elementos de

placas na andlise fisicamente nao linear.
D.2.5.1 Teoria de Kirchhoff para Placas Finas

A teoria de Kirchhoff apresenta quatro hipdteses bésicas:

1. Os pontos contidos no plano médio somente se deslocam verticalmente, logo

os deslocamentos horizontais (u, v) sao iguais a zero;

2. Todo os pontos contidos numa reta normal ao plano médio tém o mesmo

deslocamento vertical;
3. A tensao normal na dire¢do z (o) é desprezivel;

4. Retas normais ao médio da placa indeformada permanecem retas e normais ao

plano médio, apds a deformacao da placa.
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Dado o deslocamento de um ponto qualquer ao longo da espessura de uma
placa, ilustrado na figura [D.I], para o plano zz ou yz , pode-se escrever o campo de

deslocamentos como

u(z,y,z) = —z20.(x,y) = —zw ; (D.34)
v(z,y,2) = —z20,(x,y) = —z%@’y) : (D.35)
w(r,y,2) = w(r,y), (D.36)

com u, v e w sendo os deslocamentos nas diregoes x, y e z respectivamente. Como,

por hipétese, u e v sao iguais a zero, o vetor de deslocamentos pode ser escrito como

( )

( 3\ w
w
ow
u=< 6. 0 =9 37 ( - (D.37)
ow
) g
) \ 83/ Y,

z Deformada

Figura D.1: Representacao do deslocamento de ponto qualquer.

Partindo do campo de deslocamento, a relacao entre deformacao e desloca-

mento é escrita como

82w 827_,(} 82w
_Zwy 5y = —Za—y27 ’ny = —22’%, g, = Yoz = ’yyz — O . (D.38a7bjc’d)

Ex —
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Portanto, matricialmente, tem-se

4 82/11] 3\

£ — 0x?
gall (D.39)
£ = € = —z —— ) )
y Oy2
2
\ ’Y:ry V, —22 8 v
L ox0dy )

Por fim, uma vez que a placa estd livre para se deformar na direcao z e, por hipotese,
0., ~ 0, pode-se admitir a mesma relacao constitutiva de um estado plano de tensao.

Portanto, para o caso do modelo do modelo de fissuracao distribuida, tem-se

0 =Fe = —zF¢ (D.40)
sendo, B
I ¢%1)E0(1 — V) (5 (5 Q)E()I/ 0 i
1+v)(1-2v) (1+4+v)(1-2v)
E_ | dodnEr  OE(l-v) 0 , (D.41)
(1+v)(1—2v) (1+wv)(1-2v)
b1y 2)Eo
i 0 0 2(1+1g) |

Lembrando que para o caso linear elastico o tensor de dano, dado pela equacao|D.16),
D.2.5.2 Teoria de Reissner-Mindlin para Placas Espessas

A teoria de Reissner-Mindlin apresenta quatro hipoteses bésicas:

1. Os pontos contidos no plano médio somente se deslocam verticalmente, por-

tanto, tem-se os deslocamentos horizontais (u, v) iguais a zero;

2. Todos os pontos contidos numa reta normal ao plano médio tém o mesmo

deslocamento vertical;

3. A tensao normal na dire¢ao z (o,) é desprezivel;
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4. Retas normais ao plano médio da placa indeformada permanecem retas, mas

nao necessariamente normais ao plano médio, apos a deformacao da placa.

Dado o deslocamento de um ponto qualquer ao longo da espessura de uma
placa, ilustrado na figura [D.2], para o plano zz ou yz , pode-se escrever o campo de

deslocamentos como

u(z,y,z) = —z20.(x,y) = —ZW : (D.42)
v(z,y,2) = —20y(z,y) = —Z%Z’y) ; (D.43)
w(z,y,z) = wx,y), (D.44)

com u, v e w sendo os deslocamentos nas direcoes z, y e z respectivamente. Como,
por hipétese, u e v, no plano médio, sao iguais a zero, o vetor de deslocamentos pode

ser escrito como

w
w
ow
u=9 0, =9 Bz ( - (D.45)
ow
) el
) \ 8y Y,

D
v><
D
>

/

z

Deformada

Figura D.2: Representagao do deslocamento de ponto qualquer.
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Partindo do campo de deslocamento, a relacao entre deformacao e desloca-

mento é escrita como

Vay =

Yzz = —

Yyz =

Portanto, matricialmente, tem-se

_289x '
ox '
a0,
0;
(e, o0,
oy Oz )’
ow
0$ + % - _¢x )
ow
—0y a_y ==y -
¢
20y 4
—20y,
=—z _Z(Qw,y + Qy,x)
w,:p - ‘936
wy — Oy

\

(D.46a)
(D.46b)
(D.46¢)
(D.464)
(D.46e)

(D.46t)

(D.47)

/

Por fim, uma vez que a placa estd livre para se deformar na direcao z e, por hipotese,

0, ~ 0 pode-se admitir a mesma relagao constitutiva de um estado plano de ten-

sao, contudo, deve-se considerar componentes de rigidez respectivas as deformagoes

relativas aos esforgcos cortantes transversais. Portanto, tem-se

[ ¢, Bo(1—v)

b(1yP(2) Eov

1+v)(1-2v)

é(2)9(1) Fov

1+v)(1-2v)

¢y Eo(1 —v)

1+v)(1-2v)
0

0

0

1+v)(1-2v)
0

0

0

0

é(1)2)Fo

2(1 + 1/0)
0

0

0

2(1 + l/())
0

é(1)$(3) Eo
s 209

. (D.48)
0
0

. b(2)9(3)Eo
21+ w)

onde a3 e awg sao coeficientes de correcao da distribuicao do esforgo cortante ao

longo da espessura. Em secoes retangulares, os esfor¢os sao, usualmente, dados por

13 = 013 = 6 ou i3 = (13

5

_10(1+v)
12+ 11y

, (Dym e Shames, [1973)).
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Lembrando que para o caso linear elastico, o tensor de dano, dado pela equacao
D.16, 6 ¢ = 6.

D.2.5.3 Modelagem Nao Linear de Flexao de Placas

Muitos elementos finitos para flexao de placas existentes na literatura, tanto
os baseados na teoria de Kirchhoff, quanto na de Reissner-Mindlin, foram apresen-
tados por |Saliba (2007). Em seu trabalho, além da implementacao computacional,
foi apresentada uma analise critica destes elementos, com diversos exemplos de apli-
cagao para analise elastica linear. Dentre os exemplos apresentados, destacam-se
as modelagens de placas em concreto armado. Para tanto, a modelagem utiliza-
se da decomposigao em camadas da espessura da placa. A figura [D.3] ilustra esta

decomposicao em camadas.

Figura D.3: Decomposicao da espessura da placa em camadas.

Ao se discretizar a placa ao longo da espessura, é possivel obter a variacao
do estado de tensao e deformacgao ao longo da altura da placa, permitindo assim,
captar o processo de dano do material. Portanto, para uma analise nao linear, cada
camada deve ser analisada separadamente, de forma que a degradacao da rigidez
seja computada e a obtencao dos esforcos internos seja resultante do somatorio das

contribuigoes das camadas, possibilitando o equilibrio no processo de convergéncia.
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Como apresentado nas se¢oes([D.2.5.1]e[D.2.5.2] o modelos de fissuracao foram usados

na modelagem constitutiva para a flexao de placas, usando a teoria de placas finas

e espessas, com decomposicao, em camadas, da secao transversal.
D.3 Modelos de Degradacgao Isotropicos

Os modelos constitutivos para a degradacao isotrdpica, apresentados no for-

mato padrao, com uma variavel de dano, cuja relacao total é dada por
0ij = (1 = D)Ejjuen , (D.49)

apresenta uma forma unica de redugao da rigidez dada pela funcao de dano. O
tensor de rigidez advém das formas lineares elasticas isotrépicas apresentadas na
Segao

Os modelos de dano isotrépico apresentados no capitulo 4} foram implemen-
tados neste trabalho para os modelos de analise aplicados a sélidos tridimensionais,

axissimétricos, estado plano de tensao e estado plano de deformacao.



Apéndice E

Relacoes Tensao-Deformacao e Equacoes
de Evolucao do Dano

Os modelos apresentados no capitulo |4 dependem diretamente de leis de evolu-
¢ao (relagoes tensao-deformacgao ou fungbes de dano) capazes de computar a degra-
dacao das propriedades fisicas do material. Além da descricao do processo de perda
de integridade, estas leis sao também responsaveis pela intensidade de crescimento
ou decrescimento do regime pos-critico do material. Esta tltima atribuigao pode ser

constatada diretamente do tensor pds-critico, como visto no capitulo [3]
E.1 Relagoes Tensao-Deformacao

Os modelos de fissuragao apresentados captam a integridade do médulo se-
cante a partir de relagoes tensao-deformacao para o concreto. Estas relagoes sao
propostas pela aproximacao de equacoes matematicas ajustadas tomando-se como
base experimentos laboratoriais e correlacionando as caracteristicas do material com
os parametros das equagoes. Relagoes nao lineares, bilineares e trilineares serao apre-
sentadas junto a simulacoes para ilustrar o comportamento das leis com a variagao
dos parametros do material. Para as simulagoes, serao adotados valores padroes

para o material com os parametros dados por:

297
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Tabela E.1: Parametros do material

Médulo de elasticidade (Ep) 20000,0 M Pa
Deformagao maxima para compressao nao linear polinomial (&) 0,002
Deformagao maxima para tracao nao linear polinomial (&) 0,0002
Resisténcia limite em compressao (f.) 20,0 MPa
Resisténcia limite em tragao (f;) 2,0 M Pa
Energia de fratura (Gy) 0,0001 MN/m
Comprimento caracteristico (h) 0,05 m
Coeficiente de Poisson () 0,2

E.1.1 Proposta de Boone e Ingraffea (1987)

A proposta de Boone e Ingraffea| (1987) aproxima o comportamento a tragao
do concreto por uma lei exponencial baseada na energia de fratura e nos limites de

deformacao e tensao admitidos. A equacao é dada por

hi k= Je : (E.1a,b)

o= fie ke sendo: k =
Gy 9s

Onde o ¢é a tensao, f; é tensao limite de resisténcia a tragao, € é a deformagao
corrente, €; é a deformacao relativa ao limite eldstico na tracao, h é o comprimento
caracteristico, Gy ¢ a energia de fratura por comprimento de trinca e g; ¢ a energia

de fratura especifica. A figura ilustra de forma esquematica os parametros da

equacao.
(0]
fi
Et
Eo
&f
ES
[9)
(0)

Figura E.1: Lei de Boone e Ingraffeal (1987).

Nos graficos apresentados pela figura tem-se simulagoes correspondentes

a equacao [E.I] O grafico da figura apresenta a curva para o material padrao
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especificado. Nas figuras [E.2b,c tem-se o comportamento do material ao se variar a
energia de fratura e a resisténcia a tracao respectivamente. Ao se manter uma pro-
porcao entre a resisténcia a tracao e a energia de fratura tem-se um comportamento

semelhante da lei exponencial como visto na figura [E.2d.

2 2
Gf=100N/m
[ = « Gf=80N/m
) eeeese Gf=60N/m
15 4 15 - “'.‘ === GfZ40N/m
) ) \"
Q
2 o
2 1 A -
> 5
= e
05 T 05
0 —_— 0
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0 0,01 0,02 0,03 0,04
Deformacao Deformacéo
(a) (b)
2 2
ft=2MPa ft=2MPa;Gf=100N/m
_ — - =ft=1,8MPa . — -+ = ft=1,8MPa;Gf=90N/m
\ eeceee ft=1 6MPa \ eeceee ft=1 6MPa;Gf=80N/m
15 f = = =ft=1,4MPa 1,5 +e, = = = ft=1,4MPa;Gf=70N/m
. b %
\’.\ N
2 Vg 2 AR
g 1 1 o) % 1 '._\
= N [ .-
NN
N -.\
05 + 05 ¢ S
Sy
% ~ {'-.%
‘?.Q-?-. . =
0 } } . } 1 0 } } }
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0 0,01 0,02 0,03 0,04
Deformagéo Deformagéo
(©) (d)

Figura E.2: SimulagGes com a lei proposta por |Boone e Ingraffea; (1987)).

E.1.2 Proposta de Carreira e Chu| (1985, 1986)

As leis propostas |Carreira e Chu (1985], [1986]) apresentam formas polinomiais

baseadas nos limites de tensao e deformagcao para tragao e para compressao, dadas
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pela equagao |E.2

k<€>
& |
oi = fi (E.2a,b)

k onde: k=—————, sendot=1t,c.
£ Ji
_ = 1—
k 1+<€¢> (&qu)

Onde o; é a tensao equivalente de tracao ou compressao, f; é a tensao equivalente

relativa ao limite de resisténcia a tragao ou compressao, €; ¢ a deformagao equivalente
relativa ao limite eldstico na tracao ou compressao, com ¢ = ¢ para tragdo e ¢ = ¢
para a compressao, e Fy é o modulo de elasticidade equivalente no dominio elastico.

A equacao [E.2] para a tragao e para a compressao, ¢ ilustrada na figura

i i
f, f,
E' E'
E ES
Eo EO
0 80 3
8c St

Figura E.3: Lei de |Carreira e Chu| (1985} 1986)).

As simulacoes sao andlogas as apresentadas na secgao [E.1.1L Contudo, serao
apresentados resultados para a tracao, sendo o gréfico para o material padrao.
Nos demais gréficos (E.4p,c,d) tem-se variagoes dos parametros de resisténcia (tensao

e deformagao). E valido ressaltar que o coeficiente k usado pela lei admite que
& > = ) (E3)

o que resulta em um comportamento mais ductil, para materiais equivalentes, em
5

relacao a leis que assumem ¢; = 7
0
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2 2 7
et=0,0006
= . ¢t=0,0005
eeesee ot=0,0004
15 15 - ==== ¢t=0,0003
\ L ¢ =
\ Ce, ¢ =
zo (=] > ..."-
g 1 s 1 \\ '..o.....
= 3 SN Soeel
[ S~
\~~
05 - 05 4 T
0 } f } 0 } t t
0 0,0025 0,005 0,0075 0,01 0 0,0025 0,005 0,0075 0,01
Deformacéo Deformacéo
(a) (b)
2 2
ft=2 MPa et=0,0003;ft=2 MPa

= . «ft=1,75MPa
eseees ft=15MPa
-=== ft=1,25MPa 15

= . ¢t=0,00026;ft=1,75 MPa
eseeee ot=0,00023;ft=1,5 MPa
= === ct=0,00019;ft=1,25 MPa

(=} (=]
'3 g1
5 5
[ [
0'5 -L \~\......'? t= =
0 . } . } . } . 0 . } . } . }
0 0,0025 0,005 0,0075 0,01 0 0,0025 0,005 0,0075 0,01
Deformagéo Deformagéo
(© (d)

Figura E.4: Simulagoes com a lei proposta por |Carreira e Chul (1985, |1986) para a tragao.

E.1.3 Aproximacgao Bilinear

A lei bilinear apresenta uma forma bastante intuitiva de representar o com-
portamento de um material. Uma composicao linear é usada tanto para o regime
elastico quanto para o inelastico. O ramo linear elastico é dado pela lei de Hooke e
o ramo inelastico é descrito pelas caracteristicas do material e seus limites de resis-
téncia. A descricao das leis para tracao e compressao diferem apenas pela definicao

dos parametros usados. Para a tracao, tem-se

- €t7c7" — €

29f 2G
D Eper = — = — . E.4a,b
fi com: & gt + 7, €+ i, (E.4a,b)

5t,c’r’ — &
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Para a compressao, tem-se

€ecr — €
o=""2__Ff com: Ece = €.+ i . (E.5a,b)
Ec,er — Ec E

Onde €, € €., ¢ a deformacao tdltima admissivel na tracao e compressao respecti-

vamente A figura apresenta a lei bilinear para compressao e para tragao.

g, (0]
f, £ f,
E' E'
Eo Eo g¢
E® E’
[9) [9)
© g, €cu © &, €tu

Figura E.5: Lei bilinear.

Os parametros usados para as leis de Boone e Ingraffeal (1987)) sdo os mesmos
necessarios para a definicao da lei bilinear de tragao, logo, as simulagoes apresentadas
na figura sao para as mesmas variagoes dos parametros do material.

Qualitativamente tem-se o mesmo comportamento da lei de |Boone e Ingraffea
(1987), entretanto, a aproximagao bilinear acarreta, ao comportamento global de
um dado modelo, uma maior resisténcia em detrimento da ductilidade.

O comportamento descrito pode ser visto, em termos de perda de ductili-
dade, no grafico da figura [E.6h. A descrigao do ramo descendente, pela lei bilinear,
apresenta uma inclinacao constante, logo, no inicio do regime inelastico tem-se a
definicao do comportamento do material, obtendo-se, para uma mesma energia de
fratura, indices de deformacoes bem menores que nas leis exponenciais. As figuras

[E.2pb,c,d tem as variacoes da lei bilinear correspondentes as variagoes do material.
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Figura E.6: Simulages com a lei bilinear para a tragao.

0,0021

As questoes de resisténcia e ductilidade apresentadas pelas leis bilineares po-

dem ser melhorados com o uso de leis trilineares, uma vez que, o regime ineléstico é

descrito por duas aproximacoes lineares. Usualmente empregada para a tragao, em

substituicao de leis exponenciais, a forma trilinear padrao é descrita por limites de

tensao e deformacao representativos do material, portanto, tem-se dois trechos para

descrever o regime inelastico, sendo o regime elastico linear dado pela lei de Hooke.

A figura ilustra os limites de resisténcia para se definir cada trecho da lei.
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(0]
f,
ft,cr
B &
O 8'[ St,cr St’u
Figura E.7: Lei trilinear.
O primeiro trecho, e, < € < €4, ¢ dado por
o= ftcr ft ft ftcr ft 7 (EG)
Et,cr - 5t 6t,cr - E‘:t
o segundo trecho, ., < € < &4, ¢ dado por
0= ft’u — ft’ﬂg + ft,cr - ft,u — ft,CT Eter - <E7)
Et,u - gt,cr Et,u - gt,cr

Onde fi . ¢ a tensao critica de tragao e e, ¢ a deformagao relativa a tensao critica
de tragao e fi,, ¢ a tensao tultima de tracao.

Outras propostas para a lei trilinear sao encontradas na literatura, podendo
ser citados os trabalhos |[Rots et al. (1985), Barros et al.| (2005)) e |Jansson| (2008),
com diferentes formas de definicao do regime ineldstico.

Para as simulacoes propostas, o material padrao, descrito pelo gréafico dado pela
figura , apresenta os parametros g, ., = 0,00064, ¢;,, = 0,004, f;. = 0,8M Pa
e fiu = 0. As variacoes destes parametros podem ser vistas nos graficos das figuras
[E.8b,c,d. Pode-se definir a lei trilinear vinculando os limites de tensdo e deformagao
com a energia de fratura simplificando a definicao do material como proposto por

Rots et al.| (1985)).
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Figura E.8: Simulagbes com a lei trilinear para a tragao.
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E.2 Equacoes de Evolugao do Dano

Equagoes de evolucao do dano apresentam diversas formas de variacao. As
formas mais tradicionais apresentam variagoes exponenciais, entretanto, pode-se
representar o processo de degradacao por equacoes polinomiais e lineares. Serao

apresentadas algumas variacoes das fungoes de dano encontradas na literatura.

E.2.1 Funcao de Evolugao do Dano com Variagcao Exponen-
cial

A forma exponencial mais tradicional é dada por

DE) = 1-2[1—a+aePE)] (E.8)
9D _ ko 1 —B(é—ko) ko —B(é—ko) E9
% = g[ —a+ae }—l—g[aﬂe ] (E.9)

Onde € é a medida de deformacao equivalente, kg é o valor da deformacao equivalente
a partir do qual o processo de dano se inicia, « é o valor maximo de dano admissivel
para o material e 3 é a intensidade de evolucao do dano.

Diversos autores (de Borst e Gutiérrez (1999)), Leukart e Ramm), (2002), Leu-
kart e Ramm (2006)), Fuina (2009))) adotaram em seus trabalhos a equagao como
forma de evolucio do dano. E vélido ressaltar que de Borst e Gutiérrez (1999) ado-
tam a mesma equacao do dano exponencial aplicado a modelos de dano isotrépicos,
ortotrépicos e anisotrépicos, sendo que em cada modelo a definicdo dos parame-
tros e das medidas de deformacao assumem novos sentidos, entretanto, a forma de
crescimento do dano ¢ a mesma.

Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989) apresentam uma outra funcao de dano expo-

nencial dada por

DE) = 1-2|1-ataePEr| (E.10)
g Ko
oD K 3
% = 5—8(1 — (Y) + 0466_/3(8_50) . (Ell)

Outras formas de variacao da equacio sao possiveis. [Pitubal (2003) propoe

uma variacao baseada na expressao dada por [Mazars (1984) combinada & expressao
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proposta por La Borderie (1991). Logo, tem-se

. 14+«
oD 14+« B(E—ro)
— = gTRo) E.13
0 [+ e—ﬁ(é—f-io)]2 +fe ( )

E.2.2 Funcao de Evolucao do Dano com Variacao Polinomial

Carreira e Chul (1985]1986) descreveram a relagao tensao-deformacao (vista na
secao [E.1]) usando uma fungao polinomial a partir de dados experimentais. Usando

a mesma equagao polinomial para descrever o dano tem-se

feké
D) = 1—%5 it 7 (E.14)
k—1+(—>
Ko
g k—1
2 —_—
oD fek <Ii0)

= - (%)k] : (E.15)

Esta equacao de dano apresenta uma evolucao continua e kg marca o limite elastico

02 _
Ex?

mas nao necessariamente linear, sendo que

-
1_ ( fe~>
KQE

Onde f, é a tensao equivalente relativa ao limite de resisténcia do material e F é o

Je .
Ko > = ois k=
0 i p

modulo de elasticidade equivalente.

Outra forma polinomial, esta usada por (Carol et al. (2001c), é escrita como

g b

DE) = 1-= (E.16)
Ko

oD 1 /&\ "

Y 5;0 (R_O> : (E.17)

No modelo apresentado por [Carol et al.| (2001c) 8 é dado como uma relagao entre a

energia de fratura e a energia elastica sendo

b= Jrt sendo  gp =10+ gy .

_gft—TO
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Onde gy ¢ a energia de fratura e ry ¢ a energia elastica.

De |La Borderie| (1991)) tem-se um polinomio do tipo

bE = 1- 1+ A(z—fl— Ko)B ! (E.18)
oD 1 o
F T (©.19)

Por fim, tem-se a equagao adotada por Pijaudier-Cabot e Huerta (1991) dada

por
) 1
D(E) = 1-— TTAC —m) 1o (E.20)
oD B(E = ko) +20(E — ko) (E.21)
02 [1+B(E — ko) +alf — ko)

E.2.3 Funcao de Evolugao do Dano com Variagao Linear

O dano linear pode ter véarias formas sendo estas definidas com parametros
diferentes, por exemplo, energia de fratura, ou os limites de tensao e deformacao. A

seguir, tem-se os limites de deformacao como definicao da relagao de dano linear

- Ky Ko
D = 1——); E.22
(&) Kf— Ko ( 5 ) ’ ( )
oD _ Ky Ko (E.23)
0¢ Ry — Ro € . )

A composicao da variacao do dano por trecho lineares, por exemplo, resultante
de uma lei de tensao-deformacao trilinear, como visto na figura[E.7] pode ser escrita,

para o primeiro trecho, como:

fcr_ft + ft + fcr_ft Eer X

DE = 1- Eoeer — 1 Eoe  Eyee — e Epe (E.24)

% BeLohEa 2
E, para o segundo trecho, como:

D@ = -ty Joy Jetde & (E.26)

oD fo Ju—Jeo o (E.27)

0 Eoe? ey —€er Eoe2



Apéndice F

Complemento do Projeto Orientado a
Objetos do Niicleo Numérico do Sistema

INSANE

Neste apéndice tem-se o complemento do projeto orientado a objetos apresen-
tado no capitulo[6] A organizacao do nicleo numérico é mostrada com detalhes para
a associacao de classes e os diagramas completos para os demais projetos do nicleo

numeérico apresentados.
F.1 Detalhes das Classes do Nucleo Numérico do INSANE

O ntcleo numérico foi descrito na secao [6.1] e nesta secao tem-se um comple-
mento das classes que compoe o nucleo numérico. Os aspectos mais relevantes de
cada classe sao comentados e ilustrados com diagramas UML e para maiores detalhes
outros trabalhos (Almeidal (2005)), (Germanio| (2005), [Fonseca| (2006]), Saliba (2007)),
Fonsecal (2008), Fuinal (2009), |Ajeje| (2009) e Wolf| (2010)) devem ser consultados.

F.1.1 Interface Assembler

A interface Assembler possui os métodos necessarios para montar as matrizes e

vetores do modelo, como visto na se¢aol[6.1] Atualmente a a interface é implementada
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pela classe FEMAssembler, que aplicada diretamente ao modelos do Método dos

Elementos Finitos, que por sua vez apresenta uma hierarquia de classes vista na

figura |F'.1

pkg assembler J

<<interface>>

Assembler
. 1
<<interface>> 1
1
NonLocalApproach - femModel
JAN FemAssembler Model
I
I
| T
! [ [ | ]
NonLocalFemAssembler MfreeAssembler XFemAssembler GFemAssembler

Figura F.1: Heranca de classe de Assembler.

A classe FemAssembler tem como atributo um objeto do tipo Model, que é o
modelo de elementos finitos para o qual deve montar o sistema de equagoes. Para o
Método dos Elementos Finitos aplicado a analise estética, a equagao se resume

ao sistema de equagoes

= + - . (F.1)
Cou Cop | | X, N, E F

p p

A matriz C é a matriz de rigidez do modelo, X o vetor de deslocamentos
nodais, F o vetor de forcas nodais equivalentes aos esforcos internos. O vetor N e o
vetor E que sao, respectivamente, o vetor de forcas aplicadas diretamente nos nos e
o vetor de forcas nodais equivalentes as cargas de corpo. Os indices u e p indicam,
respectivamente, se a sub-matriz é referente a valores desconhecidos ou prescritos.

Esta mesma subdivisao aplica-se também as matrizes A e B, assim como aos vetores

X e X da equacio .
F.1.2 A Classe Abstrata Solution

Uma vez montada a equacao do problema, fica a cargo da classe abstrata

Solution soluciona-la. Esta classe estende a classe Observable, uma vez que é
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observada pela persisténcia, isto é, a cada atualizacao da solugao a persisténcia

grava os dados do modelo. A hierarquia de classes para Solution é apresentada na

figura [F'.2

pkg solution J

<<interface>>
DynamicNonLinearSolution

/\ 1R

\
\
\
\

Observable

/\

>I

<<interface>>
ModalSolution

JAN

EquilibriumPath | __ _ _________ N
N
JAN AN
N

I
| GlobalLocal | | ModalVibration | | SteadyState

! ' |

I ' I

' X -

i . | DynamicEquilibriumPath | | StaticEquiIibnumPathl . e H

' \

1 \ 43 ‘ . :

1 \ 1

: v :
N '

' | Directintegration ModeSuperposition <<interface>> Kbp-----mmmmm e - J

: Observer

| JAN \ N

[ ! I | [ 1
| CentralDifference ” NewmarkBeta || WilsonTheta Il AccelerationSuperposition ” DisplacementSuperposition

' \

' \

| \
' \

| NonLinearNewmarkBeta | | NonLinearWilsonTheta |

Figura F.2: Heranca de classe de Solution.

A classe SteadyState é a mais simples das subclasses de Solution, pois repre-
senta a solu¢ao de um problema linear estatico. A classe abstrata EquilibriumPath
generaliza uma solucao cujo objetivo é determinar uma trajetoria de equilibrio. A
solucao nao linear estatica & representada pela classe StaticEquilibriumPath, que
implementa um processo incremental-iterativo e utiliza um dos métodos de controle
(visto na figura do apéndice para solucionar o problema.

A classe StaticEquilibriumPath possui um objeto do tipo Step, responsa-
vel pelos métodos necessarios a execucao de um passo incremental da analise nao
linear, e uma lista de objetos do tipo IterativeStrategy. Como mostra a figura
Step é uma interface implementada pelas classes StandardNewtonRaphson e
ModifiedNewtonRaphson em que os métodos de Newton-Raphson Padrao e Modifi-

cado, respectivamente, sao implementados.
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pkg step J

GeneralizedDisplacementControl

WorkControl

DisplacementControl

\

SteplIncrementSignControl

OrthogonalResidueControl

<<interface>> /

4 StepA \

ArcLengthControl

StaticEquilibriumPath

Observable

JAY

ModifiedNewtonRaphson StandardNewtonRaphson

T

OrthogonalResidueStandardNewtonRaphson

Figura F.3: Heranca de classe de Step.

A interface IterativeStrategy, cuja heranga de classes ¢ mostrada na fi-

gura |F.4], é implementada pelas classes LoadControl, que implementa o Método de

Controle de Carga, DisplacementControl, o Método de Controle Direto de Desloca-

mento, WorkControl, o Método de Controle por Trabalho, OrthogonalResidueCon-

trol, o Método de Controle de Residuo Ortogonal, GeneralizedDisplacementCon-

trol, o Método de Controle de Deslocamento Generalizado, e pela classe abstrata

ArcLengthControl que possui as subclasses UpdateOrthogonalArcLengthControl,

que implementa o Método de Controle de Comprimento de Arco com Trajetoria Or-

togonal a Tangente da Iteragao Anterior, InitialOrthogonalArcLengthControl,

que implementa o Método de Controle de Comprimento de Arco com Trajetoria Or-

togonal a Tangente Inicial, e CilindricalArcLengthControl, o Método de Controle

de Comprimento de Arco com Trajetéria Cilindrica.



pkg iterativeStrategy )

StandardNewtonRaphson

StaticEquilibriumPath

WorkControl

DisplacementControl

<<interface>>
IterativeStrategy

N

GeneralizedDisplacemen

tControl

~

ModifiedNewtonRaphson

ArcLengthControl

OrthogonalResidueControl

LoadControl

<<interface>>

Zlk

SignControl

UpdateOrthogonalArcLengthControl

InitialOrthogonalArcLengthControl

CilindricalArcLengthControl

F.1.3 A Interface

acesso e manipulacao dest

Model

es dados.

Figura F.4: Especializacoes da interface de IterativeStrategy.

pkg model J

<<interface>>
Model

~

- model

FemModel

JAN

ModelDataManager

Observable

)

I

NonLocalFemModel

MfreeModel

GFemModel

XFemModel

Figura F.5: Hierarquia da interface de Model.
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O modelo discreto a ser analisado é representado no projeto orientado a objetos
do nicleo numérico pela interface Model (Figura|F.5)). As classes que a implementam

sao constituidas por listas de objetos inerentes a este modelo e contém métodos de



314

Destaca-se a classe FemModel (Figura |F.6), que representa o modelo de ele-

mentos finitos propriamente dito.

pkg femModel J

<<interface>>
Model
| ArrayList<Degeneration> [A

\
\ Observable
\

- — \ /\ ArrayList<Node>
| ArrayL|st<Const|tut|veModeI>L \

\
| ArrayList<Element> Il\é FemModel

| ArrayList<Material> |
JI ArrayList<AnalysisModel>
Arraylist<Shape>
I ArrayList<ContinuousPointModel>

| ArrayList<FEMLoading>

ProblemDriver

AnalysisModel

ArrayList<ScalarFunction> ArrayList<LoadCombination>

Figura F.6: Associagao de insténcias da classe FemModel.

Um objeto FemModel tem listas de nds (representados pela classe Node, figura
F.7)), elementos (representados pela classe Element, figura [F.8)), func¢oes de forma,
carregamentos, combinagoes de carregamento, funcoes escalares, modelos de anélise,

materiais, modelos constitutivos e degeneracoes.

pkg node J
IPoint3d
Node
ElementNode MfreeNode

Figura F.7: Diagramas de classe para Node.

Tem ainda dois atributos: um modelo de andlise global do tipo AnalysisModel
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e um objeto ProblemDriver. FemModel estende também a classe Observable, pois
é observada pela persisténcia. Juntamente a interface Model estao implementadas

as classes Node, Element e ProblemDriver.

pkg element J

<<interface>>
AnalysisModel NonLocalApproach ArrayList<ElementNode>

A /

ProblemDriver ArrayList<MfreeNode>

1
I
1
I
ConstitutiveModel R_)% X —_%/ Shape

Element
ArrayList<Degeneration> / Lr \ MfreeShape
FrameElement ParametricElement ThinPlateElement
I I [ [ ] [ I
Bar Quadrilateral Triangular Hexahedral Tetrahedral GFemElement

i | I

) MfreeCell XFEMElement
QuadrilateralCell

il

XFEMTriangular

Figura F.8: Diagramas de classe para Element.

A interface ProblemDriver possui os métodos necessarios para informar ao
respectivo Assembler as parcelas de cada elemento na equacao do modelo, sejam
elas incrementais ou totais. Em sua hierarquia, como mostrado pela figura [F.9] sao
representados diversos tipos de problemas e formulagoes de modelos discretos. Desta
maneira, a classe Element é uma classe bastante geral, independente do problema
que representa.

As funcoes de forma dos elementos finitos estao agrupadas na hierarquia da
interface Shape (Figura[F.10)), que possui métodos responsaveis por fornecer as fun-
¢Oes, suas primeiras derivadas e suas segundas derivadas. As fungoes sao divididas de
acordo com a geometria, podendo ser unidimensionais, triangulares, quadrilaterais,

tetraédricos ou hexaédricos. E conforme cada a geometria tem-se a especializacao



conforme a aproximacao do fungao.
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pkg problemDriver J

ProblemDriver

I

I

| FieldProblem | | FIuidFIowl

| SolidMech |

| NonLinearHeatTransfer |

~

[

I

I

| Frame || FlatShell

| KirchhoffThinPlate

MfreeParametric

Parametric

GFemParametric

GeometricallyNonLinearFrame

I

[ 1

GeometricallyNonLinearTL || Membrane

PhysicallyNonLinear

HeatTransferPD

ReissnerMindlinThinPlate

RMThinPlateSubstituteShearStrain

GeometricallyNonLinearUL |

Figura F.9: Especializacoes da interface ProblemDriver.
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pkg continuousPointModel )

ContinuousPointModel

~

EulerPoint TimoPoint KirchhoffPlatePoint ReissnerMindlinPlatePoint
MicroplanePoint
I I I |
MicroplanePointLeukart MicroplanePointMicropolar MicroplanePointMicrostretch MicroplanePointOzbolt

Figura F.16: Diagramas de classe para ContinuousPointModel.



Apéndice G

Obtencao dos Parametros dos Modelos de
Dano

O modelo de dano volumétrico assume diversas variacoes da funcao de evo-
lucao do dano sendo que, a adocao dos parametros, baseia-se em modelos cujas
propriedades sao obtidas a partir de experimentos, como, por exemplo, o modelo
de fissuragao distribuida (resisténcia a tragao e compressao, energia de fratura etc).
Logo, partindo de simulagoes dos ensaios de tracao e compressao pode-se obter os
parametros do dano.

Alvares, em seu trabalho, estabelece relacoes de ensaios experimentais tradici-
onais (compressao direta e compressao diametral) aos parametros da fungao de dano
de |[Mazars| (1984) obtendo assim uma correlagao ao modelo numérico. Desta forma,
fazendo uso do modelo de dano de Mazars, na tragao direta, com os parametros
adotados por Alvares (que assumiu valores médios, encontrados na literatura, para
A; e By e a deformacao equivalente limite, dada por kg, obtida a partir do ensaio de
compressao diametral) pode-se obter os parametros das fungdes de dano do modelo
volumétrico. A figura apresenta as trajetorias de equilibrio obtidas para as leis

polinomial, linear e exponencial confrontadas com o modelo de Mazars.
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2,5
—o— Mazars
—o— Dano Vol. Polinomial
—— Dano Vol. Linear
2 1 «~— Dano Vol. Exponencial
0,5 MN
g 15
=3
E 1
0,5
0
0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001
Deformagéao

Figura G.1: Trajetérias de equilibrio tensdo x Deformagao na tragao

Na compressao, os parametros das fungoes de dano para o modelo de |Mazars

(1984) e de dano volumétrico sao obtidos a partir do experimento de compressao
direta apresentado por (1993)). As trajetérias de equilibrio para as funcoes de

evolucao do dano polinomial, linear e exponencial, na compressao, e para o modelo

de sdo mostradas na figura

30
===-o Alvarez 1993
SI —>— Mazars
- “\\ Dan.Vol.Pol.
225 + » ——=—— Dan.Vol.Linear
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Figura G.2: Trajetérias de equilibrio tensdo x Deformagao na compressao

Os parametros obtidos, mostrados na tabela[9.8] foram adotados na modelagem

apresentada na secao [9.5]
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