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“Toda a nossa ciência, comparada com a re-

alidade, é primitiva e infantil — e, no en-

tanto, é a coisa mais preciosa que temos”.

Albert Einstein
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Índice

Agradecimentos iv
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2.4 Modelos de Dano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.1 Conceitos Fundamentais da Mecânica do Dano . . . . . . . . . 30

2.4.2 Formulação de Modelos de Fissuração Distribúıda Segundo a
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6.2 Análise Estática Fisicamente Não Linear . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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8.1 Flexão com Pré Tensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

8.2 Estrutura de Ancoragem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

8.3 Efeito de Tamanho na Flexão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

8.4 Propagação de Trinca na Flexão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

8.5 Efeito de Tamanho na Compressão Diametral . . . . . . . . . . . . . 190

9 Exemplos de Validação do Modelo Constitutivo de Dano Volumé-
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9.5 Viga de Concreto Armado – Álvares (1993) . . . . . . . . . . . . . . . 220

9.6 Viga de Concreto Armado – de Borst e Nauta (1985) . . . . . . . . . 225

9.7 Viga de Concreto com Fibras – Guetti et al. (2010) . . . . . . . . . . 228

vii



10 Considerações Finais 230
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7.24 Modelo sólido. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

xiii
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8.21 Trajetórias de equiĺıbrio normalizadas: deslocamento horizontal. . . . 193
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9.2 Trajetórias de equiĺıbrio para o modelo de dano volumétrico. . . . . . 205

9.3 Trajetórias de equiĺıbrio para o modelo de fissuração distribúıda. . . . 206
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9.11 Isofaixas de evolução do dano por tração obtidas com o modelo de

dano volumétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

9.12 Padrão de dano observado por Winkler et al. (2004). . . . . . . . . . 212

9.13 Geometria do modelo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

9.14 Malha de elementos finitos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

9.15 Resposta carga × CMSD obtidos com o modelo de dano volumétrico. 215

9.16 Resposta carga × CMSD obtidos com o modelo de modelo de fissu-
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pondentes ao máximo valor de carga para o modelo de dano volumétrico.217

xvi
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K Módulo volumétrico.

f Função de carregamento.



xxv

ε̃ Valor escalar de deformação equivalente.

σ̃ Valor escalar de tensão equivalente.

κ Variável histórica.
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T Tensor de projeção tangencial.

n Vetor unitário em cada microplano.

Dmic Dissipação nos microplanos.

EEEt Tensor constitutivo tangente.

σ̇σσ Incremento do tensor de tensões.

ε̇εε Incremento do tensor de deformações.

εεεvol Parcela volumétrica da decomposição aditiva do tensor de deformações ma-
croscópicas.

εεεdev Parcela desviadora da decomposição aditiva do tensor de deformações ma-
croscópicas.

tε Vetor de deformações.

V Tensor de projeção volumétrica individual de cada microplano.
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Plasticidade Clássica

εεε Tensor de deformações.

εεεe Parcela elástica do tensor de deformações.

εεεp Parcela plástica do tensor de deformações.

ψ Energia livre.

ααα Conjunto de variáveis internas associadas ao regime inelástico.

Υp Função de dissipação plástica.

Φ Função da superf́ıcie de escoamento.

DDDe Tensor de rigidez elástico.

E Definição do domı́nio elástico.

Ē Definição do domı́nio plástico admisśıvel.

Y Definição do domı́nio da superf́ıcie de escoamento.

NNN Tensor de fluxo plástico.

HHH Módulo plástico generalizado.

γ̇ Multiplicador plástico.

Ψ Potencial plástico.

DDDep Operador tangente elastoplástico.

Caṕıtulo 3: Estrutura Teórica Unificada para Mo-
delos Constitutivos

σij Componentes do tensor de tensão.

Eijkl Componentes do tensor de rigidez secante.

εkl Componentes do tensor de deformação.

Cijkl Componentes do tensor de flexibilidade secante.

σ̇ Incremento das tensões.

ε̇ Incremento das deformações.

ε̇s Incremento das deformações associadas à rigidez secante.
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ε̇d Incremento das deformações associadas à degradação da rigidez.

ε̇r Incremento das deformações recuperadas sob descarregamento.

ε̇p Incremento das deformações plásticas.

σ̇incij Componentes do tensor de tensão incremental associadas à rigidez elástica.

σ̇d Incremento das tensões associadas à degradação da rigidez.

λ̇ Vetor de multiplicadores inelásticos.

Fn Funções de carregamento.

nnn Tensor das direções das funções de carregamento no domı́nio das tensões.

mmm Tensor das direções da degradação no domı́nio das tensões.

HHH Tensor pós-cŕıtico no domı́nio das tensões.

n̄nn Tensor das direções das funções de carregamento no domı́nio das deformações.

m̄mm Tensor das direções da degradação no domı́nio das deformações.

H̄HH Tensor pós-cŕıtico no domı́nio das deformações.

mmkl Componentes do tensor das direções da degradação no domı́nio das tensões.

nnij Componentes do tensor dos gradientes das funções de carregamento no do-
mı́nio das tensões.

Hnm Componentes do tensor pós-cŕıtico no domı́nio das tensões.

pk Conjunto de variáveis internas que controlam o processo de degradação no
domı́nio das tensões.

m̄mkl Componentes do tensor das direções da degradação no domı́nio das deforma-
ções.

n̄nij Componentes do tensor dos gradientes das funções de carregamento no do-
mı́nio das deformações.

H̄nm Componentes do tensor pós-cŕıtico no domı́nio das deformações.

p̄k Conjunto de variáveis internas que controlam o processo de degradação no
domı́nio das deformações.

Et
ijkl Operador tangente escrito em termos do tensor de rigidez.

Ct
ijkl Operador tangente escrito em termos do tensor de flexibilidade.

M̄mijkl Componentes do tensor das direções da variação do tensor de rigidez.
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Mmijkl Componentes do tensor das direções da variação do tensor de flexibilidade.

w Energia elástica.

ḋ Taxa de dissipação por degradação.

−Yijkl Força termodinâmica conjugada ao tensor de flexibilidade.

−Ȳijkl Força termodinâmica conjugada ao tensor de rigidez.

Nnijkl Componentes do tensor das derivadas das funções de carregamento em rela-
ção às força termodinâmica conjugada ao tensor de flexibilidade.

N̄nijkl Componentes do tensor das derivadas das funções de carregamento em rela-
ção às força termodinâmica conjugada ao tensor de rigidez.

D∗ Conjunto das variáveis de dano no domı́nio da flexibilidade.

D̄∗ Conjunto das variáveis de dano no domı́nio da rigidez.

Mm∗ Direção da taxa de mudança das variáveis de dano no domı́nio da flexibili-
dade.

−Y∗ Forças termodinâmicas conjugada às variáveis de dano no domı́nio da flexi-
bilidade.

M̄m∗ Direção da taxa de mudança das variáveis de dano no domı́nio da rigidez.

−Ȳ∗ Forças termodinâmicas conjugada às variáveis de dano no domı́nio da rigidez.

−Nn∗ Componentes do tensor das derivadas das funções de carregamento em rela-
ção às força termodinâmica conjugada ao dano no domı́nio da flexibilidade.

− ¯Nn∗ Componentes do tensor das derivadas das funções de carregamento em re-
lação às força termodinâmica conjugada ao dano no domı́nio da rigidez.

CD
ijkl Componentes do tensor de flexibilidade escrito em função das variáveis de

dano.

ED
ijkl Componentes do tensor de rigidez escrito em função das variáveis de dano.

Caṕıtulo 4: Formulação dos Modelos Constitutivos

J2(s) Segundo invariante do tensor de tensões desviadoras.

sss Tensor de tensões desviadoras.

H Módulo plástico.

f(A ) Função de carregamento genérica.
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A Conjunto de variáveis que definem uma função de carregamento.

h(κ) Função do parâmetro histórico.

D(κ) Função de dano para avaliar o estado de degradação do meio.

ε̄ Deformação equivalente de Mazars e Lemaitre (1984).

τ̄ Medida de dano de Simo e Ju (1987) definida no domı́nio das deformações.

τ Medida de dano de Simo e Ju (1987) definida no domı́nio das tensões.

w̄0 Medida de dano de Ju (1989).

k Parâmetro do material que relaciona a diferença entre comportamentos à
tração e à compressão para a deformação equivalente de de Vree et al. (1995).

Iε1 Primeiro invariante do tensor de deformações.

Jε2 Segundo invariante do tensor de deformações.

Dt Dano por tração para o modelo de Mazars (1984).

Dc Dano por compressão para o modelo de Mazars (1984).

αt Função peso usadas para contabilizar o comportamento do material ao dano
por tração.

αc Função peso usadas para contabilizar o comportamento do material ao dano
por compressão.

σ+ Parte positiva do tensor de tensões principais.

σ− Parte negativa do tensor de tensões principais.

εεεt Deformações obtidas com a parte positiva do tensor de tensões σ+.

εεεc Deformações obtidas com a parte negativa do tensor de tensões σ−.

φij Componentes do tensor de integridade.

φφφ Tensor de integridade.

εεεα Tensor de deformações em um microplano α.

TTT αε Tensor de projeção das deformações macroscópicas em um microplano α.

EN Módulo de elasticidade na direção normal de um microplano.

ET Módulo de elasticidade na direção transversal de um microplano.

Dα
N Dano na direção normal ao microplano α.

Dα
T Dano na direção transversal ao microplano α.
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καN Variável histórica na direção normal ao microplano α.

καT Variável histórica na direção transversal ao microplano α.

εαnn Deformações normais ao microplano α.

γαnt Deformações transversal ao microplano α.

fαN Função de carregamento na direção normal de um microplano α.

fαT Função de carregamento na direção transversal de um microplano α.

Caṕıtulo 5: Proposta de um Modelo de Dano com
Múltiplas Funções de Carregamento

Dd Dano desviador.

Dv Dano volumétrico.

µ0 Módulo de elasticidade transversal.

K0 Módulo volumétrico.

tr+εεε Parcela volumétrica positiva do tensor de deformações.

tr−εεε Parcela volumétrica negativa do tensor de deformações.

Jε Segundo invariante do tensor de deformações.

ε̄v
t Deformação equivalente volumétrica de tração.

ε̄v
c Deformação equivalente volumétrica de compressão.

ε̃d Deformação equivalente desviadora.

EEEs Tensor de rigidez secante.

Es
ijkl Componentes do tensor de rigidez secante.

µ Módulo de elasticidade transversal degradado.

K+ Módulo volumétrico degradado devido ao dano por tração.

K− Módulo volumétrico degradado devido ao dano por compressão.

F v
t Função de carregamento para controlar o comportamento volumétrico de tra-

ção.

F v
c Função de carregamento para controlar o comportamento volumétrico de

compressão.
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F d Função de carregamento para controlar o comportamento desviador.

κv
+(Dv

t ) Variável histórica para a tração em função do dano por tração.

κv
−(Dv

c ) Variável histórica para a compressão em função do dano por compressão.

κd(Dd) Variável histórica para as componentes desviadoras em função do dano
desviador.

Caṕıtulo 6: Implementação Computacional

XXX Variáveis de estado do problema.

Ẋ̇ẊX Primeira variação temporal da variável de estado.

Ẍ̈ẌX Segunda variação temporal da variável de estado.

AAA Matriz dos coeficientes associados à segunda variação temporal da variável
de estado.

BBB Matriz dos coeficientes associados à primeira variação temporal da variável
de estado.

CCC Matriz dos coeficientes associados à variável de estado.

DDD Vetor de variáveis de estado duais.

KKKt Matriz de rigidez tangente.

δUUU Vetor de incrementos de deslocamentos.

λ Fator de carga.

PPP Vetor de cargas de referência.

QQQ Vetor de cargas de residuais.

kkket Matriz de rigidez de um elemento finito.

BBB Matriz das relações entre deformações e deslocamentos.

EEEt Matriz constitutiva tangente.

Ve Volume de um elemento finito.

FFF e
i Vetor das forças nodais equivalentes a um estado de tensão interno de um

elemento finito.

σσσ Vetor de tensões.
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Apêndice E: Relações Tensão-Deformação e Equa-
ções de Evolução do Dano

σ Tensão relativa à deformação corrente.

ft Tensão limite de resistência à tração.

ε Deformação corrente.

εt Deformação relativa ao limite elástico na tração.

h comprimento caracteŕıstico.

Gf Energia de fratura por comprimento de trinca.

gf Energia de fratura espećıfica.

σi Tensão de tração ou compressão relativa à deformação corrente para a lei de
Carreira e Chu (1985, 1986).

fi Tensão relativa ao limite de resistência à tração ou compressão.

εi Deformação relativa ao limite elástico na tração ou compressão.

E0 Módulo de elasticidade elástico.

εt,u Deformação última admisśıvel na tração.

εc,u Deformação última admisśıvel na compressão.

E2 Módulo tangente do ramo descendente da lei bilinear.

ft,u Tensão última admisśıvel de tração.

ft,cr Tensão cŕıtica de tração.

εt,cr Deformação relativa à tensão cŕıtica de tração.

ε̃ Medida de deformação equivalente.

κ0 Valor da deformação equivalente a partir do qual o processo de dano se inicia.

α Valor máximo de dano admisśıvel para o material.

β Intensidade de evolução do dano

fe Limite de resistência equivalente.

Ẽ Módulo de elasticidade equivalente.

fu Tensão última admisśıvel.

εu Deformação última admisśıvel.
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Operadores

(·) Produto interno.

uuu · vvv,TTT ·SSS Produto interno com contração simples.

TTT : SSS Produto interno com contração dupla.

uuu× vvv Produto vetorial.

TTT ⊗SSS Produto tensorial.

TTT �SSS Produto tensorial com simetrização do tipo produto (sendo ααα = www � www,

tem-se: αijkl =
1

2
(wikwjl + wilwjk).

TTT ∗ SSS Produto apropriado ente duas entidades genéricas, TTT e SSS em um dado con-
texto.

˙(�) Derivação de (�) no tempo.

(�)T Transposta de (�).

d(�) Incremento de (�).

∂(�) Diferencial de (�).

∂(�)
∂x

Derivada de (�) em relação a x, sendo x uma variável qualquer.

|(�)| Módulo (valor absoluto) de um escalar (�).

||(�)|| Norma Euclideana de tensores e vetores (||TTT || ≡
√
TTT : TTT e ||vvv|| ≡

√
vvv · vvv).

H(�) Função de Heavyside (H(x) = 1 para x > 0 e H(x) = 0 para x < 0).

〈�〉+ Parte positiva de (�).

〈�〉− Parte negativa de (�).

tr(�) Traço de um tensor.



Resumo

Esta tese apresenta um arcabouço teórico e computacional para modelos consti-

tutivos baseados em degradação elástica.

Modelos clássicos para tratar a degradação do meio material são abordados no

contexto da estrutura teórica e computacional proposta. Além disso, modelos de

fissuração distribúıda são reformulados, considerando-se múltiplas funções de car-

regamento desacopladas e uma regra de degradação generalizada. Para ilustrar a

potencialidade do arcabouço teórico e computacional criado, alguns modelos de dano

encontrados na literatura são implementados bem como um modelo de plasticidade

clássica. Também é proposto um novo modelo de dano com múltiplas funções de

carregamento.

O sistema computacional criado toma partido do paradigma de programação

orientada a objetos, possibilitando implementar a unificação teórica proposta, in-

dependentemente do método numérico aplicado. Contudo, apenas o Método dos

Elementos Finitos (MEF) é usado na validação desta estrutura teórica e dos mode-

los constitutivos nela inseridos.

Vários exemplos de aplicação são apresentados, visando ilustrar as possibilidades

de modelagem proporcionada pela biblioteca de modelos constitutivos reunida neste

trabalho. O novo modelo de dano proposto é validado por meio de exemplos que

comparam os resultados do mesmo com resultados experimentais ou obtidos com

outros modelos, dispońıveis na literatura.
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Abstract

This thesis presents a theoretical and computational framework for constitutive

models based on elastic degradation.

Classical models to deal with material’s media degradation are addressed in the

context of the theoretical and computational proposal. In addition, smeared cracking

model’s are reformulated, considering multiple uncoupled loading functions and a

generalized degradation rule. To illustrate the potentiality of the created theoretical

and computational framework, some damage models, founded in the literature, are

implemented as well as a classical plasticity model. Also is proposed a new damage

model with multiple loading functions.

The created computational system takes advantage of the object-oriented pro-

gramming paradigm, enabling to implement the proposal unified theoretical fra-

mework, independently of the applied numerical method. However, only the Finite

Element Method (FEM) is used in the validation of this unified theory and the

constitutive models inserted on it.

Several application examples are presented, in order to illustrate the modeling

possibilities provided by the constitutive models library gathered in this work. The

new proposed damage model is validated by examples that compare their results

with experimental results or obtained with other models, available in the literature.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O comportamento das estruturas de concreto simples e armado vem sendo as-

sunto de intenso estudo desde o ińıcio do século passado. A complexidade intŕınseca

deste material dificulta o desenvolvimento de modelos anaĺıticos que, quando con-

cebidos, são limitados a casos simples e espećıficos.

Modelos mais elaborados e gerais surgiram com o advento do Método dos Elemen-

tos Finitos (MEF). Fenômenos como fissuração do concreto, escoamento da arma-

dura, rigidez residual pós cŕıtica, fluência, retração, perda de aderência aço-concreto,

entre outros, puderam ser intensamente explorados por meio de modelos baseados

nesse método numérico.

Os avanços tecnológicos e computacionais ampliaram as possibilidades da mo-

delagem numérica como um todo. O MEF se consolidou e outros métodos foram

desenvolvidos, como o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o Método dos

Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e os Métodos Sem Malha (MSM).

Nesse cenário, os métodos numéricos se tornaram fundamentais para estudar pro-

blemas de engenharia e, particularmente, o complexo comportamento do concreto

e do concreto armado. Assim, para a representação do comportamento fisicamente

não linear destes materiais, em qualquer método numérico, modelos constitutivos

1
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adequados são obrigatoriamente empregados. Inúmeros estudos vêm sendo desen-

volvidos, sob diversas perspectivas, por meio da formulação de novos modelos cons-

titutivos ou do aprimoramento de modelos existentes.

Analisando as principais vertentes sobre a modelagem do concreto, verifica-se

uma tendência: a unificação dos modelos de degradação elástica em uma única es-

trutura teórica capaz de tratar de forma genérica a constituição do meio. Entretanto,

as diversas tentativas de unificação dispońıveis na literatura ainda possuem limita-

ções, que precisam ser vencidas para garantia de inclusão de modelos multipotenciais

e de independência do método numérico empregado.

Verifica-se também a falta de um sistema computacional que disponibilize vários

modelos já concebidos e permita a fácil inclusão de novos modelos.

Modelos constitutivos tradicionais estão implementados em sistemas computaci-

onais avançados, promovendo a simulação, modelagem e o estudo do comportamento

das estruturas de concreto. Tais sistemas computacionais são capazes de modelar

estruturas em concreto submetidas a diversas ações, com precisão nos resultados,

além de possúırem recursos sofisticados para pré e pós-processamento. Entretanto,

estes programas disponibilizam apenas alguns poucos modelos consagrados. Além

disso as principais contribuições cient́ıficas não podem ser neles inseridas, pois são

programas proprietários, de código fechado que, portanto, não permitem a expan-

são e aprimoramento dos modelos neles implementados, nem a inserção de novos

modelos.

1.1 Objetivos

Esta tese tem como objetivo apresentar uma estrutura teórica e computacional

capaz de contemplar diversos modelos constitutivos, ampliando as possibilidades da

análise fisicamente não linear de estruturas de concreto.

Procurou-se obter uma base teórica e computacional para a modelagem cons-

titutiva em geral, com independência do método numérico e aplicável a diferentes
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tipos de análise.

Criou-se um sistema computacional de código aberto e de fácil expansão, propor-

cionando um ambiente proṕıcio ao desenvolvimento colaborativo de modelos para a

análise fisicamente não linear.

Vários modelos constitutivos tradicionais foram inseridos no arcabouço teórico e

computacional criado, corroborando a capacidade de generalização do mesmo.

Formulou-se um novo modelo constitutivo de dano para o concreto e o mesmo

foi inserido no sistema computacional criado.

1.2 Organização do Texto

Esta tese é organizadas em 10 caṕıtulos e 7 apêndices.

No caṕıtulo 2 é apresentada uma revisão bibliográfica cronologicamente organi-

zada, descrevendo os principais modelos constitutivos para concreto.

Após analisar as diversas tentativas de unificação, dispońıveis na literatura, o

caṕıtulo 3 apresenta a proposta de unificação teórica desta tese, que incluem modelos

constitutivos multipotenciais e a independência de método numérico.

Uma vez estabelecidas as bases da unificação teórica, no caṕıtulo 4, são apresen-

tadas as formulações de diversos modelos constitutivos tradicionais, no contexto do

arcabouço teórico proposto.

No caṕıtulo 5, é proposto um novo modelo de dano, baseado em múltiplas funções

de carregamento e nas parcelas volumétrica e desviadoras do tensor de deformações.

É apresentada a formulação e sua representação na estrutura teórica apresentada.

O caṕıtulo 6 apresenta o sistema computacional criado, resultante da imple-

mentação computacional, segundo um projeto orientado a objetos adequado, da

estrutura teórica formulada e de vários modelos constitutivos.

A estrutura teórica e computacional é validada nos caṕıtulo 7, 8 e 9. No caṕıtulo

7, simulações numéricas exemplificam os diversos modelos constitutivos implementa-

dos, e as diversas possibilidades, proporcionadas pelo ambiente computacional, para
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a análise fisicamente não linear.

No caṕıtulo 8, são apresentados alguns estudos de caso, que destacam a formu-

lação multipotencial de um modelo de fissuração.

No caṕıtulo 9, são apresentados exemplos de validação do novo modelo de dano

proposto, onde os resultados obtidos com o modelo são confrontados com resultados

experimentais e numéricos obtidos por outros autores.

Por fim, no caṕıtulo 10, conclui-se o texto da tese, analisando-se as principais

contribuições do trabalho e apresentando-se sugestões para continuação da pesquisa.

Adicionalmente, são apresentados sete apêndices que tratam de temas secundá-

rios, mas extremamente relevantes para o entendimento do texto.



Caṕıtulo 2

Modelos Constitutivos Para o Concreto

2.1 Breve Histórico

A ocorrência, isolada ou combinada, de diferentes fenômenos tornam o compor-

tamento mecânico do concreto de dif́ıcil descrição anaĺıtica. Tal comportamento é

fonte de estudos e pesquisa desde o ińıcio do século XX, quando surgiram os primei-

ros fundamentos teóricos.

Inicialmente, o estudo do concreto armado era baseado em aproximações emṕı-

ricas e as teorias eram estabelecidas com base em simplificações, que contornavam

dificuldades de formulação de uma estrutura teórica mais elaborada.

Nesse contexto, o método dos elementos finitos surgiu como um recurso geral

que ampliou as possibilidades de estudo. Hipóteses, antes simplificadas para serem

incorporadas na teoria anaĺıtica, passaram a ser inseridas em modelos cada vez mais

sofisticados com o objetivo de descrever o comportamento do concreto de forma mais

realista posśıvel.

Vários aspectos do método dos elementos finitos, quando este é empregado para

caracterizar o comportamento não linear do concreto, são estudados desde os primei-

ros modelos. Um dos primeiros trabalhos nesta área foi o de Ngo e Scordelis (1967)

que, considerando os materiais como elásticos-lineares, inclúıa representações para

5
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as armaduras e fissuras, sendo as trincas inseridas na malha de elementos finitos de

forma discreta, assumindo padrões já constatados empiricamente.

O trabalho de Nilson (1968) era semelhante, sendo as trincas inseridas na malha

de forma discreta, entretanto, já se considerava o comportamento não linear do

material. Até então, nestes modelos iniciais, a idealização de um meio cont́ınuo

fissurado, em substituição ao meio cont́ınuo intacto inicial, não havia sido concebida.

A representação do processo de fissuração em modelos planos foi inicialmente

tratada por Rashid (1968), que introduzia trincas paralelas distribúıdas em regiões

internas aos elementos finitos, em contraposição à inserção das fissuras nas interfa-

ces entre elementos. O material atingia um limite de resistência e, neste ponto, a

rigidez da região decáıa devido ao ińıcio da degradação. Embora limitado, o modelo

proposto apresentava facilidade de implementação e já trazia a hipótese fundamental

dos modelos de fissuração distribúıda: a substituição do meio cont́ınuo inicial por

um meio, também cont́ınuo, cujas propriedades mecânicas representem uma região

com fissuras uniformemente distribúıdas.

Modelos subsequentes (Suidan e Schnobrich, 1973) mantiveram a rigidez residual

transversal como função do módulo de elasticidade transversal inicial, através de um

fator de redução denominado fator de retenção ao cisalhamento.

Modelos unidimensionais para tratar o concreto, através de relações momento-

curvatura, também já eram usados. No trabalho de Monnier (1970), por meio de

estudos teóricos e experimentais em vigas de concreto, leis não lineares para a relação

momento-curvatura foram desenvolvidas. Uma abordagem computacional sobre o

assunto foi feita por Blaauwendraad (1972), que revisou os conceitos adotados até

aquele momento e apresentou um modelo unidimensional que considerava efeitos de

segunda ordem combinados com relações momento-curvatura.

O uso de parâmetros da mecânica da fratura para modelagem de estruturas

de concreto foi iniciado por Hillerborg et al. (1976). Neste trabalho, o concreto

é descrito com um comportamento crescente de tensão até um limite máximo. A
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partir deste limite, o material entra em regime de amolecimento — diminuição de

tensão acompanhada de aumento de deformação — que é regido por uma lei não

linear baseada na energia de fratura.

No mesmo ano, Bažant (1976) estudou o amolecimento do concreto e o surgi-

mento de uma banda de fissuração, descrita através da variação da flexibilidade.

O monitoramento da flexibilidade também foi estudado por Swartz et al. (1978),

sendo feita uma análise de sua variação em vigas de concreto submetidas à flexão.

A partir de então, os modelos de fissuração distribúıda baseados em flexibilidade

foram desenvolvidos.

Darwin e Pecknold (1976) apresentaram a modelagem de painéis de concreto ar-

mado submetido a cargas ćıclicas, usando leis tensão-deformação biaxiais que admi-

tiam degradação tanto em tração como em compressão. Este trabalho foi de grande

relevância, pois, até o momento, apenas a degradação do concreto por tração era

considerada.

Inspirados em Bažant (1976), muitos trabalhos (Bažant e Cedolin, 1979, 1980,

1983) foram publicados abordando o mesmo tema: o surgimento de uma região fis-

surada designada como banda de fissuração ou zona de processamento de fissuras.

Mas, somente no trabalho de Bažant e Oh (1983), a teoria foi elaborada admi-

tindo um amolecimento gradual. O modelo considerava a relação constitutiva com

amolecimento (como proposto por Hillerborg et al. (1976)) associada a um certo

comprimento de banda de fissuração, que era tratado como uma propriedade do

material.

A partir destes primeiros modelos, os conceitos de fissuração distribúıda se sedi-

mentaram e diversos trabalhos surgiram (de Borst e Nauta (1985), Rots et al. (1985)

e Rots e de Borst (1987)), aprimorando as teorias existentes, resultando nos modelos

de fissuração fixa e rotacional como conhecidos hoje.

A demanda dos modelos de fissuração distribúıda por leis tensão-deformação re-

presentativas das regiões degradadas motivou muitos trabalhos, como os de Carreira
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e Chu (1985), Carreira e Chu (1986), Boone et al. (1986) e Boone e Ingraffea (1987),

que definem leis tensão-deformação representativas do concreto.

Rots (1988) apresentou um amplo estudo sobre os modelos de fissuração dis-

tribúıda, empregando estes modelos para descrever o processo de fraturamento do

concreto. No mesmo ano, um outro amplo estudo sobre o comportamento não linear

do concreto foi apresentado por Proença (1988). Neste trabalho após descrever mo-

delos elastoplásticos e modelos baseados na mecânica da fratura Proença apresenta

uma formulação variacional para a modelagem constitutiva.

Em paralelo aos modelos de fissuração, a mecânica do dano cont́ınuo (Lemaitre

e Dufailly, 1987; Lemaitre, 1992; Lemaitre e Desmorat, 2005) passa a ser usada na

modelagem de materiais parcialmente frágeis. O trabalho de Lemaitre e Dufailly

(1987) apresenta várias medidas de dano e conclui que a forma mais eficiente de se

medir o dano de um material é por meio da quantificação da densidade de defeitos.

Entretanto, tal processo é dif́ıcil e incerto para os casos em que não se tem uma

uniformidade dos defeitos. Além disso, questões relativas ao tamanho e posição da

região de observação do dano ainda são muito subjetivas.

Neste cenário, surgem os modelos de dano baseados em deformação equivalente.

Mazars (1984) apresentou um modelo bastante simples, mas eficiente. O denomi-

nado modelo de dano escalar admite que o dano é medido por uma variável escalar,

definida como deformação equivalente e calculada com base nas deformações princi-

pais positivas.

Na mesma linha de Mazars (1984), anos mais tarde, outro modelo de dano esca-

lar baseado em deformação equivalente foi proposto por Brekelmans et al. (1992). O

modelo previa que o material poderia apresentar comportamentos distintos em tra-

ção e em compressão, o que é essencial para a modelagem do concreto. A proposta

associava a tração e a compressão em uma constante usada no cálculo da deformação

equivalente.

Os modelos de dano escalar foram a base de muitos trabalhos, podendo ser
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citados: Chow e Wang (1987), Bažant e Pijaudier-Cabot (1987), Bažant e Pijaudier-

Cabot (1988), de Vree et al. (1995), Ghrib e Tinawi (1995), Petrangeli e Ožbolt

(1996), Lee et al. (1997), Jirásek e Zimmermann (1998), Pituba (1998), Cauvin e

Testa (1999), de Borst e Gutiérrez (1999), de Borst (2002), Pituba (2003), Junior e

Venturini (2007), Alves et al. (2000), Scotta et al. (2002), Jirásek e Patzák (2002),

Xiang et al. (2002) e Lee et al. (2004), além de inúmeros trabalhos e aplicações

encontrados na literatura.

Para uma melhor descrição da anisotropia existente no concreto, uma nova pro-

posta, baseada na teoria de microplanos (Taylor, 1938), foi apresentada por Bažant

e Gambarova (1984) e Bažant e Oh (1985). Nesta proposta, o ponto material é

tratado como um conjunto de microplanos, orientados em diversas direções e po-

sicionados na superf́ıcie de uma esfera de raio unitário centrada no referido ponto.

As deformações nestes microplanos correspondem à aplicação de uma restrição ci-

nemática e/ou estática ao tensor macroscópico de deformações. Através de relações

tensão-deformação, válidas para os microplanos, calculam-se as tensões em cada

microplano. Por fim, impondo-se condições de equivalência de energia, obtém-se o

estado macroscópico de tensões e uma avaliação da degradação da rigidez.

Uma primeira evolução deste modelo foi proposta por Carol et al. (1992), que

apresentavam a teoria pela primeira vez usando somente restrição cinemática, aban-

donando assim os modelos de restrição mista. Embora o modelo marcasse uma evo-

lução, apresentava inconsistências que foram corrigidas e apresentadas por Ožbolt

et al. (2001). Os modelos de microplanos até então formulados usavam o prinćıpio

dos trabalhos virtuais para a equivalência de energia. Mas foi constatado que as leis

termodinâmicas não eram plenamente atendidas. Desta forma, Carol et al. (2001a)

e Kuhl et al. (2001) apresentaram uma nova estrutura teórica consistente com os

prinćıpios termodinâmicos.

Mais recentemente, Leukart e Ramm (2002, 2006) adotaram uma nova decom-

posição das deformações macroscópicas, propondo assim uma nova formulação da
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teoria de microplanos baseada nos prinćıpios da termodinâmica.

O desenvolvimento de modelos seguindo a teoria da plasticidade compreendem

uma grande parte da modelagem constitutiva de materiais em geral. A teoria da plas-

ticidade, amplamente difundida e empregada, constitui um formato teórico consa-

grado. Para aplicação deste formato, critérios de resistência são adotados de acordo

com as caracteŕısticas do material que se deseja representar. Assim, além de todos

os modelos desenvolvidos especificamente para o concreto, que tentam representar

os fenômenos caracteŕısticos deste material, foram desenvolvidos ainda modelos ba-

seados na teoria clássica da plasticidade. Os fundamentos da teoria da plasticidade

para o concreto podem ser visto em obras clássicas como a de Chen (1982).

Ao longo dos anos, os modelos para o concreto foram se modificando e evoluindo,

mas isso não significou que as primeiras formulações cáıram em desuso. Nos últimos

anos, diversos estudos foram desenvolvidos a partir destes modelos, podendo ser

citados: Petrangeli e Ožbolt (1996), Shayanfar et al. (1997), Mosalam e Paulino

(1997), Weihe et al. (1998), Pitangueira (1998), Li e Zimmermann (1998), de Borst

(2002), Silva (2002), Simão (2003), Comi e Perego (2004), Borges e Bittencourt

(2005), Belnoue et al. (2007), Paliga et al. (2007), Junior e Venturini (2007), Barain

e Mari (2007), Pi et al. (2007), Mata et al. (2007), Desmorat et al. (2007a), Srikanth

et al. (2007), Faleiro et al. (2008), Dundar et al. (2008), Proença e Pituba (2008),

Manzoli et al. (2008), He et al. (2008), Voyiadjis et al. (2008), Pavan et al. (2009),

Menin et al. (2009), dentre outros.

2.2 Modelos Unidimensionais

A simplicidade dos modelos unidimensionais e os bons resultados obtidos nume-

ricamente motivaram o desenvolvimento desses modelos para análise f́ısica e geome-

tricamente não linear.

Diversas possibilidades para tratar o comportamento constitutivo não linear de
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estruturas de concreto com modelos unidimensionais tem sido estudadas e desenvol-

vidas, segundo duas vertentes principais: os modelos que usam relações momento-

curvatura, considerando seções transversais homogêneas, e os modelos que usam leis

tensão-deformação, decompondo as seções transversais.

Nos modelos da primeira vertente, a análise não linear pode ser conduzida por

meio de relações momento-curvatura, válidas para as seções transversais, assim con-

sideradas homogêneas. A necessidade de prescrição de relações momento-curvatura

representativas das diversas seções transversais do modelo é uma desvantagem con-

siderável deste enfoque.

A análise não linear de estruturas de concreto armado, usando-se elementos uni-

dimensionais, também pode ser feita pela decomposição do domı́nio da seção trans-

versal. Esta técnica apresenta diversas variações, entretanto, partem do mesmo

prinćıpio: decompor a seção transversal da barra em subdomı́nios e computar a

contribuição de cada subdomı́nio na rigidez do elemento finito (Figuras 2.1(a) e

2.1(b)). Esta estratégia permite uma generalização na formulação, de forma que

seções transversais de geometrias diversas possam ser representadas, sem a necessi-

dade de uma formulação espećıfica para cada tipo, o que não acontece ao se utilizar

as relações momento-curvatura. Além da generalidade geométrica, a decomposi-

ção da seção permite atribuir materiais diferentes para cada subdomı́nio e avaliar

separadamente o comportamento de cada material, podendo-se, assim, calcular a

deterioração da seção transversal (Figura 2.1(c)).

Dentre os trabalhos que tratam da análise da seção transversal por decomposição

pode-se citar os de Chaisomphob e Hansapinyo (1999), Izzuddin e Smith (2000), Iz-

zuddin et al. (2002), Romero et al. (2002), Bratina et al. (2004), Fonseca (2006), Pi

et al. (2007) e Dundar et al. (2008), que investigam as caracteŕısticas dos materiais

(aço e concreto) através de leis tensão-deformação. Pode-se também investigar a de-

terioração do material utilizando-se de funções de dano, como adotado nos trabalhos

de Barbat et al. (1997) e Mata et al. (2007).
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Figura 2.1: Seção transversal de concreto armado antes da fissuração

Várias formas de decomposição da seção transversal são encontradas na litera-

tura. Cada técnica apresenta um conjunto de hipóteses segundo as quais o modelo

é formulado.

A decomposição da seção transversal por pequenas áreas (Figura 2.1), como pro-

posto por Chaisomphob e Hansapinyo (1999), Izzuddin e Smith (2000), Izzuddin

et al. (2002), Romero et al. (2002) e Pi et al. (2007), trata cada subdivisão como

pontos de monitoramento da seção. Nestes pontos, podem ser controladas as defor-

mações, tensões, deterioração do material e as propriedades geométricas atribúıdas

a cada pequeno subdomı́nio. A contribuição de cada área no comportamento da

seção depende das premissas de cada formulação.

Bratina et al. (2004) utilizam uma subdivisão em camadas trapezoidais (Figura

2.2) para representar o concreto e as barras de aço são tratadas como pequenas áreas

distribúıdas pela seção.

Figura 2.2: Divisão em faixas e armadura pontual.
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Já Dundar et al. (2008) subdividem a seção em faixas paralelas à linha neutra e

considera o concreto como resistente somente à compressão enquanto o aço assume

propriedades resistentes na tração e compressão. O processo de divisão da seção em

segmentos é feito de forma iterativa para se otimizar o número de divisões.

Uma forma mais sofisticada, embora mais custosa, de tratamento da seção de-

composta é proposta por Barbat et al. (1997) e Mata et al. (2007). Neste caso, a seção

é dividida em faixas ou em áreas, sendo que cada subdivisão é integrada segundo

uma quadratura de Gauss, podendo-se variar o número de pontos de integração em

cada subdomı́nio de modo que cada um destes pontos assuma propriedades de um

material diferente (Figura 2.3). Com este procedimento é posśıvel representar a

heterogeneidade de cada subdomı́nio de monitoramento.

Figura 2.3: Subdivisão composta por diversos materiais.

Como em muitos trabalhos, usando a abordagem de decomposição da seção trans-

versal, Fonseca (2006) apresentou um modelo para elementos finitos unidimensionais

de pórtico espacial, segundo as teorias de Euler-Benoulli e Timoshenko.

O modelo considera que a aderência é perfeita entre o aço e o concreto e que cada

material possui uma lei tensão-deformação não linear, independentemente atribúıda

a cada subdivisão da seção. Partindo das relações tensão-deformação normais e



14

tangenciais, pode-se escrever as equações

σxx = Es(εxx)εxx , τxy = Gs(γxy)γxy e τxz = Gs(γxz)γxz , (2.1a,b,c)

para relações secantes totais, e

dσxx = Et(εxx)dεxx, dτxy = Gt(γxy)dγxy e dτxz = Gt(γxz)dγxz, (2.2a,b,c)

para as relações incrementais, sendo Es e Et os módulos de elasticidade longitu-

dinais secante e tangente, respectivamente, e Gs e Gt os módulos de elasticidade

transversais secante e tangente, respectivamente. É importante lembrar que tanto

os módulos secantes quanto os tangentes são funções das deformações, como mos-

trado nas equações 2.1 e 2.2, e obtidos por leis constitutivas dos materiais, como

mostrado na figura 2.4.

Figura 2.4: Leis constitutivas.

No processo incremental-iterativo de uma análise não linear, a convergência é

atingida quando há equiĺıbrio entre as forças externas e as forças internas. Para

tanto, os esforços internos devem ser calculados. Conhecendo-se a distribuição das

deformações em cada seção transversal, as propriedades secantes e tangentes dos

materiais podem ser obtidas (Figura 2.4). De posse das propriedades dos materiais,

os esforços internos podem ser calculados pela integração das tensões ao longo da

seção transversal, logo

N =

∫
A

σxx dA ; (2.3a)
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Vy =

∫
A

τxy dA ; (2.3b)

Vz =

∫
A

τxz dA ; (2.3c)

T =

∫
A

(τxz · y − τxy · z) dA ; (2.3d)

My =

∫
A

σxx · z dA ; (2.3e)

Mz =

∫
A

−σxx · y dA , (2.3f)

onde N é a força axial, Vy e Vz são os esforços cortantes, T é o momento de torção

e My e Mz são os momentos fletores.

Para a seção decomposta em pequenas partes, o cálculo dos esforços internos

podem ser simplificados por um somatório. A figura 2.5 mostra a decomposição da

seção transversal em pequenos quadrados de áreas conhecidas, podendo cada um

deles ser composto por um tipo de material diferente.

Figura 2.5: Decomposição da seção transversal.

O comportamento dos materiais que compõem a seção é importante na discreti-

zação, pois irá influenciar diretamente na contabilização dos esforços internos.

Diversas leis tensão-deformação são adotadas para a caracterização do compor-

tamento não linear de cada material. Uma forma geral de tratamento é considerar

tanto o concreto quanto o aço resistentes à tração e à compressão. Assim, efeitos

como a fissuração e esmagamento do concreto e o escoamento do aço são detectados
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durante a análise (Pi et al., 2007). Entretanto, nem todos os modelos consideram o

aço e o concreto na tração e compressão.

Izzuddin e Smith (2000) e Izzuddin et al. (2002) usam uma lei parabólica conju-

gada a uma lei elastoplástica para o concreto à compressão, omitindo a resistência

à tração. Para o aço, é adotada uma lei linear-elástica.

A tração do concreto também é desprezada por Dundar et al. (2008), que usam

várias relações para descrever o comportamento deste à compressão. O aço é tratado

na tração e compressão por uma lei não linear composta por segmentos de reta.

No trabalho de Fonseca (2006), foram usadas leis tensão-deformação propostas

por Carreira e Chu (1985, 1986) e Boone e Ingraffea (1987).

Além da descrição dos materiais através de leis tensão-deformação, alguns autores

tratam o comportamento do material usando a teoria de dano (Faleiro et al. (2008),

Mata et al. (2007), Barbat et al. (1997), Junior e Venturini (2007), dentre outros).

2.3 Modelos de Fissuração Distribúıda

Modelos para representar o processo de fraturamento do concreto é tema de

estudo desde o advento do método dos elementos finitos. Em todos estes estu-

dos, discutem-se os critérios de resistência e o comportamento do concreto após o

surgimento de trincas. Dentre as várias propostas, duas vertentes se destacam: a

modelagem discreta da trinca e os modelos de fissuração distribúıda.

Nestes dois contextos, a modelagem da iniciação e da propagação de trincas

e fissuras necessitam de uma descrição do meio material. Para tanto, o uso de

parâmetros do material baseados na mecânica da fratura é bem difundido, tanto na

modelagem discreta quanto na distribúıda.

Os modelos de fissuras distribúıdas baseiam-se no monitoramento da deteriora-

ção das propriedades f́ısicas do material, sendo o processo de evolução das fissuras

descrito pelo decaimento gradual de tensões com aumento de deformações, como

ilustrado na figura 2.6.



17

Figura 2.6: Propagação de fissuras em modelos distribúıdos

Já os modelos discretos assumem que a resistência última do material (avaliada

pelas tensões na ponta da trinca, ou pelo fator intensidade de tensão, ou pela energia

de fratura, dentre outras grandezas) determina a propagação da trinca. Desta forma,

em um modelo de elementos finitos é necessário redefinir a malha para representar a

descontinuidade geométrica nela introduzida pela trinca e, assim, descrever o com-

portamento pós-cŕıtico, como mostrado na figura 2.7. Modelos com descontinuidade

forte embutida (Oliver, 1996a,b) superaram as dificuldades impostas pelo processo

de redefinição de malha dos modelos discretos além de incorporarem a modelagem

constitutiva em sua formulação.

Os modelos de fissuração distribúıda têm como vantagens: geração automática

de trincas sem redefinição de malha, propagação de fissuras no interior dos elementos

e representação da degradação da rigidez através de um relação constitutiva.

A seguir, serão discutidas as principais caracteŕısticas dos modelos de fissuração

distribúıda e apresentada a formulação geral dos mesmos.
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Figura 2.7: Propagação da trinca em modelos discretos.

2.3.1 Bases dos Modelos de Fissuração Distribúıda

Os modelos de fissuração distribúıda baseiam-se na idealização de um meio con-

t́ınuo durante todo o processo de análise. Partindo deste meio cont́ınuo, relações

entre tensões e deformações são adotadas para acompanhar o processo de fissuração,

sendo os limites de resistência do concreto e parâmetros da mecânica da fratura as

bases da formulação.

Os modelos tradicionais de fissuração para o concreto tratam o meio material

como inicialmente isotrópico e homogêneo e, a medida que o estado de solicitação no

material aumenta, seu comportamento é alterado devido ao surgimento de fissuras,

que no decorrer da análise se propagam por todo o meio. A partir do ińıcio da

fissuração, o material passa a ser tratado como ortotrópico e os eixos de ortotropia

determinados de acordo com a direção das fissuras.
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Os modelos de fissuração distribúıda podem ser classificados em duas categorias:

modelo de direção de fissuração fixa ou variável. O modelo com direção fixa con-

sidera que, uma vez iniciada, a fissura tem orientação fixa durante todo o processo

de propagação. Já o modelo com direção variável admite que as fissuras podem

rotacionar de acordo com a orientação das deformações principais.

Nos modelos de fissuração distribúıda, tradicionalmente, leis tensão deformação

são escritas relativamente aos eixos principais n, s, t de ortotropia, na forma

{σ`} = [s`D]{ε`} , (2.4)

onde {σ`} é o vetor de tensões no sistema local, [s`D] é a matriz constitutiva secante

local e {ε`} é o vetor de deformações no sistema local. Portanto, para o caso tridi-

mensional, são necessárias nove componentes de rigidez para caracterização do meio

fissurado 

σnn

σss

σtt

σns

σst

σnt


=



Enn Ens Ent 0 0 0

Ens Ess Est 0 0 0

Ent Est Ett 0 0 0

0 0 0 Gns 0 0

0 0 0 0 Gst 0

0 0 0 0 0 Gnt





εnn

εss

εtt

γns

γst

γnt


. (2.5)

Na equação 2.5, n é a direção normal à fissura e s, t são direções tangenciais à fissura,

como ilustrado na figura 2.8.

Figura 2.8: Sistema de coordenadas da trinca.
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Os modelos iniciais (Rashid, 1968) tratavam as direções normais às fissuras com

rigidez nula (Enn = Ens = Ent = Gns = Gnt = 0). Desta forma, as tensões

associadas a estas componentes de rigidez (σnn, σns, σnt), no momento da abertura

da trinca, decáıam de um valor limite para zero. Logo, para o caso bidimensional,

tinha-se

{σ`} =


σnn

σss

σns

 ; {ε`} =


εnn

εss

γns

 ; [s`D] =


0 0 0

0 E 0

0 0 0

 . (2.6a,b,c)

Estas primeiras aproximações não exprimiam a realidade observada, de que

mesmo depois de fissurada, uma peça estrutural ainda era capaz de transmitir esfor-

ços normais e tangenciais. A transformação do meio material, inicialmente linear-

elástico e isotrópico, em um meio ortotrópico com rigidez nula implicava em fortes

descontinuidades, que acarretavam em instabilidades numéricas dos modelos.

Modelos subsequentes (Suidan e Schnobrich, 1973) mantiveram a rigidez residual

transversal Gns e Gnt como função do módulo de elasticidade transversal inicial G,

através de um fator de redução denominado fator de retenção ao cisalhamento,

designado por βr. Portanto, para o caso plano, tem-se

[s`D] =


0 0 0

0 E 0

0 0 βrG

 , (2.7)

com βr variando de zero a 1,0.

Analogamente, uma evolução do modelo considerava também um fator de redu-

ção do módulo de elasticidade nas direções normais à fissura, alterando 2.7 para

[s`D] =


αrE 0 0

0 E 0

0 0 βrG

 , (2.8)

com αr sendo um fator de redução variando de zero a 1,0.

Bažant e Oh (1983), usando as mesmas ideias, mantiveram a redução do módulo

de rigidez normal à fissura (Enn), além de introduzirem também os módulos de rigi-

dez fora da diagonal da matriz constitutiva, considerando assim o efeito de Poisson
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após a abertura da trinca. A formulação baseia-se na inversão de uma relação de

flexibilidade e considera somente degradação por tração.

O modelo de Hillerborg et al. (1976) também considerava somente a degradação

por tração e a propagação de fissuras era estudada em função das tensões principais,

que iam do regime elástico até a ruptura.

Baseando-se no trabalho de Bažant e Oh (1983), Rots et al. (1985) desenvolveram

um modelo que considerava, não somente a degradação na direção normal à fissura,

mas também na direção tangente ao plano de fissuração, de tal modo que a relação

tensão-deformação na direção das fissuras era dada por:

[s`D] =
1

(1− ν2αr)


αrE ναrE 0

ναrE E 0

0 0 (1− ν2αr)
βrE

2(1 + ν)

 . (2.9)

A ideia da inversão da flexibilidade já estava consolidada e inúmeros trabalhos

desde então foram desenvolvidos (Rots et al. (1985), Rots e de Borst (1987), Bažant e

Pijaudier-Cabot (1988), Bažant e Lin (1988), Rots e Blaauwendraad (1989), Petran-

geli e Ožbolt (1996), dentre outros). A seguir, será descrita uma generalização dos

modelos de fissuração distribúıda baseados em inversão de flexibilidade, apresentada

no trabalho de Pitangueira (1998).

2.3.2 Generalização dos Modelos de Fissuração Distribúıda

Partindo da relação entre tensões ({σ`}) e deformações ({ε`}) em um sistema

de coordenadas local, orientado na direção de fissuração (Figura 2.9), em termos da

flexibilidade ([s`C]), dada por

{ε`} = [s`C]{σ`} , (2.10)

pode-se desenvolver as equações que permitem obter o tensor constitutivo secante

local.
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Figura 2.9: Eixos locais e globais.

Admitindo que o material é ortotrópico nas direções principais de deformação,

para o caso bidimensional de estado plano de tensão, tem-se

[s`C] =



1

E1

−ν12

E2

0

−ν21

E1

1

E2

0

0 0
1

G12


. (2.11)

Invertendo [s`C], tem-se o tensor constitutivo secante local dado por

[s`D] =
1

1− ν12ν12


E1 ν12E1 0

ν21E2 E2 0

0 0 (1− ν12ν12)G12

 . (2.12)

Para o caso bidimensional de estado plano de deformação, tem-se

[s`C] =



d

E1

− b

E2

0

− c

E1

a

E2

0

0 0
1

G12


, (2.13)

onde

a = (1− ν23ν32) ; (2.14a)

b = (ν12 + ν13ν32) ; (2.14b)

c = (ν21 + ν23ν31) ; (2.14c)

d = (1− ν13ν31) . (2.14d)
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Logo, o tensor constitutivo secante local (obtido pela inversão de [s`C]) é

[s`D] =
1

(ad− bc)


aE1 bE1 0

cE2 dE2 0

0 0 (ad− bc)G12

 . (2.15)

Supondo que os módulos de elasticidade nas direções locais são obtidos de forma

independente e de acordo com o estado de deformação corrente, o modelo obtido

permite considerar a degradação tanto em tração quanto em compressão. Entre-

tanto, verifica-se que as matrizes, dadas em 2.12 e 2.15, são assimétricas e, portanto,

um processo de simetrização, como sugerido por Bažant e Oh (1983), é adotado.

A matriz de flexibilidade simétrica pode ser obtida tomando as componentes do

acoplamento, devido ao efeito de Poisson, como um único valor. Este passa a ser

uma função do módulo de elasticidade inicial (E0) e de um coeficiente de Poisson

igual para todas as direções do material (ν). Logo, em estado plano de tensão,

adota-se

ν21

E1

=
ν12

E2

=
ν

E0

, (2.16)

resultando em uma matriz de flexibilidade igual a

[s`C] =



1

E1

− ν

E0

0

− ν

E0

1

E2

0

0 0
1

G12


. (2.17)

Invertendo 2.17 tem-se a matriz constitutiva secante local dada por

[s`D] =
1

1− E1E2

E2
0

ν2



E1
νE1E2

E0

0

νE1E2

E0

E2 0

0 0

(
1− E1E2

E2
0

ν2

)
G12


. (2.18)

Em estado plano de deformações, tem-se

b

E1

=
c

E2

=
b

E0

, (2.19)
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resultando em uma matriz de flexibilidade igual a

[s`C] =



d

E1

− b

E0

0

− b

E0

a

E2

0

0 0
1

G12


, (2.20)

sendo

a = (1− E2

E0

ν2) ; (2.21a)

b = c = (ν + ν2) ; (2.21b)

d = (1− E1

E0

ν2) . (2.21c)

Invertendo 2.20 tem-se a matriz constitutiva secante local dada por

[s`D] =
1

1− E1E2

E2
0

b2

ad



E1

d

b

da

E1E2

E0

0

b

da

E1E2

E0

E2

a
0

0 0

(
1− E1E2

E2
0

b

ad

)
G12


. (2.22)

O módulo de elasticidade transversal, segundo a hipótese da simetrização, fica

G12 =
E0E1E2

E0E1 + E0E2 + 2νE1E2

· (2.23)

A limitação do valor mı́nimo do módulo de elasticidade transversal, para con-

siderar a rugosidade entre as faces da fissura, pode ser feita em função do módulo

original, por

G12 > βrG0 , (2.24)

onde

G0 =
E0

2(1 + ν)
(2.25)

e βr é um valor entre zero e 1,0.
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Outras hipóteses de simetrização podem ser adotadas, como, por exemplo, a

usada por Darwin e Pecknold (1976), que consideram

ν12

E2

=
ν21

E1

=
ν√
E1E2

, (2.26)

para estado plano de tensão, e

b

E2

=
c

E1

=
b√
E1E2

, (2.27)

para estado plano de deformação, sendo b e c dados pela equação 2.21b.

As matrizes de flexibilidade e as matrizes constitutivas secantes dados acima

foram obtidos para o sistema local que, como já admitido, está alinhado com as

direções das deformações principais. Entretanto, os tensores constitutivos também

devem ser obtidos no sistema global.

Para transformar tensões entre os sistemas (local e global), ilustrados na figura

2.9, usa-se

{σ`} = [Tσ]{σg} , (2.28)

onde {σg} são as tensões no sistema global e [Tσ] é a matriz de transformação de

tensões. Invertendo e transpondo [Tσ], obtém-se a matriz que permite transformar

deformações entre sistemas, usando

[Tε] = [Tσ]−T , (2.29)

onde

{ε`} = [Tε]{εg} . (2.30)

Substituindo as matrizes de transformação na relação entre tensões e deformações

locais, tem-se

[Tσ]{σg} = [s`D][Tε]{εg} . (2.31)

Logo, tem-se

{σg} = [Tε]
T [s`D][Tε]{εg} . (2.32)
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Reescrevendo 2.32, tem-se

{σg} = [sgD]{εg} , (2.33)

sendo que

[sgD] = [Tε]
T [s`D][Tε] (2.34)

é a matriz constitutiva secante global.

A figura 2.10 apresenta a sequência do processo de transformações de deformações

e tensões ao longo da análise.

Figura 2.10: Transformações de deformações e tensões.

Em um processo incremental-iterativo de análise não linear baseado em formu-

lação secante, as equações acima são suficientes. Entretanto, para o caso da formu-

lação tangente desse processo, que requer o cálculo de rigidez tangente incremental,

uma relação diferencial entre tensões e deformações deve ser obtida. Assim sendo,
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partindo da relação de transformação de tensões (equação 2.28), tem-se

{σg} = [Tσ]−1{σ`} , (2.35)

substituindo a relação 2.29 na equação 2.35, tem-se

{σg} = [Tε]
T{σ`} . (2.36)

Diferenciando 2.36 em relação a {εg}, tem-se

d{σg} =
∂

∂{εg}
([Tε]

T{σ`})d{εg} (2.37)

ou

d{σg} =

[
[Tε]

T ∂{σ`}
∂{εg}

+
∂[Tε]

T

∂{εg}
{σ`}

]
d{εg} , (2.38)

que pode ser escrito como

d{σg} =

[
[Tε]

T ∂{σ`}
∂{ε`}

[Tε] +
∂[Tε]

T

∂{εg}
{σ`}

]
d{εg} (2.39)

ou

d{σg} =

[
[Tε]

T [t`D][Tε] +
∂[Tε]

T

∂{εg}
{σ`}

]
d{εg} , (2.40)

em que

[t`D] =
∂{σ`}
∂{ε`}

(2.41)

é o tensor constitutivo tangente no sistema local de coordenadas, e a parcela ∂[Tε]T

∂{εg} {σ`}

representa a influência de posśıveis mudanças na matriz de transformação durante

o processo incremental-iterativo.

Para melhor entendimento do tensor constitutivo tangente local, toma-se o dife-

rencial da relação tensão-deformação local, dado por

d{σ`} =
∂{σ`}
∂{ε`}

d{ε`} , (2.42)

sendo ∂{σ`}
∂{ε`}

obtido pela derivação da equação 2.4, logo

∂{σ`}
∂{ε`}

=
∂

∂{ε`}
([s`D]{ε`}) = [s`D] +

∂[s`D]

∂{ε`}
{ε`} , (2.43)
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onde [s`D] é o tensor constitutivo secante local simétrico. Entretanto, a parcela

∂[s`D]

∂{ε`}
{ε`} é não simétrica sendo, para o caso bidimensional, dada por

∂[s`D]

∂{ε`}
{ε`} =



∂s`D11

∂ε1

ε1 +
∂s`D12

∂ε1

ε2
∂s`D11

∂ε2

ε1 +
∂s`D12

∂ε2

ε2 0

∂s`D12

∂ε1

ε1 +
∂s`D22

∂ε1

ε2
∂s`D12

∂ε2

ε1 +
∂s`D22

∂ε2

ε2 0

0 0 0

 . (2.44)

Na equação 2.40, o termo dependente da variação da direção do sistema local, no

caso bidimensional, varia de acordo com um ângulo θ (Figura 2.9), logo, tem-se

∂[Tε]
T

∂{εg}
{σ`} =

∂[Tε]
T

∂θ
{σ`}

(
∂θ

∂εg

)T

, (2.45)

que é simétrico se houver coaxialidade entre tensões e deformações principais ao

longo do processo.

A equação 2.40 pode agora ser reescrita em termos da equação 2.45, portanto,

tem-se

d{σg} =

[
[Tε]

T [t`D][Tε] +
∂[Tε]

T

∂θ
{σ`}

(
∂θ

∂εg

)T]
d{εg} . (2.46)

Para o caso do modelo com direção de fissuração fixa, a parcela dependente da

variação da direção, na equação 2.46, se anula, uma vez que a direção de propagação,

no instante do surgimento da fissura, é tomada como constante até o fim da análise.

Portanto, neste caso, a relação constitutiva tangente global é dada por

d{σg} = [Tε]
T [t`D][Tε]d{εg} . (2.47)

Os modelos rotacionais admitem que a direção principal de deformação continua

mudando após o surgimento das primeiras trincas. Desta forma, a parcela depen-

dente da variação da direção, dada na equação 2.45, deve ser contabilizada. Para o

caso bidimensional, impondo condição de coaxialidade entre deformações (ε1 e ε2) e

tensões principais (σ1 e σ2), tem-se

∂[Tε]
T

∂θ
{σ`}

(
∂θ

∂εg

)T

=
1

2

γxy(σ1σ2)sen2θ

2(εxεy) + γ2
xy


1 −1 −ctg2θ

−1 1 ctg2θ

−ctg2θ ctg2θ −ctg22θ

 . (2.48)
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Na generalização acima discutida, o acompanhamento do processo de degradação

depende dos valores dos módulos de elasticidade secantes (Es
i ) e tangentes (Et

i ) nas

direções i de ortotropia. Estes valores dependem do estado corrente de deformações

(Es
i = Es

i (εi), E
t
i = Et

i (εi)) e, portanto, podem ser obtidos a partir de leis tensão-

deformação escalares, como ilustra a figura 2.11.

Figura 2.11: Lei tensão-deformação.

Estudando os sinais das deformações nas direções de ortotropia, pode-se investi-

gar a degradação tanto em tração quanto em compressão, sendo necessário somente

leis espećıficas para regiões de tração e de compressão.

2.4 Modelos de Dano

Dano pode ser definido como o processo de surgimento ou“nucleação”e de avanço

de microfissuras e microvazios até a falha do material. Ou seja, um dado material

intacto, quando submetido a solitações, evolui para um estado de microfissuras até

a falha macroscópica. No âmbito da microestrutura o dano é visto como uma des-

continuidade do material, já em escalas maiores, pode-se tratar o material de forma

cont́ınua.

A mecânica do dano cont́ınuo estuda o comportamento macroscópico de um

material, tratando-o como homogêneo. A consideração de um meio cont́ınuo é feita

através da definição de um “Elemento Volumétrico Representativo” (EVR), cuja
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magnitude deve ser tal que o meio material deteriorado possa ser tratado como

homogêneo. A ordem de grandeza do EVR está em torno de 0, 1 mm3, em metais,

e 100 mm3, para o concreto (Lemaitre, 1992; Lemaitre e Desmorat, 2005).

Fisicamente, o dano pode ser visto como as deformações plásticas ou deformações

permanentes, originadas pela deterioração das propriedades f́ısicas do material.

Na engenharia de estruturas é de extrema importância conhecer o ińıcio, a pro-

pagação e as causas do dano para controlá-lo, estimando assim a vida útil e evitando

o colapso de uma estrutura.

O estudo emṕırico do dano em diferentes materiais levou ao desenvolvimento de

diversos modelos constitutivos capazes de descrever o comportamento dos mesmos.

2.4.1 Conceitos Fundamentais da Mecânica do Dano

Os primeiros modelos de dano cont́ınuo tratavam da redução da área de uma

seção transversal, a partir de modelos uniaxiais, devido ao surgimento de microfis-

suras, sendo estas tomadas como a variável de estado interna para a caracterização

do dano.

Como mostra a figura 2.12, partindo da existência de microfissuras e microvazios,

pode-se definir a variável de dano, de forma mais genérica, como sendo a densidade

das microfissuras que estão na interseção do EVR com uma dada seção transversal.

Portanto, tem-se

D(−→n ) =
δSD
δS

, (2.49)

onde δS é a área da interseção do EVR com uma dada seção transversal, δSD é a

área de microfissuras e microvazios contidos em δS e −→n é uma direção de propagação

do dano (Lemaitre e Desmorat, 2005).
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Figura 2.12: Caracterização do dano.

Mais recentemente, muitos outros trabalhos (Scotta et al., 2002; Jirásek e Pat-

zák, 2002; Xiang et al., 2002; Lee et al., 2004) desenvolveram modelos de materiais

para representar a degradação das propriedades elásticas, ou da rigidez inicial do

material em regime de pequenas deformações. Estes modelos procuram representar

a degradação progressiva do módulo de elasticidade, quando o material é submetido

a estados de tensões e/ou deformações acima de seu limite de resistência. Portanto,

tem-se

D = 1− ED

E0
(2.50)

ou

ED = (1−D)E0 , (2.51)

onde E0 é o módulo de elasticidade do material intacto e ED é o módulo de elasti-

cidade do material danificado.

Para o entendimento das variáveis de dano, é válido separar os modelos de dano

cont́ınuo em duas categorias: os modelos micromecânicos e os modelos fenomenoló-

gicos.

Nos modelos micromecânicos, as variáveis de dano devem representar a média

dos defeitos microscópicos que caracterizam o estado de deterioração interna. Apesar
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de grande apelo f́ısico, os modelos micromecânicos apresentam dificuldades experi-

mentais de identificação de leis de evolução do dano, o que tornam estes modelos de

dif́ıcil utilização, principalmente em um contexto mais abrangente, como em uma

modelagem de problemas de engenharia.

Já as variáveis de dano fenomenológicas constituem a base da degradação interna

de um material e refletem o comportamento macroscópico do mesmo. Propriedades

como o módulo de elasticidade, tensão de escoamento, densidade, dentre outras,

sofrem alterações consideráveis devido ao dano oriundo de microfissuras em um dado

material. É válido dizer que medir estas propriedades é mais fácil do que determinar

a distribuição geométrica dos microdefeitos que possam surgir em um meio material.

O trabalho de Lemaitre e Dufailly (1987) apresenta várias medidas de dano, tanto

micromecânicas quanto fenomenológicas, e conclui que a forma mais eficiente de se

medir o dano de um material é através da densidade de defeitos em uma superf́ıcie.

Entretanto, o processo pode se tornar muito dif́ıcil e incerto para os casos em que

não se tem uma uniformidade dos defeitos. Além destas dificuldades, questões como

a magnitude do elemento volumétrico representativo e a escala das medidas f́ısicas

de dano ainda são muito subjetivas. Uma tentativa de determinação da densidade

de defeitos foi apresentada por Krajcinovic e Lubarda (1993), com a proposta de

um modelo teórico baseado em uma dada distribuição estat́ıstica das microfissuras

do meio material.

Alguns modelos fenomenológicos usam a abordagem da equivalência de defor-

mações ou equivalência de tensões. Esta abordagem assume que o comportamento

de um material danificado é representado por leis constitutivas do material original

com as tensões e/ou deformações reais substitúıdas por tensões e/ou deformações

efetivas. As tensões e deformações efetivas são definidas como sendo as tensões e de-

formações na matriz do meio material descontando-se as microfissuras que surgirão

ao longo do processo de dano. Ou seja,

σ = E0ε , (2.52)
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para o material original, e

σef = E0εef , (2.53)

para o material danificado. Onde E0 é o módulo de elasticidade do material origi-

nal, σ são as tensões reais, ε são as deformações reais e σef e εef são as tensões e

deformações efetivas, respectivamente.

Alternativamente, pode-se estabelecer uma relação entre tensões reais e efetivas,

e, de forma análoga, uma relação entre deformações reais e efetivas, na forma

σ = ᾱσef e ε = αεef , (2.54a,b)

onde α e ᾱ representa o efeito do dano sobre as tensões e sobre as deformações respec-

tivamente que guardam entre si a relação ᾱα = 1. No apêndice B são apresentadas

as relações nominais e efetivas segundo os conceitos da mecânica do dano.

Os conceitos da mecânica do dano cont́ınuo podem ser vistos com detalhes em

Lemaitre (1992) e Lemaitre e Desmorat (2005).

Dentre diversas propostas a evolução do dano pode-se destacar as funções escala-

res de evolução e as superf́ıcies limites de dano. As funções de evolução são definidas

em termos de variáveis capazes de medir o estado de tensão e/ou deformação do ma-

terial computando assim o estado de degradação correspondente. Diversas formas

destas funções de evolução do dano podem ser vistas no apêndice E.

Admitindo-se que o domı́nio elástico do material pode ser delimitado por uma

superf́ıcie, escrita em termos de parâmetros f́ısicos do meio e de medidas de tensão

e/ou deformação, o valor do dano pode ser obtido usando-se algoritmos de retorno,

análogo aos modelos de plasticidade plasticidade, contudo em termos de variáveis

de dano. Muitos trabalhos, podendo citar Comi (2001), Wu et al. (2006), Nguyen

(2005), Matallah e La Borderie (2009) etc, adotam superf́ıcies de dano para a des-

crição dos modelos.
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2.4.2 Formulação de Modelos de Fissuração Distribúıda Se-
gundo a Teoria de Dano

Os modelos de fissuração distribúıda serão agora formulados segundo a mecânica

do dano cont́ınuo, como mostrado por de Borst e Gutiérrez (1999) e de Borst (2002).

Como mostra a equação 2.55, os modelos constitutivos podem ser formulados

com base em relações entre tensões e deformações totais, dadas por

σij = Ds
ijkl(qm, ωmn,Ωmnop, ...)εkl (2.55)

onde σij é o tensor de tensões, εkl é o tensor de deformações e Ds
ijkl é o tensor cons-

titutivo secante, que é função de variáveis internas de dano (qm, ωmn,Ωmnop), sejam

elas escalares ou tensoriais. A equação 2.55 difere da elasticidade linear clássica

pela dependência de uma variável histórica, que é incorporada por meio de uma

função de carregamento e descarregamento. Complementando a teoria, é necessário

a introdução de equações de evolução para as variáveis internas.

Simplificando a equação 2.55, segundo Ladevèze (1983), tem-se

σij = [(1− ω1)G(δikδjl + δilδjk −
2

3
δijδkl) + (1− ω2)Kδijδkl]εkl , (2.56)

onde G é o módulo de elasticidade transversal e K é o módulo volumétrico. Estas

propriedades são alteradas por variáveis de dano escalar ω1 e ω2. Outra simplificação

consiste em assumir que o material se degrada igualmente, logo

σij = (1− ω)De
ijklεkl , (2.57)

onde ω é a medida de dano que varia de zero (material intacto) a 1,0 (máxima

degradação) e De
ijkl é o tensor de rigidez elástico. A relação é complementada por

uma função de carregamento

f = f(ε̃, σ̃, κ) , (2.58)

onde ε̃ e σ̃ são equivalentes escalares de deformações e tensões, respectivamente, e

κ é uma variável histórica (κ pode ser, por exemplo, a máxima deformação atingida
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durante a história de carregamento). A função de carregamento e a taxa da variável

histórica, dada por κ̇ (κ̇ = κi−κi−1), devem satisfazer às condições de Kuhn-Tucker

para o carregamento e descarregamento e as condições de complementaridade e

consistência. Estas condições são dadas por

f 6 0 e κ̇ = 0 com κ = κ0 , (2.59)

em regime elástico, onde κ0 é o valor inicial de κ,

f = 0 e κ̇ > 0 , (2.60)

em regime de carregamento com ocorrência de dano,

f 6 0 e κ̇ = 0 , (2.61)

em processo de descarregamento, e

f 6 0 e κ̇ = 0 com κ = κmax , (2.62)

em processo de recarregamento, onde κmax é o maior valor de κ já atingido durante a

análise. Sendo as condições de complementaridade e consistência, respectivamente,

dadas por

fκ̇ = 0 e ḟ κ̇ = 0 . (2.63)

Várias medidas para o escalar equivalente de deformações (ε̃) foram propostas

(Mazars, 1984; Mazars e Lemaitre, 1984; Simo e Ju, 1987; Lemaitre e Chaboche,

1990; Ju, 1990; Brekelmans et al., 1992).

Incorporando a dependência da direção na avaliação do dano, pode-se conceber

modelos para representar o comportamento anisotrópico do meio material. Assu-

mindo ortotropia em estado plano de tensões e substituindo o sistema de coordenadas

globais X-Y por um sistema local n-s (Figura 2.13), em relação ao qual a evolução

do dano será acompanhada, pode-se definir a função de carregamento como

f(εnn, κ) = εnn − κ , (2.64)
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com εnn sendo as deformações normais no sistema de coordenadas local.

A relação secante entre tensões e deformações é, então, reescrita na forma

{σns} = [Ds
ns]{εns} , (2.65)

com {σns} = [σnn, σss, τns]
T , {εns} = [εnn, εss, γns]

T e [Ds
ns] definido como

[Ds
ns] =



(1− ω1)E

1− (1− ω1)ν2

(1− ω1)E

1− (1− ω1)ν2
0

(1− ω1)E

1− (1− ω1)ν2

E

1− (1− ω1)ν2
0

0 0 (1− ω2)G


, (2.66)

onde ω1 = ω1(κ) e ω2 = ω2(κ). O fator 1 − ω2 representa a degradação da rigidez

ao cisalhamento, conhecido também como fator de retenção de cisalhamento.

Figura 2.13: Sistema de coordenadas global (X-Y) e local (n-s).

Rotacionando o sistema de coordenadas globais de um ângulo θ a partir do

eixo X até o eixo n (Figura 2.13), pode-se relacionar as componentes de {σns} e

{εns}, no sistema local, às suas correspondentes no sistema global, pelas matrizes

de transformação de deformações [T ε] e de tensões [T σ]. Desta forma, tem-se

{σns} = [T σ(θ)]{σxy} (2.67)

e

{εns} = [T ε(θ)]{εxy} . (2.68)
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Substituindo as equações 2.67 e 2.68 na equação 2.65 obtém-se a relação tensão-

deformação secante relativa ao sistema global de coordenadas

{σxy} = [T σ(θ)]−1[Ds
ns][T

ε(θ)]{εxy} . (2.69)

A equação 2.69 é válida tanto para modelo com direção de dano fixa quanto

para dano com direção variável. Para o modelo com direção fixa, a relação tensão-

deformação tangente pode ser obtida pela derivação da equação 2.69, sendo esta

relação necessária em processos incrementais-iterativos que utilizam o método de

Newton-Raphson. Portanto, tem-se

{σ̇xy} = [T σ(θ0)]−1([Ds
ns]− [∆Dns])[T

ε(θ0)]{ε̇xy} , (2.70)

onde θ0 é o ângulo fixo da direção do dano e

[∆Dns] =


d11 0 0

νd11 0 0

d31 0 0

 , (2.71)

sendo

d11 =
∂ω1

∂κ

∂κ

∂εnn

E(εnn + νεss)

(1− (1− ω1)ν2)2
(2.72)

e

d31 =
∂ω2

∂κ

∂κ

∂εnn
Gγns , (2.73)

com ∂κ
∂εnn

= 1 em carregamento e 0 nas demais situações. Verifica-se que a rigidez

tangente é geralmente não simétrica.

Modelos mais elaborados podem ser obtidos ao se considerar a evolução do dano

nas duas direções principais e não somente na direção principal de tração. Nestes

casos, a rigidez tangente deve ser novamente calculada.

Nos modelos de dano variável, o sistema de coordenadas do dano coincide com

os eixos das deformações principais e a rigidez [Ds
ns] relaciona tensões e deformações
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principais, sendo a rigidez ao cisalhamento desconsiderada, logo

[Ds
ns] =



(1− ω)E

1− (1− ω)ν2

(1− ω)E

1− (1− ω)ν2
0

(1− ω)E

1− (1− ω)ν2

E

1− (1− ω)ν2
0

0 0 0


. (2.74)

Neste caso, apenas um único parâmetro de dano (ω) é necessário e a relação tangente

é dada por

{σ̇xy} = [T σ(θ)]−1([Ds
ns]− [∆Dns])[T

ε(θ)]{ε̇xy} , (2.75)

onde θ é o ângulo da direção do dano atualizado e

[∆Dns] =


d11 0 0

νd11 0 0

0 0 d33

 , (2.76)

sendo

d11 =
∂ω

∂κ

∂κ

∂εnn

E(εnn + νεss)

(1− (1− ω)ν2)2
(2.77)

e

d33 = − σnn − σss
2(εnn − εss)

, (2.78)

onde d33 é originário da relação de coaxialidade entre tensões e deformações princi-

pais.

A formulação de dano foi a base de muitos trabalhos, podendo ser citados: Chow

e Wang (1987), Bažant e Pijaudier-Cabot (1988), de Vree et al. (1995), Ghrib e

Tinawi (1995), Petrangeli e Ožbolt (1996), Lee et al. (1997), Jirásek e Zimmermann

(1998), Cauvin e Testa (1999), de Borst (2002) e Junior e Venturini (2007).

Modelos de microplanos, classificados como modelos de dano anisotrópico, tam-

bém podem ser formulados, usando o enfoque aqui discutido.

2.5 Modelos de Microplanos

O comportamento inelástico observado em muitos materiais, em especial naqueles

que desenvolvem microfissuras e microvazios causados por um processo de dano,
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exibe uma resposta anisotrópica diretamente ligada à deterioração do meio. Para

que um modelo descreva de forma realista o fenômeno de degradação, a anisotropia

também deve ser representada.

Modelos tradicionais de dano apresentam soluções satisfatórias para um com-

portamento ortotrópico. Entretanto, ao sofisticar a análise visando a representação

da anisotropia, a complexidade inserida nos modelos de dano inviabilizam sua uti-

lização. A solução para a representação da anisotropia de forma mais simples é

apresentada pelos modelos de microplanos.

A ideia dos modelos de microplanos surgiu da generalização do modelo de Taylor

(1938), que propunha um comportamento constitutivo, para metais policristalinos,

em que as tensões e deformações fossem avaliadas em muitos planos de orientações

arbitrárias. Partindo desta premissa, a proposta preconizava que as tensões e defor-

mações macroscópicas fossem obtidas pela resultante de todos os planos, através da

imposição de condições estáticas e cinemáticas relacionando as grandezas em macro

e micro escalas.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos a partir desta ideia, mas apenas muitos

anos mais tarde, com os trabalhos propostos por Bažant e Gambarova (1984) e

Bažant e Oh (1985), que um significado simples e de fácil interpretação f́ısica foi

apresentado.

A ideia de usar o conceito de microplanos para o estudo de materiais heterogêneos

surgiu pela observação da microestrutura destes materiais, em que se verifica planos

de descontinuidades nas interfaces dos grãos. Para o concreto, que é formado por

uma matriz ciment́ıcia e agregados, a associação dos planos nas interfaces dos grãos,

como ilustra a figura 2.14, com o conceito de microplanos é imediata.
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Figura 2.14: Representação da estrutura constituinte do concreto.

A região mais cŕıtica do concreto localiza-se nas interfaces entre matriz e agre-

gado, sendo esta região responsável pela origem, propagação e coalescência de micro-

fissuras, causando assim um comportamento inelástico do material. Para representar

este comportamento, Bažant e Gambarova (1984) propuseram descrever o material

em microplanos orientados em várias direções e relacionar as tensões e deformações

macroscópicas com as dos microplanos. Para este modelo, o material é descrito

em escala mesoscópica e o comportamento constitutivo, para cada componente de

tensão e deformação, é descrito individual e independentemente em cada micro-

plano. Outros trabalhos seguiram a mesma linha, podendo-se citar: Bažant e Prat

(1988a,b), Bažant e Ožbolt (1990), Ožbolt e Bažant (1992), Carol et al. (1992),

dentre outros. Os modelos propostos passaram a ser classificados como modelos de

restrição estática, de restrição cinemática e de restrição mista, conforme a natureza

das variáveis decompostas nos microplanos. Ao se decompor uma variável macroscó-

pica sobre os microplanos diz-se aplicar uma restrição à mesma. Se somente tensões

são decompostas nos microplanos, o modelo é dito de restrição estática. Modelos,

cujo processo de decomposição envolve somente deformações, são denominados de

restrição cinemática. Se tanto tensões quanto deformações são usadas para a de-

composição da variável macroscópica nos microplanos, o modelo é classificado como

de restrição mista.

Somente com o trabalho de Carol et al. (1992), foi proposta uma estrutura teórica

considerando apenas restrições cinemáticas. É válido ressaltar ainda que, apesar do

significado f́ısico, a descrição do meio ainda é tomada como inicialmente homogênea
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uma vez que a distribuição espacial dos agregados e a caracteŕıstica aleatória da

mistura do concreto não é levada em consideração.

A seguir, serão apresentadas as formulações mais usadas para os modelos de

microplanos.

2.5.1 Formulação de Modelos de Microplanos

Os modelos de microplanos com restrição cinemática podem ser formulados se-

guindo três passos principais: a projeção das deformações nos microplanos, a defi-

nição de leis constitutivas e a homogeneização. O processo supõe o conhecimento

das deformações em um ponto material, denominadas deformações macroscópicas,

e, sobre a superf́ıcie de uma esfera centrada neste ponto, descreve-se um conjunto

de microplanos, com direções normais à referida superf́ıcie, como mostrado na figura

2.15.

Figura 2.15: Microplanos em um ponto material.

O primeiro passo consiste em projetar as deformações macroscópicas em cada

microplano, decompondo-as em parcelas normal e tangencial. Várias formas de di-

visão podem ser adotadas. Por exemplo, a componente normal pode ser dividida em

parcelas volumétrica e desviadora. Esta divisão permite uma análise mais espećıfica

de cada direção do material, fazendo com que a anisotropia seja captada com mais
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precisão. As normais, que estabelecem a orientação de cada microplano, são usa-

das como base para a projeção, sendo estes vetores normais unitários previamente

definidos. Bažant e Oh (1985) mostram que 21 microplanos distribúıdos sobre a

superf́ıcie de uma semi-esfera são suficientes para a obtenção de bons resultados.

Uma vez definidas as deformações, o segundo passo consiste em assumir leis cons-

titutivas para cada componente de deformação nos microplanos, para, assim, obter

as respectivas tensões. As leis constitutivas são dadas por expressões matemáticas,

podendo ser ajustadas a partir de ensaios experimentais.

O terceiro passo usa prinćıpios de equivalência de energia para, a partir das

tensões nos microplanos, obter as tensões macroscópicas. A figura 2.16 resume os

passos fundamentais da teoria.

Figura 2.16: Resumo esquemático da teoria de microplanos.

Uma descrição detalhada destes passos, para formas diferentes de decomposição

das deformações, são descritas por Leukart e Ramm (2002). A seguir, formulações

que usam o Prinćıpio dos Trabalhos Virtuais e as que usam as Leis da Termodinâmica

serão apresentadas.



43

2.5.2 Modelos de Microplanos Baseados no Prinćıpio dos
Trabalhos Virtuais

No trabalho de Carol et al. (1992) foi apresentado um modelo de microplanos

com restrição cinemática que, devido a este fato, foi denominado Modelo Expĺıcito

de Microplanos. Além da nova formulação, a teoria recebeu também um tratamento

voltado para a implementação computacional do modelo. Por estas razões, este

modelo tornou-se a base teórica dos modelo atuais.

Em cada microplano, as deformações macroscópicas, dadas pelo tensor εij, são

decompostas em uma parcela normal e uma parcela tangencial. Portanto, tem-se

εN = εijninj (2.79)

e

εT i = εijnj − εNni = (δij − ninj)nkεjk , (2.80)

onde δij é o delta de Kronecker, ni representa as componentes do vetor normal ao

microplano, εN é a componente normal de deformação e εT i é um vetor contido no

microplano. A figura 2.17 ilustra a decomposição.

Figura 2.17: Decomposição adotada por Carol et al. (1992).

A componente de deformação normal (εN) no microplano é dividida em duas

parcelas, uma volumétrica e uma desviadora, representadas, respectivamente, por
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εV e εD, sendo dadas por

εV =
1

3
εkk (2.81)

e

εD = εN − εV . (2.82)

Obtidas as deformações nos microplanos, pode-se determinar as tensões em cada

microplano através de leis tensão-deformação para cada componente (volumétrica,

desviadora e tangencial). Carol et al. (1992) usaram uma lei polinomial para as ten-

sões volumétricas e lei exponencial para as componentes desviadoras e tangenciais.

Por fim, tem-se o processo de homogeneização, ou seja, obtidas as tensões nos

microplanos, deve-se relacioná-las às tensões macroscópicas. Aplicando o prinćıpio

dos trabalhos virtuais, obtém-se a seguinte expressão para as tensões macroscópicas:

σij = σV δij +
3

2π

∫
Ω

σDninjdΩ +
3

2π

∫
Ω

σTr
2

(niδrj + njδri − 2ninjnr)dΩ , (2.83)

onde Ω é o domı́nio da integral e equivale à metade superior da esfera unitária no

ponto material.

Em um processo incremental-iterativo deve-se obter a rigidez tangente macros-

cópica. Diferenciando 2.83, obtém-se

dσij = Dt
ijkldεkl , (2.84)

onde Dtan
ijkl é o tensor constitutivo tangente macroscópico, dado por

Dt
ijkl =

Et
V

3
δijδkl +

3

2π

∫
Ω

Et
Dninj(nknl −

1

3
δkl)dΩ (2.85)

+
3

2π

∫
Ω

H t
rs

4
(niδrj + njδri − 2ninjnr)(nkδsl + nlδsk − 2nknlns)dΩ ,

onde Et
V =

dσV
dεV

é o módulo de elasticidade tangente da lei volumétrica, Et
D =

dσD
dεD

é

o módulo de elasticidade tangente da lei desviadora e H t
rs é uma matriz que relaciona

os incrementos de tensão e deformação cisalhantes e é dada por

H t
rs =

τ

γ
δrs +

(
Et
T −

τ

γ

)
εTrεTs
γ2

, (2.86)
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onde Et
T =

dτ

dγ
é o módulo de elasticidade tangente da relação entre o módulo das

tensões (τ) e deformações cisalhantes (γ).

As demonstrações das expressões 2.83 e 2.85, obtidas pelo prinćıpio dos trabalhos

virtuais, podem ser vistas nos trabalhos de Bažant e Prat (1988a,b) e Carol et al.

(1992).

Carol et al. (1992) inspiraram muitos trabalhos subsequentes. Ožbolt et al.

(2001), por exemplo, aprimoraram o modelo, inserindo uma função de descontinui-

dade causada pelas fissuras de tração e admitiram uma nova decomposição para a

parcela da deformação por cisalhamento.

2.5.3 Modelos de Microplanos Termodinamicamente Con-
sistentes

Os modelos de microplanos iniciais empregavam o prinćıpio dos trabalhos vir-

tuais para a equivalência de energia, como mostrado anteriormente. Mas, embora

os resultados obtidos fossem satisfatórios, foi mostrado por Carol et al. (2001a) que

a segunda lei da termodinâmica, sob circunstâncias de carregamento distintas, não

era satisfeita. Assim, Carol et al. (2001a) desenvolveram uma estrutura teórica

completa baseada nas leis da termodinâmica. Na continuação deste trabalho, Kuhl

et al. (2001) apresentaram leis constitutivas para a teoria de microplanos termodi-

namicamente consistente. Trabalhos seguintes, como os de Leukart e Ramm (2002),

Ramm et al. (2004) e Leukart e Ramm (2006), influenciados por estes, também

tratam os modelos de microplanos com a equivalência energética segundo as leis

termodinâmicas.

A restrição cinemática é a mesma dos modelos expĺıcitos de microplanos proposta

por Carol et al. (2001a). A fim de preservar a generalidade desta formulação, parte-se

da inequação de Clausius-Duhem para processos isotérmicos dada por:

Dmac = σσσ : ε̇εε− Ψ̇mac > 0 , (2.87)
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onde Dmac é a dissipação macroscópica, σσσ contém as tensões macroscópicas, ε̇εε con-

tém as taxas de deformações macroscópicas e Ψ̇mac é a evolução da energia livre

macroscópica.

De acordo com Carol et al. (2001a), para uma formulação de microplanos termo-

dinamicamente consistente, a energia livre macroscópica, denotada por Ψmac, deve

ser escrita como a integral da energia livre definida no domı́nio dos microplanos

(Ψmic), sendo assim, tem-se

Ψmac =
3

2π

∫
Ω

ΨmicdΩ , (2.88)

onde Ω é o domı́nio de integração, que corresponde à metade superior de uma esfera

de raio unitário.

Em sua forma geral, a energia livre nos microplanos depende das componen-

tes volumétrica (εV ), desviadora (εD) e tangenciais (εεεT ) de deformações, e de um

conjunto de variáveis internas dadas por um vetor q , logo,

Ψmic = Ψmic(εV , εD, εT , q) . (2.89)

Segundo a restrição cinemática, que é a mesma adotada por Carol et al. (1992),

tem-se:

εV = V : εεε ; (2.90a)

εD = D : εεε ; (2.90b)

εεεT = T : εεε , (2.90c)

sendo V, D e T tensores de projeção para cada microplano, dados por:

V =
1

3
I ; (2.91a)

D = n⊗ n− 1

3
I ; (2.91b)

T = n.I − n⊗ n⊗ n , (2.91c)

onde I = δij, n é o vetor unitário de cada microplano e I = 1
2
(δikδjl + δilδjk).
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As equações 2.90 são usadas para a obtenção da evolução da energia livre nos

microplanos, dada por

Ψ̇mic =
[
VσV + DσD + TT .σσσT

]
: ε̇εε−Dmic , (2.92)

onde as tensões nos microplanos são definidas por

σV =
∂Ψ

∂εV

mic

, σD =
∂Ψ

∂εD

mic

e σσσT =
∂Ψ

∂εεεT

mic

. (2.93)

E a dissipação nos microplanos é dada pelo produto escalar

Dmic = −∂Ψ

∂qqq

mic

q̇qq . (2.94)

Substituindo a equação 2.92 na equação 2.88, obtém-se a equação para a evolução

da energia livre macroscópica. Desta forma, tem-se

Ψ̇mac =
3

2π

∫
Ω

[
VσV + DσD + TT .σσσT

]
dΩ : ε̇εε− 3

2π

∫
Ω

DmicdΩ . (2.95)

Comparando a equação 2.95 com a equação 2.87 pode-se obter as expressões para

a dissipação de energia e o tensor de tensões no domı́nio macroscópico. Desta forma,

σσσ =
3

2π

∫
Ω

[
VσV + DσD + TT .σσσT

]
dΩ (2.96)

e

Dmac =
3

2π

∫
Ω

DmicdΩ > 0 . (2.97)

A integral em 2.97 mostra que a dissipação de energia não-negativa em cada micro-

plano (Dmic > 0) é uma condição suficiente para que a segunda lei da termodinâmica

seja válida.

A equação 2.92 pode ser interpretada como a versão da inequação de Clausius-

Duhem no domı́nio dos microplanos, tal que

Dmic = Pmic − Ψ̇mic > 0 com Pmic = σV ε̇V + σDε̇D + σσσT · ε̇εεT . (2.98)

A relação incremental σ̇σσ = EEEt : ε̇εε relaciona-se ao tensor constitutivo tangente

(EEEt), que pode ser calculado por

EEEt =
∂σσσ

∂εεε
=

3

2π

∫
Ω

[
V⊗ ∂σV

∂εεε
+ D⊗ ∂σD

∂εεε
+ TT · ∂σ

σσT
∂εεε

]
dΩ , (2.99)
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resultando em um tensor simétrico, pois foi obtido a partir de um potencial de

tensão.

Os resultados obtidos seguiram as mesmas hipóteses de projeção já adotadas

anteriormente (Carol et al., 2001b,c). Entretanto, a contextualização da teoria de

microplanos com consistência termodinâmica possibilitou o desenvolvimento de ou-

tros trabalhos com a mesma estrutura teórica, como os de Leukart e Ramm (2002,

2006).

2.6 Plasticidade Clássica

A teoria da plasticidade descreve o comportamento de materiais que ao serem

submetidos a carregamentos mantém deformações permanentes caso o limite elástico

seja superado. Materiais com este comportamento são conhecidos como materiais

elastoplásticos.

Conforme Neto et al. (2006), para formular um modelo constitutivo de elasto-

plástico deve-se descrever: a decomposição de deformações elásticas e plásticas, uma

lei elástica, um critério de escoamento, uma regra para o fluxo plástico e uma lei de

endurecimento ou amolecimento do material.

2.6.1 Decomposição Aditiva do Tensor de Deformação

Uma das principais caracteŕısticas na teoria da plasticidade, em regime de pe-

quenos deslocamentos e pequenas deformações, é a decomposição do tensor de defor-

mações totais, εεε, em uma soma composta por uma parcela elástica (ou reverśıvel),

εεεe, e uma parcela plástica (ou permanente), εεεp, dada por

εεε = εεεe + εεεp , (2.100)

ou indicialmente

εij = εeij + εpij . (2.101)

Os tensores εεεe e εεεp são conhecidos como o tensor de deformações elásticas e tensor

de deformações plásticas, respectivamente. As taxas correspondentes, na forma da
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decomposição aditiva, são dadas por

ε̇ij = ε̇eij + ε̇pij . (2.102)

2.6.2 Energia Potencial Livre e a Lei Elástica

A energia livre, ψ(εεε,εεεp,ααα), é dada como função das deformações totais, das de-

formações plásticas (tratada como uma variável interna) e um conjunto de variáveis

internas, ααα, associadas ao comportamento plástico do material. Usualmente assume-

se uma decomposição da energia livre dada por:

ψ(εεε,εεεp,ααα) = ψe(εεε− εεεp) + ψp(ααα) (2.103a)

= ψe(εεεe) + ψp(ααα) , (2.103b)

com uma parcela de contribuição da energia elástica, ψe(εεεe), e uma parcela de con-

tribuição relativa ao comportamento plástico, ψp(ααα). Da equação da energia livre

pode-se expressar a segunda lei da termodinâmica, que estabelece a irreversibilidade

de processos dissipativos, pela inequação de Clausius-Duhem que é dada por:

(
σσσ − ρ̄∂ψ

e

∂εεεe

)
: ε̇εεe + σσσ : ε̇εεp −AAA ∗ α̇αα ≥ 0 , (2.104)

onde

AAA ≡ ρ̄
∂ψp

∂αααe
(2.105)

são as forças termodinâmicas associadas ao endurecimento do material e −σσσ é a

força termodinâmica associada com as deformações plásticas, sendo que o śımbolo

∗ denota um produto adequado entre AAA e α̇αα, definido em função das ordens dos

tensores envolvidos. A inequação 2.104 implica na lei elástica geral sob a forma

σσσ = ρ̄
∂ψe

∂εεεe
, (2.106)

tal que requer uma dissipação não negativa,

Υp(σσσ,AAA, ε̇εεp, α̇αα) ≥ 0 , (2.107)
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onde a função Υp é definida por

Υp(σσσ,AAA, ε̇εεp, α̇αα) ≡ σσσ : ε̇εεp −AAA ∗ α̇αα (2.108)

e é a chamada função de dissipação plástica.

Para um material homogêneo com comportamento linear elástico isotrópico a

contribuição da energia livre é dada por

ρ̄ψe(εεεe) =
1

2
εεεe : DDDe : εεεe (2.109a)

= G εεεed : εεεed +
1

2
K (εεεev)

2 , (2.109b)

onde DDDe é o tensor elástico isotrópico padrão e G e K são os módulos de cisalha-

mento e volumétrico respectivamente. O tensor εεεed é parcela desviadora do tensor

de deformação elástico e o tensor εεεev é a parcela volumétrica. Portanto,

σσσ = DDDe : εεεe (2.110a)

= 2Gεεεed +KεεεevIII . (2.110b)

2.6.3 Critério e Superf́ıcie de Escoamento

O fluxo plástico ocorre quando o estado de tensão atinge certos valores cŕıticos.

Este prinćıpio pode ser representado por uma função de escoamento que é não nega-

tiva na ocorrência de deformações elásticas e é zero na iminência do fluxo plástico.

Portanto, o fluxo plástico pode ocorrer quando

Φ(σσσ,AAA) = 0 , (2.111)

em que o campo escalar Φ é função do tensor de tensões (σσσ) e das forças termodi-

nâmicas associadas (AAA).

A função de escoamento, que define o domı́nio elástico como o conjunto de tensões

para que o escoamento plástico não seja posśıvel, é dada por:

E = { σσσ | Φ(σσσ,AAA) < 0 } . (2.112)
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Qualquer estado de tensão no domı́nio elástico ou na região limite de Φ(σσσ,AAA) = 0

é denominado plasticamente admisśıvel. Portanto, o conjunto das tensões plastica-

mente admisśıveis (ou domı́nio plasticamente admisśıvel) é dado por:

Ē = { σσσ | Φ(σσσ,AAA) ≤ 0 } . (2.113)

O escoamento pode ocorre no contorno de uma superf́ıcie em que Φ(σσσ,AAA) = 0. Desta

forma, uma região em que o escoamento inicia-se é limitado por uma hipersuperf́ıcie

no espaço de tensões. Esta superf́ıcie é denominada superf́ıcie de escoamento e é

definida por:

Y = { σσσ | Φ(σσσ,AAA) = 0 } . (2.114)

2.6.4 Regra do Fluxo Plástico e Lei de Endurecimento

A completa caracterização do modelo de plasticidade geral requer a definição de

uma lei de evolução para as variáveis internas (por exemplo as variáveis associadas

aos fenômenos dissipativos). Portanto, as variáveis internas são o tensor de defor-

mações plásticas e o conjunto de variáveis inelásticas, denotado por ααα, e a regra de

fluxo. A lei de endurecimento pode ser postulada por

ε̇εεp = γ̇NNN (2.115)

e

α̇αα = γ̇HHH , (2.116)

onde NNN = NNN(σσσ,AAA) é o tensor de fluxo e a função HHH = HHH(σσσ,AAA) é o módulo elasto-

plástico generalizado que define a evolução das variáveis relativas ao endurecimento.

A evolução das equações são complementadas pelas condições de carregamento e

descarregamento (detalhadas no caṕıtulo 3), dadas por

Φ ≤ 0 , γ̇ ≥ 0 , e Φγ̇ = 0 , (2.117)

que definem quando as deformações plásticas e as variáveis internas podem ocorrer.
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A consideração do endurecimento e amolecimento do material é uma generaliza-

ção do comportamento elastoplástico. A figura 2.18 ilustra o caso unidimensional

para o endurecimento, o amolecimento e a plasticidade perfeita, que ditam a evolu-

ção das variáveis internas do modelo de plasticidade.

Figura 2.18: Possibilidades da evolução das variáveis internas.

2.6.5 Obtenção da Regra de Fluxo Partindo de um Poten-
cial de Fluxo

Na formulação multidimensional de modelos de plasticidade é conveniente definir

uma regra de fluxo (e possivelmente a lei de endurecimento) a partir de um potencial

plástico (ou potencial de fluxo). Portanto, parte-se da ideia da existência de um

potencial de fluxo com forma geral

Ψ = Ψ(σσσ,AAA) , (2.118)

a partir do qual o vetor de fluxo, NNN , é obtido como

NNN ≡ ∂Ψ

∂σσσ
. (2.119)

Se a lei de endurecimento também for obtida deste potencial, tem-se

HHH ≡ ∂Ψ

∂AAA
. (2.120)

2.6.6 Regra de Fluxo Associada

Modelos associados são aqueles modelos em que a função de escoamento, Φ, é o

próprio potencial de fluxo, ou seja,

Ψ = Φ . (2.121)
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Nestes casos, a evolução das equações para as deformações plásticas e as variáveis

inelásticas são dadas por

ε̇εεp = γ̇
∂Φ

∂σσσ
(2.122)

e

α̇ααp = −γ̇ ∂Φ

∂AAA
. (2.123)

A associatividade implica que a taxa de deformação plástica é um vetor normal

à superf́ıcie de escoamento no espaço de tensões. No caso generalizado de uma

superf́ıcie de escoamento não suave, ε̇εεp é um subgradiente de Φ (ex.: ε̇εεp ∈ ∂σΦ).

Em modelos não associados o vetor taxa de deformações plásticas geralmente não é

normal à superf́ıcie de escoamento.

2.6.7 Multiplicador Plástico

Para a determinação do multiplicador plástico γ̇ considera-se uma equação adi-

cional de complementaridade dada por

Φ̇γ̇ = 0 , (2.124)

que implica na condição de consistência Φ̇ = 0 sob escoamento plástico (quando

γ̇ 6= 0). Diferenciando a função de escoamento, tem-se

Φ̇ =
∂Φ

∂σσσ
: σ̇σσ +

∂Φ

∂AAA
∗ ȦAA . (2.125)

Levando em conta a decomposição aditiva do tensor de deformação, a lei elástica e

a regra do fluxo plástico, pode-se escrever

σ̇σσ = DDDe : (ε̇εε− ε̇εεp) = DDDe : (ε̇εε− γ̇NNN) . (2.126)

Utilizando a definição de AAA em termos da energia potencial livre e a lei de evolução,

a derivada dada pela equação 2.125 pode ser reescrita como

Φ̇ =
∂Φ

∂σσσ
: DDDe : (ε̇εε− ε̇εεp) +

∂Φ

∂AAA
∗ ∂

2ψp

∂ααα2
∗ α̇αα (2.127a)

=
∂Φ

∂σσσ
: DDDe : (ε̇εε− γ̇NNN) + γ̇

∂Φ

∂AAA
∗ ∂

2ψp

∂ααα2
∗HHH . (2.127b)
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Por fim, a expressão 2.127, juntamente com a condição de consistência, leva a uma

fórmula para o multiplicador plástico:

γ̇ =
∂Φ/∂σσσ : DDDe : ε̇εε

∂Φ/∂σσσ : DDDe : NNN − ∂Φ/∂AAA ∗ ∂2ψp/∂ααα2 ∗HHH
. (2.128)

2.6.8 Operador Tangente Elastoplástico

No regime elástico as equações constitutivas para as variações das tensões são

dadas por

σ̇σσ = DDDe : ε̇εε . (2.129)

Na ocorrência de fluxo plástico, a relação de variação correspondente pode ser obtida

substituindo a equação 2.128 na equação 2.126. Desta forma, tem-se

σ̇σσ = DDDep : ε̇εε , (2.130)

sendo DDDep o operador tangente elastoplástico, dado por

DDDep = DDDe − (DDDe : NNN)⊗ (DDDe : ∂Φ/∂σσσ)

∂Φ/∂σσσ : DDDe : NNN − ∂Φ/∂AAA ∗ ∂2ψp/∂ααα2 ∗HHH
· (2.131)

Na obtenção do operador tangente elastoplástico faz-se o uso da simetria do tensor

elástico, DDDe. Portanto,

∂Φ/∂σσσ : DDDe : ε̇εε = DDDe : ∂Φ/∂σσσ : ε̇εε . (2.132)

Em plasticidade computacional DDDep é frequentemente referido como operador tan-

gente elastoplástico numericamente consistente.

Cada um destes estudos, com seus respectivos objetivos, formulam o problema

de forma diferente com suas particularidades, hipóteses e notações sem uma leǵıtima

preocupação em unificar as teorias em um único formato. Entretanto, analisando as

principais referências, verifica-se a tendência de unificação dos modelos em uma única

estrutura teórica capaz de tratar de forma genérica a modelagem constitutiva. Esta

é a principal motivação do trabalho de Carol et al. (1994) (Rizzi et al., 1995; Carol,

1999; Carol et al., 2001b,c) que, visando criar uma teoria unificada, desenvolveram
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uma estrutura para modelos constitutivos baseada na degradação elástica da rigidez

utilizando os conceitos de superf́ıcies de carregamento e de degradação, e dos seus

respectivos gradientes. A estrutura teórica concebida parece contemplar diversos

modelos constitutivos.



Caṕıtulo 3

Estrutura Teórica Unificada para
Modelos Constitutivos

Conforme Carol et al. (1994), em modelos de degradação elástica, o compor-

tamento do material é tal que, após um processo de descarregamento completo, a

rigidez é deteriorada permanentemente e não há deformações residuais. Assim, o

descarregamento é dito secante (Figura 3.1-a). Em modelos elastoplásticos, a ri-

gidez não é deteriorada ao longo do processo e o descarregamento é tal que gera

deformações residuais. Neste caso, o descarregamento é dito elástico (Figura 3.1-b).

As duas aproximações geram bons resultados e são amplamente usadas. Entretanto,

observa-se experimentalmente uma composição dos dois comportamentos. Assim,

em materiais reais, ocorre uma degradação da rigidez inicial, não tão acentuada

quanto as previstas pelos modelos de degradação elástica, e também são verificadas

deformações permanentes (Figura 3.1-c).

Há duas diferenças básicas entre estes modelos e os de plasticidade clássica. Na

degradação elástica a rigidez (ou flexibilidade) assume valores que variam durante o

processo de carregamento ao passo que na plasticidade a rigidez (ou flexibilidade) é

a elástica linear. Também nos modelos de degradação elásticas, os processos de des-

carregamento ou recarregamento ocorrem com valores constantes da rigidez secante,

56
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sendo esta associada ao valor da variável histórica corrente (neste caso entende-se

por variável histórica o maior valor de deformação alcançado pelo material no de-

correr do processo de carregamento), podendo o material descarregar-se totalmente,

recuperando toda a deformação, entretanto, com dano permanente irreverśıvel (Fi-

gura 3.2). Ao passo que modelos elastoplásticos, que assumem a rigidez elástica em

descarregamento ou recarregamento, apresentam deformações permanentes.

Figura 3.1: Comportamento t́ıpico de modelos materiais:(a) Material com degradação
elástica;(b) Material elastoplástico;(c) Comportamento observado experimentalmente.

Figura 3.2: Descarregamento secante com dano irreverśıvel.

O fato da rigidez permanecer constante durante o processo de descarregamento e

recarregamento resulta na não consideração dos efeitos de fechamento e reabertura

de microfissuras no meio, o que não corresponde a um comportamento realista do

material, como ilustrado na figura 3.1c. Muitos trabalhos já propuseram formas
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diferentes de tratar a questão, como por exemplo Matallah e La Borderie (2009),

Desmorat et al. (2007b), Desmorat e Cantournet (2009). A diminuição da rigidez é

em decorrência da formação e propagação de trincas e microfissuras. O processo de

carregamento, descarregamento e recarregamento é de muita importância no decor-

rer da análise não linear, maiores detalhes são apresentados no apêndice A.

As caracteŕısticas dos modelos elastoplásticos e de degradação elástica devem ser

compreendidas individualmente, explorando as potencialidades das duas vertentes.

Após o desenvolvimento de um grande número de modelos, segundo ambas as

vertentes, observa-se tentativas de unificação, para que as várias descrições do com-

portamento do material sejam representadas em uma mesma estrutura teórica.

3.1 Tentativas de Unificação

Muitas vertentes da modelagem constitutiva são fundamentadas em estruturas

teóricas capazes de representar as principais caracteŕısticas do meio material, cap-

tando os comportamentos observados experimentalmente e propiciando um modelo

mais realista.

A mecânica da fratura, a mecânica do dano cont́ınuo e a teoria da plasticidade

são as principais estruturas teóricas usadas para a formulação constitutiva em geral,

sendo, muitas vezes, usadas em conjunto para maior fidelidade de representação.

Uma base teórica comum a estes modelos é a termodinâmica que, em sua genera-

lidade, descreve os processos energéticos envolvidos no comportamento do material.

Lemaitre e Desmorat (2005) afirmam que, partindo-se de três passos básicos, é pos-

śıvel descrever o comportamento dos diferentes materiais por meio dos processos

termodinâmicos irreverśıveis envolvidos. Para tanto deve-se definir:

1. as variáveis de estado, cujos valores correntes caracterizam o mecanismo ter-

modinâmico correspondente;

2. o estado potencial a partir do qual pode-se obter as leis de estado e a definição

das variáveis internas ao processo;
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3. o potencial de dissipação e por conseguinte as leis de evolução das variáveis de

estado associadas com os mecanismos dissipativos.

Maiores detalhes do uso das equações da termodinâmica, como base para a mo-

delagem constitutiva, podem ser vistas em Neto et al. (2006).

Embora geral, a termodinâmica é pouco prática no que tange a implementação

computacional de modelos em um contexto unificado. Vários autores desenvolveram

propostas teóricas para tratar de forma geral a formulação constitutiva. Em muitos

trabalhos, a consistência energética é apresentada. Em outros, o foco principal é

estabelecer regras gerais diretamente aplicadas à modelagem computacional.

Uma das primeiras propostas de abordagem unificada é apresentada por de Borst

(1987) que ressalta as propriedades dos modelos de fissuração distribúıda de modo

a generalizar os conceitos de sistema local e global, considerando o critério de surgi-

mento de trincas no sistema local, para em seguida correlaciona-los à plasticidade.

Resumindo uma grande quantidade de trabalhos devotados à modelagem da de-

gradação dos meios materiais, Carol et al. (1994) propõem uma unificação teórica de

modelos de degradação elástica baseados em uma única superf́ıcie de carregamento.

Neste trabalho os autores desenvolvem um arcabouço teórico genérico compreen-

dendo uma grande parte dos modelos de dano em analogia com os conceitos e nota-

ções da teoria da plasticidade clássica. As equações constitutivas são postas de forma

lógica e estruturada, indicando uma unicidade na formulação de modelos constituti-

vos, sejam estes baseados em tensão, deformação, forças termodinâmicas conjugadas

ou dano. A proposta é ilustrada somente para modelos isotrópicos com uma única

superf́ıcie de carregamento. Os autores aplicam a estrutura teórica por eles proposto

em trabalhos subsequentes (Rizzi et al. (1995),Rizzi (1995), Carol (1996), Carol e

Willam (1996), Carol (1999), Hansen et al. (2001)), que visam o estudo de proble-

mas espećıficos. Nestes trabalhos, o prometido potencial da estrutura teórica não

é explorado e as limitações não são superadas. Dentre estes trabalhos destaca-se o
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de Rizzi (1995), que, embora tenha abordado uma formulação aplicada a materi-

ais multi dissipativos, baseado na teoria da plasticidade com múltiplas superf́ıcies,

apresentada por Simo e Hughes (1988), não há uma preocupação em generalizar

a formulação visando uma estrutura teórica/computacional aplicada à modelagem

constitutiva.

Com uma abordagem mais prática, de Borst e Gutiérrez (1999), partindo da

derivação da relação total da matriz de rigidez e empregando diferentes propostas

de deformações equivalentes, generalizam modelos de dano isotrópicos, ortotrópicos

e anisotrópicos. Anos mais tarde, de Borst (2002) faz uma breve revisão de modelos

para meios parcialmente frágeis baseados na mecânica da fratura, usando, para

tanto, a proposta de seu trabalho anterior (de Borst e Gutiérrez, 1999). Mesmo

generalizando a derivação das equações e usando uma única notação, a falta de

abstração limita a proposta a modelos de dano escalar.

Armero e Oller (2000a) apresentam uma estrutura teórica para o acoplamento da

mecânica do dano com plasticidade. A formulação apresentada baseia-se em tensão

e indica uma forma generalizada para algoritmos de retorno. Na continuação deste

trabalho (Armero e Oller, 2000b), são apresentadas aplicações das ideias propostas

na primeira parte. Modelos de plasticidade com dano, empregados à metais com

efeitos de abertura e fechamento de trincas, são explorados. Os próprios autores

indicam a limitação da proposta à modelos de dano acoplados à plasticidade, res-

saltando que modelos de dano distribúıdo, como os modelos clássicos de fissuração,

não são contemplados pela proposta.

Voltando ao tema de 1994, Carol et al. (2001b) desenvolvem as equações do tra-

balho anterior com tensores de dano de segunda ordem. Os tensores de rigidez e

flexibilidade bem como suas respectivas derivadas são apresentados. Na segunda

parte do trabalho (Carol et al., 2001c) um novo modelo de dano ortotrópico é de-

monstrado. O modelo é ilustrado apenas com soluções anaĺıticas de alguns pou-

cos exemplos teóricos simples. O trabalho, portanto, carece de uma abordagem
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numérica-computacional aplicada a métodos consagrados, como o método dos ele-

mentos finitos. Além disso, a impossibilidade de uso de múltiplas superf́ıcies de

carregamento não é superada.

Recentemente, muitos autores se beneficiaram das propostas de generalização e

unificação, dadas nos trabalhos Carol et al. (1994, 2001b,c). Sem preocupação de su-

perar as limitações da proposta, estes autores desenvolveram, seus próprios modelos

constitutivos e propuseram diversas aplicações da estrutura unificada. Podem ser

citados os trabalhos de Wu et al. (2006), Wu e Li (2006a,b), Wu (2007a,b), Pröchtel

e Häußler-Combe (2008) e Matallah e La Borderie (2009).

Este trabalho apresenta uma expansão da estrutura teórica proposta por Carol

et al. (1994). A proposta é capaz de contemplar vários modelos constitutivos —

elastoplásticos ou de degradação elástica; isotrópico, ortotrópico ou anisotrópico —,

formulados com uma ou várias funções de carregamento.

Ressalta-se que a expressão função de carregamento é aqui empregada para de-

nominar um critério de evolução do processo de degradação do material.

3.2 Proposta de Unificação Teórica para Modelos Constitu-
tivos com Múltiplas Funções de Carregamento

A teoria clássica da plasticidade apresenta uma formulação amplamente conhe-

cida (Kachanov (1971), Chen e Han (1988), Lubliner (1990)) e é empregada por

muitos autores na concepção de diversos modelos da mecânica do sólidos computa-

cional (Simo e Hughes (1998), Neto et al. (2006), Owen e Hinton (1980), Dunne e

Petrinic (2005)). Assim como fizeram Carol et al. (1994), Carol et al. (2001b) e Ca-

rol et al. (2001c) o arcabouço teórico e a notação da teoria da plasticidade formam

a base da expansão que aqui se apresenta.

A principal caracteŕıstica dos modelos baseados em degradação elástica é a exis-

tência de uma relação total entre as tensões e deformações. Logo,

σij = Eijklεkl (3.1)
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e

εij = Cijklσkl , (3.2)

sendo Eijkl e Cijkl as componentes dos tensores de rigidez e flexibilidade secantes,

respectivamente. A forma diferencial das relações acima são dadas por

σ̇ij = Eijklε̇kl + Ėijklεkl (3.3)

e

ε̇ij = Cijklσ̇kl + Ċijklσkl . (3.4)

A figura 3.3 apresenta as principais variáveis envolvidas no processo incremental

a partir do diagrama tensão-deformação para o caso unidimensional.

Figura 3.3: Decomposição dos incrementos de deformações em modelos de degradação
elástica.

Pode-se observar que os incrementos de deformações e tensões totais são dados

por dε e dσ, sendo a deformação decomposta em uma parcela associada à rigidez

secante corrente, denotada por dεs, e uma parcela inelástica, devido à degradação

da rigidez, denotada por dεd. A figura 3.4 ilustra que, na degradação elástica, em

caso de descarregamento, a deformação recuperada dεr é diferente de dεs, pois o

descarregamento é calculado com a rigidez secante corrente (Ei+1) e não com a

usada no cálculo de dεs (Ei).
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Figura 3.4: Deformação recuperada em modelos de degradação elástica.

É válido fazer uma comparação entre o processo incremental da degradação elás-

tica com aquele da plasticidade clássica, visando esclarecer as diferenças entre os

modelos e as analogias usadas na definição das equações. Na figura 3.5, observa-

se que, na plasticidade clássica (Figura 3.5b), a deformação elástica (associado ao

tensor de rigidez elástico inicial, E0) gera o incremento de tensão e que, na degra-

dação elástica (Figura 3.5b), este incremento é devido à deformação dεs (associado

ao tensor de rigidez secante corrente, Ei).

Figura 3.5: Incremento de deformações. (a) Degradação elástica; (b) Plasticidade.
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Como mostra a figura 3.6, os incrementos de tensão (dσd e dσp), associados,

respectivamente, à deformação devido à degradação (dεd) e à deformação plástica

(dεp), se calculados, resultarão em parcelas adicionais aos incrementos de tensão

(dσ).

Figura 3.6: Incremento de tensão associados às deformações de degradação e deformações
plásticas. (a) Degradação elástica; (b) Plasticidade.

A figura 3.6 também mostra que o incremento de tensão dσinc, associado ao

incremento de deformação (dε), é subtráıdo da tensão dσp, na plasticidade, e dσd,

na degradação elástica, resultando no incremento de tensão dσ.

Sob condições de descarregamento, também verificam-se diferenças entre os mo-

delos. Na plasticidade, a rigidez elástica governa o processo de descarregamento, ao

passo que a rigidez secante corrente é quem rege este processo, em modelos de degra-

dação elástica. Nota-se que em modelos de degradação elástica, devido à degradação

da rigidez, os valores recuperados são maiores que em modelos de plasticidade.

A parcela dεs é definida como sendo o incremento de deformação capaz de gerar o

incremento de tensão dσ, conforme à rigidez secante corrente. A parcela inelástica é

conhecida como incremento de deformações de degradação dεd, definida como dεd =

dε − dεs, e pode ser vista como um acréscimo de deformação devido à degradação

do material.
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3.2.1 Formulação Baseada em Tensão

Os gráficos das figuras 3.5a e 3.6a apresentam a forma incremental da degrada-

ção elásticas, logo, pode-se escrever as equações relativas ao processo incremental.

Portanto, tem-se

σ̇ij = σ̇incij − σ̇dij

σ̇ij = Eijklε̇kl − Eijklε̇dkl

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇dkl) (3.5)

com

ε̇dkl = λ̇mmmkl , (3.6)

onde Eijkl são as componentes do tensor de rigidez secante, λ̇m são as componentes do

vetor de multiplicadores inelásticos, dando a magnitude do processo de degradação,

e mmkl são as componentes do tensor das direções da degradação.

Considerando que, durante o processo de carregamento com degradação, o estado

de tensão ou deformação está contido no domı́nio da respectiva função de carrega-

mento, dada por Fn(σσσ,ppp), tem-se que a forma linearizada da condição de consistência

para múltiplas funções de carregamento se escreve na forma

Ḟn =
∂Fn
∂σij

∣∣∣∣∣
p

σ̇ij +
∂Fn
∂pq

∣∣∣∣∣
σ

ṗq = 0 , (3.7)

onde pq são grandezas internas que controlam o processo de degradação. Estas

grandezas internas são funções das deformações de degradação εdkl e sua variação

(ṗq) pode ser escrita na forma:

ṗq =
∂pq
∂εdkl

ε̇dkl . (3.8)

Da equação 3.7, pode-se definir:

nnij =
∂Fn
∂σij

∣∣∣∣∣
p

(3.9)
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e

Hnm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
σ

= −∂Fn
∂pq

∣∣∣∣∣
σ

∂pq
∂εdkl

mmkl , (3.10)

reescrevendo a condição de consistência na forma

nnijσ̇ij −Hnmλ̇m = 0 . (3.11)

Nas equações 3.6, 3.9 e 3.10 identificam-se os tensores mmm, nnn e HHH que indicam

as direções da propagação das deformações de degradação, as direções das funções

de carregamento e os módulos pós-cŕıtico (ou módulos de “Hardening-Softening”) do

material, respectivamente. Portanto, definidas as direções e combinando as equações

3.5, 3.6 e 3.8, obtém-se o formato do multiplicador inelástico. Substituindo 3.6 em

3.5, tem-se

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − λ̇mmmkl) . (3.12)

Substituindo agora 3.12 em 3.11, resulta em

nnijEijkl(ε̇kl − λ̇mmmkl)−Hnmλ̇m = 0 . (3.13)

Desenvolvendo a equação 3.13, tem-se

nnijEijklε̇kl − nnijEijklλ̇mmmkl −Hnmλ̇m = 0

nnijEijklε̇kl − (nnijEijklmmkl −Hnm)λ̇m = 0 . (3.14)

Isolando λ̇m, na equação 3.14, obtém-se a expressão para o multiplicador inelástico:

λ̇m =
nnijEijklε̇kl

Hnm + nnijEijklmmkl

· (3.15)

Substituindo a equação 3.15 na equação 3.6, tem-se

ε̇dkl =
nnijEijklε̇kl

Hnm + nnijEijklmmkl

mmkl . (3.16)

Substituindo este resultado na equação 3.5, obtém-se

σ̇ij = Eijkl

(
ε̇kl −

nnijEijklε̇kl
Hnm + nnijEijklmmkl

mmkl

)
(3.17)
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que, após algumas multiplicações, pode ser escrita na forma

σ̇ij = Eijklε̇kl −
EijabmmabnncdEcdkl
Hnm + nnpqEpqrsmmrs

ε̇kl , (3.18)

ou na forma

σ̇ij = Et
ijklε̇kl , (3.19)

onde

Et
ijkl = Eijkl −

EijabmmabnncdEcdkl
Hnm + nnpqEpqrsmmrs

(3.20)

é o operador tangente em termos da rigidez.

Isolando-se o multiplicador inelástico na equação 3.11, tem-se

λ̇m =
1

Hnm

nnijσ̇ij . (3.21)

Substituindo a equação 3.21 em 3.6, tem-se

ε̇dkl =
1

Hnm

nnijσ̇ijmmkl . (3.22)

Substituindo 3.22 em 3.5 e isolando-se ε̇, tem-se

ε̇kl =

(
Cijkl +

nnijmmkl

Hnm

)
σ̇ij , (3.23)

sendo

ε̇kl = Ct
ijklσ̇ij , (3.24)

onde

Ct
ijkl = Cijkl +

1

Hnm

nnijmmkl (3.25)

é o operador tangente em termos do tensor de flexibilidade.

3.2.2 Formulação Baseada em Deformação

Na formulação baseada em deformação, a função de carregamento é escrita em

termos das deformações e das variáveis internas do modelo, dada por Fn(εεε, p̄pp), onde
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p̄̄p̄p é o conjunto de variáveis internas do modelo definidas no domı́nio das deformações.

Da figura 3.7, tem-se

ε̇ij = ε̇incij − ε̇dij

ε̇ij = Cijklσ̇kl − Cijklσ̇dkl

ε̇ij = Cijkl(σ̇kl − σ̇dkl) (3.26)

com

σ̇dkl = λ̇mm̄mkl . (3.27)

Figura 3.7: Incremento de deformação associados à variação da flexibilidade.

Da condição de consistência, em sua forma linearizada, tem-se

Ḟn =
∂Fn
∂εij

∣∣∣∣∣
p̄

ε̇ij +
∂Fn
∂p̄q

∣∣∣∣∣
ε

˙̄pq = 0 . (3.28)

Por definição

n̄nij =
∂Fn
∂εij

∣∣∣∣∣
p̄

(3.29)

e

H̄nm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
ε

= −∂Fn
∂p̄q

∣∣∣∣∣
ε

∂p̄q
∂εdkl

m̄mkl . (3.30)
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Reescrevendo a condição de consistência, tem-se

n̄nij ε̇ij − H̄nmλ̇m = 0 . (3.31)

Substituindo a equação 3.27 em 3.26, tem-se

ε̇ij = Cijkl(σ̇kl − λ̇mm̄mkl) . (3.32)

Substituindo agora 3.32 em 3.31, resulta em

n̄nijCijkl(σ̇kl − λ̇mm̄mkl)− H̄nmλ̇m = 0 . (3.33)

Desenvolvendo a equação 3.33, tem-se

n̄nijCijklσ̇kl − n̄nijCijklλ̇mm̄mkl − H̄nmλ̇m = 0

n̄nijCijklσ̇kl − (n̄nijCijklm̄mkl − H̄nm)λ̇m = 0 . (3.34)

Isolando λ̇m na equação 3.34, obtém-se

λ̇m =
n̄ncdCcdklσ̇kl

H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

· (3.35)

Substituindo a equação 3.35 na equação 3.27, tem-se

σ̇dkl =
n̄ncdCcdklσ̇kl

H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

m̄mkl . (3.36)

Substituindo este resultado na equação 3.26, obtém-se

ε̇ij = Cijkl

(
σ̇kl −

n̄ncdCcdklσ̇kl
H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

m̄mkl

)
(3.37)

que, após algumas multiplicações, pode ser escrita na forma

ε̇ij = Cijklσ̇kl −
Cijabm̄mabn̄ncdCcdkl
H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

σ̇kl , (3.38)

ou na forma

ε̇ij = Ct
ijklσ̇kl , (3.39)

onde

Ct
ijkl = Cijkl −

Cijabm̄mabn̄ncdCcdkl
H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

(3.40)
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é o operador tangente.

Existem duas possibilidades para representação do operador tangente: uma pelo

tensor de flexibilidade e outra pelo tensor de rigidez. Devido às vantagens no controle

do processo inelástico, em especial do “softening”, as expressões em termos do tensor

de rigidez serão obtidas. A partir da equação 3.31 obtém-se o multiplicador inelástico

λ̇m =
1

H̄nm

n̄nij ε̇ij . (3.41)

Substituindo a equação 3.41 em 3.27, tem-se

σ̇dkl =
1

H̄nm

n̄nij ε̇ijm̄mkl . (3.42)

Substituindo a equação 3.42 em 3.26 e isolando o termo em σ̇kl, tem-se

Cijklσ̇kl = ε̇ij + Cijkl
1

H̄nm

n̄nij ε̇ijm̄mkl . (3.43)

Trocando os ı́ndices ij por pq em 3.43, tem-se

Cpqklσ̇kl = ε̇pq + Cpqkl
1

H̄nm

n̄npqε̇pqm̄mkl . (3.44)

Multiplicando 3.44 por Eijpq, tem-se

EijpqCpqklσ̇kl = Eijpqε̇pq + EijpqCpqkl
1

H̄nm

n̄npqε̇pqm̄mkl (3.45)

ou

Iijklσ̇kl = Eijpqε̇pq + Iijkl
1

H̄nm

n̄npqε̇pqm̄mkl , (3.46)

onde Iijkl é o tensor de identidade de quarta ordem. Isolando ε̇pq em 3.46, tem-se

σ̇ij =

(
Eijpq +

1

H̄nm

n̄npqm̄mij

)
ε̇pq . (3.47)

Trocando os ı́ndices pq por kl, tem-se

σ̇ij =

(
Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl

)
ε̇kl . (3.48)

A equação pode ser reescrita na forma

σ̇ij = Et
ijklε̇kl , (3.49)
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onde

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl (3.50)

é o operador tangente.

As formulações baseadas em tensão e deformação são ditas formulações duais.

As funções de carregamento escritas em tensão ou deformação geram expressões

matemáticas com termos diferentes, entretanto, para um mesmo estado de tensão ou

o correspondente estado de deformação, apresentam o mesmo resultado. Portanto,

as componentes tensoriais dos gradientes das formulações baseadas em tensão e

deformação podem se relacionar de modo que um modelo baseado em tensão possa

ser escrito em termos de deformação e vice versa.

Portanto, pode-se relacionar os tensores nnn e n̄nn reescrevendo a definição 3.9 na

forma

nnij =
∂Fn
∂σij

=
∂Fn
∂εij

∂εij
∂σkl

, (3.51)

sendo

∂εij
∂σkl

= Cijkl . (3.52)

Substituindo a equação 3.29 e a equação 3.52 na equação 3.51, tem-se

nnij = Cijkln̄nkl. (3.53)

Analogamente, reescrevendo a definição 3.29 na forma

n̄nij =
∂Fn
∂εij

=
∂Fn
∂σij

∂σij
∂εkl

, (3.54)

sendo

∂σij
∂εkl

= Eijkl . (3.55)

Substituindo a equação 3.9 e a equação 3.55 na equação 3.53, tem-se

n̄nij = Eijklnnkl . (3.56)

Da equação 3.26 pode-se escrever que

ε̇dij = −Cijklσ̇dkl . (3.57)
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Logo, pode-se escrever mmm em função de m̄mm substituindo as equações 3.6 e 3.27 na

equação 3.57. Portanto,

λ̇mmmij = −Cijklλ̇mm̄mkl , (3.58)

dividindo por λ̇m, tem-se

mmij = −Cijklm̄mkl . (3.59)

A relação inversa pode-se ser obtida de forma análoga. Logo, da equação 3.5,

tem-se

σ̇dij = −Eijklε̇dkl . (3.60)

Substituindo as equações 3.6 e 3.27 na equação 3.60, tem-se

λ̇mm̄mkl = −Eijklλ̇mmmkl , (3.61)

dividindo por λ̇m, tem-se

m̄mij = −Eijklmmkl . (3.62)

Por fim, é obtida a relação entre os tensores HHH e H̄HH. Igualando-se a equação 3.15

com a equação 3.41, tem-se

nnijEijklε̇kl
Hnm + nnijEijklmmkl

=
1

H̄nm

n̄nklε̇kl . (3.63)

Simplificando a equação por ε̇kl, tem-se

nnijEijkl
Hnm + nnijEijklmmkl

=
1

H̄nm

n̄nkl . (3.64)

Substituindo nnijEijkl por n̄nkl, conforme a relação 3.56, tem-se

n̄nkl
Hnm + nnijEijklmmkl

=
1

H̄nm

n̄nkl . (3.65)

Isolando H̄nm e simplificando a equação por n̄nkl, tem-se

H̄nm = Hnm + nnijEijklmmkl . (3.66)

Para se obter a relação inversa, a equação 3.66 é reescrita como

Hnm = H̄nm − nnijEijklmmkl . (3.67)
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Substituindo as relações 3.56 e 3.59 na equação 3.67, tem-se

Hnm = H̄nm + n̄nijCijklm̄mkl . (3.68)

Portanto, resumindo as relações, tem-se

m̄mij = −Eijklmmkl ou mmij = −Cijklm̄mkl ; (3.69a,b)

n̄nij = Eijklnnkl ou nnij = Cijkln̄nkl ; (3.69c,d)

H̄nm = Hnm + nnijEijklmmkl ou Hnm = H̄nm + n̄nijCijklm̄mkl . (3.69e,f)

3.3 Regra de Degradação Generalizada

Pode-se observar grandes semelhanças entre as equações definidas e aquelas da

plasticidade clássica. Entretanto, algumas diferenças devem ser enfatizadas. Nos

modelos de degradação elástica são adotadas variáveis secantes para a rigidez e para

a flexibilidade. Assim as funções de carregamento, o tensor com os módulos pós-

cŕıtico e a regra de fluxo não são suficientes para definir a evolução do modelo de

degradação. Para tanto, é necessário representar a variação das deformações de

degradação (ε̇dkl) em função da variação da rigidez ou da flexibilidade. Comparando

as equações 3.3 e 3.5 obtém-se

Eijklε̇
d
kl = −Ėijklεkl . (3.70)

Como EEE : CCC = III4, tem-se a diferencial dada por

ĊijpqEpqkl + CijpqĖpqkl = 0 . (3.71)

Isolando ĖEE e ĊCC, tem-se

Ėijkl = −EijpqĊpqrsErskl ; (3.72a)

Ċijkl = −CijpqĖpqrsCrskl . (3.72b)

Substituindo a equação 3.72a na equação 3.70 e multiplicando os dois lados por

Cpqij, tem-se

CpqijEijklε̇
d
kl = CpqijEijpqĊpqrsErsklεkl (3.73)
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e, portanto, tem-se

ε̇dpq = ĊpqrsErsklεkl . (3.74)

Usando a relação total dada na equação 3.1 em 3.74 e trocando os ı́ndices pq por ij

e rs por kl, tem-se

ε̇dij = Ċijklσkl . (3.75)

A equação 3.75 indica uma relação entre o incremento do tensor de flexibilidade

secante e os incrementos de deformações de degradação. Desta forma, pode-se definir

a regra de fluxo generalizada ou, como também conhecida, regra de degradação

generalizada. Logo, define-se que a variação do tensor de flexibilidade é escrita na

forma

Ċijkl = λ̇mMmijkl , (3.76)

onde λ̇m é a magnitude e Mmijkl é direção da variação da flexibilidade. Substituindo

a equação 3.76 em 3.75, tem-se

ε̇dij = λ̇mMmijklσkl . (3.77)

Substituindo a equação 3.6 em 3.77 e simplificando por λ̇m, obtém-se

mmij = Mmijklσkl (3.78)

Por fim, pode-se reescrever a equação 3.20 como

Et
ijkl = Eijkl −

EijabMmabxyσxynncdEcdkl
Hnm + nnpqEpqrsMmrsuvσuv

· (3.79)

A variação da flexibilidade pode ser reescrita combinando as equações 3.15 e 3.78

e substituindo na equação 3.76. Logo, tem-se

Ċijkl = Mmijkl
nnabEabcdε̇cd

Hnm + nnpqEpqrsMmrsuvσuv
. (3.80)

Analogamente, pode-se obter a regra de degradação da rigidez. Comparando as

equações 3.4 e 3.26, tem-se

Cijklσ̇
d
kl = −Ċijklσkl . (3.81)
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Substituindo a equação 3.72b e multiplicando os dois lados por Epqij, tem-se

EpqijCijklσ̇
d
kl = EpqijCijpqĖpqrsCrsklσkl (3.82)

e, portanto, tem-se

σ̇dpq = ĖpqrsCrsklσkl . (3.83)

Usando a relação total dada pela equação 3.2 em 3.83 e trocando os ı́ndices pq por

ij e rs por kl, tem-se

σ̇dij = Ėijklεkl . (3.84)

A variação da rigidez pode ser escrita como

Ėijkl = λ̇mM̄mijkl . (3.85)

Substituindo a equação 3.85 na equação 3.84, tem-se

σ̇dij = λ̇mM̄mijklεkl (3.86)

e substituindo a equação 3.27 em 3.86, tem-se

λ̇mm̄mij = λ̇mM̄mijklεkl . (3.87)

Simplificando a equação 3.87 por λ̇m, obtém-se

m̄mij = M̄mijklεkl . (3.88)

Portanto, pode-se escrever a relação 3.40 como

Ct
ijkl = Cijkl −

CijabM̄mabxyεxyn̄ncdCcdkl
H̄nm + n̄npqCpqrsM̄mrsuvεuv

(3.89)

ou a relação 3.50 como

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

M̄mijpqεpqn̄nkl . (3.90)

Por fim, a variação da rigidez pode ser reescrita combinando as equações 3.35 e

3.88 e substituindo na equação 3.85. Logo, tem-se

Ėijkl = M̄mijkl
n̄ncdCcdklσ̇kl

H̄nm + n̄npqCpqrsM̄mrsuvεuv
(3.91)
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ou, substituindo a equação 3.41 na equação 3.85, tem-se

Ėijkl = M̄mijkl
n̄nabε̇ab
H̄nm

· (3.92)

Pode-se relacionar Mmijkl com M̄mijkl substituindo as equações 3.76 e 3.85 em

3.72a, portanto, tem-se

M̄mijkl = −EijpqMmpqrsErskl . (3.93)

A relação inversa é obtida substituindo as equações 3.76 e 3.85 em 3.72b, portanto,

tem-se

Mmijkl = −CijpqM̄mpqrsCrskl . (3.94)

3.4 Considerações Termodinâmicas: Energia Livre, Dissi-
pação por Degradação e Forças Termodinâmicas

A expressão mais fundamental da termodinâmica é a equação da energia me-

cânica livre do sistema. Esta energia pode ser entendida como sendo a energia

armazenada no material e que pode ser recuperada sob descarregamento na ausên-

cia de forças dissipativas. Em modelos de degradação elástica, esta grandeza é dada

pela energia elástica correspondente à rigidez (ou flexibilidade) secante e pode ser

expressa por

w =
1

2
εijEijklεkl ; (3.95a)

w =
1

2
σijCijklσkl . (3.95b)

A variação da energia livre devido à variação da rigidez e das deformações é dada

por

ẇ =
∂w

∂εkl

∣∣∣∣∣
E

ε̇kl +
∂w

∂Eijkl

∣∣∣∣∣
ε

Ėijkl , (3.96)

desenvolvendo, tem-se

ẇ =
1

2

∂(εijEijklεkl)

∂εkl
ε̇kl +

1

2

∂(εijEijklεkl)

∂Eijkl
Ėijkl

ẇ = σklε̇kl +
1

2
εijĖijklεkl . (3.97)
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O primeiro termo da equação 3.97 tem sentido de trabalho externo realizado pelas

tensões aplicadas (com rigidez constante). O segundo termo corresponde à dissipação

de energia devida à degradação da rigidez, para um estado constante de deformação.

A dissipação é uma grandeza intrinsecamente negativa e o segundo termo da equação

é conhecido como “taxa de dissipação por degradação”, denotada por ḋ. Na ausência

de transferência de calor, a equação 3.97 representa o balanço energético. Desta

forma, tem-se que a energia elástica acumulada é igual ao trabalho externo fornecido

menos a dissipação devido ao processo de degradação elástica. Logo,

ḋ = −1

2
εijĖijklεkl . (3.98)

A figura 3.8 ilustra a degradação da rigidez, justificando sua natureza negativa.

Figura 3.8: Dissipação de energia por degradação da rigidez.

Pode-se agora introduzir o conceito de força termodinâmica conjugada ou força

generalizada Ȳijkl, conjugada à rigidez, como sendo a grandeza que irá gerar a taxa

de dissipação de degradação quando multiplicada pela taxa Ėijkl. Logo,

(−Ȳijkl)Ėijkl = ḋ , (3.99)

assim sendo, tem-se

− Ȳijkl = −1

2
εijεkl . (3.100)
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As forças termodinâmicas conjugadas podem ser obtidas diretamente das equa-

ções de energia potencial do sistema w(εεε,EEE) ou w(σσσ,CCC). A definição de −Ȳijkl é

equivalente a

− Ȳijkl =
∂w

∂Eijkl

∣∣∣∣
ε

. (3.101)

De forma análoga, pode-se desenvolver as equações termodinâmicas no domı́nio

do tensor de flexibilidade. Logo, substituindo a equação 3.72a na equação 3.98,

tem-se

ḋ =
1

2
εijEijpqĊpqrsErsklεkl , (3.102)

como σpq = εijEijpq e σrs = Ersklεkl, trocando os ı́ndices pq por ij e rs por kl, tem-se

ḋ =
1

2
σijĊijklσkl . (3.103)

Desta forma, a força termodinâmica conjugada à flexibilidade, denotada por Yijkl,

que gera a taxa de dissipação é dada por

(−Yijkl)Ċijkl = ḋ , (3.104)

portanto, tem-se

− Yijkl =
1

2
σijσkl . (3.105)

A força termodinâmica conjugada à flexibilidade pode, também, ser definida como

− Yijkl = − ∂w

∂Cijkl

∣∣∣∣
σ

. (3.106)

3.4.1 Irreversibilidade da Dissipação por Degradação

O processo de dissipação é um fenômeno irreverśıvel, isto é, uma vez que o

material inicie o processo de degradação não há reconstituição do meio tornando-o

ı́ntegro novamente. Portanto, a taxa de dissipação por degradação é uma grandeza

não negativa. Logo, substituindo a regra de degradação dada pela equação 3.76 na

equação 3.103, tem-se

ḋ =
1

2
σijλ̇mMmijklσkl > 0. (3.107)
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Uma vez que λ̇m > 0, uma condição suficiente para que a equação 3.107 seja

satisfeita é que Mmijkl seja positivo definido. Qualquer situação em que λ̇m 6 0,

tem-se que o regime é de descarregamento e não há dissipação de energia. Usando

a equação 3.75 em 3.103, a expressão para a taxa de dissipação pode ser escrita em

termos das deformações de degradação como

ḋ =
1

2
σij ε̇

d
ij , (3.108)

com −yij = 1
2
σij, tem-se

ḋ = (−yij)ε̇dij . (3.109)

Um vez definidas a regra de fluxo generalizada e as forças termodinâmicas con-

jugadas, pode-se agora a generalizar a derivada, em relação às tensões, da função de

carregamento. Uma vez as funções de carregamento Fn sejam expressas em termos

das forças termodinâmicas conjugadas, tem-se

Nnijkl =
∂Fn

∂(−Yijkl)

∣∣∣∣
p

. (3.110)

Pode-se relacionar nnij e Nnijkl aplicando a regra da cadeia, logo

nnij =
∂Fn
∂σij

=
∂Fn

∂(−Yijkl)
· ∂(−Yijkl)

∂σij
· (3.111)

Substituindo 3.110 em 3.111 e usando 3.105, tem-se

nnij = Nnijklσkl . (3.112)

Analogamente, para um modelo baseado em deformação, usando a equação 3.84,

em 3.98, tem-se

ḋ = −1

2
εijσ̇

d
ij , (3.113)

com −ȳij = −1
2
σij, tem-se

ḋ = (−ȳij)σ̇dij . (3.114)

Para funções de carregamento (Fn) escritas em termos das forças termodinâmicas

conjugadas à rigidez, tem-se

N̄nijkl =
∂Fn

∂(−Ȳijkl)

∣∣∣∣
p̄

. (3.115)
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Aplicando a regra da cadeia para relacionar n̄nij e N̄nijkl, tem-se

n̄nij =
∂Fn
∂εij

=
∂Fn

∂(−Ȳijkl)
· ∂(−Ȳijkl)

∂εij
· (3.116)

Substituindo a equação 3.115 em 3.116 e usando 3.100, tem-se

n̄nij = −N̄nijklεkl . (3.117)

Por fim, pode-se relacionar os gradientes Nnijkl com N̄nijkl substituindo a equação

3.105 na derivada 3.110, tem-se

Nnijkl =
∂Fn

∂(1
2
σijσkl)

· (3.118)

Como σij = Eijklεkl, tem-se

Nnijkl =
∂Fn

∂(1
2
EijpqεpqErsklεrs)

· (3.119)

Sendo tensor de rigidez constante na derivada, tem-se

Nnijkl =
1

Eijpq

∂Fn
∂(1

2
εpqεrs)

1

Eklrs
· (3.120)

Invertendo o tensor de rigidez e substituindo a equação 3.100 em 3.120, obtém-se

Nnijkl = −CijpqN̄npqrsCrskl . (3.121)

A relação inversa pode ser obtida substituindo a equação 3.100 na derivada 3.115,

resultando em

N̄nijkl =
∂Fn

∂(−1
2
εijεkl)

· (3.122)

Como εij = Cijklσkl, tem-se

N̄nijkl =
∂Fn

∂(−1
2
CijpqσpqCklrsσrs)

· (3.123)

Sendo tensor de flexibilidade constante na derivada, tem-se

N̄nijkl = − 1

Cijpq

∂Fn
∂(1

2
σpqσrs)

1

Crskl
· (3.124)

Invertendo o tensor de flexibilidade e substituindo a equação 3.118 em 3.124, obtém-

se

N̄nijkl = −EijpqNnpqrsErskl . (3.125)
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3.5 Variáveis de Dano em Modelos de Degradação Elástica

A perda da capacidade de carga devido à degradação da rigidez ou da flexibilidade

foi descrita nas seções anteriores, considerando leis de evolução do carregamento e

regras de degradação. A definição da degradação do tensor de rigidez foi apresentada

como a forma mais geral para a caracterização do meio material devido à capacidade

de descrever fenômenos pós-cŕıticos (endurecimento ou amolecimento do material)

e por considerar todos os parâmetros do material como variáveis constitutivas que,

portanto, evoluem durante o processo de degradação. Esta última caracteŕıstica

impõe uma limitação a estes modelos: a dificuldade de se estabelecer leis de evolução

para todos os parâmetros do material. Por exemplo, em um modelo ortotrópico, leis

de evolução para 21 parâmetros independentes devem ser descritas.

Para superar esta dificuldade elegem-se variáveis capazes de medir o quão de-

gradado está o material e seus reflexos no tensor de rigidez. Portanto, com este

conjunto reduzido de variáveis pode-se medir o dano do material em qualquer es-

tágio do processo de carregamento. Este conjunto de variáveis são chamadas de

variáveis de dano e será denotada por D∗. O śımbolo “ ∗ ” representa um conjunto

de ı́ndices, dependendo da natureza do problema (ex.: D é um escalar, Di é um

vetor, Dij é um tensor de segunda ordem, etc).

3.5.1 Variação da Flexibilidade

Em modelos baseados em tensão, o processo de degradação se dá por regras que

descrevem o processo progressivo do aumento da flexibilidade. Neste caso, o conjunto

de variáveis D∗, denominadas variáveis internas do modelo de dano, capazes de

caracterizar por completo o estado de degradação do meio material, irão contribuir

para a diminuição da capacidade do material suportar carga. Desta forma, pode-se

escrever a flexibilidade como função das variáveis internas e das constantes elásticas

na forma

CD
ijkl = Cijkl(C

0
pqrs,D∗) . (3.126)
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Diferenciando equação (3.126), tem-se

ĊD
ijkl =

∂CD
ijkl

∂D∗
Ḋ∗ . (3.127)

Uma regra de fluxo para o dano pode ser escrita como

Ḋ∗ = λ̇mMm∗ , (3.128)

onde λ̇m é o multiplicador inelástico tradicional, agora denominado multiplicador de

dano, e Mm∗ define a direção da taxa de mudança das variáveis de dano (Mm∗ tem

o mesmo caráter e dimensão de D∗).

Substituindo as equações 3.76 e 3.128 em 3.127, tem-se

λ̇mMmijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
Ḋ∗

λ̇mMmijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
λ̇mMm∗

Mmijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
Mm∗ . (3.129)

A equação 3.129 define a variação do tensor de flexibilidade em termos da variáveis

de dano.

A energia livre pode ser reescrita como

w =
1

2
σijC

D
ijklσkl (3.130)

e a dissipação energética pode ser obtida substituindo a equação 3.127 em 3.104.

Portanto, tem-se

ḋ = (−Yijkl)
∂CD

ijkl

∂D∗
Ḋ∗ , (3.131)

sendo

− Y∗ = (−Yijkl)
∂CD

ijkl

∂D∗
, (3.132)

onde −Y∗ é a força termodinâmica conjugada às variáveis de dano, no domı́nio da

flexibilidade. Pode-se reescrever a dissipação na forma

ḋ = (−Y∗)Ḋ∗ . (3.133)
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Derivando a energia livre em relação às variáveis de dano pode-se generalizar a

obtenção das forças termodinâmicas, logo, tem-se

− Y∗ =
∂w

∂D∗

∣∣∣∣∣
σ

. (3.134)

Para funções de carregamento escritas em termos das forças termodinâmicas

−Y∗, tem-se o gradiente generalizado dado por

Nn∗ =
∂Fn

∂(−Y∗)

∣∣∣∣∣
p

. (3.135)

Para relacionar Nnijkl com Nn∗ aplica-se a regra da cadeia na equação 3.110.

Portanto, tem-se

Nnijkl =
∂Fn

∂(−Y∗)

∂(−Y∗)

∂(−Yijkl)
. (3.136)

Usando a equação 3.135 em 3.136, tem-se

Nnijkl = Nn∗
∂(−Y∗)

∂(−Yijkl)
. (3.137)

Derivando a relação 3.132 em relação às forças termodinâmicas conjugadas à flexi-

bilidade, tem-se

∂(−Y∗)

∂(−Yijkl)
=
∂CD

ijkl

∂D∗
. (3.138)

Por fim, substituindo a equação 3.138 em 3.137, obtém-se

Nnijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
Nn∗. (3.139)

3.5.2 Variação da Rigidez

Na formulação baseada em deformação, o processo de degradação depende de

um conjunto de variáveis, agora indicado por D̄∗, que caracteriza por completo o

estado de degradação do meio material (análogo à formulação por tensão). Entre-

tanto, agora é a rigidez que é escrita como uma função das variáveis internas e das

constantes elásticas, na forma

ED
ijkl = Eijkl(E

0
pqrs, D̄∗) . (3.140)
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Diferenciando a equação 3.141, tem-se

ĖD
ijkl =

∂ED
ijkl

∂D̄∗
˙̄D∗ . (3.141)

A regra de fluxo para o dano é escrita como

˙̄D∗ = λ̇mM̄m∗ . (3.142)

Por fim, da substituição das equação 3.85 e 3.142 em 3.141, tem-se

λ̇mM̄mijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
˙̄D∗

λ̇mM̄mijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
λ̇mM̄m∗

M̄mijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
M̄m∗ . (3.143)

A equação 3.143 define a variação do tensor de rigidez em termos da variáveis de

dano.

A energia livre pode ser reescrita como

w =
1

2
εijE

D
ijklεkl (3.144)

e a dissipação energética pode ser obtida substituindo a equação 3.132 em 3.99.

Portanto, tem-se

ḋ = (−Ȳijkl)
∂ED

ijkl

∂D̄∗
˙̄D∗ , (3.145)

sendo

− Ȳ∗ = (−Ȳijkl)
∂ED

ijkl

∂D̄∗
, (3.146)

onde −Y∗ é a força termodinâmica conjugada às variáveis de dano no domı́nio da

rigidez. Pode-se reescrever a dissipação na forma

ḋ = (−Ȳ∗)
˙̄D∗ . (3.147)

Derivando a energia livre em relação às variáveis de dano pode-se generalizar a

obtenção das forças termodinâmicas, logo, tem-se

− Ȳ∗ =
∂w

∂ ˙̄D∗

∣∣∣∣∣
ε

. (3.148)
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Para funções de carregamento escritas em termos das forças termodinâmicas

−Y∗, tem-se o gradiente generalizado dado por

¯Nn∗ =
∂Fn

∂(−Ȳ∗)

∣∣∣∣∣
p̄

. (3.149)

Para relacionar N̄nijkl com ¯Nn∗ aplica-se a regra da cadeia na equação 3.115.

Portanto, tem-se

N̄nijkl =
∂Fn

∂(−Ȳ∗)

∂(−Ȳ∗)

∂(−Ȳijkl)
· (3.150)

Usando a equação 3.149 em 3.150, tem-se

N̄nijkl = ¯Nn∗
∂(−Ȳ∗)

∂(−Ȳijkl)
· (3.151)

Derivando a relação 3.146 em relação às forças termodinâmicas conjugadas à rigidez,

tem-se

∂(−Ȳ∗)

∂(−Ȳijkl)
=
∂ED

ijkl

∂D̄∗
· (3.152)

Por fim, substituindo a equação 3.152 em 3.152, obtém-se

N̄nijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
¯Nn∗. (3.153)
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3.6 Resumo das Equações

3.6.1 Formulação Baseada em Tensão

Relação Secante Total (Equação 3.2):

εkl = Cijklσkl

Regra de Evolução (Equação 3.6):

ε̇dkl = λ̇mmmkl

Gradiente das Funções de Carregamento (Equação 3.9):

nnij =
∂Fn
∂σij

∣∣∣∣∣
p

Tensor dos Módulos Pó-Cŕıtico (Equação 3.10):

Hnm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
σ

= −∂Fn
∂pq

∣∣∣∣∣
σ

∂pq
∂σdkl

mmkl

Tensor de Rigidez Tangente (Equação 3.20):

Et
ijkl = Eijkl −

EijabmmabnncdEcdkl
Hnm + nnpqEpqrsmmrs

Tensor de Flexibilidade Tangente (Equação 3.25):

Ct
ijkl = Cijkl −

1

Hnm

mmijnnkl

Regra da Degradação da Flexibilidade (Equação 3.76):

Ċijkl = λ̇mMmijkl

Força Termodinâmica Conjugada à Flexibilidade (Equação 3.105):

−Yijkl =
1

2
σijσkl

Gradiente Generalizado das Funções de Carregamento (Equação 3.110):

Nnijkl =
∂Fn

∂(−Yijkl)

∣∣∣∣
p
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Regra de Evolução do Dano (Equação 3.128):

Ḋ∗ = λ̇mMm∗

Forças Termodinâmicas Conjugadas às Variáveis de Dano (Equação 3.132):

−Y∗ = (−Yijkl)
∂CD

ijkl

∂D∗

Gradiente Generalizado das Funções de Carregamento no Domı́nio das Variáveis

de Dano (Equação 3.135):

Nn∗ =
∂Fn

∂(−Y∗)

∣∣∣∣∣
p

Relações:
mmij = −Cijklm̄mkl (Equação 3.69b)

nnij = Cijkln̄nkl (Equação 3.69d)

Hnm = H̄nm + n̄nijCijklm̄mkl (Equação 3.69f)

mmij = Mmijklσkl (Equação 3.78)

Mmijkl = −CijpqM̄mpqrsCrskl (Equação 3.94)

Nnijkl = −CijpqN̄npqrsCrskl (Equação 3.121)

Mmijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
Mm∗ (Equação 3.129)

Nnijkl =
∂CD

ijkl

∂D∗
Nn∗ (Equação 3.139)

3.6.2 Formulação Baseada em Deformação

Relação Secante Total (Equação 3.1):

σkl = Eijklεkl

Regra de Evolução (Equação 3.27):

σ̇dkl = λ̇mm̄mkl

Gradiente das Funções de Carregamento (Equação 3.29):

n̄nij =
∂Fn
∂εij

∣∣∣∣∣
p̄
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Tensor dos Módulos Pós-Cŕıtico (Equação 3.30):

H̄nm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
ε

= −∂Fn
∂p̄q

∣∣∣∣∣
ε

∂p̄q
∂εdkl

m̄mkl

Tensor de Rigidez Tangente (Equação 3.50):

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl

Tensor de Flexibilidade Tangente (Equação 3.40):

Ct
ijkl = Cijkl −

Cijabm̄mabn̄ncdCcdkl
H̄nm + n̄npqCpqrsm̄mrs

Regra da Degradação da Rigidez (Equação 3.85):

Ėijkl = λ̇mM̄mijkl

Força Termodinâmica Conjugada à Rigidez (Equação 3.100):

−Ȳijkl = −1

2
εijεkl

Gradiente Generalizado das Funções de Carregamento (Equação 3.115):

N̄nijkl =
∂Fn

∂(−Ȳijkl)

∣∣∣∣
p̄

Regra de Evolução do Dano (Equação 3.142):

˙̄D∗ = λ̇mM̄m∗

Forças Termodinâmicas Conjugadas às Variáveis de Dano (Equação 3.146):

−Ȳ∗ = (−Ȳijkl)
∂ED

ijkl

∂D̄∗

Gradiente Generalizado das Funções de Carregamento no Domı́nio das Variáveis

de Dano (Equação 3.149):

¯Nn∗ =
∂Fn

∂(−Ȳ∗)

∣∣∣∣∣
p̄
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Relações:

m̄mij = −Eijklmmkl (Equação 3.69a)

n̄nij = Eijklnnkl (Equação 3.69c)

H̄nm = Hnm + nnijEijklmmkl (Equação 3.69e)

m̄mij = M̄mijklεkl (Equação 3.88)

M̄mijkl = −EijpqMmpqrsErskl (Equação 3.93)

N̄nijkl = −EijpqNnpqrsErskl (Equação 3.125)

M̄mijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
M̄m∗ (Equação 3.143)

N̄nijkl =
∂ED

ijkl

∂D̄∗
¯Nn∗ (Equação 3.153)



Caṕıtulo 4

Formulação dos Modelos Constitutivos

Os modelos constitutivos revisados no caṕıtulo 2 apresentam uma notação pró-

pria e, embora em muitos casos guardem semelhanças, a falta de uma unidade das

formulações impede uma implementação computacional genérica e objetiva.

Além dos aspectos computacionais, a estrutura teórica estabelecida no caṕıtulo

3, formaliza a generalização desejada.

A seguir serão apresentadas formulações de diversos modelos constitutivos se-

guindo a estrutura teórica proposta. As parcelas necessárias à descrição de cada

modelo são explicitadas indicando a correlação entre a forma original e a proposta

por este trabalho.

4.1 Modelos Elastoplásticos

As equações das variações das tensões para um modelo elastoplástico podem ser

escritas como

σ̇ij = E0
ijkl(ε̇kl − ε̇

p
kl) , (4.1)

com

ε̇pkl = λ̇mmmkl , (4.2)

90
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onde E0
ijkl são as componentes do tensor de rigidez elástico, λ̇m são os multiplicadores

plásticos, mmkl são os gradientes das funções de potenciais plástico e ε̇pkl é a variação

das deformações plásticas.

Expressando as superf́ıcies de escoamento, Fn(σσσ,ppp), em termos do tensor de

tensões, σσσ, e de um vetor com variáveis internas, ppp, tem-se a condição de consistência

em sua forma linearizada dada por

Ḟn =
∂Fn
∂σij

∣∣∣∣∣
ppp

σ̇ij +
∂Fn
∂pq

∣∣∣∣∣
σσσ

ṗq = 0 . (4.3)

Podendo ser escrita como

nnijσ̇ij −Hnmλ̇m = 0 , (4.4)

com

nnij =
∂Fn
∂σij

∣∣∣∣∣
p

. (4.5)

Como as variáveis internas, pq, são funções das deformações plásticas, pode-se

substituir ṗq = (∂pq/∂ε
p
kl)ε̇

p
kl, na equação 4.3 e comparar o resultado com a equação

4.4 para obter

Hnm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
λλλ

= −∂Fn
∂pq

∣∣∣∣∣
σσσ

∂pq
∂εpkl

mmkl . (4.6)

Substituindo as equações 4.1 e 4.2 na equação 4.4 e isolando λ̇ tem-se a forma para

o multiplicador plástico, que é dado por

λ̇m =
nncdE

0
cdklε̇kl

Hnm + nnpqE0
pqrsmmrs

· (4.7)

O operador tangente relaciona variações de deformação com variações de tensão na

forma

σ̇ij = Et
ijklε̇kl . (4.8)

Substituindo as equações 4.1 e 4.7 em 4.8 tem-se,

Et
ijkl = E0

ijkl −
E0
ijabmmabnncdE

0
cdkl

Hnm + nnpqE0
pqrsmmrs

· (4.9)
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4.1.1 Critério de von Mises

Para o critério de escoamento de von Mises, tem-se

F (σσσ, σy) =
√

3J2(s)− σy , (4.10)

sendo

J2(s) = −I2(sss) =
1

2
tr[sss2] =

1

2
sss : sss =

1

2
||sss||2 , (4.11)

com

sss = σσσ − 1

3
(tr[σσσ])I , (4.12)

onde o tr[σσσ], no sistema de tensões principais, é tr[σσσ] = σkk = σ11 + σ22 + σ33.

Portanto, tem-se

nij =
∂Φ

∂σσσ
=

√
3

2

sss

||sss||
, (4.13)

sendo ||sss|| =
√
sss : sss.

Em um modelo associado

nij = mij =

√
3

2

1√
sss : sss


2

3
σ 0 0

0 −1

3
σ 0

0 0 −1

3
σ

 . (4.14)

A lei associada aos fenômenos de endurecimento ou amolecimento é dada por

H = − ∂F
∂σy

∂σy
∂εpkl

, (4.15)

com

∂F

∂σy
= −1 , (4.16)

e

∂σy
∂εpkl

= H , (4.17)

sendo H o módulo plástico.

Os modelos de plasticidade clássica não apresentam uma relação total entre ten-

são e deformação portanto é necessário um algoritmo de retorno capaz de obter a

atualização das tensões, necessárias ao equiĺıbrio das forças internas na análise não

linear.
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4.2 Modelos de Dano Isotrópico

Modelos de dano isotrópicos padrão (assim denominados por de Borst e Gutiérrez

(1999)) serão agora apresentados de forma a generalizar as definições comuns e

identificar os gradientes da formulação unificada.

Para estes modelos a relação total é dada por

σij = (1−D)E0
ijklεkl , (4.18)

onde D é a variável de dano.

A função de carregamento pode ser escrita como

F = f(A )− h(κ) , (4.19)

onde f(A ) é uma função espećıfica de cada modelo que pode ser escrita em termos

de medidas de tensão, ou de deformação, ou de forças termodinâmicas, ou de dano,

dentre outras, denotadas por A . A função h(κ) é o parâmetro histórico que tem

o mesmo sentido da medida especificada pela função f(A ). O parâmetro histórico

pode ser considerado como sendo o maior valor da função já atingido durante a

análise e a opção de apresentá-lo em função de uma variável κ é útil para a genera-

lização. É válido ressaltar que a variável histórica é, direta ou indiretamente, uma

função das variáveis de dano, mesmo que não exista uma relação expĺıcita para esta

variação.

Para o desenvolvimento da forma geral dos modelos de dano isotrópico padrão,

será assumido a formulação baseada em deformação. Portanto, da função de carrega-

mento dada na equação 4.19, tem-se f(A ) = ε̃, sendo ε̃ uma deformação equivalente,

e h(κ) = κ(D), com κ(D) o valor histórico da deformação equivalente em função do

dano.

A partir da relação total, dada na equação 4.18, pode-se escrever o tensor de

rigidez secante como

ED
ijkl = (1−D)E0

ijkl . (4.20)
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Derivando a equação 4.20 em relação ao dano tem-se

ĖD
ijkl = −ḊE0

ijkl . (4.21)

Das equações 3.141 e 3.142, pode-se identificar os termos

∂ED
ijkl

∂D
= −E0

ijkl; M̄ = 1; λ̇ = Ḋ . (4.22a,b,c)

Da equação 3.143, tem-se que

M̄ijkl = −E0
ijkl (4.23)

e, segundo a relação dada na equação 3.88, tem-se

m̄ij = −E0
ijklεkl = −σ0

ij , (4.24)

onde σ0
ij são as componentes do tensor de tensão obtido pela rigidez elástica.

Da definição geral da função de carregamento da equação 4.19, tem-se o gradiente

dado por

n̄kl =
∂F

∂A
=
∂F

∂ε̃
(4.25)

e o módulo pós-cŕıtico dado por

H̄ =
∂h(κ)

∂κ

∂κ(D)

∂D
· (4.26)

Na equação 4.26 tem-se a derivada do parâmetro histórico em relação ao dano

(∂κ(D)
∂D

). Nem sempre uma relação expĺıcita entre a variável histórica e o dano é

prescrita pelo modelo. Muitas vezes tem-se uma função para avaliar o dano es-

crita em termos da medida de deformação em questão. Por exemplo, uma função

tradicionalmente usada é dada por

D(κ) = 1− κ0

κ
[e−β(κ−κ0)] , (4.27)

sendo κ uma medida de dano (por exemplo uma deformação equivalente), κ0 o valor

que delimita o limite elástico do material, β o parâmetro de variação de crescimento

do dano. Portanto, tem-se

∂κ(D)

∂D
=

(
∂D(κ)

∂κ

)−1

. (4.28)
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A forma geral apresentada será adotada para formular modelos de dano iso-

trópicos padrão, que são um caso particular da formulação multipotencial e são

compreendidos pela proposta de Carol et al. (1994).

4.2.1 Modelo de Mazars e Lemaitre (1984)

Mazars e Lemaitre (1984) propuseram um modelo de dano isotrópico baseado em

um potencial termodinâmico, sendo a variável de dano um escalar, responsável pela

relação entre as tensões nominais e efetivas como idealizado por Kachanov (1958).

Portanto, a função de carregamento é definida como

F (ε̄, D) = ε̄− κ(D) , (4.29)

sendo ε̄ a deformação equivalente, dada por

ε̄ =
√
εijεij (4.30)

e κ(D) = κ sendo κ o maior valor de ε̄ atingido durante a análise.

Da função de carregamento obtém-se

n̄kl =
∂F

∂εij
=
εkl
ε̄

(4.31)

e

H̄ =
∂κ

∂D
· (4.32)

Por fim, substituindo as definições 4.31, 4.32 e 4.24 na equação 3.50, tem-se o

operador tangente, que é dado por

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
1

ε̄
∂κ

∂D

σ0
ijεij . (4.33)

4.2.2 Modelo de Simo e Ju (1987)

O modelo proposto por Simo e Ju (1987) é baseado na definição de um potencial

de energia livre, usado para definir uma variável escalar de dano. Duas formas da

formulação serão apresentadas.
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4.2.2.1 Formulação Baseada em Deformação

Seja a função de carregamento definida como

F (τ̄, D) = τ̄ − κ(D) , (4.34)

onde

τ̄ =
√

2w̄0 , (4.35)

com

w̄0 =
1

2
εijE

0
ijklεkl , (4.36)

e κ(D) é o maior valor atingido por τ̄ durante a análise.

Definida a função de carregamento, tem-se

n̄kl =
εijE

0
ijkl

τ̄
e H̄ =

∂κ

∂D
· (4.37a,b)

Por fim, o operador tangente (dado pela equação 3.50) é dado por

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
1

τ̄
∂κ

∂D

εijE
0
ijklσ

0
ij . (4.38)

4.2.2.2 Formulação Baseada em Tensão

Esta formulação é dual à apresentada anteriormente. Agora as relações totais

são escritas em função da flexibilidade. Assim,

CD
ijkl = D̄C0

ijkl , (4.39)

onde

D̄ =
1

(1−D)
· (4.40)

Diferenciando a equação 4.39, tem-se

ĊD
ijkl = ˙̄DC0

ijkl . (4.41)

Da equação 3.76, tem-se que

∂Cijkl
∂D̄

= C0
ijkl; M = 1; λ̇ = ˙̄D . (4.42a,b,c)
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Portanto, tem-se

Mijkl = C0
ijkl (4.43)

e, da equação 3.78, tem-se

mij = C0
ijklσkl . (4.44)

A função de carregamento bem como a variável escalar são redefinidas para esta

formulação. Logo,

F (τ, D̄) = τ − κ(D̄) , (4.45)

sendo

τ =
√

2w0 , (4.46)

com

w0 =
1

2
σijC

0
ijklσkl , (4.47)

e κ(D) é o maior valor atingido por τ durante a análise.

O gradiente da função de carregamento e o módulo pós-cŕıtico são obtidos dife-

renciando a função F em relação a σij e D̄, respectivamente, resultando em

nkl =
ε0
kl

τ
e H =

∂κ

∂D̄
, (4.48a,b)

onde ε0
kl = C0

klpqσpq.

O operador tangente pode ser calculado pela equação 3.20. Neste modelo tem-se

ED
ijkl = (1−D)E0

ijkl, portanto,

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
(1−D)2

τ

[
∂κ

∂D̄
+ (1−D)τ

]σijσkl . (4.49)

No trabalho original de Simo e Ju (1987), o operador tangente Et
ijkl é dado como

a inversa da flexibilidade Ct
ijkl, portanto, substituindo as equações 4.48 e 4.44 na

relação geral, dada pela equação 3.25, tem-se

Ct
ijkl =

1

(1−D)
C0
ijkl +

1

τ
∂κ

∂D̄

ε0
ijε

0
kl. (4.50)
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4.2.3 Modelo de Ju (1989)

Neste modelo, Ju (1989) reconsiderou seu trabalho anterior (Simo e Ju, 1987) e

formulou o modelo baseado na função da energia livre de Helmholtz, no domı́nio das

deformações. A função de carregamento é dada por

F (w̄0, D) = w̄0 − κ(D) , (4.51)

onde

w̄0 =
1

2
εijE

0
ijklεkl (4.52)

e κ(D) é o maior valor de w̄0 durante a análise.

Das definições gerais, o gradiente de F e o módulo pós-cŕıtico são dados por

n̄kl = εijE
0
ijkl = σ0

kl e H̄ =
∂κ

∂D
, (4.53a,b)

e o operador tangente pode ser obtido substituindo as equações 4.24 e 4.53 em 3.50,

resultando em

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
1

∂κ

∂D

σ0
ijσ

0
kl . (4.54)

4.2.4 Modelo de Lemaitre e Chaboche (1990)

O modelo proposto por Lemaitre e Chaboche (1990) apresenta uma definição

para a deformação equivalente, baseada na energia livre e comumente usada para

metais, dada por

w̄0 =
1

2
εijE

0
ijklεkl . (4.55)

Entretanto, esta expressão não reproduz um estado uniaxial de deformações quando

submetida a um estado de tensão uniaxial. Logo, é substitúıda por uma forma

modificada dada por

ε̃ =

√
εijE

0
ijklεkl

E0
, (4.56)

onde E0 é o módulo de elasticidade do material e E0
ijkl são as componentes do tensor

de rigidez elástico.
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A função de carregamento é dada por

F (ε̃, D) = ε̃− κ(D) . (4.57)

Portanto, derivando 4.57, tem-se

n̄kl =
∂ε̃

∂εkl
=

1

ε̃

σ0
kl

E0
(4.58)

e

H̄−1 =
∂D

∂κ
· (4.59)

E, por fim, o operador tangente é

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
[
∂D

∂κ

]
σ0
ij

[
∂ε̃

∂εkl

]
(4.60)

ou

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
[
∂D

∂κ

]
σ0
ij

σ0
kl

E0

[
εijE

0
ijklεkl

E0

]− 1
2

. (4.61)

4.2.5 Modelo de de Vree et al. (1995)

O modelo proposto por de Vree et al. (1995) apresenta uma nova proposta de

deformação equivalente que é dada por

ε̃ =
k − 1

2k(1− 2ν)
Iε1 +

1

2k

√
(k − 1)2

(1− 2ν)2
(Iε1)2 +

12k

(1 + ν)2
Jε2 , (4.62)

com k =
fc

ft
sendo um parâmetro do material que relaciona a diferença entre com-

portamentos à tração (ft) e à compressão (fc), Iε1 e Jε2 são os primeiro e segundo

invariantes do tensor de deformação, respectivamente, dados por

Iε1 = εkk (4.63)

e

Jε2 = eijeij com eij = εij −
1

3
εkkδij . (4.64a,b)
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A equação de carregamento é dada pela equação 4.56. Portanto, tem-se

n̄kl =
∂ε̃

∂εkl
=

k − 1

2k(1− 2ν)
Iε1 +

1

2k

[
(k − 1)2

(1− 2ν)2
(Iε1)2 +

12k

(1 + ν)2
Jε2

]− 1
2

·
[
2

(k − 1)2

(1− 2ν)2
Iε1
∂Iε1
∂εkl

+
12k

(1 + ν)2

∂Jε2
∂εkl

]
, (4.65)

sendo

∂Iε1
∂εkl

= δkl e
∂Jε2
∂εkl

= 2eij

(
∂εij
∂εkl
− 1

3
δijδkl

)
(4.66a,b)

O operador tangente é, portanto, dado por

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
[
∂D

∂κ

]
σ0
ij ·{

k − 1

2k(1− 2ν)
Iε1 +

1

2k

[
(k − 1)2

(1− 2ν)2
(Iε1)2 +

12k

(1 + ν)2
Jε2

]− 1
2

·

[
2

(k − 1)2

(1− 2ν)2
Iε1
∂Iε1
∂εkl

+
12k

(1 + ν)2

∂Jε2
∂εkl

]}
. (4.67)

4.2.6 Modelo de Mazars (1984)

No modelo apresentado por Mazars (1984) a deformação equivalente é dada por

ε̃ =

√√√√ 3∑
i=1

(〈ε(i)〉+)2 (4.68)

com 〈x〉+ =
|x|+ x

2
, sendo ε(i) as deformações principais, dadas por

εεε =


ε(1) 0 0

0 ε(2) 0

0 0 ε(3)

 . (4.69)

A degradação do meio é obtida por uma combinação de duas variáveis de dano:

Dt para dano por tração e Dc para dano por compressão. Logo, tem-se

D = αtDt + αcDc , (4.70)

sendo αt e αc funções peso usadas para contabilizar o comportamento do material

ao dano por tração e compressão respectivamente. O valor do dano por tração, Dt,
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e por compressão, Dc, são calculados por

Dt,c(ε̃) = 1− (1− At,c)K0

ε̃
− At,c
eBt,c(ε̃−K0)

(4.71)

sendo que t, c indicam dano por tração e compressão, respectivamente. Os parâme-

tros At,c e Bt,c da lei de evolução são identificados de forma independente em ensaios

de compressão em corpos de prova ciĺındricos e flexão em três pontos. Os pesos αt

e αc são dados por

αt =
3∑
i=1

Hi

εt(i)[ε
t
(i) + εc(i)]

ε̃2
; (4.72a)

αc =
3∑
i=1

Hi

εc(i)[ε
t
(i) + εc(i)]

ε̃2
, (4.72b)

com Hi = 1 se ε(i) = εc(i) +εt(i) > 0, caso contrário Hi = 0. Os valores εεεt e εεεc, obtidos

por meio das partes positivas e negativas do tensor de tensões principais, denotadas

por σσσ+ e σσσ− (σσσ = σσσ+ + σσσ−), respectivamente, são

εtij = E−1
ijklσ

+
kl e εcij = E−1

ijklσ
−
kl . (4.73a,b)

Sendo a função de carregamento dada por

F (ε̃, D) = ε̃− κ(D) , (4.74)

tem-se

n̄kl =
∂F

∂εkl
=

∂ε̃

∂εkl
e H̄ =

[
∂D(ε̃)

∂ε̃

]−1

, (4.75a,b)

onde

∂ε̃

∂εkl
=

1

ε̃

∂ε(i)

∂εkl
〈ε(i)〉+ . (4.76)

Por fim, pode-se escrever o operador tangente substituindo as equações 4.75 e 4.24

na forma geral, dada pela equação 3.50. Portanto, tem-se

Et
ijkl = (1−D)E0

ijkl −
[
∂D(ε̃)

∂ε̃

]
σ0
ij

[
1

ε̃

∂ε(i)

∂εkl
〈ε(i)〉+

]
. (4.77)
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Uma forma simplificada do dano isotrópico, que adota a deformação equivalente

de Mazars, foi apresentada por de Borst e Gutiérrez (1999). Embora a medida de de-

formação seja a mesma, a proposta apresenta uma maior simplicidade no cálculo da

variável de dano, pois não considera a degradação por compressão e nem a influência

do estado de tensão no valor final da degradação. A vantagem é de apresentar uma

maior versatilidade na escolha da função de evolução do dano. Tanto a proposta

original de Mazars (1984) quanto a versão de de Borst e Gutiérrez (1999) foram

implementadas, como mostrado no caṕıtulo 6.

4.3 Modelos de Dano Ortotrópico

Uma forma geral para modelos ortotrópicos com múltiplas funções de carrega-

mento será apresentada. Para tanto, serão tomadas medidas de deformação para o

cálculo do dano, funções de carregamento desacopladas e uma hipótese geral para o

tensor de rigidez.

A relação total apresenta o tensor de rigidez escrito em função das variáveis de

dano, Eijkl = Eijkl
(
E0
pqrs, D̄rs

)
, dada por

σkl = Eijkl
(
E0
pqrs, D̄rs

)
εkl . (4.78)

As variáveis de dano, D̄rs, serão escritas em um tensor de integridade, dado por

φ̄ij =


φ̄1(ε1) 0 0

0 φ̄2(ε2) 0

0 0 φ̄3(ε3)

 =


1−D1(ε1) 0 0

0 1−D2(ε2) 0

0 0 1−D3(ε3)

 ,

(4.79)

onde D1, D2 e D3 são variáveis de dano.

Na formulação agora apresentada serão adotadas três funções de carregamento

desacopladas. Sejam, portanto, as funções de carregamento nas direções das defor-

mações locais, dadas por
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F1

(
ε1, κ(φ̄1)

)
= ε1 − κ(φ̄1) ; (4.80)

F2

(
ε2, κ(φ̄2)

)
= ε2 − κ(φ̄2) ; (4.81)

F3

(
ε3, κ(φ̄3)

)
= ε3 − κ(φ̄3) . (4.82)

O vetor com as funções de carregamento pode ser escrito como

Fn =


F1

F2

F3

 (4.83)

Da forma linearizada das condições de consistência, dadas nas equações 3.28 e

3.31, no caso de modelos no domı́nio das deformações, tem-se os gradientes das

funções de carregamento
Ḟ1

Ḟ2

Ḟ3

 =


n̄1ij ε̇ij − H̄11λ̇1

n̄2ij ε̇ij − H̄22λ̇2

n̄3ij ε̇ij − H̄33λ̇3

 =


0

0

0

 . (4.84)

Logo, como demonstrado nas equações 3.29 e 3.30, pode-se calcular parcelas neces-

sárias à montagem do operador tangente.

Começando pelo cálculo do gradiente da função de carregamento, segundo a

equação 3.29, tem-se

n̄nkl =
∂Fn
∂εkl

∣∣∣∣∣
p

=


∂F1

∂ε1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
∂F2

∂ε2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
∂F3

∂ε3

 . (4.85)

O tensor dos módulos pós-cŕıtico, obtido por 3.30, é

H̄nm = −∂Fn
∂p̄m

∣∣∣∣∣
ε

=


−∂F1

∂φ̄1

0 0

0 −∂F2

∂φ̄2

0

0 0 −∂F3

∂φ̄3

 , (4.86)
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sendo o conjunto de variáveis internas, p̄m, associado às variáveis de dano. Desta

forma, o tensor H̄nm pode ser reescrito como

H̄nm =


∂κ(φ̄1)

∂φ̄1

0 0

0
∂κ(φ̄2)

∂φ̄2

0

0 0
∂κ(φ̄3)

∂φ̄3

 . (4.87)

Uma vez que nem sempre se tem uma forma expĺıcita para a definição da variável

histórica κ(Dn), o tensor pós-cŕıtico pode ser montado a partir de sua forma inversa,

utilizando-se as leis de evolução das variáveis de dano. Derivando as funções de dano

em relação às deformações, tem-se

∂φ̄np
∂εpm

=


∂φ̄1

∂ε1

0 0

0
∂φ̄2

∂ε2

0

0 0
∂φ̄3

∂ε3

 . (4.88)

Supondo que a variável histórica é dada como o maior valor de deformação (em

cada direção) já atingido pelo material durante a análise, o tensor das derivadas das

funções de dano é a forma inversa do tensor pós-cŕıtico. Assim,

H̄−1
nm =


∂φ̄1

∂ε1

0 0

0
∂φ̄2

∂ε2

0

0 0
∂φ̄3

∂ε3

 . (4.89)

A evolução da degradação do material é dada pelo tensor m̄mm que pode ser obtida

pela degradação do tensor de rigidez dado pelo tensor M̄mijpq, logo, relembrando a

equação 3.143, tem-se

M̄mijpq =
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄mrs (4.90)

e, da equação 3.88, pode-se calcular a evolução do dano por

m̄mij = M̄mijpqεpq . (4.91)
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Portanto, o tensor M̄mijpq, como já dito, representa a forma como a rigidez irá se

degradar. A parcela derivada na equação 4.89 indica a mudança da rigidez à medida

que o dano progride. O tensor M̄mrs indica a direção da propagação do dano. Desta

forma, considerando as direções locais de dano, para o caso de funções desacopladas,

tem-se

M̄mrs =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

 . (4.92)

Assim,

M̄mijpq =
[
M̄1ijpq M̄2ijpq M̄3ijpq

]
, (4.93)

ou

M̄mijpq =

[
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄1rs
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄2rs
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄3rs

]
. (4.94)

A taxa de degradação da rigidez é diretamente dependente da hipótese adotada,

portanto, o tensor de rigidez secante, no caso ortotrópico, pode ser escrito na forma

geral, dada por

Eijkl =



E1111 0 0 0 E1212 0 0 0 E1313

0 E1122 0 E1221 0 0 0 0 0
0 0 E1133 0 0 0 E1331 0 0

0 E2112 0 E2211 0 0 0 0 0
E2121 0 0 0 E2222 0 0 0 E2323

0 0 0 0 0 E2233 0 E2332 0

0 0 E3113 0 0 0 E3311 0 0
0 0 0 0 0 E3223 0 E3322 0

E3131 0 0 0 E3232 0 0 0 E3333


, (4.95)

sendo as componentes do tensor funções das variáveis de dano tal que Eijkl = f(φ̄pq).

Expandindo cada parcela do tensor M̄MM , denotadas por M̄1ijpq, M̄2ijpq e M̄3ijpq,

tem-se, respectivamente:
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∂E1111

∂φ̄11

M̄111 0 0 0
∂E1212

∂φ̄11

M̄111 0 0 0
∂E1313

∂φ̄11

M̄111

0
∂E1122

∂φ̄11

M̄111 0
∂E1221

∂φ̄11

M̄111 0 0 0 0 0

0 0
∂E1133

∂φ̄11

M̄111 0 0 0
∂E1331

∂φ̄11

M̄111 0 0

0
∂E2112

∂φ̄11

M̄111 0
∂E2211

∂φ̄11

M̄111 0 0 0 0 0

∂E2121

∂φ̄11

M̄ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
∂E3113

∂φ̄11

M̄111 0 0 0
∂E3311

∂φ̄11

M̄111 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
∂E3131

∂φ̄11

M̄111 0 0 0 0 0 0 0 0


(4.96)



0 0 0 0
∂E1212

∂φ̄22

M̄222 0 0 0 0

0
∂E1122

∂φ̄22

M̄222 0
∂E1221

∂φ̄22

M̄222 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
∂E2112

∂φ̄22

M̄222 0
∂E2211

∂φ̄22

M̄222 0 0 0 0 0

∂E2121

∂φ̄22

M̄222 0 0 0
∂E2222

∂φ̄22

M̄222 0 0 0
∂E2323

∂φ̄22

M̄222

0 0 0 0 0
∂E2233

∂φ̄22

M̄222 0
∂E2332

∂φ̄22

M̄222 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
∂E3223

∂φ̄22

M̄222 0
∂E3322

∂φ̄22

M̄222 0

0 0 0 0
∂E3232

∂φ̄22

M̄ 0 0 0 0


(4.97)



0 0 0 0 0 0 0 0
∂E1313

∂φ̄33

M̄333

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
∂E1133

∂φ̄33

M̄333 0 0 0
∂E1331

∂φ̄33

M̄333 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
∂E2323

∂φ̄33

M̄333

0 0 0 0 0
∂E2233

∂φ̄33

M̄333 0
∂E2332

∂φ̄33

M̄333 0

0 0
∂E3113

∂φ̄33

M̄333 0 0 0
∂E3311

∂φ̄33

M̄333 0 0

0 0 0 0 0
∂E3223

∂φ̄33

M̄333 0
∂E3322

∂φ̄33

M̄333 0

∂E3131

∂φ̄33

M̄333 0 0 0
∂E3232

∂φ̄33

M̄333 0 0 0
∂E3333

∂φ̄33

M̄333


(4.98)

Para m̄mm dado por

m̄mij =
[
m̄1ij m̄2ij m̄3ij

]
, (4.99)
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tem-se

m̄mij =
[
M̄1ijpqεpq M̄2ijpqεpq M̄3ijpqεpq

]
. (4.100)

Calculando-se as componentes m̄mij, tem-se:

m̄111 =
∂E1111

∂φ̄11

M̄111ε11 +
∂E1122

∂φ̄11

M̄111ε22 +
∂E1133

∂φ̄11

M̄111ε33

m̄112 =
∂E1212

∂φ̄11

M̄111ε12 +
∂E1221

∂φ̄11

M̄111ε21

m̄113 =
∂E1313

∂φ̄11

M̄111ε13 +
∂E1331

∂φ̄11

M̄111ε31

m̄121 =
∂E2112

∂φ̄11

M̄111ε12 +
∂E2121

∂φ̄11

M̄111ε21

m̄122 =
∂E2211

∂φ̄11

M̄111ε11 (4.101)

m̄123 = 0

m̄131 =
∂E3113

∂φ̄11

M̄111ε13 +
∂E3131

∂φ̄11

M̄111ε31

m̄132 = 0

m̄133 =
∂E3311

∂φ̄11

M̄111ε11

m̄211 =
∂E1122

∂φ̄22

M̄222ε22

m̄212 =
∂E1212

∂φ̄22

M̄222ε12 +
∂E1221

∂φ̄22

M̄222ε21

m̄213 = 0

m̄221 =
∂E2112

∂φ̄22

M̄222ε12 +
∂E2121

∂φ̄22

M̄222ε21

m̄222 =
∂E2211

∂φ̄22

M̄222ε11 +
∂E2222

∂φ̄22

M̄222ε22 +
∂E2233

∂φ̄22

M̄222ε33 (4.102)

m̄223 =
∂E2323

∂φ̄22

M̄222ε23 +
∂E2332

∂φ̄22

M̄222ε32

m̄231 = 0

m̄232 =
∂E3223

∂φ̄22

M̄222ε23 +
∂E3232

∂φ̄22

M̄222ε32

m̄233 =
∂E3322

∂φ̄22

M̄222ε22
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m̄311 =
∂E1133

∂φ̄33

M̄333ε33

m̄312 = 0

m̄313 =
∂E1313

∂φ̄33

M̄333ε13 +
∂E1331

∂φ̄33

M̄333ε31

m̄321 = 0

m̄322 =
∂E2233

∂φ̄33

M̄333ε33 (4.103)

m̄323 =
∂E2323

∂φ̄33

M̄333ε23 +
∂E2332

∂φ̄33

M̄333ε32

m̄331 =
∂E3113

∂φ̄33

M̄333ε13 +
∂E31331

∂φ̄33

M̄333ε31

m̄332 =
∂E3223

∂φ̄33

M̄333ε23 +
∂E3232

∂φ̄33

M̄333ε32

m̄333 =
∂E3311

∂φ̄33

M̄333ε11 +
∂E3322

∂φ̄33

M̄333ε22 +
∂E3333

∂φ̄33

M̄333ε33

Uma vez obtidos os tensores, pela derivação da função de carregamento em re-

lação às deformações (n̄nn) e em relação às variáveis internas da degradação elástica

(H̄HH) e a evolução do dano (m̄mm) advindo da taxa de degradação da rigidez, o operador

tangente pode ser calculado pela equação 3.50, abaixo reescrita:

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl (4.104)

ou pela equação 3.90, abaixo reescrita:

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

M̄mijpqεpqn̄nkl . (4.105)

4.3.1 Modelos de Fissuração Distribúıda

Os modelos de fissuração distribúıda tradicionalmente são formulados no sistema

local de coordenadas, que para estes modelos, são tomados os eixos das deformações

principais. Na formulação com múltiplas funções de carregamento tem-se, portanto,

uma função para cada eixo principal, avaliando a condição de carregamento e dano

na respectiva direção. A possibilidade de se ter funções diferentes para cada direção

permite ao modelo que capte de forma independente o comportamento, seja de

tração ou compressão e, no caso particular do modelo aqui formulado, indiretamente
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o cisalhamento. A figura 4.1(a) ilustra uma situação de carregamento direto capaz

de gerar um estado de degradação avançado (Figura 4.1(b)) medido por uma função

prescrita na respectiva direção. Nas demais direções tem-se um estado inicial de

dano causado pelo efeito de Poisson.

Figura 4.1: Relações tensão-deformação diferentes para as direções principais.

A fim de generalizar a formulação, as expressões para o dano, bem como os

tensores relacionados foram tratados, na seção 4.3, supondo o caso tridimensional.

O detalhamento para cada modelo de análise (Estado plano de tensão, estado plano

de deformação, axissimétrico e sólido) é apresentado no apêndice D e diferentes

funções de evolução do dano são apresentadas no apêndice E. Para exemplificar os

modelos fissuração distribúıda, será apresentado a formulação para o estado plano

de tensão.

As funções de carregamento são dadas por

F1 =ε1 − κ1 ; (4.106a)

F2 =ε2 − κ2 , (4.106b)

sendo ε1 e ε2 as deformação principais e κ1 e κ2 as variáveis históricas associadas às

deformações principais 1 e 2, respectivamente.



110

Derivando as equações 4.106 em relação às deformações principais, tem-se

n̄nkl =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 . (4.107)

O tensor pós-cŕıtico, dado pela equação 4.87, é escrito como

H̄nm =


∂κ1

∂φ̄1

0 0

0
∂κ2

∂φ̄2

0

0 0 1

 . (4.108)

Para o estado plano de tensão a deformação ε3 não é energeticamente ativa e, por-

tanto, não é controlada, de modo que não há uma função carregamento para a

direção 3. Contudo, a componente H33 é prescrita igual a 1 para garantir a consis-

tência matemática do modelo e não irá influenciar no resultado. A forma inversa de

4.108, é, portanto,

H̄−1
nm =


∂φ̄1

∂ε1

0 0

0
∂φ̄2

∂ε2

0

0 0 1

 . (4.109)

O tensor de integridade é dado por

φ̄nm =


φ̄1 0 0

0 φ̄2 0

0 0 1

 , (4.110)

sendo as componentes de φ̄φφ obtidas a partir de leis tensão-deformação ou de funções

de evolução do dano.

O tensor de rigidez é dado por

Eijkl =



φ̄2
(1)E0

(1 − ν2)
0 0 0 β

φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)
0 0 0 0

0
φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 − ν2)
0 β

φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 − ν2)
0 0 0 0 0

0 0 0 0
φ̄2
(2)E0

(1 − ν2)
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (4.111)
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onde E0 é o módulo de elasticidade do material e β é o fator de retenção ao cisalha-

mento.

O tensor de evolução do dano é calculado pela equação 4.100. Para tanto, tem-se

a direção de propagação dada por

M̄mrs =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 . (4.112)

E a degradação da rigidez, dada pela equação 4.94, é dada por

M̄mijpq =

[
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄1rs
∂Eijpq

∂D̄rs

M̄2rs 0

]
, (4.113)

logo,

M1ijpq =



2φ̄(1)E0

(1 − ν2)
M̄111 0 0 0

φ̄(2)E0

2(1 + ν)
M̄111 0 0 0 0

0
φ̄(2)E0ν

(1 − ν2)
M̄111 0

φ̄(2)E0

2(1 + ν)
M̄111 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
φ̄(2)E0ν

(1 − ν2)
M̄111 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


(4.114)

e

M2ijpq =



0 0 0 0
φ̄(1)E0

2(1 + ν)
M̄222 0 0 0 0

0
φ̄(1)E0ν

(1 − ν2)
M̄222 0

φ̄(1)E0

2(1 + ν)
M̄222 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
φ̄(1)E0ν

(1 − ν2)
M̄222 0 0 0 0 0

0 0 0 0
2φ̄(2)E0

(1 − ν2)
M̄222 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


(4.115)

Por fim, com os tensores 4.107, 4.109 e 4.113, pode-se escrever o operador tangente

dado na equação 4.105.

4.3.2 Modelos de Dano Distribúıdo por de Borst e Gutiérrez
(1999)

Uma forma simplificada do modelo de dano distribúıdo ortotrópico foi apresen-

tada por de Borst e Gutiérrez (1999). O modelo considera dano somente na direção
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da primeira de deformação principal em tração e assume o comportamento linear

elástico nas demais direções. Logo, tem-se uma única função de carregamento e uma

única variável de dano. Assim como nos modelos de fissuração, para exemplificar,

será apresentada a formulação para um modelo em estado plano de tensão.

Portanto, a função de carregamento, no sistema local de dano, é

F1 = ε1 − κ1 . (4.116)

A hipótese adotada para o tensor de rigidez, para um estado plano de tensão, é

dado por

Eijkl =



(1 −D1)E0

1 − (1 −D1)ν2
0 0 0 β

(1 −D1)E0

2[1 + (1 −D1)ν]
0 0 0 0

0
(1 −D1)νE0

1 − (1 −D1)ν2
0 β

(1 −D1)E0

2[1 + (1 −D1)ν]
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
(1 −D1)νE0

1 − (1 −D1)ν2
0 0 0 0 0

0 0 0 0
E0

1 − (1 −D1)ν2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

(4.117)

onde E0 é o módulo de elasticidade do material e β é o fator de retenção ao cisalha-

mento.

Derivando a função de carregamento em relação às deformações principais, tem-

se

n̄kl =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 . (4.118)

Da função de carregamento tem-se que o módulo pós-cŕıtico que é dado por

H̄ = − ∂F1

∂D1

=
∂κ1

∂D1

· (4.119)

Invertendo 4.119, tem-se

H̄−1 =
∂D1

∂κ1

, (4.120)

sendo D1 a variável de dano que pode ser calculada por uma função de evolução.
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A evolução do dano é dada por

m̄ij = M̄ijklεkl , (4.121)

sendo

M̄ijkl =
∂Eijkl
∂D1

M̄ . (4.122)

com M̄ = 1. O tensor M̄ijkl é formado pelas derivadas do tensor de rigidez, logo,
tem-se

M̄ijkl =



−E0

[1 − (1 −D1)ν2]2
0 0 0

−E0

2[1 − (1 −D1)ν]2
0 0 0 0

0
−νE0

[1 − (1 −D1)ν2]2
0

−E0

2[1 − (1 −D1)ν]2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
−νE0

[1 − (1 −D1)ν2]2
0 0 0 0 0

0 0 0 0
−ν2E0

[1 − (1 −D1)ν2]2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0



(4.123)

Por fim, o operador tangente, dado por

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄
M̄ijpqεpqn̄kl , (4.124)

pode ser obtido substituindo 4.118, 4.119 e 4.123 em 4.124.

4.4 Modelos Anisotrópicos

Na literatura existem diversas formas para representar a anisotropia do meio

material (Fichant et al., 1999; Chow et al., 2001; Hammi et al., 2003; Challamel

et al., 2005; Choi e Pan, 2009). Dentre as formas mais comuns tem-se a representação

da degradação anisotrópica em termos de tensores de dano (Voyiadjis et al., 2009)

e pela teoria de microplanos (Ožbolt et al., 2001; Carol et al., 2001a; Kuhl et al.,

2001; Leukart e Ramm, 2002, 2006).

Formas tensoriais para o dano anisotrópico podem ser obtidas de forma análoga

à apresentada para os modelos ortotrópicos. Entretanto, seria necessário um nú-

mero maior de variáveis a serem controladas e parametrizadas, tornando o modelo

mais complexo e laborioso. No apêndice B são apresentadas algumas hipóteses para

formas tensoriais de dano.
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Os modelos baseados na teoria de microplanos tentam descrever o comporta-

mento do material partindo da descrição de um plano genérico, de direção arbitrária,

para em seguida descrever as várias direções do material. A seguir, será apresentado

um modelo simplificado de microplanos formulado no contexto da estrutura teórica

apresentada.

4.4.1 Modelos de Microplanos

O modelo de microplanos apresentado por Bažant e Gambarova (1984) propõe

que a anisotropia do meio seja computada a partir de planos independentes orienta-

dos no espaço, de modo que o comportamento do material seja captado em direções

diferentes. Dentre os vários tipos de formulações existentes, um forma simplificada

do modelo de microplanos foi apresentada por de Borst e Gutiérrez (1999) e será

agora formulada segundo a proposta teórica multipotencial vista no caṕıtulo 3.

O modelo baseia-se na restrição cinemática, resultando em deformações normais

e tangenciais em cada microplano, que pode ser deduzida pela simples projeção das

deformações globais macroscópicas em um dado microplano α. Portanto, tem-se:

εεεα = TTTαεεεε . (4.125)

As tensões em um microplano qualquer pode ser calculada pela relação
σαnn

0

ταnt

 =


(1−Dα

N)EN 0 0

0 0 0

0 0 (1−Dα
T )ET




εαnn

0

γαnt

 , (4.126)

sendo o módulo de rigidez inicial EN e ET funções do módulo de elasticidade (Módulo

de Young), do coeficiente de Poisson e de um função peso. Mais detalhes destes

parâmetros foram descritos por Bažant e Prat (1988a,b). Os parâmetros do dano

Dα
N e Dα

T são funções de um parâmetro histórico καN e καT , que são as deformações

normais e tangenciais no microplano, respectivamente.
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O tensor de rigidez em um microplano α é, portanto,

Eα
ij =


(1− ωαN)EN 0 0

0 0 0

0 0 (1− ωαT )ET

 . (4.127)

As funções de carregamento podem ser escritas como

fαN = εαnn − καN ; (4.128)

fαT = γαnt − καT . (4.129)

Por fim, a partir de uma relação tensão-deformação, ou de leis de evolução do dano,

nos microplanos e das funções de carregamento, pode-se obter os gradientes neces-

sários para o cálculo do tensor tangente.

É importante introduzir o tensor de integridade, escrito por

φ̄ij =


φ̄N 0 0

0 1 0

0 0 φ̄T

 =


1−Dα

N 0 0

0 1 0

0 0 1−Dα
T

 . (4.130)

Para obter a taxa de degradação da rigidez deriva-se o tensor de rigidez em

relação às variáveis de dano, assim

∂Eα
11

∂D1

= −EN ;
∂E11

∂D3

= 0 ;

∂Eα
33

∂D1

= 0 ;
∂E33

∂D3

= −ET .

Sendo o tensor M̄mrs dado por

M̄mrs =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

 . (4.132)

O tensor da taxa de degradação, calculado por M̄mij =
∂Eij

∂D̄∗
M̄m∗, é escrito como

M̄mij =
[
M̄1ij 0 M̄3ij

]
, (4.133)
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sendo

M1ij =


−Eα

NM̄111 0 0

0 0 0

0 0 0

 e M3ij =


0 0 0

0 0 0

0 0 −Eα
TM̄333

 . (4.134)

O tensor pós-cŕıtico pode ser escrito por

H̄nm =


− ∂f

α
N

∂Dα
N

0 0

0 1 0

0 0 − ∂f
α
T

∂Dα
T

 =


∂καN
∂Dα

N

0 0

0 1 0

0 0
∂καT
∂Dα

T

 (4.135)

e sua forma inversa é dada por

H̄−1
nm =


∂Dα

N

∂καN
0 0

0 1 0

0 0
∂Dα

T

∂καT

 =


˙̄φN 0 0

0 1 0

0 0 ˙̄φT

 . (4.136)

O gradiente da função de carregamento n̄nj é

n̄nj =


∂fαN
∂εαnn

0 0

0 0 0

0 0
∂fαT
∂γαns

 =


1 0 0

0 0 0

0 0 1

 . (4.137)

Por fim, o operador tangente pode ser obtido a partir da equação 3.90, resultando

em

Et
ij =

 (1− ωαN )EN 0 0
0 0 0
0 0 (1− ωαT )ET

 (4.138)

+


EαNM̄111ε

α
nnn̄111

∂φ̄N
∂ωαN

∂ωαN
∂εαnn

0 0

0 0 0

0 0 EαTM̄333γ
α
nsn̄333

∂φ̄T
∂ωαT

∂ωαT
∂γαns

 .



Caṕıtulo 5

Proposta de um Modelo de Dano com
Múltiplas Funções de Carregamento

Na modelagem de meios parcialmente frágeis, a diferenciação entre os efeitos de

tração e compressão são fundamentais para uma melhor representação da constitui-

ção do material. Em modelos direcionais, as funções de carregamento são prescritas

para cada direção de dano e o comportamento (de tração ou compressão) é contro-

lado por leis de evolução da degradação para cada direção. O modelo aqui proposto

também adota funções de carregamento espećıficas para regiões de tração e compres-

são, e faz uso da separação das parcelas volumétrica e desviadora das deformações.

Esta decomposição tem vantagens, pois possibilita o uso dos invariantes do tensor

de deformação para avaliar a degradação do meio.

5.1 Formulação Básica

A formulação do modelo baseia-se na energia livre, particionada em parcelas

volumétrica e desviadora, conforme a proposta de Ladevèze (1983), escrita como

ψ =
1

2
εij

[
(1−Dd)µ0(δikδjl + δilδjk −

2

3
δijδkl) + (1−Dv)K0δijδkl

]
εkl , (5.1)

117
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onde µ0 =
E0

2(1 + ν)
é o módulo de elasticidade transversal, K0 =

E0

3(1− 2ν)
é o

módulo volumétrico e Dd e Dv são variáveis que controlam o dano das parcelas

desviadora e volumétrica, respectivamente.

Para contabilizar os efeitos de tração e compressão na energia livre, adota-se aqui

a medida de deformação equivalente proposta por Comi (2001), que baseia-se nas

parcelas volumétricas positiva e negativa do tensor de deformação, dadas por

tr+εεε = ε̄v
t =

trεεε+ |trεεε|
2

(5.2)

e

tr−εεε = ε̄v
c =

trεεε− |trεεε|
2

, (5.3)

onde trεεε indica o traço do tensor de deformação εεε.

Utilizando as expressões 5.2 e 5.3, a energia livre pode ser reescrita na forma

ψ =
1

2
{2µ0(1−Dd)eee : eee +K0(1−Dv

t )(tr+εεε)2 +K0(1−Dv
c )(tr−εεε)2} , (5.4)

onde eee é o tensor das deformações desviadoras, cujas componentes são dadas por

eij = εij −
1

3
εkkδij , (5.5)

onde Dv
t é o dano por tração e Dv

c é o dano por compressão.

No modelo apresentado por Comi (2001), especifica-se uma superf́ıcie escrita em

termos das variáveis de dano. Desta forma, um algoritmo de retorno é necessário

para a obtenção do estado de dano e, por conseguinte, calcular as tensões neces-

sárias ao equiĺıbrio. A definição das funções de carregamento compreende também

a descrição do regime pós-cŕıtico, sendo, portanto, necessário mais um conjunto de

equações. Assim, para a definição das funções de carregamento e das equações do

regime inelástico, são necessários muitos parâmetros de caracterização da superf́ıcie

de dano, sendo alguns destes parâmetros de dif́ıcil correlação com grandezas f́ısicas

conhecidas.

Visando superar esse inconvenientes, no modelo aqui proposto, formulado no do-

mı́nio das deformações, adotou-se as deformações equivalentes propostas por Comi
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(2001), entretanto, a definição da superf́ıcie de dano é substitúıda por leis de evo-

lução. Esta substituição simplifica a definição do estado de degradação, uma vez

que o dano é computado diretamente de equações pré definidas, sendo desnecessário

um algoritmo de retorno. Além disso, são adotadas funções de carregamento mais

simples, baseadas no estado de deformações corrente e em uma variável histórica,

com um número reduzido de parâmetros.

Derivando a equação 5.4 tem-se a relação total entre tensões e deformações na

forma

σσσ = 2µ0(1−Dd)
∂[eee : eee]

∂εεε
+K0(1−Dv

t )
∂ [(tr+εεε)2]

∂εεε
+K0(1−Dv

c )
∂ [(tr−εεε)2]

∂εεε
, (5.6)

com

eee : eee = (ε11 −
1

3
(ε11 + ε22 + ε33))2 + (ε12)2 + (ε13)2

+ (ε21)2 + (ε22 −
1

3
(ε11 + ε22 + ε33))2 + (ε23)2

+ (ε31)2 + (ε32)2 + (ε33 −
1

3
(ε11 + ε22 + ε33))2 . (5.7)

Derivando 5.7 em relação às componentes de deformação, tem-se:

∂(eee : eee)

∂ε11

= 2(ε11 − εv)(1− ∂εv

∂ε11

) + 2(ε22 − εv)(− ∂ε
v

∂ε11

) + 2(ε33 − εv)(− ∂ε
v

∂ε11

)

= 2(ε11 − εv) + 2(ε11 − εv)(− ∂ε
v

∂ε11

) + 2(ε22 − εv)(− ∂ε
v

∂ε11

)

+2(ε33 − εv)(− ∂ε
v

∂ε11

)

= 2(ε11 − εv)− 2
∂εv

∂ε11

(ε11 + ε22 + ε33 − 3εv)

= 2(ε11 − εv) ; (5.8)

∂(eee : eee)

∂ε22

= 2(ε11 − εv)(− ∂ε
v

∂ε22

) + 2(ε22 − εv)(1− ∂εv

∂ε22

) + 2(ε33 − εv)(− ∂ε
v

∂ε22

)

= 2(ε11 − εv)(− ∂ε
v

∂ε22

) + 2(ε22 − εv) + 2(ε22 − εv)(− ∂ε
v

∂ε22

)

+2(ε33 − εv)(− ∂ε
v

∂ε22

)

= 2(ε22 − εv)− 2
∂εv

∂ε22

(ε11 + ε22 + ε33 − 3εv)

= 2(ε22 − εv) ; (5.9)
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∂(eee : eee)

∂ε33

= 2(ε11 − εv)(− ∂ε
v

∂ε33

) + 2(ε22 − εv)(− ∂ε
v

∂ε33

) + 2(ε33 − εv)(1− ∂εv

∂ε33

)

= 2(ε11 − εv)(− ∂ε
v

∂ε33

) + 2(ε22 − εv)(− ∂ε
v

∂ε33

)

+2(ε33 − εv) + 2(ε33 − εv)(− ∂ε
v

∂ε33

)

= 2(ε22 − εv)− 2
∂εv

∂ε33

(ε11 + ε22 + ε33 − 3εv)

= 2(ε33 − εv) ; (5.10)

∂(eee : eee)

∂ε12

= 2(ε12) ; (5.11)

∂(eee : eee)

∂ε13

= 2(ε13) ; (5.12)

∂(eee : eee)

∂ε21

= 2(ε21) ; (5.13)

∂(eee : eee)

∂ε23

= 2(ε23) ; (5.14)

∂(eee : eee)

∂ε31

= 2(ε31) ; (5.15)

∂(eee : eee)

∂ε32

= 2(ε32) . (5.16)

Escrevendo as parcelas 5.8 a 5.16 na forma tensorial tem-se:

∂[eee : eee]

∂εij
= 2


ε11 − εv ε12 ε13

ε21 ε22 − εv ε23

ε31 ε32 ε33 − εv

 = 2eee . (5.17)

Da definição de deformação equivalente, das equações 5.2 e 5.3, tem-se, para a

tração

ε̄v
t = tr+εεε =

1

2

(
trεεε+ |trεεε|

)
=


trεεε para trεεε > 0

0 para trεεε < 0

(5.18)
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e, para a compressão

ε̄v
c = tr−εεε =

1

2

(
trεεε− |trεεε|

)
=


0 para trεεε > 0

trεεε para trεεε < 0

. (5.19)

Assim, as derivadas
∂

∂εεε
[(tr+εεε)2] e

∂

∂εεε
[(tr−εεε)2] são dadas por:

∂

∂εεε

[
(tr+εεε)2

]
= 2tr+εεε

∂(tr+εεε)

∂εεε
(5.20)

e

∂

∂εεε

[
(tr−εεε)2

]
= 2tr−εεε

∂(tr−εεε)

∂εεε
, (5.21)

com

∂(tr+εεε)

∂εεε
=


∂(trεεε)

∂εεε
para trεεε > 0

0 para trεεε < 0

=


III para trεεε > 0

0 para trεεε < 0

(5.22)

e

∂(tr−εεε)

∂εεε
=


0 para trεεε > 0

∂(trεεε)

∂εεε
para trεεε < 0

=


0 para trεεε > 0

III para trεεε < 0

. (5.23)

As expressões 5.22 e 5.23 podem ser escritas matematicamente por

∂(tr+εεε)

∂εεε
= H(trεεε)III (5.24)

e

∂(tr−εεε)

∂εεε
= H(−trεεε)III , (5.25)

onde H() é a função de Heavyside (H(x) = 1 para x > 0 e H(x) = 0 para x < 0).

Usando os resultados de 5.17, 5.24 e 5.25, escreve-se 5.6 na forma

σij = 2µ0(1−Dd)eij +K0(1−Dv
t )H(trεεε)ε̄v

t δij +K0(1−Dv
c )H(−trεεε)ε̄v

cδij . (5.26)

Após a definição da relação total entre tensão e deformação, pode-se obter a

relação constitutiva secante, dada por

EEEs = 2µ
∂eee

∂εεε
+
[
K+[H(trεεε)]2 +K−[H(−trεεε)]2

]
I⊗ I , (5.27)
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onde

µ = µ0(1−Dd) ; (5.28)

K+ = µ0(1−Dv
t ) ; (5.29)

K− = µ0(1−Dv
c ) , (5.30)

como [H(x)]n = H(x) ∀ n, e

∂eee

∂εεε
=

∂

∂εεε

[
εij −

1

3
trεijδij

]
=

1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

= I� I− 1

3
I⊗ I , (5.31)

pode-se escrever 5.27 na forma

EEEs = 2µ
[
I� I− 1

3
I⊗ I

]
+
[
K+H(trεεε) +K−H(−trεεε)

]
I⊗ I , (5.32)

ou, na forma indicial,

Es
ijkl = 2µ

[1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

]
+
[
K+H(trεεε) +K−H(−trεεε)

]
δijδkl. (5.33)

5.2 Representação do Modelo Segundo a Estrutura Teórica
Unificada

Dados, a relação total entre tensão e deformação e o tensor de rigidez, pode-se,

a partir das funções de carregamento e das equações de dano, obter o gradiente da

evolução do carregamento (n̄nkl), o gradiente inelástico (m̄mij) e o módulo pós-cŕıtico

(H̄nm) generalizado, completando assim a formulação do modelo.

Admitindo as funções de carregamento

F v
t = tr+εεε− κv

+(Dv
t ) (5.34)

e

F v
c = tr−εεε− κv

−(Dv
c ) , (5.35)

onde κv
+(Dv

t ) e κv
−(Dv

c ) são as variáveis históricas.
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Pode-se definir o gradiente das funções de carregamento por

n̄nkl =
∂Fn
∂εkl

=

[
∂F v

t

∂εkl

∂F v
c

∂εkl
0

]
, (5.36)

onde

∂F v
t

∂εkl
=
∂tr+εεε

∂εkl
= H(trεεε)δkl =


H(trεεε) 0 0

0 H(trεεε) 0

0 0 H(trεεε)

 (5.37)

e

∂F v
c

∂εkl
=
∂tr−εεε

∂εkl
= H(−trεεε)δkl =


H(−trεεε) 0 0

0 H(−trεεε) 0

0 0 H(−trεεε)

 . (5.38)

Das funções de carregamento também são obtidas as componentes do tensor

pós-cŕıtico, dado por

H̄nm = −∂Fn
∂p̄m

=



−∂F
v
t

∂Dv
t

−∂F
v
c

∂Dv
t

−∂F
d

∂Dv
t

−∂F
v
c

∂Dv
t

−∂F
v
c

∂Dv
c

−∂F
v
c

∂Dd

−∂F
d

∂Dv
t

−∂F
d

∂Dv
c

−∂F
d

∂Dd


. (5.39)

Como, no modelo em questão, as funções são desacopladas, tem-se

H̄nm =


−∂F

v
t

∂Dv
t

0 0

0 −∂F
v
c

∂Dv
c

0

0 0 1

 =


∂κv

+(Dv
t )

∂Dv
t

0 0

0
∂κv
−(Dv

c )

∂Dv
c

0

0 0 1

 . (5.40)

Uma vez definidas as equações de evolução do dano, suas derivadas constituem

as componentes do tensor H̄−1
nm:

H̄−1
nm =


∂Dv

t (κv
+)

∂κv
+

0 0

0
∂Dv

c (κv
−)

∂κv
−

0

0 0 1

 =


∂Dv

t

∂tr+εεε
0 0

0
∂Dv

c

∂tr−εεε
0

0 0 1

 . (5.41)
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A evolução do dano é dada por uma expressão matemática, que é estabelecida

em função da medida de deformação e de parâmetros que definem os limites e a

intensidade da evolução da degradação, na forma

D(ε̄)? = f(ε̄?, κ
0
?, α?, β?) , (5.42)

sendo α? a maior degradação admisśıvel para o material, β? a intensidade de variação

de crescimento do dano e κ0
? a medida de deformação limite, que marca a passagem do

regime elástico para o inelástico. O śımbolo“ ? ”indica a caracteŕıstica representativa

da função: t e c representando efeitos de tração e compressão, respectivamente.

É válido ressaltar que as leis de evolução do dano são quaisquer relações mate-

máticas, desde que consistentes com as caracteŕısticas comportamentais do material.

Variações lineares, polinomiais e exponenciais, advindas de observações experimen-

tais, são as mais representativas e, portanto, amplamente usadas.

Por fim, deve-se definir o gradiente inelástico

m̄mij = M̄mijklεkl (5.43)

e

M̄mijkl =
∂Eijkl

∂D̄∗
M̄m∗ , (5.44)

com ∗ sendo a ordem do tensor de dano D̄∗. Para o dano representado na forma

tensorial, e com equações de evolução desacopladas, tem-se

D̄rs =


Dv

t 0 0

0 Dv
c 0

0 0 0

 . (5.45)

A direção de propagação do dano no modelo é dada pelo tensor M̄mrs que, neste

caso, é

M̄mrs =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 . (5.46)
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Derivando o tensor secante em relação ao dano tem-se

∂Eijkl
∂Dv

c

= −2µ0(1−Dv
t )
[1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

]
−K0H(trεεε)δijδkl (5.47)

e

∂Eijkl
∂Dv

t

= −2µ0(1−Dv
c )
[1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

]
−K0H(−trεεε)δijδkl . (5.48)

Nas derivadas acima adotou-se, como fez Ladevèze (1983), Dd = (1−Dv
t )(1−Dv

c ).

As equações 5.47 e 5.48 permitem montar o gradiente de degradação

m̄mij =
∂Eijkl

∂D̄rs

M̄mrsεkl =
[
m̄1ij m̄2ij 0

]
, (5.49)

sendo

m̄1ij = −2µ0(1−Dv
c )eij −K0H(trεεε)tr+εεεδij (5.50)

e

m̄2ij = −2µ0(1−Dv
t )eij −K0H(−trεεε)tr−εεεδij . (5.51)

O operador tangente pode ser escrito substituindo as equação 5.33, 5.36, 5.39 e

5.48 na equação 3.50.

5.3 Uma Variação do Modelo

Uma posśıvel variação do modelo de dano apresentado, assume que a variável que

controla o dano desviador é uma grandeza independente das demais. Desta forma,

tem-se uma medida direta da degradação associada à deformação desviadora. Neste

caso, o modelo é controlado por três variáveis de dano, com três funções de carre-

gamento independentes. Assim, dadas três funções de carregamento independentes

e desacopladas, pode-se derivar os gradientes necessários à montagem do operador

tangente. Assumindo,

F v
t = tr+εεε− κv

+(Dv
t ) ; (5.52)

F v
c = tr−εεε− κv

−(Dv
c ) ; (5.53)

F d = ε̃d − κd(Dd) , (5.54)
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onde κv
+(Dv

t ), κv
−(Dv

c ) e κd(Dd) são as variáveis históricas e ε̃d é a deformação equi-

valente que controla o dano desviador, dada por

ε̃d =
√
Jε =

√
1

2
eijeij , (5.55)

sendo Jε é o segundo invariante de deformações. Assim, o gradiente das funções de

carregamento é

n̄nkl =
∂Fn
∂εkl

=

[
∂F v

t

∂εkl

∂F v
c

∂εkl

∂F d

∂εkl

]
, (5.56)

com

∂F v
t

∂εkl
=

∂

∂εkl
tr+εεε = H(trεεε)δkl =


H(trεεε) 0 0

0 H(trεεε) 0

0 0 H(trεεε)

 , (5.57)

∂F v
c

∂εkl
=

∂

∂εkl
tr−εεε = H(−trεεε)δkl =


H(−trεεε) 0 0

0 H(−trεεε) 0

0 0 H(−trεεε)

 , (5.58)

∂F d

∂εkl
=
∂
√
Jε

∂εkl
=

1

2
[Jε]

−
1

2 ekl =
1

2
√
Jε


ε11 −

1

3
trεεε ε12 ε13

ε21 ε22 −
1

3
trεεε ε23

ε31 ε32 ε33 −
1

3
trεεε

 .

(5.59)

O tensor de dano é agora composto por três variáveis,

D̄rs =


Dv

t 0 0

0 Dv
c 0

0 0 Dd

 . (5.60)

Das funções de carregamento também são obtidas as componentes do tensor

pós-cŕıtico,

H̄nm = −∂Fn
∂p̄m

=


∂κv

+(Dv
t )

∂Dv
t

0 0

0
∂κv
−(Dv

c )

∂Dv
c

0

0 0
∂κd(Dd)

∂Dd

 , (5.61)
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cuja relação inversa é

H̄−1
nm =


∂Dv

t (κv
+)

∂κv
+

0 0

0
∂Dv

c (κv
−)

∂κv
−

0

0 0
∂Dd(κd)

∂κd

 =


∂Dv

t

∂tr+εεε
0 0

0
∂Dv

c

∂tr−εεε
0

0 0
∂Dd

∂
√
Jε

 .

(5.62)

Derivando a da relação secante em relação ao, dano tem-se

∂Eijkl
∂Dv

c

= −K0H(trεεε)δijδkl ; (5.63)

∂Eijkl
∂Dv

t

= −K0H(−trεεε)δijδkl ; (5.64)

∂Eijkl
∂Dd

= −2µ0

[
1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

]
, (5.65)

que permite montar o gradiente de degradação ,

m̄mij =
∂Eijkl

∂D̄rs

M̄mrsεkl =
[
m1ij m2ij m3ij

]
, (5.66)

sendo

m1ij = −K0H(trεεε)tr+εεεδij ; (5.67)

m2ij = −K0H(−trεεε)tr−εεεδij ; (5.68)

m3ij = −2µ0

[1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl

]
ekl ; (5.69)

M̄mrs =


1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

 . (5.70)

O operador tangente pode ser escrito substituindo as equação 5.33, 5.56, 5.61 e

5.66 na equação 3.50.



Caṕıtulo 6

Implementação Computacional

O INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) é um sistema com-

putacional desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Univer-

sidade Federal de Minas Gerais. O sistema é desenvolvido em JAVA, seguindo o

paradigma de Programação Orientada a Objetos (POO), aplicando todos os concei-

tos proporcionados pela metodologia, resultando em um código segmentado, con-

sequência direta de abstrações e generalizações oriundas de herança de classes e

polimorfismo conjugados à padrões de projetos de softwares adequados.

O INSANE é composto por aplicações gráficas interativas, para pré processa-

mento e pós processamento, e um núcleo numérico, contendo as implementações dos

modelos numéricos e as técnicas de soluções apropriadas. As implementações do

presente trabalho concentram-se, principalmente, no núcleo numérico, mais especi-

ficamente na segmentação relativa aos modelos constitutivos.

Neste caṕıtulo será apresentado o projeto orientado a objetos da implementação

realizada, posicionando-o no núcleo numérico e detalhando as classes que o compõe.

Para tanto serão apresentados diagramas UML (Unified Modelling Language), que

é uma linguagem padronizada para a modelagem de sistemas de software orientados

a objetos.
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Para melhor visualização das contribuições deste trabalho, as classes modificadas

durante o desenvolvimento são representadas em amarelo e as classes criadas em

verde, conforme ilustrado na figura 6.1.
Classe nova 2011/07/06

1 / 1

 pkg 

Classe não modificada Classe modificada Classe nova

Classe não modificada Classe modificada Classe nova

Figura 6.1: Notação UML usada na descrição do projeto de classes.

6.1 Organização do Núcleo Numérico

O núcleo numérico do INSANE é composto pelas interfaces Model, Assembler e

Solution, conforme ilustra a figura 6.2. Estas interfaces, respectivamente, compõem

as abstrações do modelo discreto adotado, a generalização do processo de montagem

do sistema matricial de equações e as técnicas de solução necessárias à obtenção dos

resultados da análise.

organicacaoNucleoNumerico 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

 pkg 

<<interface>>
Persistence

<<abstract class>>
Solution

<<interface>>
Assembler

java.util.Observer

<<interface>>
Observable

<<interface>>
Observable

<<interface>>
Model

Figura 6.2: Organização do núcleo numérico.

Além das classes que implementam as interfaces citadas, o núcleo é auxiliado

pela interface Pesistence responsável pelo tratamento dos dados não voláteis do

programa, ou seja, as classes que formam a hierarquia de Pesistence são responsá-

veis por coletar os dados de entrada oriundos de arquivos XML (eXtensible Markup
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Language) — uma técnica para criar dados estruturados baseados em um arquivo

texto — advindos, por exemplo, do pré processador, e pela geração de dados grava-

dos em disco, também sob a forma de arquivos XML, para a posterior leitura dos

resultados pelo pós processador.

A atual organização é fruto dos trabalhos de Almeida (2005), Fonseca (2006),

Fonseca (2008) e Fuina (2009). Embora não tenham atuação direta na organização

do núcleo numérico, outros trabalhos também colaboraram para a expansão dos

modelos que compõe o sistema (Germânio (2005), Saliba (2007), Ajeje (2009) e

Wolff (2010)). Maiores detalhes das implementações do sistema podem ser vistas

nestes trabalhos.

A organização do núcleo numérico, esquematizada na figura 6.2, foi descrita

primeiramente por Fonseca (2006) e é revista nesta seção.

A interface Assembler é a responsável por montar o sistema matricial de segunda

ordem com o qual é posśıvel representar diversos tipos de modelos discretos:

AAAẌ̈ẌX +BBBẊ̇ẊX +CCCXXX = DDD , (6.1)

onde XXX é o vetor de variáveis de estado do problema; Ẋ̇ẊX e Ẍ̈ẌX são os vetores com,

respectivamente, a primeira e a segunda variação das grandezas de estado; AAA, BBB e

CCC são matrizes e DDD é um vetor, que podem ou não depender da variável de estado

e suas derivadas.

A interface Solution desencadeia o processo de solução, possuindo os recursos

necessários para resolver este sistema matricial, seja o sistema linear ou não linear.

Model possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece para

Assembler todas as informações necessárias para montar a equação do modelo, que

será resolvida por Solution.

Tanto Model como Solution se comunicam com a interface Persistence, que

trata os dados de entrada e, principalmente, persiste os dados de sáıda para as

demais aplicações, sempre que observa alterações no estado do modelo discreto.
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Este processo de observação de alterações ocorre segundo um mecanismo de pro-

pagação de mudanças proporcionado pelo padrão de projeto Observer. Quando

um objeto dito observador (que implementa a interface java.util.observer) é

criado, ele é inscrito na lista de observadores dos objetos ditos observados (que

estendem a interface java.util.observable). Quando alguma mudança ocorre no

estado de um objeto observado, é disparado então o mecanismo de propagação de

mudanças, que se encarrega de notificar os objetos observadores para se atualiza-

rem. Isto garante a consistência e a comunicação entre o componente observador

(Persistence) e os componentes observados (Solution e Model).

Maiores detalhes das classes que constituem o núcleo numérico são apresentados

no apêndice F.

6.2 Análise Estática Fisicamente Não Linear

Na mecânica dos sólidos computacional, o sistema de equações 6.1, para o caso

de uma análise estática, se reduz a

CCC ·XXX = DDD (6.2)

sendo CCC a matriz de rigidez global, XXX o vetor de deslocamentos nodais, DDD o vetor de

forças nodais do modelo. Se a análise é fisicamente não linear, a matriz CCC depende

dos deslocamentos XXX. Neste caso, as ráızes das equações 6.2 são obtidas por meio

de um processo processo incremental iterativo segundo o qual o sistema de equações

6.2 é reescrito na forma

KKKt · δUUU = δλ ·PPP +QQQ (6.3)

onde KKKt, é a matriz de rigidez tangente, δUUU é o vetor de deslocamentos incrementais,

δλ é um incremento do fator de carga, PPP é o vetor de cargas de referência e QQQ é

o vetor de cargas residuais do modelo. QQQ é obtido pela diferença entre o vetor de

cargas externas e o vetor de forças equivalentes às tensões internas FiFiFi.

Utilizando-se o Método dos Elementos Finitos, a matriz KKKt e o vetor FiFiFi são

montados a partir da contribuição de cada elemento finito. Tal processo se baseia
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em duas operações fundamentais:

kkket =

∫
Ve

BBBTEEEtBBBdVe , (6.4)

e

FFF e
i =

∫
Ve

BBBTσσσdVe (6.5)

sendo FFF e
i o vetor de cargas nodais equivalentes ao estado de tensão corrente de cada

elemento, σσσ as tensões no elemento finito, kkket a rigidez tangente, BBB a matriz das

relações deformação-deslocamento, EEEt a matriz constitutiva tangente e V o volume

do elemento.

No INSANE, o processo incremental iterativo acima descrito é implementado no

método execute() da classe StaticEquilibriumPath, derivada da classe Soluiton

(Figura 6.3).
SolutionUML_0 2011/09/12

1 / 1

solutionpkg 

Solution

EquilibriumPath

StaticEquilibriumPath

+ execute() : void

<<interface>>
Step

+ execute() : void

StandardNewtonRaphson

+ execute() : void

ModifiedNewtonRaphson

Figura 6.3: Classes da solução com a implementação do método de Newton-Rapshon.

Conforme mostra a figura 6.3, por meio do mecanismo de composição, a classe

StaticEquilibriumPath é auxiliada pela classe Step, cujas classes derivadas Stan-

dardNewtonRapshon e ModifiedNewtonRapshon implementam o método execute(),

contendo, respectivamente, as versões padrão e modificada do método de Newton-

Rapshon.

Na figura 6.4 tem-se a sequência de atividades implementada no método exe-

cute() da classe StandardNewtonRapshon. O processo de solução segue o algoritmo

apresentado na figura C.5 do apêndice C.
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No ińıcio do algoritmo deve-se montar a matriz de rigidez incremental. Portanto,

é requisitado à classe Assembler, pelo método getIncrementalCuu(), a referida ma-

triz (Figura 6.4). O método getIncrementalCuu(), que por sua vez, evoca o método

getIncrementalC() de cada elemento finito do modelo (Figura 6.5). A classe Element

é auxiliada pela classe ProblemDriver, responsável por montar a rigidez de um ele-

mento, de acordo com a natureza do problema (Figura 6.6).
Activity1 - Solution: getIncrementalCuu() 2011/09/12

1 / 1

Activity1 - Solution: getIncrementalCuu()act 

AssemblerStaticEquilibriumPath

 : StandardNewtonRaphson execute()

 : FemAssembler

getIncrementalCuu()

inicialização dos vetores

cálculo dos vetores de cargas 
incrementais e constantes

início do processo iterativo

O método "execute()"  implementa o 
algoritmo genérico do método de 
solução de Newton-Raphson 
mostrado no apêndice C.

A partida do método começa com a   
inicialização dos vetores de cargas 
de referência e cargas residuais

O processo iterativo inicia-se 
com a obtenção da matriz de 
rigidez incremental do modelo 
na classe  Assembler

...

Figura 6.4: Ińıcio do processo de execução do método de Newton-Rapshon.

Activity1 - FemAssembler: getIncrementalCuu() 2011/11/17

1 / 1

ElementFemAssembler

getIncrementalCuu()

 : FemAssembler

ProblemDriver

 : SolidMech

 : Parametric

getIncrementalC(Element e)

getIncrementalC()

act Activity1 - FemAssembler: getIncrementalCuu()

 : PhysicallyNonLinear

o método percorre a 
lista de elementos para 
montar a rigidez global 
com a contribuição de 
cada elemento

Os elementos recorrem à classe ProblemDriver para 
informar à classe Assembler a sua matriz de rigidez

O ProblemDriver é responsável por 
montar as matrizes necessárias ao 
sistema de equações a ser solucionados 
conforme o problema que é 
representado, no caso, um problema de 
Mecânica dos Sólidos fisicamente não 
linear. O método monta matriz 

de rigidez de um 
elemento solucinoando 
a integral

...

Figura 6.5: Obtenção da rigidez incremental.
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Observa-se, na figura 6.6, a indicação do processo para integração numérica da

rigidez dado na equação 6.4. Neste processo, a matriz constitutiva é obtida em cada

entidade do tipo degeneração do elemento finito. A degeneração contém informa-

ções das propriedades geométricas do ponto de integração, do material, do modelo

de análise e do modelo constitutivo. A degeneração também contém dois mapas,

um com as variáveis constitutivas correntes, tais como as deformações, tensões e

as variáveis de dano, e outro com as variáveis constitutivas históricas. Estes mapas

guardam dados fundamentais para a análise fisicamente não linear. Assim, para ava-

liação do tensor constitutivo tangente de cada degeneração, esse mapas são passados

como parâmetros do método mountCt(), da classe “ConstitutiveModel” conforme

mostra a figura 6.7.
Activity1 - ProblemDriver: getIncrementalCuu() 2011/11/17

1 / 1

Activity1 - ProblemDriver: getIncrementalCuu()act 

Element ProblemDriver

getIncrementalC(Element e)

getIncrementalC()

Integração Numérica

Retorna a rigidez do elementoRetorna a rigidez do elemento

 : PhysicallyNonLinear

Retorna a rigidez 
ao Assembler

Element recorre ao 
ProblemDriver para o 
cálculo da rigidez 
pertinente ao problema

Figura 6.6: Integração da rigidez tangente de um elemento.

Activity1 - Degeneration: getIncrementalCuu() 2011/09/12

1 / 1

Activity1 - Degeneration: getIncrementalCuu()act 

ConstitutiveModelDegenerationProblemDriver

getIncrementalC(Element e)

Integração Numérica

 : PhysicallyNonLinear

mountCt() mountCt(AnalysisModel,Material,cv,pv)

A degeneração acessa o modelo 
constitutivo para obter a matriz 
constitutiva tangente.

O modelo constitutivo necessita  
de informações do modelo de 
análise, do material e das 
variáveis constitutivas

Figura 6.7: Obtenção da matriz constitutiva tangente para a integração da rigidez in-
cremental.
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Nas figuras 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7 tem-se a sequência de atividades da solução na

obtenção da matriz de rigidez incremental.

Seguindo no algoritmo da solução (Figura C.5 do apêndice C), com a matriz de ri-

gidez incremental, pode-se calcular os deslocamentos devidos às cargas incrementais

e às cargas residuais (Figura 6.8).

Em seguida, (Figura 6.8), com os deslocamentos obtidos, é calculado o fator de

carga e as variáveis do processo de solução (fator de carga total, cargas incrementais,

cargas residuais, e deslocamento nodais) são atualizadas. Com as variáveis atuali-

zadas, pode-se verificar a convergência do processo iterativo a partir da condição de

equiĺıbrio entre as forças internas e externas.
Activity2 -Solution: getF() 2011/11/20

1 / 1

Activity2 -Solution: getF()act 

ProblemDriverElementAssemblerSolution

execute()

getIncrementalCuu()

inicialização dos vetores

cálculo dos vetores de cargas 
incrementais e constantes

getIncrementalC() getIncrementalC(Element e)

Retorna a rigidez do elementoRetorna a rigidez do elementoRetorna a rigidez do elemento

início do processo iterativo

Cálculo dos deslocamentos devido 
às cargas incrementais e às cargas 
residuais

Cálculo do fator de carga

Atualização das variáveis da solução

Cálculo das forças inernas: 
método getFp() de 
Assembler

getFp() getF() getF(Element e)

O Assembler monta o vetor das forças devido 
aos esforços internos percorre os elementos do 
modelo obtendo assim a contribuição de cada 
um. O elemento delega ao ProblemDriver a função 

da montagem do vetor de forças internas.

Figura 6.8: Atividades de obtenção do vetor de forças internas.

A figura 6.8 também mostra as atividades realizadas para o cálculo das forças

equivalentes às tensões internas. O procedimento é semelhante ao acima descrito,
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para a obtenção da matriz de rigidez tangente. Para integração numérica da equação

6.1, o estado de tensão corrente é obtido em cada degeneração. Para tanto, os mapas,

com as variáveis históricas, são passadas como parâmetros do método mountDua-

lInternalVariableVector() da classe “ConstitutiveModel”, conforme mostra a figura

6.9.
Activity2-Degeneration: getF() 2011/11/17

1 / 1

Activity2-Degeneration: getF()act 

ConstitutiveModelDegeneration

mountDualInternalVariableVector(IVector v) mountDualInternalVariableVector(IVector v, AnalysisModel am, Material mat, cv, pv)

As degenerações, com por intermédio de sua 
representação, fornecem ao modelo 
constitutivo informações do modelo de 
análise, material e variáveis constitutivas para 
o cálculo de vetor de tensões

O modelo constitutivo recebe os dados 
necessários ao cálculo das tensões em cada 
ponto de integração: um vetor (v) com as 
deformações do ponto de integração, o modelo de 
análise (am), os dados do material (mat), as 
variáveis constitutivas (cv) e as variáveis históricas 
(pv).

Figura 6.9: Cálculo das tensões: relação entre degeneração e modelo constitutivo.

6.3 Implementação da Estrutura Teórica Unificada

As vantagens de um projeto orientado a objetos como o acima descrito são mui-

tas. Entidades como função de forma, elemento finito, ponto de integração, modelo

de análise e modelo constitutivo, embora dependentes entre si, podem ser tratadas

de forma geral.

O elemento finito é uma entidade abstrata que, por meio do mecanismo de com-

posição, se auxilia: (1) da classe Shape, para representar diversas funções de aproxi-

mação — unidimensionais de 2, 3 e 4 nós, quadrilaterais de 4, 8 e 9 nós, triangulares

de 3, 6 e 10 nós, hexaédricos de 8, e 20 nós, tetraédricos de 4 e 10 nós; (2) da

classe AnalysisModel, para representar modelos de análise diversos — treliça plana

e espacial, viga, grelha, pórtico plano e espacial, estado plano de tensão, de defor-

mação e axissimétrico, placa e casca de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin, sólido; (3)

da classe Degeneration, para representar os pontos internos dos elementos, onde se

avaliam as tensões, e os diversos casos de degeneração da geometria — degeneração
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da seção transversal em modelos unidimensionais, e da espessura em modelos pla-

nos; (4) da classe ProblemDriver, para representar os diversos tipos de problemas

e suas formulações — formulação paramétrica de elementos finitos para mecânica

dos sólidos, transferência de calor, problemas de campo, dentre outros; (5) da classe

ConstitutiveModel, para representar diferentes modelos constitutivos em proble-

mas fisicamente não lineares.

A classe ConstitutiveModel é especialmente importante para a implementação

da estrutura teórica unificada proposta neste trabalho. Esta encapsula as atividades

do modelo constitutivo, ou seja, uma vez que as informações dos elementos, formato

da integração, dados dos pontos materiais, propriedades f́ısicas do meio e do tipo

de análise são passadas para o modelo constitutivo, este pode realizar todas as

operações necessárias para o cálculo do operador tangente e das forças internas, sem

se remeter diretamente aos elementos finitos, aos pontos de integração e nem mesmo

ao modelo discreto, seja este do MEF (Método dos Elementos Finitos), ou outras

abordagens tais como o MEFG (Método dos Elementos Finitos Generalizado), MEC

(Método dos Elementos de Contorno) ou MSM (Métodos Sem Malha).

A independência do modelo constitutivo pode ser vista nos diagramas das fi-

guras 6.7 e 6.9. Estes diagramas destacam as duas principais atividades da classe

ConstitutiveModel: cálculo da matriz constitutiva tangente (método mountCt()

na figura 6.7) e do vetor de tensões (método mountDualInternalVariableVector() na

figura 6.9) em um ponto interno. Nos dois casos, os dados da degeneração são pas-

sados para o modelo constitutivo, que é responsável por calcular as grandezas no

respectivo ponto de integração (representados pela degeneração).

As figuras 6.7 e 6.9 também mostram que os principais métodos do algoritmo de

solução da análise não linear tem seu ponto final no modelo constitutivo. As instân-

cias polimórficas, bem como os mapas, propiciaram a generalização do modelo cons-

titutivo e, portanto, a implementação da estrutura teórica unificada se beneficiou

desta organização. A referida implementação alterou as classes ConstitutiveModel,
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Material, Degeneration, AnalysisModel e ConstitutivePointModel.

A classe abstrata ConstitutiveModel contém métodos capazes de generalizar

as atribuições e funcionalidades dos modelos constitutivos do sistema.

As implementações realizadas neste trabalho mudam a forma de funcionamento

do modelo constitutivo no contexto das implementações computacionais. Até então,

cada modelo era implementado em uma classe herdeira direta de ConstitutiveModel

e as atribuições de generalização eram limitadas ao próprio modelo constitutivo, que

delegava ao modelo de análise as definições dos tensores de rigidez, ou flexibilidade,

fazendo com que o modelo de análise tivesse que ser adaptado para cada novo mo-

delo constitutivo inserido no sistema, tornando custosa a implementação de novos

modelos devido à constante expansão, ou adaptação, dos tipo de análise.

Como apresentado nos caṕıtulos 3 e 4, o modelo constitutivo passa a ser formado

por funções potenciais e seus respectivos gradientes, que resultam em um conjunto

de operações tensoriais capazes de lidar com os tensores secante, os operadores tan-

gentes, os gradientes das funções e as condições de carregamento e descarregamento.

Assim, as operações da estrutura teórica unificada e as particularidades de cada mo-

delo são atribúıdas a um conjunto de classes, criadas com o propósito de responder

pelas parcelas que compõem as operações comuns e generalizar o uso do modelo

de análise, evitando sua constante refatoração. Este conjunto de classes foram de-

nominadas de “Filters”. As implementações são tais que cada “Filter” contém as

informações do respectivo modelo constitutivo que ele quer representar e as hipó-

teses do modelo de análise. Cada “Filter” trata o modelo constitutivo no formato

tensorial, de modo que o modelo de análise forneça as componentes de cada ten-

sor (de rigidez, de flexibilidade, de tensão e de deformação) necessárias para sua

montagem.

A figura 6.10 apresenta a nova herança de classes de ConstitutiveModel (a he-

rança completa pode ser vista no apêndice F). Observa-se que a classe abstrata para
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o modelo constitutivo geral, UnifiedConstitutiveModel, apresenta duas especiali-

zações: as classes UCMSingleLoadingFunction e UCMMultipleLoadingFunction.

Estas especializações que especificam as formulações com uma função de carre-

gamento (UCMSingleLoadingFunction) e com múltiplas funções de carregamento

(UCMMultipleLoadingFunction), foram adotadas visando melhor organização do

código e melhor desempenho.
constitutiveModelUML 2011/07/06

1 / 1

constitutiveModelpkg 

ConstitutiveModel

CrackingConstModel

ElastoPlasticConstModel

LinearElasticConstModel MicroplaneConstModel

OnePointConstModelPolarVonMisesConstModel

ScalarDamageConstitutiveModel

SmearedCrackingConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModel

- filter

UnifiedConstitutiveModelFilter

UCMMultipleLoadingFunctionUCMSingleLoadingFunction

Figura 6.10: Hierarquia de classes de ConstitutiveModel.

A figura 6.10 também mostra que a classe UnifiedConstitutiveModel possui

uma instância de UnifiedConstitutiveModelFilter, a superclasse do conjunto de

classes que formam a camada “Filter”. A figura 6.11 mostra a herança de Unifi-

edConstitutiveModelFilter com todas as classes para os modelos constitutivos

implementados, a saber:
constitutiveModelFilterUML 2011/11/17

1 / 1

filterpkg 

UnifiedConstitutiveModelFilter

ConstitutiveModelFilter

ElastoPlasticConstitutiveModelFilter

IsotropicConstitutiveModelFilter

MLFConstitutiveModelFilter

OrthotropicConstitutiveModelFilter

SLFConstitutiveModelFilter

MLFOCMFixedSCAxisymmetricFilter

MLFOCMFixedSCPlaneStrainFilter

MLFOCMFixedSCPlaneStressFilter

MLFOCMFixedSCSolidFilter

MLFOCMKirchhoffPlateFilter MLFOCMReissnerMindlinPlateFilter

MLFOCMRotationalSCPlaneStressFilter

SLFOCMSODamageDeBorstFilter

SLFOCMSpaceFrameFilter

SLFEPCMVonMises

MLFOCMRotationalSCSolidFilter MLFOCMRotationalSCPlaneStrain

MLFOCMRotationalSCAxisymmetricFilter

SLFICMDeVree SLFICMJu

SLFICMKirchhoffPlate SLFICMLemaitreChaboche

SLFICMMazars SLFICMMazarsLemaitre

SLFICMReissnerMindlinPlate

SLFICMSIDamageMazars

SLFICMSimoJu

MLFICMVolumetricDamageModelFilter MLFICMVolumetricDeviatoricDamageModelFilter

MLFICMVolumetricDamageKirchhoffPlateFilter

Figura 6.11: Hierarquia de classes de ConstitutiveModelFilter.
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O modelo constitutivo realiza todas as operações pertinentes à solução do modelo,

delegando as especificidades de cada um aos respectivos “Filters”. Desta forma, ope-

rações mais genéricas, como a obtenção do tensor de rigidez elástico (mountC(...)),

obtenção do tensor de rigidez secante (mountCs(...)) e atualização das variáveis

constitutivas (update(...)) podem ser tratadas em classes mais gerais da herança. A

figura 6.12 apresenta as atividades mais gerais do modelo constitutivo unificado.

Além dos métodos mencionados tem-se o cálculo das tensões pelo método mount-

DualInternalVariable(...) e do operador tangente pelo método mountCt(...). As ten-

sões são obtidas pelo produto entre o tensor de rigidez e o de deformações ou proveni-

entes de um algoritmo de retorno. O operador tangente é obtido pela equação geral

3.50. Estas atividades são implementadas em classes especializadas conforme mostra

a figura 6.13. Para realizar estas atividades, as superclasses de ConstitutiveModel

solicitam ao respectivo “Filter” que forneça as parcelas que compõem as operações

gerais da estrutura teórica unificada, apresentadas no caṕıtulo 3.
UnifiedConst.Model 2011/09/12

1 / 1

UnifiedConst.Modelact 

FilterConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModel UnifiedConstitutiveModelFilter

mountC(...)

mountCs(...)

update()

getElasticTensor(...)

getSecantTensor(...)

update()

A montagem dos tensores elásticos (mountC(...)) 
e secantes (mountCs(...)) são delegados aos 
"Filters".  

Cada "Filter" apresenta 
a implementação 
particular de cada 
modelo constitutivo

Figura 6.12: Modelo constitutivo unificado: obtenção dos tensores de rigidez elástico e
secante e atualização das variáveis.
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UCM Single/Multiple Const. Model 2011/09/12

1 / 1

UCM Single/Multiple Const. Modelact 

FilterConstitutiveModel

UCMSingleLoadingFunctionModel

UCMMultipleLoadingFunctionModel

UnifiedConstitutiveModel UnifiedConstitutiveModelFilter

mountCt(...)

mountDualInternalVariableVector(...)

métodos necessários 
ao cálculo do operador 
tangente e ao cálculo 
das tensões

Figura 6.13: Modelo constitutivo unificado: obtenção do operador tangente e cálculo
das tensões.

Para descrever a interação entre o modelo constitutivo e o respectivo “Filter”

são apresentados os diagramas de atividades (Figuras 6.14 e 6.15) do processo de

obtenção do operador tangente e do cálculo das tensões, para o modelo constitutivo

de dano volumétrico.

O cálculo do operador tangente é baseado na equação 3.50, repetida a seguir:

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl . (6.6)

Na sequência de atividades, mostrada na figura 6.14, observa-se a solicitação ao

“Filter” correspondente das parcelas do tensor secante (Eijkl), do tensor pós-cŕıtico

(H̄nm), do tensor dos gradientes das funções de carregamento (n̄nkl) e do tensor de

degradação (m̄mij).

A figura 6.15 mostra a sequência de chamadas realizadas pelo modelo constitu-

tivo para o cálculo das tensões. Para tanto, tem-se a chamada do método update-

ConstitutivesVariables(...), que atualiza as variáveis constitutivas para o estado de

deformações corrente, para, em seguida, calcular as tensões.
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op Tangente Const Model x Filter 2011/11/17

1 / 1

op Tangente Const Model x Filteract 

UnifiedConstitutiveModelFilterConstitutiveModel

UCMMultipleLoadingFunctionModel

mountCt(...)

MLFICMVolumetricDamageModelFilter

getSecantTensor(...)

getLoadingFunctionPotential(...)

getInelasticPotential(...)

getHardeningSofteningPotential(...)

O modelo constitutivo 
delega ao "Filter" as 
funções de montagem 
dos tensores para o 
cálculo do operador 
tangente

Os termos tensoriais necessários ao 
cálculo do operador tangente são 
implementados nos "Filters" especificando 
as características próprias de cada 
modelo constitutivo

Figura 6.14: Modelo constitutivo unificado: obtenção operador tangente.

Stress Const Model x Filter 2012/05/17

1 / 1

Stress Const Model x Filteract 

UnifiedConstitutiveModelFilterConstitutiveModel

UCMMultipleLoadingFunctionModel MLFICMVolumetricDamageModelFilter

mountDualInternalVariableVector(...)

getSecantTensor(...)

updateConstitutivesVariables(...)

O método realiza todas as operações 
necessárias ao modelo constitutivo, como, por 
exemplo, o cálculo do estado de degradação do 
material, a atualização as variáveis históricas e a 
avaliação das condições de carregamento e 
descarregamento para o estado de deformação 
ou tensão corrente.

O cálculo das tensões pode ser por um 
algoritmo de retorno ou por uma 
operação prescrita

Figura 6.15: Modelo constitutivo unificado: cálculo das tensões.

6.3.1 Classe Material

A figura 6.16 mostra o diagrama de classes de Material e suas sub classes, para

os materiais implementados.
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materialUML 2012/04/15

1 / 1

materialpkg 

Material

Concrete

DeVreeMaterial

ElastoPlasticMaterial

FractureMechanicsBasedMaterials

JuMaterialLemaitreChabocheMaterial

LinearMaterial

MazarsLemaitreMaterial

MazarsMaterial

SimoJuMaterial

Steel

VolumetricMaterial

Damageable

ConcreteCarreira

ConcreteEC2

ConcreteIzzudin2002ConcreteNB1

ConcreteSun1993

BilinearPlasticIsotropic LinearPlasticIsotropic

VonMises

FMBMBilinear

FMBMBilinearCarreiraFMBMBilinearIngraffea

FMBMCarreira

FMBMCarreiraBilinear

FMBMCarreiraIngraffea FMBMStandardTrilinear

FMBMTrilinear

Figura 6.16: Hierarquia de classes de Material.

A classe abstrata Material possui os métodos necessários para descrever as pro-

priedades dos diferentes materiais, sejam elas propriedades secantes ou tangentes.

Os diferentes materiais são representados por subclasses herdeiras de Material que

têm como atributos seu identificador e um mapa contendo os valores necessários

para caracterizar material (módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, coefici-

ente térmico etc).

Cada modelo constitutivo está associado a um tipo de material adequado. Por

exemplo, o modelo de fissuração distribúıda está associado aos materiais do tipo

FractureMechanicsBasedMaterials. A interface Damageable foi criada para per-

mitir que os materiais cuja degradação é baseada em leis tensão-deformação, também

sejam capazes de computar esta degradação em termos de variáveis de dano.

Os materiais cuja degradação é descrita por leis de evolução de dano possuem

uma ou mais instâncias da classe DamageLaw, que possui a forma da função de dano.

A figura 6.17 mostra a associação de DamageLaw e sua herança com as respectivas

classes especializadas de Material.
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Figura 6.17: Hierarquia de classes de DamageLaw.

As instâncias de DamageLaw podem assumir diversas formas para a evolução de

dano, conforme indicam as subclasses. A implementação das funções de evolução é

ilimitada e deve se manter independente do material, pois assim poderão ser aplica-

das aos diversos modelos constitutivos.

6.3.2 Classe Degeneration

A classe Degeneration representa a degeneração na geometria do elemento. As

degenerações são compostas por uma lista de pontos materiais e são representa-

das por objetos do tipo Representation. O diagrama da figura 6.18 apresenta a

herança da classe abstrata Degeneration e a associação entre a degeneração, sua

representação e seus pontos materiais.

As classes para degenerações foram alteradas com duas finalidades. A primeira

foi permitir a persistência de dados de grandezas internas dos modelos constitutivos

como tensão, deformação e variáveis de dano. A segunda alteração compreendeu

apenas as degenerações do tipo CrossSection e Thickness. Estes tipos de degene-

rações, respectivamente, são usadas para representar uma seção transversal genérica,

composta por um conjunto de pontos materiais, e um espessura formada por múlti-

plas camadas.



145

degeneracaoUML 2011/07/06

1 / 1

degenerationpkg 

Degeneration

Representation

ArrayList<MaterialPoint>

CrossSection MicroplaneDegenerationPrescribedDegeneration Solid Thickness

MicroplaneConstModel

MicroplanePoint

MicroplaneDegenerationLeukart

MicroplaneDegenerationMicropolar

MicroplaneDegenerationMicrostretch

MicroplaneDegenerationOzbolt

XFEMPrescribedDegeneration

Figura 6.18: Hierarquia de classes de Degeneration.

Na figura 6.19 mostra-se a classe MaterialPoint. A classe MaterialPoint

representa um ponto no meio material e que tem como propriedades um objeto

IPoint3d, que o representa como um ponto no espaço, um objeto IVolume, que

representa sua propriedade geométrica discreta, um objeto Material, um objeto

ContinuousPointModel e um objeto ConstitutiveModel. Possui ainda duas ma-

pas que armazenam variáveis dependentes do seu modelo constitutivo.
materialPointUML 2011/09/12

1 / 1

materialPointpkg 

MaterialPoint

IVolume

ContinuousPointModelMaterial

ConstitutiveModel

MicroplaneMaterialPoint

IPoint3d

Figura 6.19: Hierarquia de classes de MaterialPoint.

6.3.3 Classe AnalysisModel

AnalysisModel é a super classe que representa os tipos de análise implementadas

no INSANE. As subclasses de AnalysisModel, que foram alteradas, podem ser

vistas na figura 6.20.
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AnalysisModel

LinePlaneSolid

Line_1D Line_2D Line_3DAxisymmetric PlaneStrain PlaneStress

Figura 6.20: Hierarquia de classes de AnalysisModel.

A classe abstrata AnalysisModel possui métodos para fornecer informações, de-

pendentes do modelo de análise, necessárias ao modelo. As classes da herança re-

presentam os diversos modelos de análise e respondem, de forma especializada, por

informações como: número de graus de liberdade, variáveis de estado e variáveis

internas de cada modelo (deformações e tensões).

As classes foram alteradas de modo a generalizar os modelos de análise e tornar

a implementação dos modelos constitutivos independentes, permitindo a criação de

novos modelos constitutivos sem a necessidade de refatorar os modelos de análise.

Os modelos constitutivos foram implementados na forma tensorial, portanto, foram

criados métodos nos modelos de análise capazes de representar matricialmente os

tensores de rigidez e flexibilidade.

Da mesma forma que a classe AnalysisModel responde por proriedades da dege-

neração, a classe ContinuousPointModel responde por propriedades dos pontos ma-

teriais que compõem um degeneração. Assim, a classe abstrata ContinuousPointMo-

del pode ser entendida como um modelo de análise aplicado ao ponto material. As

classes que implementam ContinuousPointModel (Figura 6.21) são responsáveis

por informar os tensores necessários aos modelos constitutivos, quando a estrutura

teóricas unificada é aplicada a cada ponto material.
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ContinuousPointModel

EulerPoint KirchhoffPlatePoint ReissnerMindlinPlatePointTimoPoint

Figura 6.21: Hierarquia de classes de ContinuousPointModel.

Observa-se que para a análise fisicamente não linear com elementos de pórtico

espacial segundo as teorias de Euler e Timoshenko, adotando a técnica de decompo-

sição da seção transversal, e com elementos de placas segundo as teorias de Kirchhoff

e Reissner-Mindlin, com decomposição da espessura em camadas, foi necessário al-

terar o tratamento do ponto material, visando uma abordagem tensorial das tensões

e deformações.



Caṕıtulo 7

Exemplos de Aplicação dos Modelos
Implementados

Neste caṕıtulo são apresentados exemplos de aplicação dos diversos modelos cons-

titutivos implementados, visando ilustrar cada modelo e ressaltar as caracteŕısticas

individuais de cada um.

Os vários modelos de análise são ilustrados em exemplos básicos, visando mos-

trar as diversas aplicações posśıveis, destacando-se o uso dos modelos constitutivos,

tanto no âmbito das degenerações quanto no âmbito dos pontos materiais que as

representam. As várias propostas de leis de evolução do dano estão apresentadas de

modo a expor as diferenças entre cada uma e seus reflexos diretos no comportamento

do material e na resposta do modelo.

Os parâmetros de cada modelo constitutivo adotados, quando não explicitados

na referência original, foram obtidos por meio de ajustes baseados em simulações

numéricas dos ensaios de tração e compressão uniaxiais, como exemplificado no

apêndice G.
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7.1 Modelos Constitutivos Implementados

Os modelos constitutivos implementados são agora apresentados em um exem-

plo de tração axial modelada com elementos finitos planos. Este exemplo permite

ilustrar todos os modelos implementados, pois, devido à simplicidade dos estados de

tensão e deformação envolvidos, todos eles produzem respostas equivalentes.

A configuração geométrica, as condições de contorno e a discretização utilizada

(16 elementos planos quadrilaterais de 4 nós) para uma chapa em estado plano de

tensão, estão ilustradas na figura 7.1.

Figura 7.1: Modelos de tração direta.

Empregaram-se parâmetros do material e funções de dano pertinentes a cada

modelo constitutivo. Em comum, o módulo de elasticidade de 20000, 0 MPa e

o coeficiente de Poisson de 0, 2. Os parâmetros de cada modelo constitutivo são

listados abaixo:

Modelo de Dano Volumétrico: Tração - α = 0, 999; β = 1950, 0; κ0 = 0, 000095;

Compressão - α = 0, 999; β = 500, 0; κ0 = 0, 00065; Função de dano exponencial

dada pela equação E.8.

Modelo de Fissuração Distribúıda: fc = 20, 0 MPa; ft = 2, 0 MPa; εc = 0, 002;

Gf = 0, 00002 MN/m; h = 0, 05 m; βr = 0, 05; Leis tensão-deformação de Carreira

e Chu (1985) na compressão (equação E.2) e Boone et al. (1986) na tração (equação

E.1).

Modelo de Dano Ortotrópico, de Borst e Gutiérrez (1999): α = 0, 85;

β = 5000, 0; κ0 = 0, 0001; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.
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Plasticidade com Critério de von Mises: H = −2000, 0 MPa; σy = 2, 0 MPa.

Lei de “softening” linear.

Modelo de Dano de Mazars (1984): αt = 0, 95; βt = 10000, 0; αc = 1, 0;

βc = 3000, 0; κ0 = 0, 0001; Função de dano exponencial dada pela equação E.10.

Modelo de Dano Isotrópico de Mazars (1984) Simplificado: α = 0, 999;

β = 1789, 0; κ0 = 0, 0001; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Modelo de Dano Isotrópico de Mazars e Lemaitre (1984): α = 0, 999;

β = 2000, 0; κ0 = 0, 000104; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Modelo de Dano Isotrópico de Lemaitre e Chaboche (1990): α = 0, 999;

β = 2000, 0; κ0 = 0, 000104; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Modelo de Dano Isotrópico de Simo e Ju (1987): α = 0, 999; β = 15, 0;

κ0 = 0, 0145; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Modelo de Dano Isotrópico de Ju (1989): α = 0, 999; β = 15, 0; κ0 = 0, 00011;

Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Modelo de Dano Isotrópico de de Vree et al. (1995): α = 0, 999; β = 2550, 0;

κ0 = 0, 000135; Função de dano exponencial dada pela equação E.8.

Os dados apresentados para as funções de dano variam em cada modelo, sendo

válido ressaltar que, mesmo com leis de evolução de dano semelhantes, as diferen-

ças entre os modelos constitutivos impossibilita a correspondência exata entre os

parâmetros adotados.

Para solução das equações não lineares foi adotado o método de controle direto

de deslocamento, com incremento de 0, 000005 m do deslocamento horizontal na

extremidade carregada da chapa e tolerância de 1×10−4, absoluto em deslocamento

e/ou em força.

As trajetórias de equiĺıbrio foram obtidas e, para cada modelo, as curvas “Fator

de carga × Deslocamento Horizontal” da extremidade da chapa estão apresentadas

nas figuras 7.2 e 7.3. Nas figuras 7.4, 7.5, 7.6 e 7.7 tem-se a variação do “Dano ×

Deformação Axial” e da “Integridade × Deformação Axial” ao longo da análise.



151

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "softening" 

critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez,1999

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a

(a)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "softening" 

critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez,1999

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a

(b)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "softening" 

critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez (1999)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
(c)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "Softening" 

Critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez (1999)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a

(d)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "softening" 

critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez,1999

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a

(e)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Fissuração Distribuída

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Plasticidade com "softening" 

critério de von Mises

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Ortotrópico

de Borst e Gutierrez,1999

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a
F

at
o
r 

d
e 

ca
rg

a

(f)

Figura 7.2: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento horizontal da ex-
tremidade.



152

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(g)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(h)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(i)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(j)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(l)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico 

Ju (1989)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

Simplificado

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano de Mazars (1984)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Isotrópico

de Vree et al. (1995)

0

0,45

0,9

1,35

1,8

2,25

0 0,00045 0,0009 0,00135 0,0018

F
at

o
r 

d
e 

ca
rg

a

Deslocamento horizontal da extremidade (m)

Dano Volumétrico

Fiss. Distribuída

de Borst e Gutierrez (1999)

Plasticidade von Mises

Mazars e Lemaitre (1984)

Lemaitre e Chaboche (1990)

Simo e Ju (1987)

Ju (1989)

Mazars (1984)

Mazars (1984) Simpl.

de Vree et al. 1995

(m)

Figura 7.3: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento horizontal da ex-
tremidade.
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Figura 7.4: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Integri-
dade × Deformação axial (εx)



154

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(f)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(g)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(h)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(i)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(j)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico 

Mazars e Lemaitre (1984)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Lemaitre e Chaboche (1990)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

D
an

o

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

0

0,25

0,5

0,75

1

0 0,00025 0,0005 0,00075 0,001

In
te

g
ri

d
ad

e

Deformação

Dano Isotrópico

Simo e Ju (1987)

D
an

o
D

an
o

(k)

Figura 7.5: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Integri-
dade × Deformação axial (εx)
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Figura 7.6: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Integri-
dade × Deformação axial (εx)
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Figura 7.7: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Integri-
dade × Deformação axial (εx)
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7.1.1 Variação da Função de Dano

Com exceção do modelo constitutivo de plasticidade, em que foi adotado um

comportamento pós-cŕıtico linear, para os modelos apresentados, utilizou-se uma

variação exponencial para a degradação do material. Entretanto, várias formas de

variação do dano podem ser usadas. No apêndice E são apresentadas diferentes leis

tensão-deformação e funções de evolução de dano pasśıveis de serem usadas junto

com os modelos constitutivos apresentados.

Continuando com o exemplo de tração direta, adotando o modelo de dano vo-

lumétrico, são apresentadas as funções de dano exponencial, polinomial, linear e

bilinear, expondo seus diferentes comportamentos no que diz respeito ao processo

de degradação. Os parâmetros de cada função de dano são variados em quatro ca-

sos, cujos dados estão especificadas na tabela 7.1. Além dos parâmetros citados

adotou-se módulo de elasticidade de 20000, 0 MPa e coeficiente de Poisson de 0, 2.

Nos gráficos das figuras 7.8a,b,c,d tem-se as trajetórias de equiĺıbrio da extremidade

da chapa tracionada para as quatro formas de evolução.

Tabela 7.1: Parâmetros das funções dano para a tração.

Função Exponencial Função Linear
1 2 3 4 1 2 3 4

α 0,999 0,999 0,999 0,999 κ0 0,00009 0,00009 0,00009 0,00009
β 2050 2550 3050 3550 κu 0,001 0,0008 0,0006 0,0004
κ0 0,00009 0,00009 0,00009 0,00009

Função Polinomial Função Bilinear
1 2 3 4 1 2 3 4

fe 1,0 1,0 1,0 1,0 κ0 0,00009 0,00009 0,00009 0,00009
κ0 0.00016 0.00014 0.00012 0.0001 κcr 0,0004 0,0003 0,000225 0,00016875

Ẽ 11111,111 11111,111 11111,111 11111,111 κu 0,0013 0,00095 0,0007125 0,000534375
f0 2,0 2,0 2,0 2,0
fcr 1,0 1,0 1,0 1,0
fu 0,0 0,0 0,0 0,0

Na tração direta não há efeito do dano por compressão. Assim, assumiu-se função

de dano polinomial com fe = 12, 0 MPa, κ0 = 0, 002 e Ẽ = 11111, 111 MPa, para

todos os casos analisados. Para a solução empregou-se o método de controle direto

de deslocamento, com incremento de 0, 000011 m do deslocamento horizontal na

extremidade da chapa e tolerância de 1× 10−4.
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(a) Dano exponencial
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(b) Dano polinomial
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(c) Dano linear
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(d) Dano Bilinear

Figura 7.8: Trajetórias de equiĺıbrio com diferentes funções de dano.

A variação dos parâmetros teve o propósito de modificar a intensidade do cres-

cimento do dano. Tal fato pode ser observado no ramo descendente das trajetórias

de equiĺıbrio apresentadas na figura 7.8. O aumento da inclinação da curva indica

um crescimento mais acentuado do dano, refletindo diretamente na ductilidade do

material. A figura 7.9 mostra os resultados obtidos com quatro formas de evolução,

para os parâmetros para o primeiro caso. A figura permite comparar qualitativa-

mente os resultados e observar que, embora os respectivos parâmetros não admitem

uma equivalência exata, as curvas apresentam um comportamento similar.
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Figura 7.9: Comparação entre as diferentes funções evolução do dano.

Assim como nas curvas tensão-deformação da figura 7.8, os reflexos da variação

dos parâmetros das funções de dano podem ser observados em termos do dano e da

integridade. As figuras 7.10 e 7.11 mostram a variação do dano e da integridade com

as deformações axiais ao longo da análise. As figuras 7.12 e 7.13 mostra os resultados

obtidos com quatro formas de evolução, para os parâmetros para o primeiro caso.
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Figura 7.10: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Inte-
gridade × Deformação axial (εx).
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(c) Função de dano polinomial
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(d) Função de dano polinomial
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(e) Função de dano linear
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(f) Função de dano linear
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(g) Função de bilinear
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(h) Função de dano bilinear

Figura 7.11: Variação do Dano e da Integridade: Dano × Deformação axial (εx); Inte-
gridade × Deformação axial (εx).
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Figura 7.12: Variação do Dano: Dano × Deformação axial (εx).
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Figura 7.13: Variação da Integridade: Integridade × Deformação axial (εx)
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7.2 Diferentes Modelos de Análise

Os modelos constitutivos implementados podem ser aplicados a diferentes mode-

los de análise e, para exemplificar este potencial, são apresentados alguns exemplos

ilustrativos, com destaque para diferentes tipos de estruturas. Os modelos constitu-

tivos adotados em cada exemplo foram escolhidos por conveniência, entretanto são

aplicáveis a todos os modelos de análise.

7.2.1 Modelo de Estado Plano de Tensão

Neste exemplo, uma viga biapoiada é modelada com elementos quadrilaterais de

8 nós. A configuração geométrica, o carregamento, as condições de contorno e a

malha de elementos finitos são mostradas na figura 7.14.

Foi adotado o modelo de dano isotrópico com deformação equivalente de Mazars

(1984) e variação exponencial, do dano dada pela equação E.8. Como mostrado

na figura 7.14, visando simular uma região fissurada, as propriedades do material,

naquela região, foram modificadas supondo a perda de resistência em decorrência

da degradação do meio. Considerou-se módulo de elasticidade de 20000, 0 N/mm2,

coeficiente de Poisson de 0, 2 e função de dano com α = 1, 0, β = 1790, 0 e κ0 =

0, 0001, na região degradada, o valor de κ0 foi reduzido para 0, 00008.

Figura 7.14: Modelo de estado plano de tensões.

As trajetórias de equiĺıbrio foram obtidas usando controle direto de desloca-

mento, sendo controlado o deslocamento vertical do nó central inferior da malha,
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com incremento de deslocamento igual a −0, 015 mm e tolerância de 5 × 10−4. A

trajetória de equiĺıbrio do nó controlado é mostrada na figura 7.15
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Figura 7.15: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento.

7.2.2 Modelo de Estado Plano de Deformação

Para ilustrar uma análise em estado plano de deformação, uma barragem, ilus-

trada na figura 7.16, é modelada com elementos finitos triangulares de três nós.

A barragem está submetida a um carregamento triangular constante e uma carga

concentrada incremental.

Figura 7.16: Detalhes da geométricos e malha de elementos finitos.

Para solução, foi adotado controle de deslocamento generalizado com um fator

de carga inicial de 0, 1 e tolerância de 1× 10−4, sendo o incremento aplicado à carga
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P . Este método foi proposto por Yang e Shieh (1990) e baseia-se no controle de uma

grandeza, denominada deslocamento generalizado, que relaciona os deslocamentos

incrementais, de todos os graus de liberdade do modelo, em dois passos sucessivos

(ver apêndice C). A trajetória de equiĺıbrio correspondente ao deslocamento hori-

zontal do ponto de aplicação da carga incremental é mostrada na figura 7.17.
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Figura 7.17: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento.

Foi usado o modelo de dano volumétrico, com lei de evolução polinomial (equação

E.14), considerando módulo de elasticidade de 30000, 0MPa, coeficiente de Pois-

son de 0, 2 e os parâmetros de dano: κ0 = 0, 0002825, fe = 1, 85 MPa e Ẽ =

16666, 666 MPa, para tração, e κ0 = 0, 005, fe = 11, 1 MPa e Ẽ = 16666, 666 MPa,

para compressão.

7.2.3 Modelo Axissimétrico

Neste exemplo, modela-se um reservatório ciĺındrico axissimétrico. Foram con-

siderados dois materiais, um elástico linear para a base do reservatório, e o outro,

simulando concreto, para a parede. As dimensões e os detalhes da malha de elemen-

tos finitos estão ilustrados na figura 7.18.

Utilizou-se o modelo de dano de Mazars (1984) com E0 = 20000, 0 N/mm2, ν =

0, 2, βt = 15000, 0 e βc = 10000, 0, αt = 0, 95, αc = 0, 7 e κ0 = 0, 0001. Para análise
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não linear, foi empregado o método de controle de deslocamentos generalizados, com

incremento de carga inicial de 0, 003 e tolerância para a convergência de 1× 10−4.

Figura 7.18: Modelo axissimétrico.

A figura 7.19 apresenta a trajetória de equiĺıbrio do ponto de maior deslocamento

horizontal da parede do reservatório (Figura 7.18).
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Figura 7.19: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento.

7.2.4 Modelo de Placa de Kirchhoff

Utilizando o modelo de fissuração distribúıda e leis tensão-deformação de Car-

reira e Chu (1985), para compressão (equação E.2), e de Boone et al. (1986), para

tração (equação E.1), uma placa fina retangular foi modelada com elementos finitos
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retangulares baseados na teoria de Kirchhoff. A figura 7.20 apresenta os detalhes do

modelo e da malha de elementos finitos.

Figura 7.20: Modelo de placa de Kirchhoff.

As propriedades do material para cada uma das 40 camadas são dadas por:

E0 = 20000, 0 MPa, ν = 0, 2, fc = 20, 0 MPa, ft = 2, 0 MPa, εc = 0, 002,

Gf = 0, 00006 MN/m, h = 0, 05 m e βr = 0, 05.

Para a obtenção das trajetórias de equiĺıbrio foi usado o método de controle de

comprimento de arco ciĺındrico, com fator de carga inicial de 0, 0001 e tolerância de

1× 10−4. A figura 7.21 apresenta o gráfico “Fator de carga × Deslocamento” para o

nó central da malha.
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Figura 7.21: Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento.
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7.2.5 Modelo de Placa de Reissner-Mindlin

Uma placa anular com carga distribúıda na borda interna foi modelada com ele-

mentos quadrilaterais de quatro nós segundo a teoria de placas de Reissner-Mindlin.

Os detalhes do modelo estão especificados na figura 7.22.

Figura 7.22: Modelo de placa de Reissner-Mindlin.

A espessura da placa foi discretizada em 50 camadas de 0, 004 m de altura. Assim

como no exemplo anterior foi adotado o modelo de fissuração distribúıda, com leis

de Carreira e Chu (1985), para compressão, e de Boone et al. (1986), para tração.

Os parâmetros do material são: E0 = 28000 MPa, ν = 0, 2, fc = 25, 0 MPa,

ft = 2, 5 MPa, εc = 0, 002, Gf = 0, 0001 MN/m, h = 0, 075 m e βr = 0, 05.

As trajetórias de equiĺıbrio foram obtidas com o método de controle de deslo-

camentos generalizados, adotando-se fator de carga inicial de 0, 005 e tolerância de

1× 10−4. A trajetória de equiĺıbrio do deslocamento vertical, de um dos pontos de

maior deslocamento, pode ser vista na figura 7.23.
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Figura 7.23: Trajetórias de equiĺıbrio: Deslocamento vertical × Fator de carga.

7.2.6 Modelo Sólido

Os fenômenos de localização de deformações podem ser simulados com exemplos

simples de tração direta, como o da barra prismática mostrada na figura 7.24. Para

induzir a localização, admite-se uma região menos resistente no interior da mesma,

representando a degradação do meio. Assim, a barra foi discretizada com três ele-

mentos finitos hexaédricos de oito nós, reduzindo-se a resistência à tração do ele-

mento central. Desta forma, o elemento menos resistente tem seu comprimento redu-

zido gradualmente, visando de localizar o dano em uma região cada vez menor. Para

tanto foram analisados cinco modelos distintos com c = 0, 5; 1, 0; 2, 0; 3, 0; 4, 0 m.

Figura 7.24: Modelo sólido.
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Foi adotado o modelo constitutivo de Mazars e Lemaitre (1984) com módulo

de elasticidade de 20000, 0 MPa, coeficiente de Poisson de 0, 2 e função de dano

exponencial, dada pela equação E.8, com os parâmetros: α = 0, 99, β = 1500 e

κ0 = 0, 00011. Na região degradada adota-se κ0 = 0, 00008. Para a obtenção das

trajetórias de equiĺıbrio, empregou-se o método de controle direto de deslocamento

com incremento de 0, 00002 m do deslocamento horizontal do nó destacado na figura

7.24 e tolerância de 1 × 10−4. As trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento

horizontal da extremidade da barra, para os 5 modelos analisados, são mostradas

na figura 7.25.
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Figura 7.25: Trajetória de equiĺıbrio: Deslocamento horizontal × Fator de carga.

No gráfico apresentado na figura 7.25, verifica-se a perda de ductilidade estru-

tural à medida que a região menos resistente é reduzida. A resistência global da

estrutura é governada pelo elemento central de modo que, durante o processo de

carregamento, esta região entra em regime de amolecimento, ao passo que o restante

do domı́nio apresenta descarregamento elástico. As figuras 7.26 e 7.27 ilustram esta

constatação, mostrando o carregamento inelástico da região degradada e o descar-

regamento elástico das regiões ı́ntegras.
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Figura 7.26: Tensão (σxx) × Deformação (εxx) para c = 0, 5 m.

Figura 7.27: Localização de deformações axiais εxx.

7.2.7 Modelo de Pórtico de Bernoulli-Euler

O pórtico espacial de concreto armado apresentado neste exemplo foi modelado

por Fonseca (2006) e uma análise mais detalhada pode ser vista em seu trabalho. A

figura 7.28 apresenta os detalhes geométricos do modelo bem como o carregamento

e as condições de contorno.
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Figura 7.28: Detalhes da geométricos do pórtico espacial.

Adotou-se a malha, com 80 elementos finitos hermitianos, unidimensionais de

dois nós, baseados na teoria de Bernoulli-Euler, detalhada na figura 7.29. Para o

aço adotou-se o comportamento elastoplástico perfeito com módulo de elasticidade

de 210000, 0 MPa e tensão de escoamento de 500, 0 MPa. Para o concreto foram

adotadas as leis de Carreira e Chu (1985, 1986), para tração e para compressão

(equação E.2), com E0 = 32000, 0 MPa, fc = 33, 0 MPa, ft = 3, 3 MPa, εc = 0, 002

e εt = 0, 0002.

Figura 7.29: Modelo de elementos finitos e deformada.

Para a análise não linear, foi utilizado o método de controle direto de deslo-

camento, com incremento do deslocamento na direção x do nó 11 de 0, 0005 m e

tolerância para a convergência de 1× 10−4. As cargas Px e Py são incrementais e as

cargas Q e q são mantidas constantes. A figura 7.30 apresenta o gráfico da trajetória

de equiĺıbrio para o deslocamento de controle.
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Figura 7.30: Trajetória de equiĺıbrio: Deslocamento horizontal × Fator de carga.

Para as cargas incrementais Px e Py o fator de carga máximo obtido foi de 0, 8158,

e o deslocamento máximo do nó 11 foi de 0, 1 m. A figura 7.29 apresenta a deformada

do modelo no final da análise.

7.2.8 Modelo de Viga de Timoshenko

Neste exemplo, a viga ilustrada na figura 7.31 foi analisada com dois modelos

diferentes: o primeiro, com elementos unidimensionais de dois nós, e o segundo, com

elementos unidimensionais de três nós, baseados na teoria de viga de Timoshenko.

Figura 7.31: Detalhes geométricos e das malhas de elementos finitos.

O comportamento do material segue as leis de Carreira e Chu (1985, 1986), para

tração e para compressão (equação E.2) com: E0 = 20000 MPa, fc = 20, 0 MPa,
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ft = 2, 0 MPa, εc = 0, 0011 e εt = 0, 0002. Para a análise não linear, foi utilizado

o método de controle de comprimento de arco ciĺındrico, com fator de carga inicial

de 0, 005 e tolerância para a convergência de 1 × 10−4. A figura 7.32 apresenta as

trajetórias de equiĺıbrio da extremidade do balanço. Na malha com elementos de

dois nós, para evitar o bloqueio da solução, foi adotado uma integração reduzida

com 1 ponto de integração. Para a malha com elementos de três nós, por ser mais

flex́ıvel, a integração reduzida não foi necessária.
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Figura 7.32: Trajetórias de equiĺıbrio da extremidade do balanço.

7.2.9 Modelo de Treliça Plana

A treliça plana ilustrada na figura 7.33 foi analisada com o modelo de plasticidade

clássica, com critério de von Mises, e com o modelo de dano de Lemaitre e Chaboche

(1990), com função de dano exponencial.

Para o modelo de plasticidade adotou-se: módulo de elasticidade de 2, 1 ×

105 MPa, coeficiente de Poisson de 0, 2 e tensão de escoamento igual a 500, 0 MPa.

Para o modelo de dano de Lemaitre e Chaboche (1990) foi adotado: módulo de

elasticidade de 210000, 0 MPa, coeficiente de Poisson de 0, 2 e função de dano ex-

ponencial, dada pela equação E.8, com: α = 0, 1, β = −30, 0 e κ0 = 0, 002381. Para

obtenção das trajetórias de equiĺıbrio, foi usado método de controle de comprimento
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de arco ciĺındrico, com fator de carga inicial de 0, 5 e tolerância de 1× 10−4.

Figura 7.33: Detalhes da geométricos e modelo de elementos finitos.

A figura 7.34 apresenta o gráfico do “Deslocamento vertical × Fator de carga”

do nó central inferior, para os dois modelos constitutivos adotados.
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Figura 7.34: Trajetórias de equiĺıbrio: Deslocamento vertical × Fator de carga.

Verifica-se que no regime inelástico, em ambos os modelos, as curvas apresentam

dois ramos distintos e, embora os modelos constitutivos sejam diferentes, o compor-

tamento é o mesmo. As figuras 7.35, 7.36 e 7.37 mostram a variação das deformações

das barras da treliça para o modelo de plasticidade e as figuras 7.38, 7.39 e 7.40,

para o modelo de dano.
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Figura 7.35: Variação das deformações no regime elástico, para o modelo de plasticidade.

Figura 7.36: Variação das deformações no trecho I do regime inelástico, para o modelo
de plasticidade.

Figura 7.37: Variação das deformações no trecho II do regime inelástico, para o modelo
de plasticidade.

Figura 7.38: Variação das deformações no regime elástico, para o modelo de dano.
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Figura 7.39: Variação das deformações no trecho I do regime inelástico, para o modelo
de dano.

Figura 7.40: Variação das deformações no trecho II do regime inelástico, trecho para o
modelo de dano.

7.3 Considerações Sobre o Emprego de Diferentes Tipos de
Elementos e Modelos de Análise

Os exemplos aqui apresentados ilustram diferentes modelos de análise e diferentes

tipos de elementos finitos. Nos trabalhos de Fonseca et al. (2004), Almeida (2005),

Fonseca (2006), Saliba (2007) e Ajeje (2009), os diversos tipos de elementos e modelos

de análise foram implementados no sistema INSANE, proporcionando uma extensa

biblioteca.

A implementação da estrutura teórica unificada proposta neste trabalho, bem

como dos modelos constitutivos nela inseridos, foi feita de forma genérica e inde-

pendente dos elementos finitos dispońıveis. Seguindo a filosofia de generalização

empregada na concepção do sistema INSANE, foi posśıvel separar completamente

a estrutura teórica unificada dos tipos de elementos já existentes, o que favoreceu

o uso amplo dos modelos constitutivos. Esta separação, com o auxilio do formato

tensorial usado na formulação e implementação, possibilitou tratar de forma geral
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cada modelo constitutivo, de modo a contemplar os modelos de análise existentes

no sistema.

Os modelos aqui apresentados também ilustram as diferentes formas de inclusão

da estrutura teórica proposta nas discretizações do método dos elementos finitos.

Isto é, os modelos constitutivos podem ser usados para descrever o comportamento

de pontos representativos de degenerações geométricas diversas. Sejam os modelos

planos, unidimensionais ou tridimensionais, o ponto material pode ser representativo

de diferentes grandezas, conforme ilustra a figura 7.41.

Nos modelos geometricamente planos, o ponto material pode representar a espes-

sura degenerada e, portanto, prescrita (Figura 7.41a) ou uma camada da espessura

decomposta (Figura 7.41b). De forma análoga, nos modelos geometricamente uni-

dimensionais, o ponto material pode representar uma seção transversal degenerada

(Figura 7.41c) ou cada um dos pontos que formam a decomposição da mesma (Figura

7.41d). Por fim, quando não há degeneração da geometria, o modelo constitutivo é

representativo de um ponto no espaço (Figura 7.41e).

Figura 7.41: Tipos de Degenerações.



Caṕıtulo 8

Estudos de Caso

Neste caṕıtulo serão apresentadas algumas simulações baseadas em casos clás-

sicos encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar a potencialidade do

arcabouço computacional implementado. Será usado, para tanto, o modelo de fis-

suração distribúıda, escolhido pela conveniência dos exemplos, mas as possibilidade

de estudo podem ser estendidas à todos os modelos constitutivos apresentado de

acordo com o propósito de cada estudo pretendido.

8.1 Flexão com Pré Tensão

Apresenta-se uma viga de concreto submetida a flexão com pré tensão, de tração

ou de compressão. A definição da geometria e da malha de elementos finitos, bem

como os carregamentos são vistos na figura 8.1.

A viga foi estudada por DeJong et al. (2008), utilizando análises lineares se-

quenciais, controlada por lei tensão-deformação bilinear, descritas pelos parâmetros:

módulo de elasticidade de 32, 0 GPa, coeficiente de Poisson de 0, 2, resistência à

tração de 3, 0 MPa e energia de fratura de 0, 06 N/mm.

Neste trabalho, adotou-se o modelo de fissuração distribúıda com leis bilineares

178
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para tração (equação E.4) e para compressão (equação E.5), descritas pelos parâ-

metros: E0 = 32000, 0 N/mm2, E2 = 3000, 0 N/mm2, ν = 0, 2, fc = 30, 0 N/mm2,

ft = 3, 0 N/mm2, h = 50 mm, Gf = 0, 06 N/mm e βr = 0, 0.

Figura 8.1: Geometria e modelo de elementos finitos

Para obtenção das trajetórias de equiĺıbrio, empregou-se o método de controle

de deslocamentos generalizados com fator de incremento de carga inicial de 10, 0,

tolerância para convergência de 1× 10−4 e cargas de referência de Pa = Pb = 0, 5 N ,

como visto na figura 8.1. A carga distribúıda de pre tensão foi mantida constante:

1, 0 N/mm2, para tração, e −1, 0 N/mm2, para compressão.

As trajetórias de equiĺıbrio correspondentes ao deslocamento vertical do ponto

de aplicação da carga Pb, para os casos σ > 0, σ = 0 e σ < 0, são mostradas na

figura 8.2.
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As trajetórias de equiĺıbrio mostram boa conformidade entre os resultados aqui

obtidos e os de DeJong et al. (2008). Esta conformidade pode ser atribúıda ao mo-

delo usado por DeJong et al., que, embora adote um método de solução diferente,

é baseado no modelo de fissuração de Rots (1988), muito semelhante ao modelo

aqui usado. Ressalta-se que DeJong et al. (2008) consideram uma redução grada-

tiva do módulo de elasticidade transversal e vinculam o comprimento caracteŕıstico

do material com o tamanho dos elementos finitos. Estas diferenças influenciam o

comportamento pós-cŕıtico do modelo, resultando em maior estabilidade do processo

incremental-iterativo, o que pode ser observado na porção final das trajetórias de

equiĺıbrio para os casos de pré tensão negativa e sem pré tensão.

Na obtenção das trajetórias de equiĺıbrio, o modelo com pré tensão negativa

foi o que mais apresentou dificuldade de convergência. Esta dificuldade pode ser

atribúıda à combinação de esforços de tração e compressão na parte inferior da viga,

que cria um estado de tensão mais complexo e, portanto, de tratamento numérico

mais dif́ıcil. A figura 8.3 apresenta as variações do dano na direção da deformação

principal máxima no ponto de carga máxima e no fim da análise.

Figura 8.3: Variação do dano para σ < 0, σ = 0, σ > 0.

Verifica-se um padrão de dano semelhante para os três casos. Contudo, a inten-

sidade do dano cresce de acordo com o sinal da pré tensão, sendo maior para o caso
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de pré tensão de compressão, justificando as dificuldades obtidas na solução.

8.2 Estrutura de Ancoragem

Neste exemplo, analisa-se uma estrutura de ancoragem que consiste em uma

barra de aço inserida em um bloco maciço de concreto. Os detalhes geométricos e

de carregamento estão ilustrados na figura 8.4. Esta estrutura foi estuda por Rots

(1988).

Figura 8.4: Detalhes geométricos e de carregamento do ensaio de ancoragem.

A estrutura foi modelada com elementos finitos axissimétricos quadrilaterais de

oito nós. A malha de elementos finitos adotada é mostrada na figura 8.5. Para

o concreto foi adotado o modelo de fissuração distribúıda com leis de Carreira e

Chu (1985), para compressão, e Boone et al. (1986), para tração, com as seguintes

propriedades: E0 = 30000, 0 N/mm2, ν = 0, 2, fc = 25, 0 N/mm2, ft = 2, 5 N/mm2,

εc = 0, 001667, Gf = 0, 1 N/mm, h = 100, 0 mm e βr = 0, 0. A barra de aço foi

considerada linear elástica com E0 = 210000, 0 N/mm2 e ν = 0, 3.

Para solução do modelo, empregou-se o método de controle direto de desloca-

mento, incrementando-se de 0, 001 mm o deslocamento vertical do nó do topo do
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bloco de concreto (Figura 8.5), com tolerância para convergência de 1 × 10−4 e a

carga P = 1N/mm axissimétrica.

Figura 8.5: Malha de elementos finitos.

A trajetória de equiĺıbrio do deslocamento vertical do ponto de aplicação da

carga é mostrada na figura 8.6.
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Figura 8.6: Trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical do ponto de aplicação da
carga.

A descrição do acentuado “snap-back” (decréscimo de deslocamento de um ńıvel

de carga para outro) da trajetória da figura 8.6, somente foi posśıvel devido à es-

colha apropriada do nó de controle que, conforme ilustra a figura 8.7, exibe valores
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crescentes de deslocamento vertical.
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Figura 8.7: Trajetórias de equiĺıbrio: Carga × Deslocamento vertical no topo.

8.3 Efeito de Tamanho na Flexão

A ductilidade, como fenômeno estrutural e não apenas uma caracteŕıstica do ma-

terial, tem sido tema de muitos estudos — Bažant (1976), Bažant e Pfeiffer (1987),

Shayanfar et al. (1997), Bažant e Planas (1998), Planas et al. (1999), Rocco et al.

(1999), Bažant e Novák (2000) e Van Mier e Man (2008), dentre outros —, que a

associa ao efeito de tamanho das estruturas. Partindo de ensaios experimentais, os

estudos mostram que as propriedades do material podem ser obtidas independente-

mente do tamanho da estrutura, desde que o efeito de tamanho seja incorporado à

análise dos resultados, isto é, deve-se considerar a ductilidade ou fragilidade como

uma propriedade estrutural de modo que os resultados obtidos para a resposta do

material não sejam influenciados pela configuração geométrica da estrutura.

Uma forma de constatar a influência do efeito de tamanho no comportamento

estrutural é apresentada neste exemplo. Seja, portanto, um modelo numérico de fle-

xão em três pontos em que o tamanho da viga é alterado sendo mantida constante a

relação vão/altura, como ilustrado na figura 8.8. As vigas com diferentes tamanhos

foram modeladas com elementos quadrilaterais de quatro nós, com tamanho cons-

tante de 60×60 mm, variando apenas as dimensões da estrutura, mantendo-se fixo
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o tamanho da trinca inicial c = 60 mm.

O modelo de fissuração distribúıda com leis de Carreira e Chu (1985), para

compressão, e Boone et al. (1986), para tração, foi usado na modelagem do concreto.

Adotando-se as mesmas propriedades f́ısicas do material para todas as vigas, de

modo que o comportamento seja um reflexo do efeito de tamanho da estrutura,

os seguintes parâmetros foram usados: E0 = 44000, 0 N/mm2; ν = 0, 2; fc =

40, 0 N/mm2; ft = 3, 8 N/mm2; εc = 0, 0018; Gf = 0, 164 N/mm; h = 100, 0 mm e

βr = 0, 05.

Figura 8.8: Configuração geométrica.

Na análise não linear, foi adotado o método de controle direto de deslocamento,

com incremento do deslocamento horizontal do nó na extremidade da trinca de

0, 001 mm, como indicado na figura 8.8, tolerância à convergência de 1 × 10−4 e a

carga de referência de P = 0, 5 N .

As trajetórias de equiĺıbrio referentes ao deslocamento vertical na ponta da

trinca, para as cinco vigas, são mostradas na figura 8.9.
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Figura 8.9: Trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical da ponta da trinca.

Observa-se que quanto maior a viga, mais acentuada é a inclinação do ramo des-

cendente da trajetória, sendo esta uma consequência direta do efeito escala na duc-

tilidade estrutural. Para melhorar a visualização deste efeito a figura 8.10 apresenta

os ramos descendentes das trajetórias de equiĺıbrio vistas na figura 8.9, normaliza-

dos em relação aos valores, de carga e deslocamento, dos pontos de carga máxima.

Verifica-se que quanto menor as dimensões da viga (ou seja, maior o tamanho rela-

tivo da trinca inicial), maiores são os deslocamentos obtidos, revelando, portanto,

um comportamento mais dúctil.
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Figura 8.10: Ductilidade estrutural: comportamento pós pico normalizado.
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A normalização do ramo descendente das curvas foi feita, para cada trajetória

de equiĺıbrio, dividindo-se a carga de cada passo pelo valor da carga máxima e o

deslocamento pelo deslocamento correspondente ao ponto de carga máxima.

Outra observação é a variação da resistência da viga com a variação da altura

efetiva. Para avaliar a influência do tamanho estrutural na resistência da viga, a

tabela 8.1 apresenta os dados da variação da resistência das vigas, que são mostrados

graficamente na figura 8.11. A resistência nominal da viga foi calculada a partir da

definição da resistência de flexão (Planas et al., 1999), para os valores de carga

máxima, dada por

σr =
3 Pmax L

2 t h2
ef

(8.1)

onde σr é a resistência à flexão da viga, Pmax é a carga máxima, L é o comprimento

da viga, t é a espessura da viga e hef é a altura efetiva.

Tabela 8.1: Variação da Resistência
h (m) L (m) hef (m) Carga Max. (kN) Resistência Nominal (kPa)
0,84 3,36 0,78 21,92 5044,05
0,72 2,88 0,66 19,20 5289,26
0,60 2,40 0,54 16,37 5613,85
0,48 1,92 0,42 13,50 6122,45
0,36 1,44 0,30 10,48 6986,67
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Figura 8.11: Variação da resistência efetiva.
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8.4 Propagação de Trinca na Flexão

Como no exemplo anterior, este exemplo também avalia a ductilidade estrutural

de uma viga submetida a flexão em três pontos. Partido do crescimento de uma

trinca inicial, verifica-se a repercussão da variação da altura efetiva da viga no com-

portamento estrutural da mesma. As dimensões da viga são mantidas constantes e

o comprimento da trinca é aumentado em cada análise. A figura 8.12 apresenta os

detalhes geométricos e de carregamento da estrutura.

Figura 8.12: Configuração geométrica.

A malha de elementos finitos, formada por elementos quadrilaterais de quatro

nós, de tamanho 56,25×60 mm, é mantida constante, exceto pelo crescimento da

trinca inicial, que é inserida no modelo de forma discreta pela duplicação de nós,

como mostrado na figura 8.13.

Figura 8.13: Malhas de elementos finitos utilizada.

O modelo constitutivo e os parâmetros do material são os mesmos do exemplo
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da seção 8.3. Para obtenção das trajetórias de equiĺıbrio, foi usado o método de

controle de comprimento arco ciĺındrico com fator de carga inicial de 500, 0, carga

de referência de P = 1, 0 N e tolerância à convergência de 1×10−4. As trajetórias de

equiĺıbrio para deslocamento vertical do ponto de aplicação da carga são mostradas

da figura 8.14.
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Figura 8.14: Trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicação
da carga.

Observa-se na figura 8.14 que, à medida em que a trinca inicial cresce, o compor-

tamento se assemelha ao efeito da diminuição da altura da viga, visto no exemplo

anterior (Figura 8.9). Em termos de altura efetiva, observa-se que quanto maior a

altura efetiva e mais acentuados são os ramos descendentes das trajetórias. Para

melhor visualização desse efeito, a figura 8.15 mostra os comportamentos pós-cŕıticos

normalizados, em relação aos valores de carga máxima e dos respectivos deslocamen-

tos, de cada trajetória, como descrito no exemplo da seção 8.3.
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Figura 8.15: Comportamentos pós-cŕıticos normalizados.

As configurações deformadas das vigas, para a carga máxima em cada caso, mos-

tradas na figura 8.16, ilustram o aumento da flexibilidade da vigas com o crescimento

da trinca.

Figura 8.16: Deformadas.

A variação da resistência da viga, calculada pela equação 8.1, com a altura efetiva

são mostrados na tabela 8.2 e é ilustrada na figura 8.17. Observa-se assim, como no
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estudo do efeito de tamanho, uma queda da resistência com o aumento da altura

efetiva da viga.

Tabela 8.2: Variação da Resistência
hef (m) Carga Max. (kN) Resistência Nominal (kPa)

0,30 17,22 7175,00
0,24 12,46 8111,98
0,18 8,08 9349,54
0,12 4,30 11195,31
0,06 1,78 18500,00
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Figura 8.17: Variação da resistência com a altura efetiva.

Os resultados aqui apresentados mostram que é posśıvel simular, qualitativa-

mente, o efeito de tamanho, sem a necessidade de redefinição de malha para dife-

rentes tamanhos estruturais. Pode-se verificar a conformidade qualitativa dos re-

sultados em termos da ductilidade estrutural e da queda de resistência. A mesma

metodologia pode ser aplicada a outros ensaios como, por exemplo, o de compressão

diametral apresentado na seção 8.5, a seguir.

8.5 Efeito de Tamanho na Compressão Diametral

O ensaio de compressão diametral é usado para obter de forma indireta a re-

sistência à tração do material ensaiado. A fim de estudar a ductilidade estrutural
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a metodologia empregada no exemplo de flexão em três pontos da seção 8.4 será

usada para modelar o ensaio de compressão diametral. A geometria do modelo,

bem como as dimensões da trinca inicial de cada simulação, é especificada na figura

8.18. A malha foi gerada com elementos triangulares de três nós considerando a

dupla simetria do corpo de prova.

Figura 8.18: Configuração geométrica e malha de elementos finitos do modelo de com-
pressão diametral.

Novamente é usado o modelo de fissuração distribúıda sendo o comportamento

do concreto regido pelas leis de Carreira e Chu (1985), para compressão, e Boone

et al. (1986), para tração, com: E0 = 20000, 0 N/mm2; ν = 0, 2; fc = 25, 0 N/mm2;

ft = 2, 5 N/mm2; εc = 0, 01; Gf = 0, 1 N/mm; h = 50, 0 mm e βr = 0, 05. O bloco

ŕıgido é considerado linear elástico com E0 = 210000, 0 N/mm2 e ν = 0, 15.

Na análise não linear foi adotado o método de controle direto do deslocamento

horizontal, com incremento de 0, 000075 mm, do nó de extremidade da malha, como

mostrado na figura 8.18, tolerância para convergência de 1×10−4 e carga de referência

P = 0, 5 N . Os modelos foram analisados em estado plano de tensão.

As trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento horizontal de controle e para

o deslocamento vertical do ponto de contato do bloco ŕıgido com o cilindro são

mostradas nas figuras 8.19 e 8.20, respectivamente.
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Figura 8.19: Trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento horizontal de controle.
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Figura 8.20: Trajetórias de equiĺıbrio para o deslocamento vertical do contato da chapa
com o cilindro.

Observa-se que o comportamento do modelo, à medida em que a trinca cresce, vai

se modificando e a inclinação do ramo descendente varia desde um acentuado “snap-

back” até um enrijecimento (Figura 8.20). A capacidade de carga, assim como nos

exemplos de flexão em três pontos (apresentados nas seções 8.3 e 8.4), é proporcional

a altura efetiva do cilindro. As figuras 8.21 e 8.22 apresentam os comportamentos

dos ramos pós-cŕıtico normalizados, em relação aos pontos de carga máxima, de

modo a ressaltar a ductilidade e o enrijecimento de cada caso.
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Figura 8.21: Trajetórias de equiĺıbrio normalizadas: deslocamento horizontal.
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Figura 8.22: Trajetórias de equiĺıbrio normalizadas: deslocamento vertical.

As figuras 8.23, 8.24, 8.25, 8.26, 8.27, 8.28 e 8.29 apresentam as isofaixas de

valores das deformações principais, tensões principais e de von Mises e as respec-

tivas deformadas, relativas ao ponto de carga cŕıtica, de cada caso. O ponto de

carga cŕıtica é considerado o último ponto antes do modelo exibir “snap-back” ou

enrijecimento, como visto nas trajetórias de equiĺıbrio.
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Figura 8.23: Trinca 4 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.24: Trinca 8 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.25: Trinca 12 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.



197

Figura 8.26: Trinca 16 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.27: Trinca 20 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.28: Trinca 24 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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Figura 8.29: Trinca 28 mm: (a) ε1; (b) ε2; (c) σ1; (d) σ2; (e)von Mises; (f) Deformada.
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O formato do estado deformado da malha mostra a influência da trinca na con-

centração das deformações. Esta concentração de deformações é diretamente res-

ponsável pela mudança de comportamento do modelo com o crescimento da trinca.

Pode-se observar que há um crescimento gradativo das deformações de compressão,

ilustradas pelas deformações principais ε2, e esse crescimento aumenta a condição de

confinamento do concreto fazendo com que o enrijecimento ocorra. Ressalta-se que

a resistência da peça ainda é comandada pela tração, uma vez que as deformações

principais positivas são de maior intensidade.

A variação resistência pode ser calculada, para o valor de carga máxima, pela

equação da resistência nominal do ensaio de compressão diametral (Planas et al.,

1999), dada por

σr =
2 Pmax
π Def L

, (8.2)

onde σr é a resistência à compressão diametral, Pmax é a carga máxima, L é o

comprimento do corpo de prova e Def é o diâmetro efetivo. Os valores da variação

da resistência são mostrado na tabela 8.3.

Tabela 8.3: Variação da Resistência
Def (m) Carga Max. (kN) Resistência Nominal (kPa)

0,072 34,06 1882,23
0,064 29,50 1834,01
0,056 25,47 1809,68
0,048 21,99 1822,82
0,040 19,04 1893,94
0,032 16,82 2091,40
0,024 15,00 2486,80

Tomando-se os valores dessas tensões e relacionando-as com o diâmetro efetivo

(Figura 8.30), observa-se uma variação com a altura efetiva do corpo de prova que

é decrescente em um primeiro momento para crescente, em seguida.
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Figura 8.30: Variação da Resistência.



Caṕıtulo 9

Exemplos de Validação do Modelo
Constitutivo de Dano Volumétrico

No caṕıtulo 5 deste trabalho foi proposto um modelo de dano volumétrico. No

presente caṕıtulo, diversos exemplos são apresentados afim de avaliar o compor-

tamento deste modelo, comparando os resultados com ele obtidos com resultados

experimentais e com resultados oriundos de outros modelos existentes na literatura,

implementados segundo a estrutura teórica unificada proposta neste trabalho.

9.1 Flexão em 3 Pontos – Petersson (1981)

Uma viga de concreto submetida a flexão em três pontos foi estudada experimen-

talmente por Petersson (1981). O estudo apresenta as caracteŕısticas do concreto

utilizado, especificando suas propriedades, e os resultados obtidos nos ensaios. Os

dados geométricos da viga estudada são dados na figura 9.1.

Os parâmetros obtidos experimentalmente por Petersson (1981) apresentam uma

faixa de valores de 2, 5 N/mm2 a 3, 9 N/mm2, para a resistência à tração (ft), e de

115 N/m a 137 N/m, para a energia de fratura (Gf ). Embora o autor não tenha

apresentado os resultados dos ensaios para o módulo de elasticidade, foi assumido o

valor de 30000, 0 MPa em um estudo teórico apresentado no mesmo trabalho.

203
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Figura 9.1: Geometria e malha de elementos finitos para a viga submetida a flexão em
três pontos.

A viga é aqui analisada com a malha de elementos finitos mostrada na figura 9.1

e os modelos constitutivos de dano volumétrico e de fissuração distribúıda.

Para o modelo de dano volumétrico foram utilizadas leis de dano polinomial,

linear e exponencial. Para o modelo de fissuração distribúıda, foram adotadas as

leis tensão-deformação propostas por Carreira e Chu (1985, 1986), Boone e Ingraffea

(1987) e uma lei bilinear. Como a lei proposta por Boone e Ingraffea prediz somente

o comportamento à tração, esta foi combinada com a lei de Carreira e Chu para

compressão. As tabelas 9.1 e 9.2 apresentam os parâmetros usados na modelagem,

adotou-se também módulo de elasticidade de 30000, 0 N/mm2 e o coeficiente de

Poisson igual a 0, 2.

Tabela 9.1: Parâmetros das leis de dano.
Modelo de Dano Volumétrico

Polinomial Exponencial Linear
Tração Tração Tração

fe 1,95 N/mm2 α 0,999 κ0 0,0001
κ0 0,00024 β 1000 κu 0,00325

Ẽ 16666,67 N/mm2 κ0 0,000125
Compressão Compressão Compressão

fe 11,1 N/mm2 α 0,999 κ0 0,0011
κ0 0,2 β 100 κu 0,02

Ẽ 16666,67 N/mm2 κ0 0,00125
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Tabela 9.2: Parâmetros das leis tensão-deformação.
Modelo de Fissuração Distribúıda

Carreira Carreira-Ingraffea Bilinear
ft 3,3 N/mm2 ft 3,3 N/mm2 ft 3,3 N/mm2

fc 33,3 N/mm2 fc 33,3 N/mm2 fc 33,3 N/mm2

εt 0,00022 Gf 0,124 N/mm2 Gf 0,124 N/mm2

εc 0,002 h 40 mm h 40 mm
εc 0,002 E2 3000,0 N/mm2

Para os modelos de fissuração não foi considerado o fator de retenção de cisa-

lhamento (βr = 0, 0). Nos experimentos para a obtenção da resistência do concreto,

Petersson (1981) adotou uma região de 40 mm para aferir as deformações. Assim,

o comprimento caracteŕıstico do material (para o modelo de fissuração distribúıda)

foi assumido de 40 mm, por ser uma região representativa do comportamento visto

nos ensaios.

As trajetórias de equiĺıbrio foram obtidas com o método de controle de des-

locamentos generalizado, com um incremento inicial do fator de carga de 0, 02 e

tolerância para convergência de 1 × 10−4. A carga de referência P foi igualmente

dividida entre os nós 10 e 11, sendo P = 800 N . As trajetórias de equiĺıbrio para o

deslocamento vertical do nó 10 são apresentadas nos gráficos das figuras 9.2 e 9.3,

juntamente com os resultados experimentais obtidos por Petersson (1981).
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Figura 9.2: Trajetórias de equiĺıbrio para o modelo de dano volumétrico.
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Figura 9.3: Trajetórias de equiĺıbrio para o modelo de fissuração distribúıda.

Verifica-se boa concordância dos resultados dos modelos de dano volumétrico e

de fissuração distribúıda com os resultados experimentais, tanto na estimativa da

carga máxima como na descrição do regime pós-cŕıtico.

Os modelos também foram comparados com resultados numéricos obtidos por

Rots et al. (1985), que adotou um modelo de fissuração distribúıda, e por Fang et al.

(2008), que usou o método dos elementos finitos estendidos, empregando um modelo

de trinca coesiva.

A figura 9.4 mostra a comparação do resultado obtido por Rots et al. (1985),

que adotou uma lei tensão-deformação trilinear (ou, como designado pelo autor, uma

lei com “softening” bilinear) com os resultados obtidos com o modelo de fissuração

distribúıda — com leis de Carreira e Carreira-Ingraffea — e com o resultado obtido

com o modelo de dano volumétrico, usando função de dano polinomial.

A figura 9.5 mostra a comparação do resultado obtido com o modelo de dano

volumétrico, usando uma lei de evolução linear, com o resultado obtido por Fang

et al. (2008), que adotou uma lei exponencial. Observa-se que, e embora os modelos

sejam bem diferentes, os resultados são equivalentes.
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Figura 9.4: Comparação entre os modelos de dano volumétrico, com lei de dano polino-
mial, de fissuração distribúıda, com leis de Carreira e Chu (1985, 1986) e Boone e Ingraffea
(1987), e os resultados obtidos por Rots et al. (1985), com modelo de fissuração distribúıda
usando lei trilinear.
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Figura 9.5: Comparação entre o modelo de dano volumétrico, com lei de dano linear,
e os resultados obtidos por Fang et al. (2008), com modelo de trinca coesiva usando lei
exponencial.

As figuras 9.6 e 9.7 apresentam as isofaixas de valores das deformações εx, εy e

γxy, correspondentes ao ponto de carga máxima, para, respectivamente, o modelo

de fissuração distribúıda, com lei bilinear, e o modelo de dano volumétrico, com

evolução de dano linear.

Verifica-se que o comportamento de ambos os modelos se assemelham e, embora
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as deformações sejam, quantitativamente, um pouco diferentes, os padrões apresen-

tados nas isofaixas de valores são praticamente os mesmos.

Figura 9.6: Variação das deformações obtidas com o modelo de fissuração distribúıda.

Figura 9.7: Variação das deformações obtidas com o modelo de dano volumétrico.
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9.2 Painel em L – Winkler et al. (2004)

Winkler et al. (2004) realizaram ensaios experimentais em painéis de concreto em

forma de “L”, como ilustrado na figura 9.8, e simulações numéricas com um modelo

constitutivo de fissuração distribúıda formulado nas bases da teoria da plasticidade.

Este painel é aqui modelado, utilizando-se a malha de elementos finitos quadrilaterais

de quatro nós, mostrado na figura 9.8.

Figura 9.8: Painel em “L”: geometria e malha do modelo de elementos finitos.

Nos experimentos realizados por Winkler et al. (2004), foram obtidos os seguintes

valores para as propriedades do concreto: E0 = 25850, 0 N/mm2, ft = 2, 7 N/mm2,

fc = 31, 0 N/mm2, Gf = 0, 065 N/mm2 e foi assumido ν = 0, 18. O concreto

foi fabricado com agregado de diâmetro máximo de 8 mm, permitindo estimar o

comprimento caracteŕıstico do material em 28 mm (usualmente admite-se que o

comprimento caracteŕıstico é aproximadamente de 3 a 5 vezes o tamanho do diâmetro

máximo do agregado). Com base nessas grandezas, utilizaram-se os modelos de dano

volumétrico e de fissuração distribúıda, com os parâmetros especificados nas tabelas

9.3 e 9.4.

No controle do processo incremental-iterativo, foi adotado um incremento inicial

do fator de carga de 0, 02, com o método de controle de deslocamentos generalizados,

e tolerância para convergência de 1× 10−4.
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Tabela 9.3: Parâmetros das leis de dano.
Modelo de Dano Volumétrico

Polinomial Exponencial
Tração Tração
fe 1,43 N/mm2 α 0,97
κ0 0,000215 β 1000,0

Ẽ 13463,0 N/mm2 κ0 0,00011
Compressão Compressão
fe 16,0 N/mm2 α 1,0
κ0 0,0022 β 500,0

Ẽ 13463,0 N/mm2 κ0 0,001

Tabela 9.4: Parâmetros das leis tensão-deformação.
Modelo de Fissuração Distribúıda

Material 1 Material 2
Carreira-Carreira Carreira-Ingraffea
ft 2,7 N/mm2 ft 2,7 N/mm2

fc 31,0 N/mm2 fc 31,0 N/mm2

εt 0,0001925 Gf 0,065 N/mm2

εc 0,0022 h 28 mm
βr 0,0 εc 0,0

As trajetórias de equiĺıbrio do ponto de deslocamento vertical máximo (como

visto na figura 9.8) em relação à carga são apresentadas nos gráficos das figuras 9.9

e 9.10. Os resultados são comparados com os resultados experimentais e numéricos

de Winkler et al. (2004).
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Figura 9.9: Trajetórias de equiĺıbrio obtidos com o modelo de dano volumétrico.
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Figura 9.10: Trajetórias de equiĺıbrio obtidos com o modelo de fissuração distribúıda.

Observa-se que tanto o modelo de fissuração distribúıda quanto o modelo de dano

foram capazes de representar o comportamento do painel visto nos experimentos.

Comparando os resultados aqui obtidos com os resultados numéricos apresentados

por Winkler et al. (2004), verifica-se uma concordância do modelo numérico 2 com

os modelos de fissuração distribúıda, no que diz respeito à obtenção do limite de

carga, embora os comportamentos pós-cŕıtico sejam distintos. O comportamento

pós-cŕıtico visto no modelo numérico 1 é mais próximo dos obtidos com os modelos

aqui adotados, com destaque para o modelo de dano com função exponencial que,

mesmo apresentando uma rigidez inicial maior, apresentou boa concordância com os

resultados experimentais.

O padrão de evolução do dano, por tração, obtido com o modelo de dano volu-

métrico para a lei de dano exponencial, pode ser visto na figura 9.11. Verifica-se que

a degradação se inicia de forma concentrada na junção angular do painel e propaga-

se horizontalmente por quase toda a peça. O comportamento observado para a lei

polinomial é similar.

O mesmo comportamento foi observado por Winkler et al. (2004), como ilustrado

na figura 9.12. Contudo, verifica-se uma localização da trinca (no caso experimental)

e da região de dano (no caso numérico) em uma região acima da observada, na figura
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9.11, nos padrões de evolução de dano aqui obtidos.

Figura 9.11: Isofaixas de evolução do dano por tração obtidas com o modelo de dano
volumétrico.

Figura 9.12: Padrão de dano observado por Winkler et al. (2004).

9.3 Cisalhamento em 4 Pontos – Arrea e Ingraffea (1982)

A investigação do comportamento do processo de degradação do concreto, quando

submetido a um modo misto de solicitação, é ainda uma questão muito explorada

na modelagem numérica, devido à dif́ıcil simulação dos efeitos do cisalhamento em

meios parcialmente frágeis. Os trabalhos de Arrea e Ingraffea (1982), Ohlsson e

Gylltoft (1986), Schlangen (1993), Feenstra (1993) e, mais recentemente, Fang et al.

(2008), dentre outros, abordaram o modo misto de solicitação, a partir do ensaio de
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cisalhamento em 4 pontos, por meio de ensaios experimentais ou modelos numéricos.

O ensaio de cisalhamento em 4 pontos realizado por Arrea e Ingraffea (1982)

apresenta resultados do deslocamento vertical relativo das extremidades da trinca.

Esta medida é conhecida como CMSD (“Crack Mouth Sliding Displacement”). Os

detalhes geométricos do ensaio, as condições de carregamento e de apoios estão

mostrados na figura 9.13, que também destaca a medida CMSD.

Figura 9.13: Geometria do modelo.

O ensaio foi modelado com elementos quadrilaterais de quatro nós e a malha

utilizada é mostrada na figura 9.14.

Figura 9.14: Malha de elementos finitos.

Foram usados os modelos de dano volumétrico e de fissuração distribúıda. Para a

análise não linear foi adotado o método de controle de comprimento de arco ciĺındrico

com incremento inicial do fator de carga de 0, 0125 e tolerância para convergência

de 1× 10−4. A carga de referência foi de P = 130000, 0 N .

Nos experimentos de Arrea e Ingraffea (1982), a energia de fratura do concreto

variou de 100, 0 N/m a 140, 0 N/m e a resistência a tração variou de 2, 8 N/mm2

a 4, 0 N/mm2. Os parâmetros dos modelos aqui usados foram obtidos a partir dos
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valores médios dessas grandezas e estão especificados na tabelas 9.5 (modelo de

dano) e 9.6 (fissuração distribúıda).

Tabela 9.5: Parâmetros das leis de dano.
Modelo de Dano Volumétrico

Material 1 Material 2
Tração-Polinomial Tração-Exponencial
fe 0,8 N/mm2 α 0,92
κ0 0,00014 β 1200,0

Ẽ 13000,0 N/mm2 κ0 0,000068
Compressão-Polinomial Compressão-Polinomial
fe 12,0 N/mm2 fe 12,0 N/mm2

κ0 0,0018 κ0 0,0018

Ẽ 13000,0 N/mm2 Ẽ 13000,0 N/mm2

Tabela 9.6: Parâmetros das leis tensão-deformação.
Modelo de Fissuração Distribúıda

Material 1 Material 2
Carreira-Carreira Carreira-Ingraffea
ft 3,4 N/mm2 ft 3,4 N/mm2

fc 34,0 N/mm2 fc 34,0 N/mm2

εt 0,00024 Gf 0,120 N/mm2

εc 0,0024 h 40 mm
βr 0,02 εc 0,002

Para o modelo de dano volumétrico foram usados dois materiais diferentes, o

primeiro com uma relação polinomial para o dano, para tração e compressão, e

o segundo com função exponencial, para tração, e polinomial, para compressão.

Para o modelo de fissuração, duas relações tensão-deformação foram adotadas, uma

baseada nas leis de Carreira e Chu (1985, 1986) (para tração e compressão) e outra

assumindo a relação de Boone e Ingraffea (1987), para tração, e mantendo a relação

de Carreira e Chu, para compressão. Foi considerado o módulo de elasticidade de

24800 N/mm2 e coeficiente de Poisson de 0, 18.

Os gráficos carga versus CMSD podem ser vistos nas figuras 9.15 e 9.16. Os

resultados são comparados com os resultados experimentais obtidos por Arrea e

Ingraffea (1982).
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Figura 9.15: Resposta carga × CMSD obtidos com o modelo de dano volumétrico.
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Figura 9.16: Resposta carga × CMSD obtidos com o modelo de modelo de fissuração
distribúıda.

Observa-se que os modelos foram capazes de representar os resultados experi-

mentais, descrevendo adequadamente a evolução do deslocamento vertical relativo

da extremidade da trinca. Fang et al. (2008), com um modelo constitutivo de trinca

coesiva que adota leis exponencial e bilinear, em um modelo de elementos finitos es-

tendidos, analisou a mesma viga, adotando uma energia de fratura de 140, 0 N/m e

uma resistência de à tração de 3, 0 N/mm2. Os resultados podem ser vistos na figura

9.17, sendo postos em comparação com os obtidos na modelagem aqui realizada.
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Figura 9.17: Comparação dos modelos de dano volumétrico e de fissuração distribúıda
com os resultados obtidos por Fang et al. (2008).

Verifica-se que, mesmo com modelos numéricos distintos e diferentes leis de evolu-

ção, os resultados são correspondentes e o comportamento do ensaio é representado.

A equivalência dos resultados pode ser creditada à conformidade das propriedades

f́ısicas do material, obtidas nos experimentos, com os parâmetros das leis de evolução

de dano dos modelos.

As figuras 9.18 e 9.19 apresentam os contornos de tensão de cisalhamento (τxy)

e a deformada da viga, correspondentes ao máximo valor de carga. A formação de

uma banda de cisalhamento, localizada entre o apoio e a carga do centro da viga, é

um fenômeno caracteŕıstico deste tipo de ensaio, como visto nas figuras.

Figura 9.18: Deformada e distribuição de tensões de cisalhamento da viga corresponden-
tes ao máximo valor de carga para o modelo de fissuração distribúıda.
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Figura 9.19: Deformada e distribuição de tensões de cisalhamento da viga corresponden-
tes ao máximo valor de carga para o modelo de dano volumétrico.

É relevante observar a trajetória de equiĺıbrio associada ao deslocamento vertical

no ponto de aplicação da carga central. O experimento de Arrea e Ingraffea (1982)

não apresenta resultados desta grandeza, entretanto diversas simulações desse ensaio

constataram um acentuado “snap-back” para a referida trajetória.

A figura 9.20 apresenta as trajetórias obtidas com os modelos de dano volumé-

trico e de fissuração distribúıda, para as diferentes leis adotadas.
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Figura 9.20: Comparação das trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical do ponto
de aplicação da carga central, obtidos com os modelos de fissuração distribúıda e de dano
volumétrico, com os resultados obtidos por Most e Bucher (2007).

Este gráficos são comparados com o resultado obtido por Most e Bucher (2007),

que fizeram uso de um modelo de trinca coesiva em um método sem malha. Pode-

se observar a equivalência dos resultados e a adequada descrição do “snap-back”,
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t́ıpico deste tipo de simulação. Verifica-se que o modelo de fissuração distribúıda

apresentou um enrijecimento no fim da trajetória. Isto pode ser atribúıdo ao fator

de retenção ao cisalhamento, responsável por estabilizar o modelo, que não permite

a degradação crescente do módulo de elasticidade transversal.

9.4 Viga de Concreto Armado – Mazars e Pijaudier-Cabot
(1989)

No trabalho de Mazars e Pijaudier-Cabot (1989) foram apresentados modelos

constitutivos para a análise não linear de estruturas de concreto, destacando-se o

modelo de Mazars (1984). Resultados de simulações numéricas foram comparados

com os obtidos em ensaios experimentais. Destaca-se a simulação de uma viga de

concreto armado que será agora apresentada.

A figura 9.21 mostra a geometria da viga, bem como os detalhes do modelo de

elementos finitos aqui adotados.

Figura 9.21: Flexão em 3 pontos em concreto armado: geometria e modelo de elementos
finitos.

Na modelagem de Mazars e Pijaudier-Cabot (1989), foram utilizados elementos

finitos triangulares tanto para o concreto quanto para o aço. A armadura foi mode-

lada de forma discreta, considerando aderência perfeita com o concreto. O modelo

de dano de Mazars (1984) foi adotado para o concreto, com os seguintes parâmetros:

E0 = 30000, 0 N/mm2; ν = 0, 2; At = 0, 8; Ac = 1, 4; Bt = 20000, 0; Bc = 1850, 0.
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O valor de κ0 não foi especificado. Para o aço, os autores especificam o módulo de

elasticidade de 210000, 0 N/mm2, mas não informam o limite de escoamento.

No presente trabalho, a viga foi modelada em estado plano de tensão, com ele-

mentos quadrilaterais de quatro nós, para representar o concreto, e elementos unidi-

mensionais de dois nós, para a armadura. Considerou-se aderência perfeita entre aço

e concreto. Para o concreto, foram adotados o modelo de dano de Mazars (1984) e

o modelo de dano volumétrico proposto neste trabalho, com lei de dano exponencial

dada pela equação E.8. Para o aço, foi adotado o modelo de plasticidade, com crité-

rio de von Mises, assumindo plasticidade perfeita. Os parâmetros para cada modelo

estão especificados na tabela 9.7.

Tabela 9.7: Parâmetros dos modelos constitutivos.
Dano Volumétrico Mazars (1984) Plasticidade

Tração Tração
α 0,95 At 0,8 fys 420 N/mm2

β 2150,0 Ac 1,4 H 0,0
κ0 0,000035 κ0 0,0008 -

Compressão Compressão
α 1,0 Bt 20000,0 -
β 600,0 Bc 1850,0 -
κ0 0,0004 κ0 0,0008 -

Adotou-se módulo de elasticidade de 30000, 0 N/mm2 e coeficiente de Poisson

de 0, 2, para o concreto, módulo de elasticidade de 210000 N/mm2 e coeficiente de

Poisson igual a 0, 3, para o aço.

Para a análise não linear foi adotado o método de controle de deslocamento

generalizado, com incremento inicial do fator de carga de 550, e tolerância para con-

vergência de 1×10−4 e carga de referência de P = 1, 0 N . As trajetórias de equiĺıbrio

do deslocamento vertical do ponto de aplicação da carga são apresentadas na figura

9.22. Os resultados dos modelos são comparados com os valores experimentais e

numéricos apresentados por Mazars e Pijaudier-Cabot (1989) e verifica-se uma boa

concordância entre os resultados dos modelos numéricos adotados neste trabalho e

os apresentados por Mazars e Pijaudier-Cabot.
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Figura 9.22: Trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento vertical no ponto de aplicação da
carga.

9.5 Viga de Concreto Armado – Álvares (1993)

Neste exemplo serão modeladas vigas submetidas a flexão em quatro pontos,

como proposto por Álvares (1993). Os detalhes das vigas estudadas por Álvares

(1993) são mostrados na figura 9.23.

Figura 9.23: Detalhes geométricos e da armadura das vigas.

Álvares (1993) apresentou um estudo detalhado sobre o modelo de dano de Ma-

zars (1984) e a obtenção experimental dos parâmetros utilizados na lei de evolução

do dano. Também apresentou um estudo experimental e modelagem numérica de
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vigas de concreto armado, submetidas à flexão em quatro pontos, com diferentes

taxas de armadura (subarmada, normalmente armada e super armada).

Na modelagem computacional, Álvares (1993) considerou o concreto com módulo

de elasticidade de 29200, 0 MPa e coeficiente de Poisson de 0, 2 e o aço com módulo

de elasticidade de 196000, 0 MPa. O modelo de Mazars (1984) foi usado com os

seguintes parâmetros: At = 0, 995, Bt = 8000, 0, Ac = 0, 85, Bc = 1620, 0 e κ0 =

0, 00007. Para a armadura adotou-se comportamento elástico linear com aderência

perfeita.

Apresenta-se aqui a modelagem das vigas estudadas por Álvares (1993), com o

modelo de dano volumétrico e com o modelo de Mazars (1984). Os resultados serão

comparados com os resultados obtidos por Álvares (1993). Os detalhes do modelo

de elementos finitos são vistos na figura 9.24.

Figura 9.24: Modelo de elementos finitos:(a) Malha adotada para as vigas subarmada e
normalmente armada;(b) Malha adotada para a viga super armada.

A viga é aqui modelada com elementos quadrilaterias de quatro nós em es-

tado plano de tensão e a armadura, com elementos unidimensionais de dois nós,

considerando-se aderência perfeita entre o aço e o concreto. Para o concreto foram

adotados os modelos de dano volumétrico e o de dano de Mazars (1984). Para o
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aço, adotou-se um modelo de plasticidade, segundo o critério de von Mises. Os pa-

râmetros dos modelos constitutivos, para o concreto e para o aço, são apresentados

na tabela 9.8.

Tabela 9.8: Parâmetros dos modelos constitutivos.
Modelo com Dano Volumétrico

Função Polinomial Função Linear Função Exponencial
Tração

fe 0,945 N/mm2 κ0 0,00006 α 1,0
κ0 0,000094 κu 0,00045 β 4150,0

Ẽ 16222,22 N/mm2 κ0 0,000058
Compressão

fe 11,2 N/mm2 κ0 0,000697 α 0,9
κ0 0,0017 κu 0,017 β 90,0

Ẽ 16222,22 N/mm2 κ0 0,000697

Mazars (1984) Plasticidade
At 0,995 fys 420 N/mm2

Ac 0,655 H 0,0
Bt 8000,0
Bc 1050,0
κ0 0,00007

Os parâmetros adotados foram obtidos a partir dos resultados apresentados por

Álvares (1993) e a metodologia empregada pode ser vista no apêndice G.

Para a análise não linear, foi adotado o método de controle de deslocamentos

generalizados, com fator de carga inicial de 1125, 0, tolerância para convergência de

1 × 10−3 e carga de referência de P = 1, 0 N . Foi adotado o equiĺıbrio secante na

obtenção dos resultados. Em consequência do equiĺıbrio secante o processo incre-

mental iterativo foi mais custoso, ou seja, mais iterações foram necessárias em cada

passo para que o equiĺıbrio fosse alcançado.

A figura 9.25 apresenta a trajetória de equiĺıbrio do deslocamento vertical no meio

do vão, para a viga subarmada. Os resultados são comparados com os obtidos por

Álvares (1993) e com os resultados apresentados por Barros (2002), que analisou a

viga subarmada com o modelo de Mazars, adotando o método dos elementos finitos

generalizados, com elementos quadrilaterais de quatro nós e o aço como material
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elástico-linear embutido no elemento quadrilateral.
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Figura 9.25: Trajetórias de equiĺıbrio carga × Deslocamento vertical, para a viga subar-
mada.

Observa-se que o modelo de dano volumétrico e do modelo de Mazars foram

capazes de descrever com bastante fidelidade os resultados experimentais e, qualita-

tivamente, exibe uma correspondência com os demais modelos numéricos.

Para as demais vigas (normalmente armada e super armada), também foram

obtidos resultados muito bons, como pode ser visto nos gráficos das figuras 9.26 e

9.27.
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Figura 9.26: Trajetórias de equiĺıbrio carga×Deslocamento vertical, para a normalmente
armada.
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Figura 9.27: Trajetórias de equiĺıbrio carga × Deslocamento vertical, para a viga super
armada.

Ressalta-se que o modelo de Mazars apresenta uma rigidez um pouco menor que o

modelo de dano volumétrico. Pode-se observar também a grande equivalência desta

implementação do modelo de Mazars com os resultados numéricos apresentados por

Álvares. As diferenças observadas são atribúıdas às diferentes formas de modelagem,

principalmente a modelagem da armadura.

A figura 9.28 apresenta as isofaixas de valores de o dano correspondentes a uma

carga de 14, 4 kN . O comportamento do modelo de Mazars e do modelo de dano

volumétrico podem ser comparados aos obtidos por Barros (2002) modelado com

elementos finitos (MEF) e elementos finitos generalizados (MEFG). O padrão de

dano visto na figura 9.28-a é também visto nos modelos de dano volumétrico e de

Mazars (1984). Estes modelos apresentam uma maior distribuição da degradação.

Este fato está relacionado à modelagem adotada, especialmente à modelagem da

armadura, que evita a concentração de deformações e distribui o dano na parte

inferior da viga.
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Figura 9.28: Isofaixas de Dano: (a)Barros (2002)- MEF; (b)Barros (2002)- MEFG; (c)
Modelo de dano volumétrico; (d) Modelo Mazars (1984).

9.6 Viga de Concreto Armado – de Borst e Nauta (1985)

Outro estudo em vigas de concreto armado submetidas a flexão em quatro pontos

foi feita por de Borst e Nauta (1985), que empregaram um modelo de fissuração

distribúıda e compararam os resultados com os obtidos experimentalmente. Este

estudo é aqui repetido, adotando-se os modelos de fissuração distribúıda e de dano

volumétrico e os resultados são comparados com os obtidos por de Borst e Nauta.

Os detalhes geométricos e da malha de elementos finitos são mostrados na figura

9.29.
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A viga foi modelada com elementos planos quadrilaterais de oito nós em estado

plano de tensão. As barras de aço foram modeladas com elementos unidimensio-

nais de três nós, considerando aderência perfeita e comportamento elastoplástico,

segundo o critério de von Mises. Os parâmetros dos modelos constitutivos são mos-

trados na tabela 9.9. Para o modelo de dano volumétrico, foram adotadas leis de

evolução do dano polinomiais. Para o modelo de fissuração distribúıda, foram ado-

tadas as leis de Carreira e Chu (1985), para compressão, e Boone e Ingraffea (1987),

para tração. Considerou-se módulo de elasticidade do concreto de 28000, 0 MPa

e coeficiente de Poisson de 0, 2. Para o aço, adotou-se módulo de elasticidade de

210000, 0 MPa e coeficiente de Poisson de 0, 3.

Figura 9.29: Detalhes geométricos e malha de elementos finitos.

Tabela 9.9: Parâmetros dos modelos constitutivos.
Dano Volumétrico Fissuração Distribúıda Plasticidade

Tração Tração
fe 0,835 N/mm2 ft 2,5 N/mm2 fys 440,0 MPa
κ0 0,00012 Gf 0,06 N/mm2 H 0,0

Ẽ 15555,5 N/mm2 h 100 mm -
Compressão Compressão

fe 10,0 N/mm2 fc 25,0 N/mm2 -
κ0 0,0012 εc 0,015 -

Ẽ 15555,5 N/mm2 βr 0,04167 -

Para obtenção das trajetórias de equiĺıbrio foi adotado o método de controle

de deslocamento generalizado com incremento inicial do fator de carga de 750 e
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tolerância para convergência de 1 × 10−4. As trajetórias de equiĺıbrio para o nó

inferior no centro da viga são mostradas na figura 9.30. Os modelos são comparados

com os resultados experimentais e numéricos apresentados por de Borst e Nauta

(1985).

Pode-se observar que os modelos de dano volumétrico e de fissuração distribúıda

foram capazes de representar o comportamento da viga. Para valores de carga de,

aproximadamente, 34 kN os modelos numéricos são muito próximos ao experimento.

Para valores de carga superiores, os modelos se mostraram mais ŕıgidos.
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Figura 9.30: Trajetórias de equiĺıbrio carga × Deslocamento vertical.

O resultado numérico apresentado por de Borst e Nauta (1985) exibe valores de

carga mais altos que os obtidos experimentalmente. Contudo para cargas acima de

45 kN , o modelo se mostra mais estável e se aproxima mais do comportamento do

experimento, alcançando valores de carga mais elevados. Verifica-se também que

o modelo de fissuração se mostrou mais instável, atingindo uma carga máxima de

72, 59 kN , ao passo que o modelo de dano volumétrico revelou uma carga máxima de

94, 83 kN , assemelhando bastante ao resultado obtido por de Borst e Nauta (1985),

ao fim da análise.
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9.7 Viga de Concreto com Fibras – Guetti et al. (2010)

Este exemplo apresenta a modelagem de vigas em concreto reforçado com fibras

de aço. A modelagem é baseada no trabalho de Guetti et al. (2010), que analisa-

ram experimentalmente vigas com quantidades diferentes de fibras. A configuração

geométrica, de cargas e malha de elementos finitos adotada estão mostradas na fi-

gura 9.31. Guetti et al. (2010) obtiveram experimentalmente as curvas para carga

versus CMOD (“Crack Mouth Opening Displacement”). O CMOD é uma medida da

abertura do entalhe feito no corpo de prova (Figura 9.31).

Figura 9.31: Configuração geométrica e malha de elementos finitos do modelo.

Dentre os tipos de concreto estudados por Guetti et al. (2010), modelou-se

aquele com módulo de elasticidade de 28282, 0 N/mm2, fc = 44, 9 N/mm2 e ft =

4, 71 N/mm2. Para a representação do concreto, foi escolhido o modelo de dano

volumétrico com lei de dano exponencial, na tração, e lei de dano polinomial, na
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compressão, com os parâmetros mostrados na tabela 9.10.

Tabela 9.10: Parâmetros do modelo de dano volumétrico.
Dano Volumétrico

Tração Compressão
α 0,7 N/mm2 fe 16,67 N/mm2

β0 1600 ,0 κ0 0,003

κ0 0,00025 Ẽ 11784,2 N/mm2

A solução foi processada com o método de controle de deslocamentos generaliza-

dos, com fator de carga inicial de 2500 N e tolerância para convergência de 1×10−4.

O gráfico carga versus CMOD é visto na figura 9.32.
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Figura 9.32: Resposta carga × CMOD obtidas com o modelo de dano volumétrico.

Observa-se boa concordância entre os resultados experimentais e numéricos, re-

velando um comportamento muito dúctil, que é uma caracteŕıstica de concretos

reforçados com fibras. Embora o resultado numérico obtido apresente uma boa con-

formidade com o experimental, deve-se ressaltar a dificuldade da modelagem. Esta

dificuldade está associada à tentativa de representar o concreto com fibras apenas

pela adequação da lei de dano.



Caṕıtulo 10

Considerações Finais

Neste trabalho apresentou-se uma proposta de unificação teórica e implementa-

ção computacional de modelos constitutivos baseados em degradação elástica.

Dada a amplitude do tema, o enfoque foi mantido na modelagem constitutiva de

meios parcialmente frágeis, como o concreto, mais especificamente no processo de

degradação devido a cargas. Modelos clássicos para tratar a degradação do meio fo-

ram abordados no contexto da estrutura teórica e computacional apresentada. Além

disso, os modelos de fissuração distribúıda foram reformulados, considerando-se múl-

tiplas funções de carregamento desacopladas e uma regra de degradação generali-

zada. Para ilustrar a potencialidade do arcabouço teórico e computacional criado,

alguns modelos de dano encontrados na literatura foram implementados bem como

um modelo de plasticidade clássica. Também foi proposto um novo modelo de dano

com múltiplas funções de carregamento.

A implementação computacional foi realizada no sistema INSANE (INterac-

tive Structural ANalysis Environment) e, tomando partido de seu projeto orientado

objetos, foi posśıvel implementar a unificação teórica proposta independentemente

do método numérico aplicado. Contudo, apenas o método dos elementos finitos

foi usado na validação da estrutura teórica criada e dos modelos constitutivos nela
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inseridos.

Vários exemplos de aplicação foram apresentados, visando ilustrar as possibilida-

des de modelagem proporcionadas pela biblioteca de modelos constitutivos reunida

neste trabalho. O novo modelo de dano proposto foi validado por meio de exemplos

que comparam os resultados do mesmo com resultados experimentais ou obtidos

com outros modelos, dispońıveis na literatura.

Todos os aspectos mencionados anteriormente são consideradas a seguir, destacan-

do-se as principais contribuições desta tese.

10.1 Sobre a Unificação Teórica Proposta

Como discutido no caṕıtulo 3, vários pesquisadores apresentaram propostas para

tratar a modelagem constitutiva em um único formato. Esses trabalhos propõem

formas particulares para abordagem do problema. Dentre todas as propostas, Carol

et al. (1994) apresentaram o arcabouço teórico mais completo e formal, introduzindo

conceitos fundamentais para a generalização da modelagem constitutiva.

Contudo, a proposta de Carol et al. (1994) contempla somente modelos baseados

em uma única superf́ıcie de carregamento e a aludida generalização não é demons-

trada para os diferentes modelos constitutivos dispońıveis na literatura. Além disso,

a formulação não aborda a generalização do ponto de vista computacional. O tra-

balho também carece de exemplos associados com os métodos numéricos usados na

Mecânica dos Sólidos, como o Método dos Elementos Finitos.

A formulação apresentada no caṕıtulo 3 expandiu a proposta de Carol et al.

(1994), visando tratar problemas baseados em múltiplas funções de carregamento.

A referida expansão foi inspirada no trabalho de Zhou et al. (2003), que exemplifi-

cou a utilização de múltiplas funções de carregamento em um modelo constitutivo

espećıfico.

Construiu-se, assim, uma estrutura teórica capaz de representar modelos mul-

tipotenciais. Portanto, modelos direcionais com comportamentos espećıficos para
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cada direção, como o de fissuração distribúıda, e modelos com grandezas dissipati-

vas distintas, como o modelo de dano volumétrico, puderam ser incorporados.

A estrutura teórica criada também permite a inclusão de outros modelos constitu-

tivos, sejam eles: baseado em tensão; em deformação; em grandezas termodinâmicas;

em variáveis de dano; que façam uso ou não da regra de degradação generalizada.

Todas estas possibilidades também foram contempladas na proposta de Carol et al.

(1994), entretanto, aqui, todas elas foram devidamente demonstradas.

Embora somente o método dos elementos finitos tenha sido empregado na va-

lidação da estrutura teórica, a formulação da mesma é independente do método

numérico usado, indicando que sua aplicabilidade pode ser estendida.

Ressalta-se que o desenvolvimento da proposta baseou-se em modelos de degrada-

ção cont́ınua. Assim, a necessidade de adaptação da mesma, de modo a contemplar

modelos baseados em grandezas localizadas, como os modelos de trinca discreta,

precisa ser investigada.

10.2 Sobre a Modelagem Constitutiva

No caṕıtulo 4, vários modelos constitutivos, encontrados na literatura em seu

formato original, foram formulados segundo o arcabouço teórico aqui proposto.

Os modelos tradicionais de plasticidade, associada e não associada, bem como

modelos elastoplásticos com dano ou modelos compostos por múltiplas superf́ıcies,

acopladas ou não, podem ser facilmente incorporados ao arcabouço teórico proposto,

variando-se somente o algoritmo de retorno, de acordo com a necessidade de cada

modelo. A inclusão do modelo de plasticidade com critério de von Mises ilustra essa

constatação.

Os modelos de dano isotrópico foram incorporados por meio de uma especializa-

ção da formulação geral, diferenciando-se pela medida de dano e, consequentemente,

pelos termos obtidos da derivação da função de carregamento. Foram formulados

os modelos de Mazars e Lemaitre (1984), Simo e Ju (1987), Ju (1989), Lemaitre e
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Chaboche (1990), de Vree et al. (1995) e Mazars (1984).

Também, para os modelos ortotrópicos, foi apresentada uma especialização da

forma geral baseada na regra da degradação generalizada e na existência de múltiplas

funções de carregamento, válidas para um sistema local de dano.

Foram formulados e implementados modelos de fissuração distribúıda com di-

reções de degradação fixas e variáveis. Tais modelos foram aplicados em domı́nios

unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Nestes modelos, é necessário

computar os efeitos da degradação do meio de forma independente e desacoplada

em cada direção. Assim, o formato multipotencial foi imprescind́ıvel para a ge-

neralização deste tipo de modelo. Ressalta-se que esta classe de modelos pode ser

incorporada de tal maneira que o processo de degradação seja acompanhado sem que

se tenha uma variável de dano expĺıcita. Isto permite que a perda de rigidez seja

obtida de leis tensão-deformação, com as quais mede-se as variações dos módulos de

elasticidade secante e tangente locais.

Os modelos anisotrópicos foram representados pela teoria de microplanos. Foi

apresentada uma formulação de modelos de microplanos baseados em leis de evo-

lução de dano escalares com múltiplas funções de carregamento. Como visto, a

formulação unificada foi desenvolvida de forma geral, sendo aplicada em cada mi-

croplano. Este modelo foi apresentado como uma extensão dos modelos direcionais

ortotrópicos, facilmente inserido na generalização proposta. Contudo, não foi reali-

zada a implementação deste modelo que apresenta particularidades, independentes

da estrutura teórica proposta, que devem ser exploradas com mais detalhes em outro

trabalho.

Os modelos de degradação elástica foram formulados e a forma do tensor cons-

titutivo tangente para cada um deles foi explicitada. Entretanto, muitas vezes o

mesmo é aproximado por sua parcela secante, como nos trabalhos de de Vree et al.

(1995) e Mazars e Pijaudier-Cabot (1989). Aqui, dada a facilidade proporcionada

pela unificação teórica, duas possibilidade foram implementadas: a denominada



234

equiĺıbrio tangente, que considera todas as parcelas do referido tensor e, a denomi-

nada equiĺıbrio secante, que a adota a aproximação do mesmo por meio da parcela

secante. Ambas as possibilidades foram usadas nos diversos exemplos apresentados.

Uma outra importante consideração refere-se à caracterização do ponto material

no modelo numérico, ao qual se deseja aplicar a estrutura teórica implementada.

Isto foi visto nos modelos unidimensionais de pórtico espacial, segundo as teorias

de Euler-Bernoulli e Timoshenko, adaptado da proposta apresentada por Fonseca

(2006), que adota a decomposição da seção transversal em que cada subdivisão é

um ponto material. De forma análoga, o mesmo tratamento foi aplicado à flexão

de placas, cuja espessura é subdividida em camadas e cada camada é um ponto

material.

Por fim, é válido reafirmar que a formulação e implementação computacional

de novos modelos constitutivos é beneficiada pela praticidade do arcabouço teórico

apresentado, o que é corroborado pelo desenvolvimento do novo modelo de dano

proposto: o modelo de dano volumétrico.

10.3 Sobre o Modelo de Dano Volumétrico

O modelo de dano proposto, formulado no caṕıtulo 5, baseou-se na definição

de energia livre na qual o tensor de deformação é decomposto em parcelas volumé-

tricas e desviadoras e adotou as deformações volumétricas para caracterizar uma

medida de dano que diferencia os efeitos de tração e compressão. O modelo formu-

lado assume a definição de energia livre semelhante à adotada por Ladevèze (1983),

entretanto as equações foram aqui desenvolvidas no domı́nio das deformações. A

medida de deformação aqui adotada seguiu a proposta de Comi (2001), de modo a

diferenciar os efeitos de tração e compressão. Entretanto, diferentemente de Comi

(2001) — que usou duas superf́ıcies, acoplando os efeitos de tração e compressão,

necessitando assim de um algoritmo de retorno para quantificação do dano —, neste

trabalho, os efeitos de tração e compressão foram desacoplados por meio de funções
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de carregamento independentes. Além disso, a quantificação do dano foi aqui feita,

diretamente com o uso de leis de evolução previamente especificadas.

Assumidas as hipótese básicas do modelo (tensor de rigidez, oriundo da definição

da energia livre, e medida de degradação), a definição do modelo foi complementada

partindo-se de múltiplos potenciais obtidos de funções de carregamento assumidas

para cada medida de deformação correspondente às variáveis de dano. Os gradientes

das funções de carregamento permitiram avaliar as direções de degradação e de

evolução do carregamento e o tensor pós-ŕıtico foi obtido diretamente dos gradientes

das lei de dano.

Formas lineares, exponenciais e polinomiais foram avaliadas, entretanto, a for-

mulação proposta permite a inserção de qualquer função matemática para descrever

a evolução do dano.

A definição dos coeficientes das equações que controlam a evolução do dano, bem

como o número de parâmetros, refletem diretamente no comportamento do material

e dependem da função escolhida, logo, quanto mais simples for o formato da equação

mais simples será a parametrização do material. Como o modelo trata de grande-

zas equivalentes, os parâmetros obtidos de ensaios experimentais não correspondem

diretamente aos do modelo, sendo portanto necessário obter estes parâmetros indi-

retamente.

O caṕıtulo 9 foi dedicado à modelagem de estruturas em concreto simples e

armado com o modelo de dano volumétrico proposto. Vários exemplos foram apre-

sentados, destacando-se a flexão de vigas em três e quatro pontos, cisalhamento

em quatro pontos. Os resultados obtidos foram comparados com resultados expe-

rimentais e numéricos obtidos nas referências bibliográficas consultadas. O modelo

foi capaz de representar o comportamento das estruturas modeladas mostrando um

bom desempenho e conformidade com os resultados laboratoriais.
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10.4 Sobre a Implementação Computacional

A implementação realizada foi dividida em duas partes distintas: a primeira

parte concerne à implementação da estrutura teórica unificada e a segunda no que

diz respeito aos modelo constitutivos propriamente ditos.

A implementação computacional da proposta de unificação teórica tomou partido

da generalização proporcionada pelo sistema INSANE e manteve o mesmo projeto

orientado a objetos de seu núcleo numérico.

Como mostrado, o processo de solução evoca métodos para o cálculo da rigidez

incremental e do vetor de forças equivalentes aos esforços internos. Para estas duas

tarefas, o modelo constitutivo é requisitado, caracterizando os pontos de ligação da

implementação do método numérico e do modelo constitutivo.

Os esforços internos podem ser calculadas por uma relação total ou como resul-

tante de um algoritmo de retorno, o que depende dos requisitos do modelo constitu-

tivo em questão. Já para o cálculo do operador tangente o formato implementado é

dado pela equação 3.50, abaixo repetida

Et
ijkl = Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl.

No caṕıtulo 3, diversas formas para o cálculo do operador tangente foram apre-

sentadas e o formato dado pela equação acima se mostrou bastante geral, uma vez

que, com as relações de correspondência entre os vários formatos, resumidos na se-

ção 3.6, qualquer versão do operador pode ser obtida. Contudo, como mostrado no

diagrama de classes da figura 6.10, novas expansões podem ser realizadas, de forma

tal que quaisquer outras alternativas para o cálculo do referido operador podem ser

implementadas.

Vários modelos constitutivos foram implementados conforme o diagrama de clas-

ses da figura 6.11. Seja para o cálculo do operador tangente ou do vetor de forças

equivalentes aos esforços internos, o modelo constitutivo consulta o material para

obter suas propriedades f́ısicas (por exemplo, módulo de elasticidade e o coeficiente
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de Poisson) e, para o estado de tensão ou deformação corrente, o valor do dano.

O material, por sua vez, possui acesso à forma de evolução do dano, bem como

os parâmetros necessários para quantificá-lo. Isto é posśıvel devido ao polimor-

fismo proporcionado pelas classes abstratas Material e DamageLaw e pela interface

Damageable, mostradas nas figuras 6.16 e 6.17. Estas figuras também mostram a

generalização alcançada pela implementação das funções de evolução de dano, de

modo que qualquer função de evolução possa ser implementada.

As leis de evolução de dano podem ou não estar associadas a um modelo material

(Figura 6.16), uma vez que determinadas classes de materiais têm leis de evolução da

degradação como caracteŕıstica intŕınseca. Entretanto, existem modelos de materiais

que, além da prescrição das propriedades f́ısicas, requerem a indicação de uma lei

de evolução.

Ressalta-se que o formato tensorial usado na formulação foi mantido na imple-

mentação e, desta forma, pôde-se generalizar todos os modelos de análise, ampliando

a aplicação dos modelos constitutivos. O formato tensorial escolhido facilitou a im-

plementação das operações tensoriais de modo que estas puderam ser realizadas

seguindo a notação indicial.

Por fim, vale dizer que as caracteŕısticas do projeto orientado a objetos permitiu

a criação de um arcabouço computacional para modelos constitutivos que pode ser

facilmente expandido, para inclusão de novos modelos, ou utilizado, sem qualquer

alteração, para análise não linear baseada em outros métodos numéricos, como o

método dos elementos finitos (MEF), o método dos elementos finitos generalizados

(MEFG), o método dos elementos de contorno (MEC) e os métodos sem malha

(MSM).

10.5 Continuidade da Linha de Pesquisa

Tendo em vista a continuidade da linha de pesquisa e tomando como base o

conteúdo apresentado ao longo deste trabalho são sugeridas algumas propostas de
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estudos relevantes para a Mecânica Computacional do Concreto:

Aplicar o formato proposto para tratar de forma genérica a modelagem constitu-

tiva na formulação e implementação de modelos de microplanos, como os propostos

por Ožbolt et al. (2001), Carol et al. (2001a), Kuhl et al. (2001) e Leukart e Ramm

(2002).

Formular um modelo de microplanos baseado na definição de múltiplos potenciais,

com a divisão do vetor de deformações de cada microplano em parcelas volumétricas

e desviadoras, como um aprimoramento do novo modelo de dano proposto nesta tese.

Formular e implementar modelos não locais, sofisticando a aplicação dos modelos

constitutivos aqui apresentados, a fim de criar mecanismos de regularização capazes

de tratar problemas de localização de deformações e dependência de malha.

Ampliar a biblioteca com outras propostas de modelos constitutivos baseados em

degradação elástica, dano e plasticidade. Dentre as possibilidades, destaca-se os mo-

delos de plasticidade com múltiplas superf́ıcies e os modelos baseados em superf́ıcies

de dano.

Ampliar o sistema computacional com a inclusão de modelos para armadura e perda

de aderência, permitindo uma modelagem mais realista de estruturas concreto ar-

mado.

Aplicar o arcabouço teórico e computacional criado e os modelos constitutivos im-

plementados para a análise não linear em modelos de elementos finitos generalizados,

modelos com descontinuidade forte embutida, modelos de elementos de contorno e

modelos baseados em métodos sem malha.
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Álvares, M. d. S., 1993. Estudo de um modelo de dano para o concreto: formula-

ção, identificação paramétrica e aplicação com emprego do método dos elementos

finitos. Dissertação de Mestrado, Universidade de São Paulo, São Carlos.

Alves, M., Yu, J., Jones, N., 2000. On the elastic modulus degradation in continuum

damage mechanics. Computers & Structures 76, 703–712.

Armero, F., Oller, S., 2000a. A general framework for continuum damage models. I.

infinitesimal plastic damage models in stress space. International Journal of Solids

and Structures 37, 7409–7436.

Armero, F., Oller, S., 2000b. A general framework for continuum damage models.

II. integration algorithms, with applications to the numerical simulation of porous

metals. International Journal of Solids and Structures 37, 7437–7464.

Arrea, M., Ingraffea, A., 1982. Mixed mode crack propagation in mortar and con-

crete. Tech. Rep. 81-13, Departement Of Structural Engineering, Cornell Univer-

sity, Ithaca, EUA, citado por Rots et al. (1985).

Barain, J. M., Mari, A., 2007. Multiaxial-coupled analysis of rc cross-sections sub-

jected to combined forces. Engineering Structures 29, 1722–1738.

239



240
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Bažant, Z., Lin, F.-B., 1988. Nonlocal smeared cracking model for concrete fracture.

Journal of Structural Engineering 114 (11), 2493–2511.
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Bažant, Z. P., Pijaudier-Cabot, G., 1987. Softening in reinforced concrete beams

and frames. Journal of Structural Engineering, ASCE 113 (12), 2333–2347.
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Jirásek, M., Zimmermann, T., 1998. Rotating crack model with transition to scalar

damage. Journal of Engineering Mechanics 124, 277–284.

Ju, J. W., 1989. On energy-based coupled elastoplasticity damage theories: consti-

tutive modeling and computational aspects. International Journal of Solids and

Structures 25 (7), 803–833.

Ju, J. W., 1990. Isotropic and anisotropic damage variables in continuum damage

mechanics. Journal of Engineering Mechanics 116 (12), 2764–2770.

Junior, F. S., Venturini, W. S., 2007. Damage modelling of reinforced concrete be-

ams. Advances in Engineering Software 38, 538–546.



248

Kachanov, L. M., 1958. Time rupture process under creep conditions (in russian).

Izv. A Rad. Nauk SSSR otd Tekh 8, 26–31, citado por Carol et al. (1994).

Kachanov, L. M., 1971. Foundations Of The Theory Of Plasticity. North-Holland

Publishing CO., Amesterdã, Holanda.
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Petrangeli, M., Ožbolt, J., 1996. Smeared crack approaches - material modeling.

Journal of Engineering Mechanics 122 (6), 545–554.

Pi, Y.-L., Bradford, M., Tin-Loi, F., Gilbert, R., 2007. Geometric and material

nonlinear analysis of elastically restrained arches. Engineering Structures 29, 283–

295.

Pijaudier-Cabot, G., Huerta, A., 1991. Finite element analysis of bifurcation in

non local strain softening solids. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering 90 (1-3), 905–919.

Pitangueira, R. L. S., Agosto 1998. Mecânica de estruturas de concreto com in-

clusão de efeitos de tamanho e heterogeneidade. Tese de Doutorado, Pontif́ıcia
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do concreto: Análise cŕıtica e contribuições. Tese de Doutorado, Universidade de

São Paulo, São Carlos.

Proença, S. P. B., Pituba, J. J. C., 2008. Sobre a formulação de um modelo de dano

para o concreto. Cadernos de engenharia de estruturas 10 (47), 117–1146.



253

Ramm, E., 1981. Strategies for Tracing the Nonlinear Response Near Limit Points,

in Nonlinear Finite Element Analysis in Structural Mechanics. Springer, Berlin,

Alemanha.

Ramm, E., D’Addetta, G. A., Leukart, M., 2004. From microscopic to macroscopic

modeling of geomaterials. In: ECCOMAS - European Congress on Computati-

onal Methods in Applied Sciences and Engineering. Universidade de Jyväskylä,
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mentos finitos de placas. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Minas

Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil.

Schlangen, E., 1993. Experimental and numerical analysis of fracture processes in

concrete. Tese de Doutorado, Delft University, Holanda.

Scotta, R., Vitaliani, R., Saetta, A., Onate, E., Hanganu, A., 2002. A scalar da-

mage model with a shear retention factor for the analysis of reinforced concrete

structures: theory and validation. Computers & Structures 79, 737–755.

Shayanfar, M. A., Kheyroddin, A., Mirza, M. S., 1997. Element size effect in non-

linear analysis of reinforced concrete members. Computers & Structures 62 (2),

339–352.

Silva, P. P. R., Fevereiro 2002. Implementação de modelos de microplanos para

análise não-linear de estruturas de concreto, uma abordagem orientada a objetos.

Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte,

MG, Brasil.

Simo, J. C., Hughes, T. J. R., 1988. Computational Inelasticity, 1st Edition.

Springer-Verlag New York, Inc., EUA.

Simo, J. C., Hughes, T. J. R., 1998. Computational Inelasticity, 2nd Edition.

Springer-Verlag New York, Inc., EUA.

Simo, J. C., Ju, J. W., 1987. Strain- and stress-based continuum damage models –

I. Formulation. International Journal of Solids and Structures 23 (7), 821–840.

Simão, W. I. S., Agosto 2003. Modelos de armadura e aderência para análise não-

linear de concreto armado. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de

Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil.



255

Srikanth, M., Kumar, G. R., Giri, S., 2007. Moment curvature of reinforced con-

crete beams using various confinement models and experimental validation. Asian

Journal of Civil Engineering (Building and Housing) 8 (3), 247–265.

Suidan, M., Schnobrich, W. C., 1973. Finite element analysis of reinforced concrete.

In: Journal of the structural division, ASCE. pp. 2109–2121.

Swartz, S. E., Hu, K.-K., Jones, G. L., 1978. Compliance monitoring of crack growth

in concrete. In: Journal of the engineering mechanics division, ASCE. pp. 789–800.

Taylor, G. I., 1938. Plastic strains in metals. Journal of the Institute of Metals 62,

307–324. Citado por Bažant e Planas (1998).

Timoshenko, S. P., Goodier, J. N., 1970. Theory of Elasticity. McGraw-Hill, Tóquio,

Japão.

Van Mier, J. G. M., Man, H.-K., 2008. Some notes on microcracking, softening,

localization, and size effects. International Journal of Damage Mechanics 18, 283–

309.

Voyiadjis, G. Z., Taqieddin, Z. N., Kattan, P. I., 2008. Anisotropic damage-plasticity

model for concrete. International Journal of Plasticity 24, 1946–1965.

Voyiadjis, G. Z., Taqieddin, Z. N., Kattan, P. I., 2009. Theoretical formulation of

a coupled elastic-plastic anisotropic damage model for concrete using the strain

energy equivalence concept. International Journal of Damage Mechanics 18, 603–

638.
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Apêndice A

Condições de Carregamento,
Descarregamento e Recarregamento

As condições de carregamento, descarregamento ou recarregamento ditam, para

cada ponto material, o decorrer da análise. Em um estado de carregamento cont́ınuo,

por exemplo, o material pode passar do regime elástico para o inelástico até atingir

um estado avançado de dano levando a estrutura ao colapso. Entretanto, esta é uma

análise simplista, que admite uma degradação uniforme de todo o domı́nio, fato este

que dificilmente ocorre. Mas, se a análise for ponto a ponto do meio material, pode-

se descrever comportamentos distintos para cada um destes pontos relacionados ao

estado de tensão ou deformação, regime de comportamento e histórico da análise,

com reflexo direto no comportamento global da estrutura.

As condições de Kuhn-Tucker são uma forma eficiente de captar o estado de

carregamento, descarregamento ou recarregamento do material. Estas condições

baseiam-se nas funções de carregamento do modelo constitutivo e nas variáveis his-

tóricas. As condições de Kuhn-Tucker podem ser representadas, em sua forma mais

tradicional, por

258
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f 6 0; λ̇ > 0 . (A.1a,b)

(A.1a)

onde f é a função de carregamento e λ̇ é o multiplicador inelástico. Tem-se também

as condições de complementaridade e de consistência dadas por

fλ̇ = 0; ḟ λ̇ = 0 (A.2a,b)

(A.2a)

Os regimes de carregamento, descarregamento e recarregamento são obtidos dire-

tamente a partir das funções prescritas por cada modelo. Para ilustrar as condições

de carregamento, toma-se a função

f = ε̃− κ , (A.3)

onde f é a função de carregamento, ε̃ é uma medida de deformação e κ a variável

histórica do modelo. Dado um ensaio de tração uniaxial, cuja medida de deformação

seja a deformação principal positiva e a variável histórica atribúıda ao maior valor

já atingido por ε̃ ao longo da análise, tem-se

f = ε̃− κ , (A.4)

ḟ = ḟi − ḟi−1 , (A.5)

κ̇ = κ̇i − κ̇i−1 . (A.6)

Neste caso, admite-se que a deformação de tração linear elástica máxima ad-

mitida é o valor inicial da variável histórica κ0. A figura A.1 ilustra o regime de

carregamento no domı́nio elástico. Como a deformação ainda não atingiu valores

superiores ao admitido para o domı́nio elástico, as condições de Kuhn-Tucker, com-

plementaridade e consistência ficam
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f1 = ε̃1 − κ0 < 0 , (A.7)

f2 = ε̃2 − κ0 < 0 , (A.8)

|f1| > |f2| , (A.9)

ḟ > 0 , (A.10)

κ̇ = 0 . (A.11)

Figura A.1: Regime de carregamento elástico

Uma vez que o limite dado por κ0 seja superado, o regime inelástico é atingido

e os valores da variável histórica devem ser atualizados para o maior valor da de-

formação. A partir deste ponto da análise tem-se um estado de carregamento com

dano, conforme ilustra a figura A.2.
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Figura A.2: Regime inelástico de carregamento com dano

Atualizando os valores das condições de carregamento, tem-se

f1 = ε̃1 − κ = 0 , (A.12)

f2 = ε̃2 − κ = 0 , (A.13)

|f1| = |f2| = 0 , (A.14)

ḟ = 0 , (A.15)

κ̇ > 0 pois κ2 > κ1 . (A.16)

É válido ressaltar que os valores de ε̃, κ, f do estado anterior são fundamentais para

se determinar o estado corrente.

Por razões inerentes ao modelo constitutivo e/ou ao problema analisado, o ma-

terial pode entrar em regime de descarregamento, como ilustra a figura A.3.
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Figura A.3: Regime de Descarregamento

O regime de descarregamento pode ser um comportamento induzido, por exem-

plo, por uma concentração de dano em uma região da estrutura, que perde capaci-

dade de carga, fazendo com que as demais áreas se descarreguem. As condições de

carregamento são atualizadas para

f1 = ε̃1 − κ < 0 , (A.17)

f2 = ε̃2 − κ < 0 , (A.18)

|f1| < |f2| = 0 , (A.19)

ḟ < 0 , (A.20)

κ̇ = 0 pois κ2 = κ1 . (A.21)

Nota-se que o descarregamento pode ocorre no regime linear elástico e as condições

de carregamento, neste caso, são usadas sem restrições com a diferença que κ = κ0.

Por fim, tem-se a possibilidade de recarregamento. A condição é mais comum em

problemas de cargas ćıclicas, entretanto o recarregamento pode ocorrer pela simples

distribuição de cargas da estrutura, pelas condições de contorno, por definições do
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modelo constitutivo etc. Assim como no descarregamento, o recarregamento pode

ocorrer no regime elástico, sendo neste caso κ = κ0. As condições de Kuhn-Tucker

ficam, portanto

f1 = ε̃1 − κ < 0 , (A.22)

f2 = ε̃2 − κ < 0 , (A.23)

|f1| > |f2| = 0 , (A.24)

ḟ > 0 , (A.25)

κ̇ = 0 pois κ2 = κ1 . (A.26)

A figura A.4 mostra que a condição de recarregamento é semelhante ao carregamento

elástico, embora, para um estado de deformação mais avançado.

Figura A.4: Regime de Recarregamento

Nas figuras A.1, A.2, A.3 e A.4 observa-se que as condições de complementa-

ridade e consistência sempre devem ser iguais a zero, comprovando que o regime

calculado pelas condições de carregamento são válidas. As condições de carrega-

mento, descarregamento e recarregamento são resumidas por:
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Carregamento Elástico

f < 0 ; ḟ > 0 ; κ = κ0 ; κ̇ = 0 . (A.27)

Carregamento Inelástico

f = 0 ; ḟ = 0 ; κ > κ0 ; κ̇ > 0 . (A.28)

Descarregamento

f < 0 ; ḟ < 0 ; κ > κ0 ; κ̇ = 0 . (A.29)

Recarregamento

f < 0 ; ḟ > 0 ; κ > κ0 ; κ̇ = 0 . (A.30)



Apêndice B

Conceitos da Mecânica do Dano
Cont́ınuo, Relações Secantes e Variáveis
de Dano

Na formulação de um modelo de dano deve-se definir as variáveis de dano e

sua dependência com os tensores secantes de rigidez e flexibilidade. Para modelos

isotrópicos tradicionais tem-se uma relação trivial dada por

Eijkl = (1−D)E0
ijkl (B.1)

sendo D a variável de dano. Para modelos com degradação anisotrópica baseada em

tensores de dano de segunda ordem, por exemplo, esta relação é mais complicada

e deve ser definida segundo os conceitos da mecânica do dano cont́ınuo (“MDC ”).

Conceitos como tensão e deformação efetivas, bem como equivalência de deforma-

ções, tensões e energia são usados para estabelecer os sentidos f́ısicos dos modelos

de degradação do material que são as bases das relações secantes com as variáveis

de dano Carol et al. (2001b).
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B.1 Tensão e Deformação Efetivas e Equivalência de Ener-
gia

Segundo Lemaitre e Desmorat (2005) a degradação deve ser entendida como a

média do efeito das “microfissuras” e “microvazios” que surgem no material quando

sujeito a solicitações. Desta forma, as tensões efetivas σefij e as deformações efetivas

εefij são definidas como sendo os valores de tensão e deformação calculados tomando-

se o material ı́ntegro, isto é, considera-se uma redução da área útil de material,

descontando-se as áreas degradadas, para que os efetivos sejam computados. Com

os valores efetivos de tensão e deformação pode-se, de forma simples, relacionar estas

grandezas com o material intacto por

σefij = E0
ijklε

ef
kl e εefij = C0

ijklσ
ef
kl , (B.2a,b)

sendo
E0
ijkl = Λ0δijδkl +G0(δikδjl + δilδlk) ,

C0
ijkl =

−ν0

E0
δijδkl +

1 + ν0

2E0
(δikδjl + δilδlk) , (B.3a,b)

com Λ0 =
ν0E0

(1 + ν0)(1− 2ν0)
e G0 =

E0

2(1 + ν0)
·

As variáveis de dano relacionam as grandezas efetivas com suas respectivas par-

celas nominais. Pode-se portanto, relacionar as parcelas nominais e efetivas usando

o tensor dano de quarta ordem, o denominado“efeito de dano”, dado por ᾱijkl. Logo,

tem-se

σij = ᾱijklσ
ef
ij e εefij = ᾱijklεkl , (B.4a,b)

na forma inversa,

σefij = αijklσkl e εij = αijklε
ef
kl , (B.5a,b)

sendo αijpqᾱpqkl = ᾱijpqαpqkl = Isimijkl . Combinando as equações B.2 e B.3 tem-se as

relações secantes dadas por

Eijkl = ᾱijpqE
0
pqrsᾱrskl e Cijkl = αijpqC

0
pqrsαrskl , (B.6a,b)
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que resulta em relações simétricas devido à natureza simétrica do tensor efeito de

dano.

B.1.1 Dano Isotrópico

A forma isotrópica, vista na equação B.1, pode ser escrita no contexto da me-

cânica do dano cont́ınuo. Para tanto a forma t́ıpica de dano “(1 − D)” é escrita

como

ᾱijpq = φ̄Isimijkl e αijpq = φIsimijkl , (B.7)

em notação matricial, tem-se

ᾱαα = φ̄



1

1

1

1

1

1


; ααα = φ



1

1

1

1

1

1


. (B.8)

As relações entre parcelas nominais e efetivas podem ser reescritas como

σij = φ̄σefij , σefij = φσij , εefij = φ̄εij e εij = φεefij . (B.9a,b,c,d)

As formas escalares recaem na forma tradicional de dano isotrópico, logo

φ̄ =
1

φ
=
√

1−D . (B.10)

B.1.2 Tensores de Dano de Segunda Ordem

Uma forma de tratar a degradação ortotrópica ou anisotrópica do meio é pela

representação desta por variáveis de dano escritas na forma de tensores de segunda

ordem. Os tensores de dano de segunda ordem, denotados por Dij, variam de zero

a δij. Outra forma é representar o dano em termos do tensor de integridade, que

é dado por φ̄ij = δij − Dij, com a variação exatamente oposta ao tensor de dano,

variando de δij até zero. A figura B.1 mostra a dualidade entre o dano e a integridade

para o caso de tração uniaxial.
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Figura B.1: Dano × Integridade.

Os tensores de dano e integridade compartilham os mesmos sistemas principais,

sendo D(i) = 1 − φ̄(i). Uma vez estabelecido o tensor de integridade φ̄ij, pode-se

introduzir sua raiz quadrada w̄ij e suas formas inversas φij e wij. Portanto,

φ̄ij = w̄ikw̄kj e φ̄(i) = w̄2
(i) . (B.11)

φij = wikwkj e φ(i) = w2
(i) . (B.12)

φ̄ikφkj = φikφ̄kj = δij e φ̄(i) =
1

φ(i)

. (B.13)

w̄ikwkj = wikw̄kj = δij e w̄(i) =
1

w(i)

. (B.14)

No caso do dano isotrópico estes tensores reduzem-se à sua forma volumétrica.

B.1.3 Formulação Anisotrópica Para as Relações Secantes
com Tensores de Dano

Após a introdução das variáveis de dano em forma tensorial, e estabelecer as

relações nominais-efetivas, pode-se identificar o tensor efeito de dano e as relações

secantes. No caso isotrópico unidimensional, a integridade representa a redução da

área efetiva, entretanto, tratando-se de casos mais gerais não se pode garantir a

simetria do tensores efetivos, portanto, o cálculo deve considerar um processo de

simetrização como o proposto por Cordebois e Sidoroff (1982):

σij = w̄ikσ
ef
kl w̄lj , (B.15)
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reescrevendo em termos do tensor efeito de dano, tem-se

σij = ᾱijklσ
ef
kl , ᾱijkl =

1

2
(w̄ikw̄jl + w̄ilw̄jk) , (B.16a,b)

para as deformações,

εefij = w̄ikεklw̄lj , (B.17)

matricialmente, o tensor efeito de dano, escrito no sistema principal de dano, é dado

por

ᾱαα =



φ̄(1)

φ̄(2)

φ̄(3) √
φ̄(1)φ̄(2) √

φ̄(2)φ̄(3) √
φ̄(3)φ̄(1)


. (B.18)

Pode-se escrever as relações secantes dadas pelas equações B.3a,b, como

Eijkl = Λ0φ̄ijφ̄kl +G0(φ̄ikφ̄jl + φ̄ilφ̄jk) (B.19)

e

Cijkl =
−ν0

E0
φijφkl +

1 + v0

2E0
(φikφjl + φilφjk) . (B.20)

Na forma matricial, considerando o sistema principal de dano, tem-se

EEE =


φ̄2

(1)
(Λ0 + 2G0) φ̄(1)φ̄(2)Λ

0 φ̄(1)φ̄(3)Λ
0

φ̄(2)φ̄(1)Λ
0 φ̄2

(2)
(Λ0 + 2G0) φ̄(2)φ̄(3)Λ

0

φ̄(3)φ̄(1)Λ
0 φ̄(3)φ̄(2)Λ

0 φ̄2
(3)

(Λ0 + 2G0)

φ̄(1)φ̄(2)G
0

φ̄(2)φ̄(3)G
0

φ̄(3)φ̄(1)G
0


(B.21)

e

CCC =



1

φ̄2
(1)
E0

−ν0

φ̄(1)φ̄(2)E
0

−ν0

φ̄(1)φ̄(3)E
0

−ν0

φ̄(2)φ̄(1)E
0

2

φ̄2
(2)
E0

−ν0

φ̄(2)φ̄(3)E
0

−ν0

φ̄(3)φ̄(1)E
0

−ν0

φ̄(3)φ̄(2)E
0

1

φ̄2
(3)
E0

2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E
0

2(1 + ν0)

φ̄(2)φ̄(3)E
0

2(1 + ν0)

φ̄(3)φ̄(1)E
0


. (B.22)
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Comparando a relação B.31 com a matriz de flexibilidade de modelos ortotrópi-

cos, tem-se

CCC
orto =



1

E1

−ν12

E2

−ν13

E3−ν21

E1

1

E2

−ν23

E3−ν31

E1

−ν32

E2

1

E3
1

G12
1

G23
1

G31


, (B.23)

portanto, tem-se as seguintes equivalências:

E1 = φ̄2(1)E
0 ; E2 = φ̄2(2)E

0 ; E3 = φ̄2(3)E
0 ; (B.24)

ν12 =
φ̄(2)

φ̄(2)
ν0 ; ν13 =

φ̄(3)

φ̄(1)
ν0 ; ν21 =

φ̄(1)

φ̄(2)
ν0 ; (B.25)

ν23 =
φ̄(3)

φ̄(2)
ν0 ; ν31 =

φ̄(1)

φ̄(3)
ν0 ; ν32 =

φ̄(2)

φ̄(3)
ν0 ; (B.26)

G12 = φ̄(1)φ̄(2)
E0

2(1 + ν0)
; G23 = φ̄(2)φ̄(3)

E0

2(1 + ν0)
; G31 = φ̄(3)φ̄(1)

E0

2(1 + ν0)
.(B.27)

A formulação dual pode ser obtida usado o tensor efeito de dano dual, dado por

ααα =



φ(1)

φ(2)

φ(3) √
φ(1)φ(2) √

φ(2)φ(3) √
φ(3)φ(1)


. (B.28)

Logo, as relações secantes, podem ser escritas com base nas relações

εij = wikε
ef
klwlj , σefij = wikσklwlj ,

εij = αijklε
ef
kl , αijkl =

1

2
(wikwjl + wilwjk) , (B.29a,b,c,d)

resultando em

EEE =



1

φ2
(1)

(Λ0 + 2G0)
1

φ(1)φ(2)

Λ0 1

φ(1)φ(3)

Λ0

1

φ(2)φ(1)

Λ0 1

φ2
(2)

(Λ0 + 2G0)
1

φ(2)φ(3)

Λ0

1

φ(3)φ(1)

Λ0 1

φ(3)φ(2)

Λ0 1

φ2
(3)

(Λ0 + 2G0)

1

φ(1)φ(2)

G0

1

φ(2)φ(3)

G0

1

φ(3)φ(1)

G0


(B.30)
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e

CCC =



φ2
(1)

1

E0
φ(1)φ(2)

−ν0

E0
φ(1)φ(3)

−ν0

E0

φ(2)φ(1)

−ν0

E0
φ2
(2)

2

E0
φ(2)φ(3)

−ν0

E0

φ(3)φ(1)

−ν0

E0
φ(3)φ(2)

−ν0

E0
φ2
(3)

1

E0

φ(1)φ(2)

2(1 + ν0)

E0

φ(2)φ(3)

2(1 + ν0)

E0

φ(3)φ(1)

2(1 + ν0)

E0


.

(B.31)



Apêndice C

Solução das Equações Não Lineares do
Método dos Elementos Finitos

A análise não linear pelo método dos elementos finitos é uma ferramenta essen-

cial na modelagem computacional. Procedimentos numéricos promovem uma forma

rápida, prática e precisa para a modelagem estrutural desde que utilizada correta-

mente. Para o desenvolvimento de software ou para modelagem é indispensável o

entendimento dos principais conceitos da análise não linear. O não entendimento das

questões e da metodologia envolvida no problema pode acarretar em dificuldades no

uso, ou até a escolha incorreta de soluções, resultando em modelos não condizentes

com a realidade do problema.

O comportamento não linear de estruturas costuma ser caracterizado de duas

formas: comportamento fisicamente não linear e comportamento geometricamente

não linear.

Uma análise fisicamente não linear se dá quando o material passa a responder não

linearmente. A forma mais simples deste comportamento é aquela em que as tensões

são proporcionalmente não lineares às deformações, mesmo o material estando no

regime elástico. Um problema é geometricamente não linear quando a estrutura

apresenta um estado deformado substancialmente diferente do estado indeformado e
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esta configuração passa a ser significante no seu comportamento global, resultando

em uma resposta não linear.

Os resultados oriundos de uma análise não linear são apresentados tradicional-

mente sob a forma de trajetórias de equiĺıbrio. Um exemplo ilustrativo de uma

trajetória de equiĺıbrio é mostrado na figura C.1.

Figura C.1: Trajetória de equiĺıbrio t́ıpica em problemas não lineares

Observa-se na figura C.1 a ocorrência de pontos limites de carga (pontos A e

D) e pontos limites de deslocamento (pontos B e C), sendo estes conhecidos como

pontos de “snap-back”. Verifica-se também que a trajetória passa por trechos de

incremento de carga (OA e DE) e trechos de decréscimo de carga (AD). Para a

obtenção de trajetórias de equiĺıbrio para determinados graus de liberdade da dis-

cretização, como a acima descrita, executa-se um processo incremental-iterativo nas

variáveis do problema.
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C.1 Métodos Incrementais-Iterativos

Dado um campo de deslocamentos {U} e um fator de carga proporcional λ,

equivalentes a um ponto da trajetória de equiĺıbrio (ponto A na figura C.2), deseja-

se encontrar outro ponto de equiĺıbrio (ponto B na figura C.2) de modo que a

variação de determinadas grandezas do problema no passo incremental (do ponto A

ao ponto B), seja controlada.

JSAEX2

Fa
to

r d
e 

C
ar

ga

Ui-1 Ui

λi-1

D

CA

λi B

Deslocamento

Fa
to

r d
e 

C
ar

ga

Ui-1 Ui

λi-1 A

λi B

Page 3

Figura C.2: Obtenção de pontos de equiĺıbrio.

Diferentes métodos incrementais-iterativos têm sido empregados para análise não

linear de estruturas, destacando-se os métodos de controle de carga, de controle di-

reto de deslocamento, de controle de comprimento de arco e de controle de desloca-

mento generalizado (Fuina (2004) e Pitangueira (1998)).

De acordo com Yang e Kuo (1994), estes métodos podem ser caracterizados por

três principais fases. A primeira fase, ou preditor, envolve a solução do incremento

de deslocamentos a partir de equações incrementais de equiĺıbrio para o respectivo

modelo. A segunda fase, ou corretor, se ocupa em restabelecer as forças incrementais

dos elementos, a partir dos incrementos de deslocamentos obtidos na primeira fase.

No fim desta fase, as forças resultantes em cada elemento são obtidas pelo acúmulo

de todas as forças incrementais antes e durante o passo corrente. Por fim, tem-se a

terceira fase, na qual é verificada a convergência da iteração, isto é, se o equiĺıbrio

do modelo foi obtido na nova configuração deformada.
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Existem duas formulações para os métodos de obtenção de trajetórias de equi-

ĺıbrio: a formulação secante e a formulação tangente. A formulação secante (figura

C.3(a)) parte das equações de equiĺıbrio totais do sistema discreto, relacionando for-

ças externas com deslocamentos totais. Já a formulação tangente (figura C.3(b))

parte das equações de equiĺıbrio incrementais, relacionando incrementos das gran-

dezas envolvidas no problema.

Figura C.3: Formulações dos métodos incrementais-iterativos: (a) secante; (b) tangente.

A formulação tangente apresenta uma forma mais rápida de se obter a convergên-

cia. O uso do ponto obtido na iteração anterior, como base para a iteração seguinte,

possibilita uma melhor descrição da trajetória, o que favorece a obtenção de curvas

mais complicadas. Atualmente, a formulação secante está em desuso por apresentar

desvantagens em relação à formulação tangente.

Embora cada um dos diversos procedimentos existentes possuam suas particu-

laridades, em uma análise não linear confronta-se com o problema de resolver o

sistema de N+1 incógnitas (N deslocamentos incrementais e um incremento no fator

de carga) e N+1 equações (N equações de equiĺıbrio e uma equação de restrição).

Portanto, um processo incremental-iterativo é adotado para solucionar o problema.

Para este fim, a equação de equiĺıbrio incremental correspondente à iteração j do

passo i pode ser escrita na forma abaixo (figura C.4):

[K]ij−1 · {δU}ij = δλij · {P}+ {Q}ij−1 , (C.1)
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onde

[K]ij−1 é a matriz de rigidez tangente na iteração j-1 do passo i , função do campo

de deslocamentos {U}ij−1;

{δU}ij é o vetor deslocamentos incrementais da iteração j do passo i ;

δλij é o incremento do fator de cargas na iteração j do passo i ;

{P} é o vetor de cargas de referência;

{Q}ij−1 é o vetor de forças residuais da iteração j-1 do passo i .

Figura C.4: Processo incremental-iterativo com controle de carga

Inicialmente, estabelece-se, em função do parâmetro de controle, um valor para

o incremento do fator de carga δλj, podendo-se então obter {δU}j, o qual pode ser

decomposto nas parcelas associadas à carga de referência, {δU}Pj , e à carga residual

{δU}Qj , na forma:

{δU}j = δλj · {δU}Pj + {δU}Qj , (C.2)
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com

[K]j−1 · {δU}Pj = {P} (C.3)

e

[K]j−1 · {δU}Qj = {Q}j−1 . (C.4)

Ao final de cada iteração, a convergência é verificada através da magnitude

do vetor de forças residuais {Q}j e/ou da magnitude do vetor de deslocamentos

iterativos {δU}j e o processo iterativo continua até que determinado critério de

convergência seja atendido.

Para a verificação da convergência pelo critério de forças residuais, usa-se a

equação dada por

||{Q}||
||λ{P}||

< tolerância. (C.5)

Se a convergência for verificada pelo critério de deslocamentos, usa-se a condi-

ção

||{δU}||
||{U}||

< tolerância. (C.6)

Se uma nova iteração for necessária, após calculados {δU}Pj e {δU}Qj utilizando-

se as equações C.3 e C.4, o valor de δλj deve ser obtido com uma equação de restrição

que envolve combinações das grandezas do problema.

A atualização das variáveis é feita da seguinte forma:

λj = λj−1 + δλj (C.7)

{U}j = {U}j−1 + {δU}j (C.8)

O vetor de cargas residuais da iteração j é dado por:

{Q}j = λj · {P} − {F}j (C.9)

onde {F}j é o vetor de forças equivalentes às tensões internas ao final da iteração j .
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Observa-se que, na primeira iteração de cada passo, o vetor de cargas residuais

({Q}j−1) é nulo.

A formulação acima descrita é bastante genérica e se aplica a vários métodos

de controle, bastando que se redefina a equação de restrição.

O diagrama de atividades da figura C.5 mostra os principais passos do algo-

ritmo genérico proposto por Yang e Shieh (1990). Pode-se observar que o diagrama

de atividades desta figura possui um procedimento em destaque. Este refere-se à

obtenção do parâmetro de carga δλij, que depende do método de controle adotado.

A figura C.6 mostra os valores de δλij para os métodos de controle mais consa-

grados: controle de cargas; controle direto de deslocamento, desenvolvido por Batoz

e Dhat (1979); controle por trabalho, desenvolvido por Yang e McGuire (1985); o

método de controle do reśıduo ortogonal, do estudo de Krenk (1995) e Krenk e

Hededal (1995); controle de deslocamento generalizado, proposto por Yang e Shieh

(1990); e três versões do controle de comprimento de arco: a que mantém a trajetória

de iteração perpendicular à tangente do ińıcio do passo (Ricks, 1972, 1979); a que

mantém a trajetória de iteração ortogonal à tangente da iteração anterior (Ramm,

1981) e a que usa uma trajetória de iteração ciĺındrica (Crisfield, 1981, 1983).
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Figura C.5: Diagrama de atividades do algoritmo genérico para métodos de controle
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Figura C.6: Detalhamento do diagrama de atividades da figura C.5



Apêndice D

Modelos de Análise Aplicados aos
Modelos Constitutivos

No caṕıtulo 4 foram apresentados diversos modelos constitutivos formulados se-

gundo a proposta de unificação teórica e computacional proposta. Não foi abordado

diretamente o emprego destes modelos aos posśıveis modelos de análise, portanto,

serão apresentadas as hipóteses para os tensores de rigidez e flexibilidade, aplica-

das aos modelos constitutivos implementados, destacando-se o modelo de fissuração

distribúıda.

D.1 Composição Tensorial Geral

O modelo sólido tridimensional é o caso mais geral para os modelos de análise,

logo, será apresentado em primeiro lugar para, em seguida, as reduções respectivas

aos demais modelos, sem vinculá-los a modelos constitutivos.

Os tensores de rigidez e flexibilidade serão apresentados seguindo as relações

totais dadas por

σij = Eijklεkl e εij = Cijklσkl , (D.1a,b)
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sendo os tensores de tesão e deformação escritos como

σσσ =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 e εεε =


ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 . (D.2a,b)

O tensor de quarta ordem representando o tensor de rigidez é dado por

EEE =



E1111 E1112 E1113 E1211 E1212 E1213 E1311 E1312 E1313

E1121 E1122 E1123 E1221 E1222 E1223 E1321 E1322 E1323

E1131 E1132 E1133 E1231 E1232 E1233 E1331 E1332 E1333

E2111 E2112 E2113 E2211 E2212 E2213 E2311 E2312 E2313

E2121 E2122 E2123 E2221 E2222 E2223 E2321 E2322 E2323

E2131 E2132 E2133 E2231 E2232 E2233 E2331 E2332 E2333

E3111 E3112 E3113 E3211 E3212 E3213 E3311 E3312 E3313

E3121 E3122 E3123 E3221 E3222 E3223 E3321 E3322 E3323

E3131 E3132 E3133 E3231 E3232 E3233 E3331 E3332 E3333



. (D.3)

Todas as componentes apresentadas são valores obtidos durante o processo incre-

mental iterativo em procedimento de solução para análise não linear. Isto é, na

composição do operador tangente, que usa as hipóteses particulares de cada modelo

constitutivo, tem-se a forma tensorial dada por D.3. É válido ressaltar que ao se defi-

nir o modelo de análise, seja o caso unidimensional, bidimensional ou tridimensional,

muitas destas componentes são nulas.

O tensor de rigidez secante, assumindo a ortotropia do meio, para o modelo de

análise sólido, sem necessariamente ser aplicado a um modelo constitutivo espećıfico,

é dado por

EEE =



E1111 0 0 0 E1212 0 0 0 E1313

0 E1122 0 E1221 0 0 0 0 0
0 0 E1133 0 0 0 E1331 0 0

0 E2112 0 E2211 0 0 0 0 0
E2121 0 0 0 E2222 0 0 0 E2323

0 0 0 0 0 E2233 0 E2332 0

0 0 E3113 0 0 0 E3311 0 0
0 0 0 0 0 E3223 0 E3322 0

E3131 0 0 0 E3232 0 0 0 E3333


. (D.4)
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Sendo que, para o regime elástico linear isotrópico, as componentes, na forma indi-

cial, são dadas por

Eijkl = Λ0δijδkl +G0(δikδjl + δilδjk) , (D.5)

sendo Λ0 =
ν0E0

(1 + ν0)(1− 2ν0)
, G0 =

E0

2(1 + ν0)
, E0 o módulo de elasticidade e ν0 o

coeficiente de Poisson.

Especializando para o caso plano axissimétrico e estado plano de deformação,

tem-se a rigidez secante dada por

EEE =



E1111 0 0 0 E1212 0 0 0 0
0 E1122 0 E1221 0 0 0 0 0
0 0 E1133 0 0 0 0 0 0

0 E2112 0 E2211 0 0 0 0 0
E2121 0 0 0 E2222 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E2233 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E3311 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E3322 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E3333


, (D.6)

cujas as componentes são dadas pela equação D.5.

Em estado plano de tensão tem-se a rigidez secante dada por

EEE =



E1111 0 0 0 E1212 0 0 0 0
0 E1122 0 E1221 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E2112 0 E2211 0 0 0 0 0
E2121 0 0 0 E2222 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (D.7)

entretanto as componentes são dadas, na forma indicial, para o caso elástico linear

isotrópico, por

Eijkl = Γ0δijδkl +G0(δikδjl + δilδjk) , (D.8)

sendo Γ0 =
E0ν0

(1− ν0)
·

Os modelos unidimensionais apresentam apenas uma componente axial de ten-

são e de deformação, sendo esta diretamente dependente do modelo de análise. Seja,

por exemplo, um modelo para representar uma treliça, a deformação pode ser con-

siderada uniforme em toda a seção transversal, já, por exemplo, para um elemento
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de pórtico a deformação não pode ser considerada constante ao longo da seção e,

portanto, deve ser calculada ponto a ponto, como resultante da combinação dos es-

forços axiais e de flexão. Este detalhamento foi abordado na seção 2.2 do caṕıtulo

2. Por fim, o tensor é dado por

EEE =



E1111 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (D.9)

onde a única componente é dada pelo módulo de elasticidade do material em função

do estado de degradação.

De forma análoga tem-se que o tensor de flexibilidade, para o caso sólido, é

dado por

CCC =



C1111 0 0 0 C1212 0 0 0 C1313

0 C1122 0 C1221 0 0 0 0 0
0 0 C1133 0 0 0 C1331 0 0

0 C2112 0 C2211 0 0 0 0 0
C2121 0 0 0 C2222 0 0 0 C2323

0 0 0 0 0 C2233 0 C2332 0

0 0 C3113 0 0 0 C3311 0 0
0 0 0 0 0 C3223 0 C3322 0

C3131 0 0 0 C3232 0 0 0 C3333


, (D.10)

cujas as componentes, para o caso elástico linear isotrópico, são dadas por

Cijkl = − ν0

E0

δijδkl +
1 + ν0

2E0

(δikδjl + δilδjk) . (D.11)

A definição da flexibilidade para os casos bidimensional e unidimensional é

obtida reduzindo o tensor tridimensional para às componentes espećıficas de cada

modelo de análise. Os tensores de rigidez e flexibilidade ortotrópicos escrito em

termos de variáveis de dano podem ser vistos no apêndice B.

Considerações sobre as componentes de tensão e deformação devem ser des-

tacadas. Assumindo o comportamento ortotrópico do meio, segundo a teoria da
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elasticidade (Timoshenko e Goodier (1970),Mase (1971), Mal e Singh (1991)), tem-

se

σ12 = σ21 = τ12; 2ε12 = 2ε21 = γ12; (D.12)

σ13 = σ31 = τ13; 2ε13 = 2ε31 = γ13; (D.13)

σ23 = σ32 = τ23; 2ε23 = 2ε32 = γ23. (D.14)

Portanto, matricialmente, para o caso sólido as relações tensão e deformação é escrita

como

σ11

σ22

σ33

τ12

τ13

τ23


=



E1111 E1122 E1133 0 0 0

E2211 E2222 E2233 0 0 0

E3311 E3322 E3322 0 0 0

0 0 0 E1212 0 0

0 0 0 0 E1313 0

0 0 0 0 0 E2323





ε11

ε22

ε33

γ12

γ13

γ23


. (D.15)

Os modelos de análise respeitam a forma matricial apresentada, podendo ser

obtidos a partir da eliminação das linhas e colunas respectivas às grandezas não

pertencentes ao domı́nio da análise.

D.2 Modelo de Fissuração Distribúıda

O tensor de rigidez do modelo de fissuração, apresentado na seção 2.3 do

caṕıtulo 2, é caracterizado pela inversão do tensor de flexibilidade. Desta forma, as

hipóteses de degradação impostas às componentes da flexibilidade são refletidas no

tensor de rigidez.

Serão apresentadas as hipótese do tensor de rigidez para os modelos de análise

sólido, axissimétrico, estado plano de tensão, estado plano de deformação. Serão

apresentadas também as considerações necessárias aos modelos de flexão de placas.

Como o formato tensorial geral já foi apresentado as componentes serão apre-

sentadas, por conveniência, no formato matricial, sendo escritas em função das va-

riáveis de dano. Como o modelo de fissuração é definido no sistema das deformações
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principais, o tensor de integridade (ou das funções de dano), no sistema principal de

dano, é dado por

φ̄φφ =


φ̄(1) 0 0

0 φ̄(2) 0

0 0 φ̄(3)

 , (D.16)

sendo φ̄(i) funções de dano definidas no domı́nio das deformações.

D.2.1 Modelo de Análise Sólido Tridimensional

Os termos do tensor de rigidez e flexibilidade, respectivo ao modelo sólido, na

forma matricial são dados por

TTT =



T1111 T1122 T1133 0 0 0

T2211 T2222 T2233 0 0 0

T3311 T3322 T3333 0 0 0

0 0 0 T1212 0 0

0 0 0 0 T1313 0

0 0 0 0 0 T2323


, (D.17)

com TTT representando a flexibilidade ou a rigidez.

Da relação total dada na equação D.1b, tem-se a flexibilidade, escrita na em

função das variáveis de dano, dada por

CCC =



1

φ̄2
(1)
E0

−ν0
φ̄(1)φ̄(2)E0

ν0

φ̄(1)φ̄(3)E0

0 0 0

−ν0
φ̄(2)φ̄(1)E0

1

φ̄2
(2)
E0

−ν0
φ̄(2)φ̄(3)E0

0 0 0

−ν0
φ̄(3)φ̄(1)E0

−ν0
φ̄(3)φ̄(2)E0

1

φ̄2
(3)
E0

0 0 0

0 0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0

0 0

0 0 0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(3)E0

0

0 0 0 0 0
2(1 + ν0)

φ̄(2)φ̄(3)E0


. (D.18)
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Por inversão de D.18 obtém-se a matriz de rigidez, que é dada por

EEE =



φ̄2
(1)E0(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄(1)φ̄(3)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
0 0 0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄2
(2)E0(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄(2)φ̄(3)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
0 0 0

φ̄(3)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄(3)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1 − 2ν)

φ̄2
(3)E0(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)
0 0 0

0 0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)
0 0

0 0 0 0
φ̄(1)φ̄(3)E0

2(1 + ν0)
0

0 0 0 0 0
φ̄(2)φ̄(3)E0

2(1 + ν0)


. (D.19)

D.2.2 Modelo de Análise Axissimétrico Plano

Analogamente ao modelo sólido, tem-se o a matriz de flexibilidade dada por

CCC =



1

φ̄2
(1)E0

−ν0

φ̄(1)φ̄(2)E0

ν0

φ̄(1)φ̄(3)E0

0

−ν0

φ̄(2)φ̄(1)E0

1

φ̄2
(2)E0

−ν0

φ̄(2)φ̄(3)E0

0

−ν0

φ̄(3)φ̄(1)E0

−ν0

φ̄(3)φ̄(2)E0

1

φ̄2
(3)E0

0

0 0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0



. (D.20)

Por inversão de D.20 obtém-se a matriz de rigidez, que é dada por

EEE =



φ̄2
(1)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(1)φ̄(3)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)
0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄2
(2)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(2)φ̄(3)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)
0

φ̄(3)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(3)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄2
(3)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
0

0 0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)



. (D.21)
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D.2.3 Modelo de Análise Estado Plano de Deformação

Para o estado plano de deformação é necessário impor a condição de que ε3 = 0

e substituir na relação total os valores de σ3, a fim de simplificar o sistema para 3

equações. Desta forma, invertendo a flexibilidade, pode-se obter as componentes de

rigidez para o estado plano de deformação. A relação total pode ser escrita como



ε1

ε2

ε3

ε12


=



1

φ̄2
(1)E0

−ν0

φ̄(1)φ̄(2)E0

−ν0

φ̄(1)φ̄(3)E0
0

−ν0

φ̄(2)φ̄(1)E0

1

φ̄2
(2)E0

−ν0

φ̄(2)φ̄(3)E0
0

−ν0

φ̄(3)φ̄(1)E0

−ν0

φ̄(3)φ̄(2)E0

1

φ̄2
(3)E0

0

0 0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0





σ1

σ2

σ3

σ12


. (D.22)

Portanto, escrevendo as equações para as deformações, tem-se

ε1 =
1

φ̄2
(1)E0

σ1 −
ν0

φ̄(1)φ̄(2)E0

σ2 −
ν0

φ̄(1)φ̄(3)E0

σ3; (D.23)

ε2 = − ν0

φ̄(2)φ̄(1)E0

σ1 +
1

φ̄2
(2)E0

σ2 −
ν0

φ̄(2)φ̄(3)E0

σ3; (D.24)

ε3 = − ν0

φ̄(3)φ̄(1)E0

σ1 −
ν0

φ̄(3)φ̄(2)E0

σ2 +
1

φ̄2
(3)E0

σ3; (D.25)

ε12 =
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0

σ12. (D.26)

Como ε3 = 0, por hipótese do estado plano de deformação, isolando σ3 na

equação D.24 e substituindo nas demais equações tem-se

ε3 = − ν0

φ̄(3)φ̄(1)E0

σ1 −
ν0

φ̄(3)φ̄(2)E0

σ2 +
1

φ̄2
(3)E0

σ3 = 0 ;

σ3 = φ̄2
(3)E0

(
ν0

φ̄(3)φ̄(1)E0

σ1 +
ν0

φ̄(3)φ̄(2)E0

σ2

)
. (D.27)

Substituindo D.27 nas equações D.23 e D.24, tem-se

ε1 = φ2
(1)

1

E0

σ1(1− ν0
2)− φ(1)φ(2)

ν0

E0

σ2(1 + ν) , (D.28)
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ε2 = −φ(1)φ(2)
ν0

E0

σ1(1 + ν) + φ2
(2)

1

E0

σ2(1− ν2
0) . (D.29)

Desta forma, a matrix de flexibilidade pode ser escrita como

CCC =



(1− ν2
0)

φ̄2
(1)E0

−ν0(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0

0

−ν0(1 + ν0)

φ̄(2)φ̄(1)E0

(1− ν2
0)

φ̄2
(2)E0

0

0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0


. (D.30)

Invertendo D.30, tem-se a matriz de rigidez, dada por

EEE =



φ̄2
(1)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)
0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄2
(2)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
0

0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)


. (D.31)

D.2.4 Modelo de Análise Estado Plano de Tensão

Paro o estado plano de tensão a flexibilidade pode ser obtido diretamente do

caso sólido, eliminando-se as componentes energeticamente inativas, resultando em

CCC =



1

φ̄2
(1)E0

−ν0

φ̄(1)φ̄(2)E0

0

−ν0

φ̄(2)φ̄(1)E0

1

φ̄2
(2)E0

0

0 0
2(1 + ν0)

φ̄(1)φ̄(2)E0


. (D.32)
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Por inversão de D.32 obtém-se a matriz constitutiva

EEE =



φ̄2
(1)E0

(1− ν2)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1− ν2)
0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1− ν2)

φ̄2
(2)E0

(1− ν2)
0

0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)


. (D.33)

D.2.5 Modelo de Análise para Flexão de Placas

Os modelos de análise para a flexão de placas baseados nas teorias de Kir-

chhoff (aplicada a placas finas) e Reissner-Mindlin (aplicada a placas medianamente

espessas) podem ser resumidas por suas hipóteses básicas, a definição dos campos

de deslocamentos e pelas relações tensão-deformação. Uma compilação de vários

elementos finitos de placas, para a análise linear elástica, foi apresentada por Sa-

liba (2007). A seguir, será brevemente apresentada a aplicação destes elementos de

placas na análise fisicamente não linear.

D.2.5.1 Teoria de Kirchhoff para Placas Finas

A teoria de Kirchhoff apresenta quatro hipóteses básicas:

1. Os pontos contidos no plano médio somente se deslocam verticalmente, logo

os deslocamentos horizontais (u, v) são iguais a zero;

2. Todo os pontos contidos numa reta normal ao plano médio têm o mesmo

deslocamento vertical;

3. A tensão normal na direção z (σz) é despreźıvel;

4. Retas normais ao médio da placa indeformada permanecem retas e normais ao

plano médio, após a deformação da placa.
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Dado o deslocamento de um ponto qualquer ao longo da espessura de uma

placa, ilustrado na figura D.1, para o plano xz ou yz , pode-se escrever o campo de

deslocamentos como

u(x, y, z) = −zθx(x, y) = −z∂w(x, y)

∂x
; (D.34)

v(x, y, z) = −zθy(x, y) = −z∂w(x, y)

∂y
; (D.35)

w(x, y, z) = w(x, y) , (D.36)

com u, v e w sendo os deslocamentos nas direções x, y e z respectivamente. Como,

por hipótese, u e v são iguais a zero, o vetor de deslocamentos pode ser escrito como

uuu =



w

θx

θy


=



w

∂w

∂x

∂w

∂y


. (D.37)

Figura D.1: Representação do deslocamento de ponto qualquer.

Partindo do campo de deslocamento, a relação entre deformação e desloca-

mento é escrita como

εx = −z∂
2w

∂x2
; εy = −z∂

2w

∂y2
; γxy = −2z

∂2w

∂x∂y
; εz ' γxz = γyz = 0 . (D.38a,b,c,d)
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Portanto, matricialmente, tem-se

εεε =



εx

εy

γxy


= −z



−z∂
2w

∂x2

−z∂
2w

∂y2

−2z
∂2w

∂x∂y


. (D.39)

Por fim, uma vez que a placa está livre para se deformar na direção z e, por hipótese,

σz ' 0, pode-se admitir a mesma relação constitutiva de um estado plano de tensão.

Portanto, para o caso do modelo do modelo de fissuração distribúıda, tem-se

σσσ = EEEεεε = −zEEEεεε , (D.40)

sendo,

EEE =



φ̄2
(1)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)
0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄2
(2)E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
0

0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)


. (D.41)

Lembrando que para o caso linear elástico o tensor de dano, dado pela equação D.16,

é φ̄φφ = δij.

D.2.5.2 Teoria de Reissner-Mindlin para Placas Espessas

A teoria de Reissner-Mindlin apresenta quatro hipóteses básicas:

1. Os pontos contidos no plano médio somente se deslocam verticalmente, por-

tanto, tem-se os deslocamentos horizontais (u, v) iguais a zero;

2. Todos os pontos contidos numa reta normal ao plano médio têm o mesmo

deslocamento vertical;

3. A tensão normal na direção z (σz) é despreźıvel;
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4. Retas normais ao plano médio da placa indeformada permanecem retas, mas

não necessariamente normais ao plano médio, após a deformação da placa.

Dado o deslocamento de um ponto qualquer ao longo da espessura de uma

placa, ilustrado na figura D.2, para o plano xz ou yz , pode-se escrever o campo de

deslocamentos como

u(x, y, z) = −zθx(x, y) = −z∂w(x, y)

∂x
; (D.42)

v(x, y, z) = −zθy(x, y) = −z∂w(x, y)

∂y
; (D.43)

w(x, y, z) = w(x, y) , (D.44)

com u, v e w sendo os deslocamentos nas direções x, y e z respectivamente. Como,

por hipótese, u e v, no plano médio, são iguais a zero, o vetor de deslocamentos pode

ser escrito como

uuu =



w

θx

θy


=



w

∂w

∂x

∂w

∂y


. (D.45)

Figura D.2: Representação do deslocamento de ponto qualquer.
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Partindo do campo de deslocamento, a relação entre deformação e desloca-

mento é escrita como

εx = −z∂θx
∂x

; (D.46a)

εy = −z∂θy
∂y

; (D.46b)

εz = 0 ; (D.46c)

γxy = −z
(
∂θx
∂y

+
∂θy
∂x

)
; (D.46d)

γxz = −θx +
∂w

∂x
= −φx ; (D.46e)

γyz = −θy +
∂w

∂y
= −φy . (D.46f)

Portanto, matricialmente, tem-se

εεε =



εx

εy

γxy

γxz

γyz


= −z



−zθx,x
−zθy,y

−z(θx,y + θy,x)

w,x − θx
w,y − θy


. (D.47)

Por fim, uma vez que a placa está livre para se deformar na direção z e, por hipótese,

σz ' 0 pode-se admitir a mesma relação constitutiva de um estado plano de ten-

são, contudo, deve-se considerar componentes de rigidez respectivas às deformações

relativas aos esforços cortantes transversais. Portanto, tem-se

EEE =



φ̄2
(1)
E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄(1)φ̄(2)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)
0 0 0

φ̄(2)φ̄(1)E0ν

(1 + ν)(1− 2ν)

φ̄2
(2)
E0(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
0 0 0

0 0
φ̄(1)φ̄(2)E0

2(1 + ν0)
0 0

0 0 0 α13

φ̄(1)φ̄(3)E0

2(1 + ν0)
0

0 0 0 0 α23

φ̄(2)φ̄(3)E0

2(1 + ν0)


, (D.48)

onde α13 e α23 são coeficientes de correção da distribuição do esforço cortante ao

longo da espessura. Em seções retangulares, os esforços são, usualmente, dados por

α13 = α13 =
5

6
ou α13 = α13 =

10(1 + ν)

12 + 11ν
, (Dym e Shames, 1973).
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Lembrando que para o caso linear elástico, o tensor de dano, dado pela equação

D.16, é φ̄φφ = δij.

D.2.5.3 Modelagem Não Linear de Flexão de Placas

Muitos elementos finitos para flexão de placas existentes na literatura, tanto

os baseados na teoria de Kirchhoff, quanto na de Reissner-Mindlin, foram apresen-

tados por Saliba (2007). Em seu trabalho, além da implementação computacional,

foi apresentada uma análise cŕıtica destes elementos, com diversos exemplos de apli-

cação para análise elástica linear. Dentre os exemplos apresentados, destacam-se

as modelagens de placas em concreto armado. Para tanto, a modelagem utiliza-

se da decomposição em camadas da espessura da placa. A figura D.3 ilustra esta

decomposição em camadas.

Figura D.3: Decomposição da espessura da placa em camadas.

Ao se discretizar a placa ao longo da espessura, é posśıvel obter a variação

do estado de tensão e deformação ao longo da altura da placa, permitindo assim,

captar o processo de dano do material. Portanto, para uma análise não linear, cada

camada deve ser analisada separadamente, de forma que a degradação da rigidez

seja computada e a obtenção dos esforços internos seja resultante do somatório das

contribuições das camadas, possibilitando o equiĺıbrio no processo de convergência.
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Como apresentado nas seções D.2.5.1 e D.2.5.2, o modelos de fissuração foram usados

na modelagem constitutiva para a flexão de placas, usando a teoria de placas finas

e espessas, com decomposição, em camadas, da seção transversal.

D.3 Modelos de Degradação Isotrópicos

Os modelos constitutivos para a degradação isotrópica, apresentados no for-

mato padrão, com uma variável de dano, cuja relação total é dada por

σij = (1−D)Eijklεkl , (D.49)

apresenta uma forma única de redução da rigidez dada pela função de dano. O

tensor de rigidez advém das formas lineares elásticas isotrópicas apresentadas na

seção D.1.

Os modelos de dano isotrópico apresentados no caṕıtulo 4, foram implemen-

tados neste trabalho para os modelos de análise aplicados a sólidos tridimensionais,

axissimétricos, estado plano de tensão e estado plano de deformação.



Apêndice E

Relações Tensão-Deformação e Equações
de Evolução do Dano

Os modelos apresentados no caṕıtulo 4 dependem diretamente de leis de evolu-

ção (relações tensão-deformação ou funções de dano) capazes de computar a degra-

dação das propriedades f́ısicas do material. Além da descrição do processo de perda

de integridade, estas leis são também responsáveis pela intensidade de crescimento

ou decrescimento do regime pós-cŕıtico do material. Esta última atribuição pode ser

constatada diretamente do tensor pós-cŕıtico, como visto no caṕıtulo 3.

E.1 Relações Tensão-Deformação

Os modelos de fissuração apresentados captam a integridade do módulo se-

cante a partir de relações tensão-deformação para o concreto. Estas relações são

propostas pela aproximação de equações matemáticas ajustadas tomando-se como

base experimentos laboratoriais e correlacionando as caracteŕısticas do material com

os parâmetros das equações. Relações não lineares, bilineares e trilineares serão apre-

sentadas junto a simulações para ilustrar o comportamento das leis com a variação

dos parâmetros do material. Para as simulações, serão adotados valores padrões

para o material com os parâmetros dados por:

297
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Tabela E.1: Parâmetros do material

Módulo de elasticidade (E0) 20000, 0 MPa
Deformação máxima para compressão não linear polinomial (εc) 0, 002
Deformação máxima para tração não linear polinomial (εt) 0, 0002
Resistência limite em compressão (fc) 20, 0 MPa
Resistência limite em tração (ft) 2, 0 MPa
Energia de fratura (Gf ) 0, 0001 MN/m
Comprimento caracteŕıstico (h) 0, 05 m
Coeficiente de Poisson (ν) 0, 2

E.1.1 Proposta de Boone e Ingraffea (1987)

A proposta de Boone e Ingraffea (1987) aproxima o comportamento à tração

do concreto por uma lei exponencial baseada na energia de fratura e nos limites de

deformação e tensão admitidos. A equação é dada por

σ = fte
−k(ε−εt) sendo: k =

hft
Gf

ou k =
ft
gf

. (E.1a,b)

Onde σ é a tensão, ft é tensão limite de resistência à tração, ε é a deformação

corrente, εt é a deformação relativa ao limite elástico na tração, h é o comprimento

caracteŕıstico, Gf é a energia de fratura por comprimento de trinca e gf é a energia

de fratura espećıfica. A figura E.1 ilustra de forma esquemática os parâmetros da

equação.

Figura E.1: Lei de Boone e Ingraffea (1987).

Nos gráficos apresentados pela figura E.2 tem-se simulações correspondentes

à equação E.1. O gráfico da figura E.2a apresenta a curva para o material padrão
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especificado. Nas figuras E.2b,c tem-se o comportamento do material ao se variar a

energia de fratura e a resistência à tração respectivamente. Ao se manter uma pro-

porção entre a resistência à tração e a energia de fratura tem-se um comportamento

semelhante da lei exponencial como visto na figura E.2d.

   (a)       (b)

     (c)        (d)

0

0,5

1

1,5

2

0 0,01 0,02 0,03 0,04

T
en

sã
o

Deformação

0

0,5

1

1,5

2

0 0,01 0,02 0,03 0,04

T
en

sã
o

Deformação

Gf=100N/m

Gf=80N/m

Gf=60N/m

Gf=40N/m

0

0,5

1

1,5

2

0 0,01 0,02 0,03 0,04

T
en

sã
o

Deformação

ft=2MPa

ft=1,8MPa

ft=1,6MPa

ft=1,4MPa

0

0,5

1

1,5

2

0 0,01 0,02 0,03 0,04

T
en

sã
o

Deformação

ft=2MPa;Gf=100N/m

ft=1,8MPa;Gf=90N/m

ft=1,6MPa;Gf=80N/m

ft=1,4MPa;Gf=70N/m

Figura E.2: Simulações com a lei proposta por Boone e Ingraffea (1987).

E.1.2 Proposta de Carreira e Chu (1985, 1986)

As leis propostas Carreira e Chu (1985, 1986) apresentam formas polinomiais

baseadas nos limites de tensão e deformação para tração e para compressão, dadas



300

pela equação E.2.

σi = fi

k

(
ε

εi

)

k − 1 +

(
ε

εi

)k
onde: k =

1

1−

(
fi

εi.E0

) , sendo i = t, c . (E.2a,b)

Onde σi é a tensão equivalente de tração ou compressão, fi é a tensão equivalente

relativa ao limite de resistência à tração ou compressão, εi é a deformação equivalente

relativa ao limite elástico na tração ou compressão, com i = t para tração e i = c

para a compressão, e E0 é o módulo de elasticidade equivalente no domı́nio elástico.

A equação E.2, para a tração e para a compressão, é ilustrada na figura E.3

Figura E.3: Lei de Carreira e Chu (1985, 1986).

As simulações são análogas às apresentadas na seção E.1.1. Contudo, serão

apresentados resultados para a tração, sendo o gráfico E.4a para o material padrão.

Nos demais gráficos (E.4b,c,d) tem-se variações dos parâmetros de resistência (tensão

e deformação). É válido ressaltar que o coeficiente k usado pela lei admite que

εi >
fi
E0

, (E.3)

o que resulta em um comportamento mais dúctil, para materiais equivalentes, em

relação à leis que assumem εi =
fi
E0

·
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Figura E.4: Simulações com a lei proposta por Carreira e Chu (1985, 1986) para à tração.

E.1.3 Aproximação Bilinear

A lei bilinear apresenta uma forma bastante intuitiva de representar o com-

portamento de um material. Uma composição linear é usada tanto para o regime

elástico quanto para o inelástico. O ramo linear elástico é dado pela lei de Hooke e

o ramo inelástico é descrito pelas caracteŕısticas do material e seus limites de resis-

tência. A descrição das leis para tração e compressão diferem apenas pela definição

dos parâmetros usados. Para a tração, tem-se

σ =
εt,cr − ε
εt,cr − εt

ft com: εt,cr = εt +
2gf
ft

= εt +
2Gf

hft
· (E.4a,b)
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Para a compressão, tem-se

σ =
εc,cr − ε
εc,cr − εc

fc com: εc,cr = εc +
fc
E2

· (E.5a,b)

Onde εt,u e εc,u é a deformação última admisśıvel na tração e compressão respecti-

vamente A figura E.5 apresenta a lei bilinear para compressão e para tração.

Figura E.5: Lei bilinear.

Os parâmetros usados para as leis de Boone e Ingraffea (1987) são os mesmos

necessários para a definição da lei bilinear de tração, logo, as simulações apresentadas

na figura E.6 são para as mesmas variações dos parâmetros do material.

Qualitativamente tem-se o mesmo comportamento da lei de Boone e Ingraffea

(1987), entretanto, a aproximação bilinear acarreta, ao comportamento global de

um dado modelo, uma maior resistência em detrimento da ductilidade.

O comportamento descrito pode ser visto, em termos de perda de ductili-

dade, no gráfico da figura E.6a. A descrição do ramo descendente, pela lei bilinear,

apresenta uma inclinação constante, logo, no ińıcio do regime inelástico tem-se a

definição do comportamento do material, obtendo-se, para uma mesma energia de

fratura, ı́ndices de deformações bem menores que nas leis exponenciais. As figuras

E.2b,c,d tem as variações da lei bilinear correspondentes às variações do material.
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Figura E.6: Simulações com a lei bilinear para à tração.

E.1.4 Aproximação Trilinear

As questões de resistência e ductilidade apresentadas pelas leis bilineares po-

dem ser melhorados com o uso de leis trilineares, uma vez que, o regime inelástico é

descrito por duas aproximações lineares. Usualmente empregada para a tração, em

substituição de leis exponenciais, a forma trilinear padrão é descrita por limites de

tensão e deformação representativos do material, portanto, tem-se dois trechos para

descrever o regime inelástico, sendo o regime elástico linear dado pela lei de Hooke.

A figura E.7 ilustra os limites de resistência para se definir cada trecho da lei.
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Figura E.7: Lei trilinear.

O primeiro trecho, εt < ε < εt,cr, é dado por

σ =
ft,cr − ft
εt,cr − εt

ε+ ft −
ft,cr − ft
εt,cr − εt

εt , (E.6)

o segundo trecho, εt,cr < ε < εt,u, é dado por

σ =
ft,u − ft,cr
εt,u − εt,cr

ε+ ft,cr −
ft,u − ft,cr
εt,u − εt,cr

εt,cr · (E.7)

Onde ft,cr é a tensão cŕıtica de tração e εt,cr é a deformação relativa à tensão cŕıtica

de tração e ft,u é a tensão última de tração.

Outras propostas para a lei trilinear são encontradas na literatura, podendo

ser citados os trabalhos Rots et al. (1985), Barros et al. (2005) e Jansson (2008),

com diferentes formas de definição do regime inelástico.

Para as simulações propostas, o material padrão, descrito pelo gráfico dado pela

figura E.8a, apresenta os parâmetros εt,cr = 0, 00064, εt,u = 0, 004, ft,cr = 0, 8MPa

e ft,u = 0. As variações destes parâmetros podem ser vistas nos gráficos das figuras

E.8b,c,d. Pode-se definir a lei trilinear vinculando os limites de tensão e deformação

com a energia de fratura simplificando a definição do material como proposto por

Rots et al. (1985).
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Figura E.8: Simulações com a lei trilinear para à tração.
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E.2 Equações de Evolução do Dano

Equações de evolução do dano apresentam diversas formas de variação. As

formas mais tradicionais apresentam variações exponenciais, entretanto, pode-se

representar o processo de degradação por equações polinomiais e lineares. Serão

apresentadas algumas variações das funções de dano encontradas na literatura.

E.2.1 Função de Evolução do Dano com Variação Exponen-
cial

A forma exponencial mais tradicional é dada por

D(ε̃) = 1− κ0

ε̃

[
1− α + αe−β(ε̃−κ0)

]
; (E.8)

∂D

∂ε̃
=

κ0

ε̃2

[
1− α + αe−β(ε̃−κ0)

]
+
κ0

ε̃

[
αβe−β(ε̃−κ0)

]
. (E.9)

Onde ε̃ é a medida de deformação equivalente, κ0 é o valor da deformação equivalente

a partir do qual o processo de dano se inicia, α é o valor máximo de dano admisśıvel

para o material e β é a intensidade de evolução do dano.

Diversos autores (de Borst e Gutiérrez (1999), Leukart e Ramm (2002), Leu-

kart e Ramm (2006), Fuina (2009)) adotaram em seus trabalhos a equação E.8 como

forma de evolução do dano. É válido ressaltar que de Borst e Gutiérrez (1999) ado-

tam a mesma equação do dano exponencial aplicado a modelos de dano isotrópicos,

ortotrópicos e anisotrópicos, sendo que em cada modelo a definição dos parâme-

tros e das medidas de deformação assumem novos sentidos, entretanto, a forma de

crescimento do dano é a mesma.

Mazars e Pijaudier-Cabot (1989) apresentam uma outra função de dano expo-

nencial dada por

D(ε̃) = 1− κ0

ε̃

[
1− α + α

ε̃

κ0

e−β(ε̃−κ0)

]
; (E.10)

∂D

∂ε̃
=

κ0

ε̃2
(1− α) + αβe−β(ε̃−κ0) . (E.11)

Outras formas de variação da equação E.8 são posśıveis. Pituba (2003) propõe

uma variação baseada na expressão dada por Mazars (1984) combinada à expressão
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proposta por La Borderie (1991). Logo, tem-se

D(ε̃) = 1− 1 + α

α + e−β(ε̃−κ0)
; (E.12)

∂D

∂ε̃
=

1 + α

[α + e−β(ε̃−κ0)]
2 + βeβ(ε̃−κ0) . (E.13)

E.2.2 Função de Evolução do Dano com Variação Polinomial

Carreira e Chu (1985, 1986) descreveram a relação tensão-deformação (vista na

seção E.1) usando uma função polinomial a partir de dados experimentais. Usando

a mesma equação polinomial para descrever o dano tem-se

D(ε̃) = 1− 1

Ẽε̃

fekε̃

κ0

k − 1 +

(
ε̃

κ0

)k ; (E.14)

∂D

∂ε̃
=

fek
2

(
ε̃

κ0

)k−1

Ẽκ2
0

[
k − 1 +

(
ε̃

κ0

)k] · (E.15)

Esta equação de dano apresenta uma evolução cont́ınua e κ0 marca o limite elástico

mas não necessariamente linear, sendo que

κ0 >
fe

Ẽ
pois k =

1

1−
(

fe

κ0Ẽ

) .

Onde fe é a tensão equivalente relativa ao limite de resistência do material e Ẽ é o

módulo de elasticidade equivalente.

Outra forma polinomial, esta usada por Carol et al. (2001c), é escrita como

D(ε̃) = 1− ε̃

κ0

−β
; (E.16)

∂D

∂ε̃
= β

1

κ0

(
ε̃

κ0

)−β−1

· (E.17)

No modelo apresentado por Carol et al. (2001c) β é dado como uma relação entre a

energia de fratura e a energia elástica sendo

β =
gft

gft − r0

sendo gft = r0 + gf .
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Onde gf é a energia de fratura e r0 é a energia elástica.

De La Borderie (1991) tem-se um polinômio do tipo

D(ε̃) = 1− 1

1 + A(ε̃− κ0)B
; (E.18)

∂D

∂ε̃
=

1

1 + A([ε̃− κ0)B]2
AB(ε̃κ0)B−1 . (E.19)

Por fim, tem-se a equação adotada por Pijaudier-Cabot e Huerta (1991) dada

por

D(ε̃) = 1− 1

1 + β(ε̃− κ0) + α(ε̃− κ0)2
; (E.20)

∂D

∂ε̃
=

β(ε̃− κ0) + 2α(ε̃− κ0)

[1 + β(ε̃− κ0) + α(ε̃− κ0)2]2
. (E.21)

E.2.3 Função de Evolução do Dano com Variação Linear

O dano linear pode ter várias formas sendo estas definidas com parâmetros

diferentes, por exemplo, energia de fratura, ou os limites de tensão e deformação. A

seguir, tem-se os limites de deformação como definição da relação de dano linear

D(ε̃) =
κf

κf − κ0

(
1− κ0

ε̃

)
; (E.22)

∂D

∂ε̃
=

κf
κf − κ0

κ0

ε̃
. (E.23)

A composição da variação do dano por trecho lineares, por exemplo, resultante

de uma lei de tensão-deformação trilinear, como visto na figura E.7, pode ser escrita,

para o primeiro trecho, como:

D(ε̃) = 1− fcr − ft
E0εcr − εt

+
ft
E0ε

+
fcr − ft
E0εcr − εt

εcr
E0ε

; (E.24)

∂D

∂ε̃
=

ft
E0ε2

− fcr − ft
εcr − εt

εt
E0ε2

. (E.25)

E, para o segundo trecho, como:

D(ε̃) = 1− fu − fcr
E0εu − εcr

+
fcr
E0ε

+
fu − fcr
E0εu − εcr

εu
E0ε

; (E.26)

∂D

∂ε̃
=

fcr
E0ε2

− fu − fcr
εu − εcr

εcr
E0ε2

. (E.27)



Apêndice F

Complemento do Projeto Orientado a
Objetos do Núcleo Numérico do Sistema
INSANE

Neste apêndice tem-se o complemento do projeto orientado a objetos apresen-

tado no caṕıtulo 6. A organização do núcleo numérico é mostrada com detalhes para

a associação de classes e os diagramas completos para os demais projetos do núcleo

numérico apresentados.

F.1 Detalhes das Classes do Núcleo Numérico do INSANE

O núcleo numérico foi descrito na seção 6.1 e nesta seção tem-se um comple-

mento das classes que compõe o núcleo numérico. Os aspectos mais relevantes de

cada classe são comentados e ilustrados com diagramas UML e para maiores detalhes

outros trabalhos (Almeida (2005), Germânio (2005), Fonseca (2006), Saliba (2007),

Fonseca (2008), Fuina (2009), Ajeje (2009) e Wolff (2010)) devem ser consultados.

F.1.1 Interface Assembler

A interface Assembler possui os métodos necessários para montar as matrizes e

vetores do modelo, como visto na seção 6.1. Atualmente a a interface é implementada

309
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pela classe FEMAssembler, que aplicada diretamente ao modelos do Método dos

Elementos Finitos, que por sua vez apresenta uma hierarquia de classes vista na

figura F.1.
AssemblerUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

assemblerpkg 

<<interface>>
Assembler

FemAssembler
- femModel

Model

GFemAssemblerMfreeAssemblerNonLocalFemAssembler XFemAssembler

<<interface>>
NonLocalApproach

Figura F.1: Herança de classe de Assembler.

A classe FemAssembler tem como atributo um objeto do tipo Model, que é o

modelo de elementos finitos para o qual deve montar o sistema de equações. Para o

Método dos Elementos Finitos aplicado à análise estática, a equação 6.1 se resume

ao sistema de equações[
Cuu Cup

Cpu Cpp

]{
Xu

Xp

}
=

{
Nu

Np

}
+

{
Eu

Ep

}
−

{
Fu

Fp

}
. (F.1)

A matriz C é a matriz de rigidez do modelo, X o vetor de deslocamentos

nodais, F o vetor de forças nodais equivalentes aos esforços internos. O vetor N e o

vetor E que são, respectivamente, o vetor de forças aplicadas diretamente nos nós e

o vetor de forças nodais equivalentes às cargas de corpo. Os ı́ndices u e p indicam,

respectivamente, se a sub-matriz é referente a valores desconhecidos ou prescritos.

Esta mesma subdivisão aplica-se também às matrizes A e B, assim como aos vetores

Ẋ e Ẍ da equação 6.1.

F.1.2 A Classe Abstrata Solution

Uma vez montada a equação do problema, fica a cargo da classe abstrata

Solution solucioná-la. Esta classe estende a classe Observable, uma vez que é
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observada pela persistência, isto é, a cada atualização da solução a persistência

grava os dados do modelo. A hierarquia de classes para Solution é apresentada na

figura F.2.

SolutionUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

solutionpkg 

Solution

Observable

EquilibriumPath GlobalLocal ModalVibration SteadyState

Observer
<<interface>>

DynamicEquilibriumPath StaticEquilibriumPath

<<interface>>
ModalSolution

DirectIntegration ModeSuperposition

AccelerationSuperposition DisplacementSuperpositionCentralDifference NewmarkBeta WilsonTheta

NonLinearNewmarkBeta NonLinearWilsonTheta

<<interface>>
DynamicNonLinearSolution

Figura F.2: Herança de classe de Solution.

A classe SteadyState é a mais simples das subclasses de Solution, pois repre-

senta a solução de um problema linear estático. A classe abstrata EquilibriumPath

generaliza uma solução cujo objetivo é determinar uma trajetória de equiĺıbrio. A

solução não linear estática á representada pela classe StaticEquilibriumPath, que

implementa um processo incremental-iterativo e utiliza um dos métodos de controle

(visto na figura C.6 do apêndice C) para solucionar o problema.

A classe StaticEquilibriumPath possui um objeto do tipo Step, responsá-

vel pelos métodos necessários à execução de um passo incremental da análise não

linear, e uma lista de objetos do tipo IterativeStrategy. Como mostra a figura

F.3 Step é uma interface implementada pelas classes StandardNewtonRaphson e

ModifiedNewtonRaphson em que os métodos de Newton-Raphson Padrão e Modifi-

cado, respectivamente, são implementados.
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StepUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

steppkg 

<<interface>>
Step

OrthogonalResidueControl

StepIncrementSignControl

WorkControl

GeneralizedDisplacementControl

StaticEquilibriumPath

ArcLengthControlDisplacementControl

ModifiedNewtonRaphson StandardNewtonRaphson

Observable

OrthogonalResidueStandardNewtonRaphson

Figura F.3: Herança de classe de Step.

A interface IterativeStrategy, cuja herança de classes é mostrada na fi-

gura F.4, é implementada pelas classes LoadControl, que implementa o Método de

Controle de Carga, DisplacementControl, o Método de Controle Direto de Desloca-

mento, WorkControl, o Método de Controle por Trabalho, OrthogonalResidueCon-

trol, o Método de Controle de Reśıduo Ortogonal, GeneralizedDisplacementCon-

trol, o Método de Controle de Deslocamento Generalizado, e pela classe abstrata

ArcLengthControl que possui as subclasses UpdateOrthogonalArcLengthControl,

que implementa o Método de Controle de Comprimento de Arco com Trajetória Or-

togonal à Tangente da Iteração Anterior, InitialOrthogonalArcLengthControl,

que implementa o Método de Controle de Comprimento de Arco com Trajetória Or-

togonal à Tangente Inicial, e CilindricalArcLengthControl, o Método de Controle

de Comprimento de Arco com Trajetória Ciĺındrica.
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IterativeStrategyUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

iterativeStrategypkg 

<<interface>>
IterativeStrategy

StandardNewtonRaphson

StaticEquilibriumPath ModifiedNewtonRaphson

ArcLengthControl

DisplacementControl

GeneralizedDisplacementControl

LoadControl

OrthogonalResidueControlWorkControl

CilindricalArcLengthControl

InitialOrthogonalArcLengthControl

UpdateOrthogonalArcLengthControl

<<interface>>
SignControl

Figura F.4: Especializações da interface de IterativeStrategy.

F.1.3 A Interface Model

O modelo discreto a ser analisado é representado no projeto orientado a objetos

do núcleo numérico pela interface Model (Figura F.5). As classes que a implementam

são constitúıdas por listas de objetos inerentes a este modelo e contém métodos de

acesso e manipulação destes dados.
ModelUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

modelpkg 

<<interface>>
Model

ModelDataManager

FemModel

- model

Observable

NonLocalFemModel GFemModelMfreeModel XFemModel

Figura F.5: Hierarquia da interface de Model.
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Destaca-se a classe FemModel (Figura F.6), que representa o modelo de ele-

mentos finitos propriamente dito.
femModelUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

femModelpkg 

FemModel
ArrayList<Element>

ArrayList<ContinuousPointModel>

ArrayList<Node>
ArrayList<ConstitutiveModel>

ArrayList<Material>

ArrayList<Shape>

ArrayList<AnalysisModel>

ArrayList<FEMLoading>
ArrayList<ScalarFunction>

AnalysisModel

ArrayList<LoadCombination>

ProblemDriver

ArrayList<Degeneration>

<<interface>>
Model

Observable

Figura F.6: Associação de instâncias da classe FemModel.

Um objeto FemModel tem listas de nós (representados pela classe Node, figura

F.7), elementos (representados pela classe Element, figura F.8), funções de forma,

carregamentos, combinações de carregamento, funções escalares, modelos de análise,

materiais, modelos constitutivos e degenerações.
nodeUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

nodepkg 

Node

IPoint3d

ElementNode MfreeNode

Figura F.7: Diagramas de classe para Node.

Tem ainda dois atributos: um modelo de análise global do tipo AnalysisModel



315

e um objeto ProblemDriver. FemModel estende também a classe Observable, pois

é observada pela persistência. Juntamente à interface Model estão implementadas

as classes Node, Element e ProblemDriver.

elementUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

elementpkg 

Element

MfreeShape

Shape

ArrayList<ElementNode>AnalysisModel

ArrayList<Degeneration>

ArrayList<MfreeNode>

ConstitutiveModel

ProblemDriver

<<interface>>
NonLocalApproach

FrameElement ParametricElement ThinPlateElement

Bar HexahedralQuadrilateral TetrahedralTriangular GFemElement

MfreeCell XFEMElement
QuadrilateralCell

XFEMTriangular

Figura F.8: Diagramas de classe para Element.

A interface ProblemDriver possui os métodos necessários para informar ao

respectivo Assembler as parcelas de cada elemento na equação do modelo, sejam

elas incrementais ou totais. Em sua hierarquia, como mostrado pela figura F.9, são

representados diversos tipos de problemas e formulações de modelos discretos. Desta

maneira, a classe Element é uma classe bastante geral, independente do problema

que representa.

As funções de forma dos elementos finitos estão agrupadas na hierarquia da

interface Shape (Figura F.10), que possui métodos responsáveis por fornecer às fun-

ções, suas primeiras derivadas e suas segundas derivadas. As funções são divididas de

acordo com a geometria, podendo ser unidimensionais, triangulares, quadrilaterais,

tetraédricos ou hexaédricos. E conforme cada a geometria tem-se a especialização
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conforme a aproximação do função.
ProblemDriverUML 2011/07/08   astah* Evaluation

1 / 1

problemDriverpkg 

ProblemDriver

FlatShell

FieldProblem FluidFlow NonLinearHeatTransferSolidMech

Frame KirchhoffThinPlate MfreeParametric Parametric GFemParametric

GeometricallyNonLinearTL

GeometricallyNonLinearUL

HeatTransferPDMembrane PhysicallyNonLinear

RMThinPlateSubstituteShearStrainReissnerMindlinThinPlate

GeometricallyNonLinearFrame

Figura F.9: Especializações da interface ProblemDriver.
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Figura F.10: Diagramas de classe para Shape.
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F.2 Complemento: Projeto Orientado a Objetos da Imple-
mentação Realizada
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Figura F.11: Diagramas de classe para ConstitutiveModel.
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Figura F.15: Diagramas de classe para AnalysisModel.
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Apêndice G

Obtenção dos Parâmetros dos Modelos de
Dano

O modelo de dano volumétrico assume diversas variações da função de evo-

lução do dano sendo que, a adoção dos parâmetros, baseia-se em modelos cujas

propriedades são obtidas a partir de experimentos, como, por exemplo, o modelo

de fissuração distribúıda (resistência a tração e compressão, energia de fratura etc).

Logo, partindo de simulações dos ensaios de tração e compressão pode-se obter os

parâmetros do dano.

Álvares, em seu trabalho, estabelece relações de ensaios experimentais tradici-

onais (compressão direta e compressão diametral) aos parâmetros da função de dano

de Mazars (1984) obtendo assim uma correlação ao modelo numérico. Desta forma,

fazendo uso do modelo de dano de Mazars, na tração direta, com os parâmetros

adotados por Álvares (que assumiu valores médios, encontrados na literatura, para

At e Bt e a deformação equivalente limite, dada por κ0, obtida a partir do ensaio de

compressão diametral) pode-se obter os parâmetros das funções de dano do modelo

volumétrico. A figura G.1 apresenta as trajetórias de equiĺıbrio obtidas para as leis

polinomial, linear e exponencial confrontadas com o modelo de Mazars.
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Figura G.1: Trajetórias de equiĺıbrio tensão × Deformação na tração

Na compressão, os parâmetros das funções de dano para o modelo de Mazars

(1984) e de dano volumétrico são obtidos a partir do experimento de compressão

direta apresentado por Álvares (1993). As trajetórias de equiĺıbrio para as funções de

evolução do dano polinomial, linear e exponencial, na compressão, e para o modelo

de Mazars são mostradas na figura G.2.
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Figura G.2: Trajetórias de equiĺıbrio tensão × Deformação na compressão

Os parâmetros obtidos, mostrados na tabela 9.8, foram adotados na modelagem

apresentada na seção 9.5.
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