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Resumo

A maneira mais simples de estudar o comportamento de uma casca, usando o Mé-
todo dos Elementos Finitos (MEF), baseia-se na aproximagao da geometria de sua
superficie média por elementos finitos planos obtidos da combinacao de elementos de
placa e membrana. Esta dissertacao discute a implementacao computacional de tais
elementos usando a metodologia de programacao orientada a objetos. A base desta
implementagao é o nicleo numérico do INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), um sistema computacional orientado a objetos, segmentado, expan-
sivel e amigavel a mudancas, que esta sendo desenvolvido pelo Departamento de
Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais. Apods a apre-
sentagao das teorias de cascas de Reissner-Mindlin e de Kirchhoff e dos correspon-
dentes modelos do MEF, a implementacao destes modelos é discutida de tal maneira
que as principais mudancas efetuadas no nucleo numérico do INSANE sao detalha-
das. Simulagoes numéricas envolvendo testes de malha, estudos de convergéncia e
exemplos de aplicacao sao apresentadas. Os resultados obtidos sao comparados com
solucoes analiticas e com resultados numéricos da literatura ou de outros sistemas
computacionais.

Palavras-Chave: Andlise Estrutural, Métodos Numéricos, Método dos Elementos

Finitos, Elementos Finitos de Cascas Planos
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Abstract

One of the simplest ways of studying the behavior of a shell, using the Finite
Element Method (FEM), is to approximate the geometry of its middle surface by
plane finite elements obtained from the combination of plate and membrane ele-
ments. This master’s thesis discusses the computational implementation of such
elements using the object-oriented programming methodology. The base of this
implementation is the numerical core of INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), an object-oriented, modular, expansible and change-friendly compu-
tational system that is been developed by the Structural Engineering Department of
Federal University of Minas Gerais. After the presentation of Reisnner-Mindlin and
Kirchhoff shell theories and the corresponding FEM models, the implementation of
these models is discussed in such a way that details the main changes performed
in the numerical core of INSANE. Numerical simulations concerning Patch Tests,
convergence study and application examples are presented. The obtained results are
compared with analytic solutions and with numerical results from literature or from
other computational systems.

Keywords: Structural Analysis, Numerical Methods, Finite Element Methods,
Flat Shell Finite Elements
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Uma casca é, em esséncia, uma estrutura que pode ser obtida de uma placa
impondo-se a sua superficie média inicial uma curvatura simples (ou dupla). No
entanto, a maneira como as cascas suportam as cargas externas ¢ bastante dife-
rente da maneira como fazem as placas. Os esforcos atuantes na superficie média
da casca possuem componentes normais que podem suportar grande parte do car-
regamento, fato este que explica a utilizacao das cascas como estruturas portantes
e sua bem-merecida popularidade. Assim, as cascas podem ser carregadas tanto
perpendicularmente, quanto na direcao de sua superficie, gerando deformacoes de

flexao, como as placas, e de membrana, como em problemas de Estado Plano de

Tensoes (Figura [1.1)).

Superficie média

Figura 1.1: Representagao de uma casca.



Uma das maneiras mais simples de se estudar o comportamento de uma casca
¢ a de aproximar a geometria de sua superficie média por subdominios planos de
tamanho reduzido (Figura [1.2]). Parece intuitivo que a aproximagdo a geometria
real serd tanto mais exata quanto menor for o tamanho dos subdominios utilizados,
analogamente ao processo de se aproximar uma curva através de segmentos de retas

progressivamente menores.

Figura 1.2: Discretizagao de uma superficie em subdominios planos.

A idéia anterior é a base da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF)
ao estudo de cascas de que trata esta dissertagao. Esses elementos sao de grande
interesse nao s para estudar as cascas de superficie média curva, como também
para o estudo de diversas estruturas de cascas compostas por sub-estruturas planas
agrupadas no espago.

Os elementos finitos de casca, historicamente, tém sido fonte para diversas pes-
quisas na area de engenharia estrutural. Pode-se encontrar um nimero grande de

referéncias de dissertagoes de mestrado e artigos internacionais. Como por exemplo:

Tbrahimbegovic e Wilson! (1991]), (1994), |Choi e Lee| (1996)), Pimpinelli (2004)

e Kansara (2004). No Brasil, o assunto também ¢é bastante explorado, podendo-se




encontrar varias referéncias sobre o assunto, como as elaboradas por |Lima] (1972),
Pierossi| (1996), |Carrijo| (2001) e Andrade| (2005). Entretanto, grande parte deste tra-
balho é perdido, e um dos motivos foi exposto por Salibal (2007): “diversos softwares
desenvolvidos pela comunidade académica tém se mostrado totalmente dependentes
de sistemas operacionais, escritos em linguagens de programacgao nao apropriadas,
de expansao e/ou manutencao dificeis, com documentacdo deficiente, entre outras
limitagoes”.

O sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), em desen-
volvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas da UFMG, “é um projeto
de software livre que objetiva o dominio de solugoes tecnolégicas para desenvolvi-
mento de software, como programacao orientada a objetos, linguagem Java, XML,
padroes de projeto de software, entre outras, para aprimoramento da agilidade e
criatividade da pesquisa de modelos discretos de analise estrutural, através do de-
senvolvimento colaborativo de um sistema segmentado, amigdavel a mudancas e esca-
lavel em complexidade.” (http://www.insane.dees.ufmg.br/insane/conteudo/
bem-vindo).

O ambiente do sistema INSANE é organizado em trés grandes aplicacoes: o
pré-processador, o processador e o pds-processador. Todos eles implementados em
JAVA segundo o paradigma da Programacgao Orientada a Objetos (POO). O pré-
processador é responsavel pelo fornecimento de recursos para a criagao e edi¢ao de
modelos. O processador representa o nucleo numérico que elabora a solucao dos
diversos modelos discretos disponibilizados no sistema. O pds-processador tem a
funcao de apresentar os resultados obtidos pelo processador de diversas formas, entre
elas a grafica. Atualmente, o sistema INSANE ja disponibiliza em seu processador,

entre outros, diversos elementos finitos de membrana e de placa.


http://www.insane.dees.ufmg.br/insane/conteudo/bem-vindo
http://www.insane.dees.ufmg.br/insane/conteudo/bem-vindo

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo acrescentar alguns elementos de cascas planos
ao programa INSANE. Para isso, foram estudadas as implementacoes dos elemen-
tos de membrana e de placa jd realizadas, respectivamente, por Almeida (2005)) e
Saliba (2007). Nao é objetivo deste trabalho implementar formulages recentes que
representem o estado da arte do Método dos Elementos Finitos para cascas. Tam-
bém nao é objetivo deste trabalho prover o INSANE de elementos de casca capazes
de atender todas as variedades de estruturas de cascas existentes. O objetivo pri-
mordial é complementar o INSANE com formulacoes cléssicas dos elementos finitos
de cascas planos, de forma a criar uma base computacional para pesquisas futuras,

e para o ensino do MEF e de andlise estrutural.

1.2 Organizacao do Texto

O texto desta dissertacao esta organizado em 8 capitulos.

No Capitulo[2] faz-se uma exposigao dos modelos matematicos de cascas baseados
na Teoria de Reissner-Mindlin, que se aplica as cascas de qualquer espessura, e na
Teoria de Kirchhoff, que se aplica as cascas finas.

No Capitulo [3] sdo apresentados os modelos do MEF, baseados nas Teorias de
cascas vistas no Capitulo [2] selecionados para implementagao.

O Capitulo 4|faz a apresentagao do programa INSANE e das alteragoes necessé-
rias para a implementacao dos elementos de casca selecionados, utilizando diagramas
da linguagem UML - Unified Modelling Language (Guedes, 2005]).

No Capitulo [f] sdo apresentados testes da Malha de Irons (Patch Tests) para os
elementos implementados.

No Capitulo [6] sao apresentados testes de convergéncia, com a finalidade de
conhecer melhor o comportamento dos elementos implementados.

No Capitulo [7], sao mostrados exemplos de andlise de estruturas utilizando-se



elementos de cascas e combinacoes de elementos de casca e de barra.
Finalizando, no Capitulo 8] encontram-se algumas conclusoes e sugestoes de tra-

balhos futuros.



Capitulo 2

MODELOS MATEMATICOS
PARA O ESTUDO DE CASCAS

2.1 Introducao

“Similarmente as placas, as teorias de cascas diferem entre si, basicamente,
quanto a idealizagdo das deformagoes de esforgo cortante” (Soriano e Limal, [1999),
podendo ser classificadas como teoria de cascas espessas de Reissner-Mindlin ou
teoria de cascas finas ou classica de Kirchhoff.

A seguir, sao apresentadas as teorias de Reissner-Mindlin e Kirchhoff, respectiva-
mente, descrevendo as hipdteses, os campos de deslocamentos, deformacgoes, tensoes

e esforgos internos.

2.2 Teoria de Reissner-Mindlin para Cascas Pla-

nas

2.2.1 Hipodteses

A teoria de Reissner-Mindlin para cascas encontra-se fundamentada em trés hi-

poteses:

1. Todos os pontos contidos numa reta normal ao plano médio tém o mesmo

deslocamento transversal;



2. A tensao normal na direcao transversal é desprezivel;

3. Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas, mas

nao necessariamente normais ao plano médio, apds a deformacao desta.

Verifica-se destas hipoteses que a diferenca em relacao a flexao de placas é a
inexisténcia da hipdétese de que os pontos contidos no plano médio se deslocam
apenas transversalmente. Nota-se, também, a semelhanca entre as teorias de Vigas
de Timoshenko e a de Cascas de Reissner-Mindlin, diferenciando-se pelo fato das
cascas serem estudadas em duas dimensoes. Além disso, a nao coplanaridade entre
os diversos subdominios (Figura requer a definicao dos mesmos em termos de

sistemas de coordenadas global e locais.

2.2.2 Campo de Deslocamentos

Considere-se, por simplicidade, o subdominio plano da Figura definido no
sistema de coordenadas global. A superficie média deste subdominio define o sis-
tema de coordenadas local z'y'z’, que serd utilizado para obtencao do campo de
deslocamentos. O eixo z’ é normal ao plano médio e os eixos 2’ e ' coincidem com

dois lados do plano médio deste subdominio.

x y z : Eixos globais

x'y'2': Eixos locais Sub-dominio plano

de uma casca
zZ, W

Y,V

Plano médio

X, U

Figura 2.1: Subdominio plano de uma casca no espago. Sistema de coordenadas local e

global (adaptado de |Onate| (1995)).



A Figura ilustra o deslocamento de um ponto A segundo os eixos locais =’ e

2'. Segundo as hipdteses adotadas, a distancia entre os pontos O e A nos estados

deformado e indeformado é a mesma, ou seja, a distancia entre os pontos O e A

e entre os pontos O' e A" é igual a 2. Nota-se que, no estado deformado, o plano

que continha o ponto A sofre uma rotagao, assim como no caso de placas, e além

disso, em se tratando de cascas, o ponto A também se desloca segundo o eixo .

Analogamente, o ponto A desloca-se segundo os eixos 3’ e 2z’ (ver Figura [2.3)).

| 7w

Ox oo | Elemento

o' deformado
N Ox AL~ |
Deformada do
A’ Awd! plano médio
A ox'
OV
u|
Uo' Wo'
Elemento a1 A
indeformado —
" Plano médio x,u

Figura 2.2: Deslocamentos de um ponto de uma casca plana, nas direcoes dos eixos locais

2’ e 2/ segundo a Teoria de Reissner-Mindlin.

Estado
deformado

Deformada do

Bw'o plano médio

o

| z', W
ey' W'o
NA%) ¢
AV
OV
Vl
V'o
Estado I A
indeformado

Plano médio

Figura 2.3: Deslocamentos de um ponto de uma casca plana, nas direcées dos eixos locais

y' e 2’ segundo a Teoria de Reissner-Mindlin.



A partir de uma analise da Figura e da Figura [2.3] conclui-se que os deslo-

camentos do ponto A sao:

u’(:v',y',z') _ u;(x’,y’) — Gx/(x',y’)
U’(l‘l,y/, ZI) _ Ué(l’/,y/) _ Gy/(:c’,y’)

/ / / ! / / !
w2y, 2) = w, (2, y) (2.1)
d / / ! ~ d l d ~ / / / :
onde u 5 V' e w' sao os deslocamentos nas 1re(;oes T, y ez, respectlvamente.

/
0’

Como as grandezas u,, v,, w,, 6, e 0,y sao independentes entre si, o vetor de

deslocamentos de um ponto no plano médio é dado por:

o~

O~

(2.2)

o~

0,
0,

Conforme mostrado nas Figuras [2.2] e 2.3}, as rotacoes para a teoria de Reissner-

Mindlin podem ser escritas da seguinte forma:

ow!,
eoc’ - oz’ +¢x’
ow!,
Qy/ == 8_3// —|— ¢y/ (23)

Como a hipétese 3]’ ndo impde ortogonalidade da normal ao plano médio defor-
mado e, portanto, permite aproximar o empenamento da mesma, esta teoria pode

ser aplicada em cascas de média a grande espessura.
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2.2.3 Campo de Deformacoes

Para obtencao do campo de deformagoes, aplicam-se as relagoes da teoria da

elasticidade para pequenas deformagoes. Logo, tem-se:

B 8_u’ o, . 00,
sl = oz’ Ox' ox’
o' o', 00y
€y/ = — = —
oy’ oy’ oy’
ow’
2 = =0
¢ 0z
_ o o, O (D OBy
Ty = oy o' Oy ox' dy’  Ox'
o ow'  ow,
T = G + or'  ox b = ==
o' ow'  ow'
V) = — = o _ ;) = — / 24
’yy z 02:/ + ay/ ay/ 01/ ¢y ( )

Devido as rotagoes adicionais (Hipdtese " e Equacoes surgem nesta teoria

deformacoes transversais (7, € y,»/) que, conforme pode-se ver nas equagoes ([2.4]),

sao independentes da coordenada

((Z

1

e sao iguais, em valor, a estas rotagoes.

Escrevendo-se as componentes nao nulas de deformacao na forma matricial, tem-

Se
4 ) ( ) ( ’ )
ou’ BUO _ ’861/
Ext oz’ Sz’ < 59:1:’
ov'’ o'’ v 0y’
5y/ a_y’ ay(/) 8: oy’ .
Ou v’ ou, ov), o o !
o Ty ay T 9z’ _ oy T 0w o T (2.5)
8 I a ! 8 !
v || v 0 g,
ov’ ow'’ ow!,
\ Ty J \ 07 + oy’ \ 0 / 8_2/0 Qy/ /
ou ainda,
A~ ! 2l
D S G S (2.6)
0 g
Se
onde
8ug _8090/
By oz’ ow!, 0
N o', N 89y/ N oz !
Em = W , &= - / € g.= ’
m By’ f oy c dwl, 0
oul, v, 96,1 90, ay" Y
ay’ + ox' oy + ox’
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sao, respectivamente, os vetores de deformacoes generalizadas de membrana, flexao

e cortante.
I - . . . o'
E importante ressaltar que deformagoes transversais nulas implicam em 6, = ¢
ow! . .
e, = aly;’, recuperando-se a condicao de ortogonalidade.

2.2.4 Campo de Tensoes

Eliminando-se as tensoes nulas e trabalhando-se em termos de eixos locais, a
equacao constitutiva da teoria da elasticidade cldssica permite escrever a seguinte

relacao entre tensoes e deformagoes:

/ \ ( \
(o Eyxt
Uy/ O-/ , ; 0 6y/
[N Ly Y
Tl”y’ /-yx/y/
/ | / /
o = =4 - b= | = D'e (27)
o | _
/
a. 0 D,
Ta! 2! ‘ Va2
Tol 1 /ot
. Y ) \ ’}/yz J

onde,

Q/f ¢ a matriz constitutiva de flexao, que para material ortotrépico é dada por

ECC’ Vx/y/ EJ:’ 0
1
/
= UV, /E / E / 0 e
=1 Uty Uyt y'z' Dy Y
O 0 (]_ — Vx/y/yy/xl)Gx/y/

’ Gx’z’ 0 , . . . .

D, = ¢ a matriz constitutiva de cisalhamento.
0 Gy

E importante ressaltar que na equacao ([2.7)) g’f acumula as contribuigoes devidas

as deformacoes de membrana (£,) e de flexdo (£}) dadas na equagao (2.6)).

De (2.6)) e (2.7) obtém-se:

oy = Di(&, +2'€))

o =Dg (2.8)

=&
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Conforme comentou-se anteriormente, as deformacoes de cortante independem

da coordenada “z’”. Da mesma forma, as tensoes tangenciais transversais também

i)
zZ

independem de , caracterizando uma distribuicao de tensoes ao longo da espes-

sura como a representada na Figura [2.4]

|

Figura 2.4: Distribuicao de tensoes cisalhantes.

Entretanto, de acordo com a teoria da elasticidade, a distribuicao das tensoes
tangenciais transversais nao é constante ao longo da espessura. Esta distribuicao
tem forma polinomial com valores nulos nas extremidades superior e inferior da

casca, conforme representado na Figura [2.5

Figura 2.5: Distribuicao de tensoes cisalhantes conforme a teoria da elasticidade.
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Comparando-se as Figuras e fica claro a existéncia de uma divergencia
entre as distribuicoes. Para resolver este problema, adicionam-se fatores de correcao
aos modulos de elasticidade transversal com o objetivo de igualar o trabalho de
deformagao calculado com as duas distribuicoes. Logo, a nova matriz constitutiva

de cortante fica:

Qq foz/ 0

: (2.9)
0 (6) Gy/z/

onde a; e ay sao os coeficientes de correcao, também conhecidos por coeficientes de

distorcao transversal.

Para secao retangular constante, tem-se os seguintes valores

5
a == (Onatel, [1995)), ou
10(1
=g = ﬁ (Dym e Shames, 1973,

quando se considera o efeito de Poisson.

2.2.5 Esforcos Internos

O vetor de esforgos internos é obtido a partir da integragao das tensoes ao longo
da espessura da casca. Sabendo-se que as tensoes de flexao variam linearmente com

a espessura e que as tensoes de membrana e cisalhamento permanecem constantes,

conforme mostram as Figuras [2.0] e 2.8 tem-se:
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( ) 4 )
N$/m/ O'a:/
Ny/y/ O'y/
‘. \ Nx/y/ Txlyl , , \
M, t/2 Z/ (o t/2
~/ ~/ o x'xr o X ! / / /
& = = = d7 = 2o dz
= =f ' !
M,y —t/2 2oy —t/2
, Mw/y/ VA Tx/y/ /
\ g, J 1. ___1r N\, _____ \ O, V.
Qx’z’ T2
\ lezl J Ty )

(2.10)
onde N, M, @) e t sao os esforcos normais, momentos fletores, esforcos cortantes e a

espessura da casca, respectivamente.

Figura 2.6: Distribuicao de tensoes de flexdo ao longo da espessura.
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Figura 2.7: Distribuicao de tensoes de membrana ao longo da espessura.

Figura 2.8: Distribuicao de tensoes de cisalhamento ao longo da espessura.
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A relagao entre esforcos e deformagoes generalizados locais se obtém combinando

2.3 e 2.10)

( g/ ) ( _lf(élfn + Z,élf) ) ( é;n )
e | e | ) o
N / N N / N
¢ = / S gy pdz = / ZD(&, +2'p) pdd =D &
—t/2 —t)2
/2N N
\ —,C / \ Qc—c y, L E¢ )
N
= D¢ (2.11)

~ , . . . . A
sendo D a matriz constitutiva que relaciona o vetor de esforcos ¢’ com o de defor-

magoes generalizadas €' no sistema de coordenadas local. Assim, de (2.11)) deduz-se

que
/ ’ A~/ ~/
Lo | B RO Do Loy 0
D :// 2D} 2*D 0 d7 = D,; D; 0 (2.12)
—t/2 R
0 0 D, 0 0 D,
com
t/2 t/2
AN ’ / . AN 'y / .
D= [ ppar s D[ epjar
—t/2 —t/2
) t/2 . t/2
Qf:/ ?Dydd e D, = D! dz (2.13)
—t/2 —t/2

onde Q:n, Q} e Q/c sao as matrizes constitutivas generalizadas correspondentes aos
esforcos de membrana, flexao e cortante, respectivamente, e Q;n s ¢ a matriz consti-
tutiva de acoplamento membrana-flexao.

“As expressoes anteriores sao validas para o caso mais geral em que as proprie-
dades do material estejam distribuidas heterogeneamente através da espessura (por
exemplo, em cascas de concreto armado com distribui¢coes nao simétricas de arma-
duras). E facil constatar que se existe simetria das propriedades do material com
respeito ao plano médio, ou o material ¢ homogéneo, le s = 0 e cada um dos vetores
de esforcos pode ser calculado de forma desacoplada a partir de suas correspondentes

deformagoes generalizadas” (Onate, [1995). Neste caso, tem-se

N

6 =D ¢ &, =Dy, o & .=Dg¢ (2.14)

=m&m c=c
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Essas expressoes se simplificam bastante em caso de material homogéneo, e po-

dem ser obtidas por integracao direta das equagoes ([2.13) como a seguir

3
B N

A~/ / ~/ /

2.3 Teoria de Kirchhoff para Cascas Planas

2.3.1 Hipodteses

A teoria de placas de Kirchhoff se obtém da teoria de Reissner-Mindlin através da
alteracao da hipdtese de ortogonalidade da normal depois da deformacao da placa.
O mesmo vale para as cascas. Assim, as duas primeiras hipdteses permanecem as

mesmas da teoria de Reissner-Mindlin, e a terceira se altera como se segue

3. Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas e nor-

mais ao plano médio, apds sua deformagao.

2.3.2 Campo de Deslocamentos

A partir da Figura 2.9] pode-se deduzir a seguinte relacao no plano x’'z’:

o (2.16)

g, = 2o (2.17)



Estado
indeformado

\ z',\ W

Ox

Estado
deformado

Deformada do
plano médio

Plano médio
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Figura 2.9: Deslocamentos de um ponto de uma casca plana, nas direcoes dos eixos locais

2’ e 2/ segundo a Teoria de Kirchhoff.

Estado
indeformado

ey'

Estado
deformado

Deformada do
s plano médio

oy'

Ol

Plano médio

< |

Figura 2.10: Deslocamentos de um ponto de uma casca plana, nas diregoes dos eixos

locais ' e 2z’ segundo a Teoria de Kirchhoff.
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Da observacao das Figuras e [2.10, pode-se obter o seguinte campo de deslo-

camentos:

a / / /
UI(JZ,, yl’ Z/) — ulo(x/’y/) _ Z/ exl(ml’y/) — ug(xl’ yl) _ Z/ w0<x 7y>

ox’
ow' (' ./
Ul(x/’ y/’ Z’) _ U(/)(ZL‘/,y/) _ le(x/’ y/) _ 'U:)(I,,y,) _ wogz,a y)
w'(x' Y, ) = wl (2 y) (2.18)

onde v/, v' e w’ sao os deslocamentos nas diregoes ', ¥’ e 2/, respectivamente.
Devido a relacao de dependéncia entre as rotacoes 0, e 0, ¢ o deslocamento

w’, o vetor de deslocamentos de um ponto contido no plano médio pode ser escrito

CO1mo:

( 3 ( )
Uo Uo
v v
W={ w =1 w (2.19)
||
,
\ Qy’ 7 \ %1;/0 Ve

2.3.3 Campo de Deformacoes

A partir do campo de deslocamentos descrito pelas equagoes (2.18)) e das relagoes
deslocamento-deformagao da teoria da elasticidade, obtém-se as seguintes relacoes

entre deformacoes e deslocamentos para a teoria de cascas de Kirchhoff:

o, , 0w,
Ept = —Z
ox! ox'?
o, 0w,
Ey = oy’ -z Dy’
(8u; N av;) , 0%
!y — — zZ
Tty oy Ox' ox'dy’
SZ/ ~ ")/m/z/ = ")/y/Z/ = 0 (220)

Escrevendo matricialmente, tem-se o seguinte vetor de deformacoes locais

/ ou’ 8114; o 82111/0
€ ox! oz’ 2 o
I __ / _ ov'’ _ 81}2 o 8211)/0
g = Ey - By’ ay’ z 8y’2
ow 4 o Oup, | v, o 1 Oy
Va'y! oy’ + ox'! oy’ + oz’ 2z oz’ 0y’
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ou
Oul, _D*w),
ox’ Ox'?
I A / 92wl _ Al 1Al
oul, ovl, 9%w!)
By’ + o —2 oz’ By’
onde,
oul,
ox!
A, / 7 ~ . .
g = ZZ‘; ¢é o vetor de deformagoes generalizadas locais de membrana, e
oul, ov),
oy’ + ox’!
02w,
T ox2
N 20’ , ~ . . ~
g’f = —% é o vetor de deformagoes generalizadas locais de flexao.
9%w!,
—2 Gy

2.3.4 Campo de Tensoes

Eliminando as tensoes nulas e trabalhando-se em termos de eixos locais, a equa-
¢ao constitutiva da teoria da elasticidade classica permite escrever a seguinte relagao

entre tensoes e deformagoes:

Oy’ 6;
I /R R S e

Tty Vary'

onde,

1 E. Vgtoyt L 0

Qlf T Uyt gt By E, 0 ¢ a matriz  (2.23)
'y Vy'
O 0 (]. — Vw’y’yy’m’)Gz’y’

constitutiva para uma casca de material ortotrépico.

De (2.21)) e (2.22)) obtém-se

oy =D (Gt 2 €)) (224

2.3.5 Esforcos Internos

A partir da equagao (2.24)) pode-se observar que as tensoes de membrana sao

constantes e as de flexao variam linearmente ao longo da espessura e, também, que
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os valores maximos em moédulo ocorrem nas superficies limites, conforme pode ser

visto nas Figuras e

Figura 2.12: Distribuicao de tensdes de membrana ao longo da espessura.

Os esforgos internos sao obtidos a partir da integracao das tensoes ao longo da
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espessura t da casca em uma faixa de uma unidade de comprimento, assim tem-se:

( 3\ / 3\
Nz/x/ O'z/
Ny Oy
A/
Qm leyl /2 Tz/y’
A/
g = - - = - = £ - = = = - = / —————— dz/
/ —t/2
Qf Mx’x’ Z/ Oy
My/y/ Z/ O'y/
M 2y Z, Tl
\ Ty J \ Ty J
ou
/
g
t/2 =
~/ /
& = / 77777 dz (2.25)
—t/2
o
z Qf

A relagao entre esforcos e deformagoes generalizadas locais se obtém combinando

B2 - @)

o o
= t/2 = t/2 =/ =
&= :/ 77777 dz':/ 77777777777777 dz' (2.26)
, —t/2 —t/2 o /
gf Zlg} Z/ f (§m+ ZI 6f)
A equagao (12.26)) pode ser reescrita da forma
N
Em
=D {---3=D¢, (2.27)
~
&y
onde,
. t/2 / D’ oY oY
D' = / A I P e (2.28)
2 | 2D, D) D, D
com
! t/2 . t/2
D, = Q/f dz D, = / 2D d? e
—t/2 —t/2
, t/2
D, = / 22D’ d7' (2.29)
—t/2

al / al / ~ . . . .
onde D, e D § 520 as matrizes constitutivas generalizadas correspondentes aos es-

~ . ~ , . . .
forgos de membrana e flexao, respectivamente, e D, . € a matrix constitutiva de

acoplamento membrana-flexao.
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Como ja discutido para o caso da teoria de Reissner-Mindlin, se existe simetria

das propriedades do material com respeito ao plano médio ou o material é homo-

A~/

geneo, D,,» = 0 e cada um dos vetores de esforgos pode ser calculado de forma

m

desacoplada a partir de suas correspondentes deformacgoes generalizadas. Assim,

tem-se

&, =D&, e &=Di (2.30)

Essas expressoes se simplificam bastante em caso de material homogéneo, e po-

dem ser obtidas por integracao direta das equagoes ([2.29)) como a seguir

N , N 3
Dm:th e D

D Dy =5D; (2.31)



Capitulo 3

MODELOS DISCRETOS PARA
O ESTUDO DE CASCAS

3.1 Introducao

Considerando um elemento finito de casca plano submetido a cargas distribui-
das sobre sua superficie t’ e cargas concentradas B; (Figura , tem-se a seguinte

expressao do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV):

/ / / 5T o' dV = / / outdA+ oulp, (3.1)
v A p

onde V e A sao o volume e a area da superficie média do elemento, respectivamente.
Todas as grandezas estao referidas ao sistema de coordenadas z’, v, 2’; ou’ é o vetor
de deslocamentos virtuais de um ponto qualquer da superficie média; du; é o vetor du’
avaliado no ponto i de coordenadas (z}, y, 0); &’ é o vetor de deformagdes associadas

/. ! 4 ~ .
aos deslocamentos du'; o’ é o vetor de tensoes em um ponto qualquer do elemento;
t' é o vetor de forcas por unidade de drea atuando na superficie média do elemento

(Figura ) e p’ é o vetor de cargas concentradas atuando no ponto i (7}, y;,0).
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Superficie média

/

212

Figura 3.1: Elemento plano de casca carregado em sua superficie média.

Substituindo (2.6)) e (2.7) no primeiro termo de (B3.1]) tem-se

)
1% 1% ‘

:/// (087, + 2627y + 527 AV =
// 627 ( /zafdz)+5 (/tzafd2)+5§/cT</_2 o' d?)] dA =

t
2 2
a,_/ —_——— —_———

&' &

// (6e'T ¢ +5s’]?a}+5e’T &) dA = // 615" dA
A

m\w
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(3.2)

de onde se deduz que o trabalho de deformacao virtual pode ser obtido da soma

direta das contribui¢bes de membrana, flexao e cortante.

Assim, o PTV pode ser escrito como se segue

/ / 676 dA = / / SuTHdA + Z(Su’T '
A A

(3.3)
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A equagao (3.3)) mostra que, trabalhando-se com esforgos e deformagoes gene-
ralizadas se reduz o dominio de integracao em uma dimensao: de uma integral de

volume para uma integral sobre o plano médio do elemento (ver Figura|3.1)).

3.2 Formulacao de Elementos Finitos de Casca
Planos de Reissner-Mindlin

Utilizando a teoria de Reissner-Mindlin para cascas planas (Segao , todas
as derivadas que aparecem nos integrandos de sao de primeira ordem, o que
permite a utilizacao de elementos finitos de classe C,.

Apresenta-se a seguir as expressoes basicas da formulagao de elementos finitos

de cascas planos isoparamétricos de classe C, de n nos.

3.2.1 Discretizacao do Campo de Deslocamentos

Considerando a superficie média de uma casca discretizada em elementos finitos

(Figura3.2)), pode-se interpolar o vetor de deslocamentos da equagao da seguinte

forma \
( (e
dl( )
- d’(e)
H/ = ZN'L d;(e) == [Ml?ﬂ?’ 7Nn] _2 — M C_l’(@) (3 4)
i=1 :
PAS
\ —n )
onde,
T ¢ \
Nz‘ 0 0 0 0 u;i
O NZ O O 0 U:)Z_
No=|0 0 N oo 0| e d7=¢u (3.5)
O 0 0 N 0 93@;
O 0 0 0 N gy{
| | | -

sao a matriz de fungoes de forma e o vetor de deslocamentos locais de um né i

do elemento, respectivamente. Pode-se ver que os deslocamentos nodais incluem os
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/
0;)

deslocamentos no plano do elemento u;, e v, o deslocamento transversal w; e os

giros 6, e 6,,. A convengao de sinais destes giros pode ser vista na Figura .

Figura 3.2: Discretizacao de uma casca em elementos planos quadrilaterais de 8 nos.

3.2.2 Discretizacao do Campo de Deformacoes Generaliza-

das

Substituindo a aproximacao dada na equagao (3.4) no vetor de deformagoes ge-
neralizadas locais, cujas parcelas de membrana, flexao e cortante sao definidas na

equagao ([2.6)), pode-se deduzir que
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( o, ) ( ON, ! )
Oox’ ox’ T0i
81}/0 6Ni U/
oy’ gy’ “oi
6’!1{) (9’[)0 8N1 ! 8N1 !
2 ) oy T a0 (ay/ Uy, T %)
=m
- - 00, n _aNie ,
é/ _ gﬁl _ oz’ 7 %; _
=f o ey’ o ON; o
oy’ o0 i=1 - ay’l 01/2
T _ 891’ y’ ON; ON;
Y <8y' + w) N (ay, Ou; + 5ur Ot
=c J
8’!1):7 aNi /
ar’ (936/ oz’ wOi B NZGI;
ow), ON; 1
\ oy’ Qy/ y, \ oy’ Wo, Nzey; y,
/(e) )
dy
dlz(e)
= [B},B,...,B]¢ =B d" (3.6)
/(e)
\ C—ln

V

onde B’ e B; sao as matrizes das relagoes deformagoes generalizadas — deslocamentos,

referidas ao sistema local de coordenadas, do elemento e de um né i, respectivamente.

Esta tltima pode ser escrita como

!
onde B, ,

camentos,

/
=m;

B/

/
=c;

B - (3.7)

By, B,

., 520 as matrizes das relagoes deformagoes generalizadas — deslo-

locais, de membrana, flexao e cortante de um né 7, dadas por

IN;

o0 00 0
B=10 2% 000 (3.8)
& Gw 000
(000 -2 o ]
By=]000 0 -%% (3.9)
ON; ON;
000 9% -9 |
i v ]
g - |0 W 0 (3.10)
(00 %% 0 —N; |
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3.2.3 Obtencao da Matriz de Rigidez Local

Aplicando o PTV ao dominio de um elemento obtém-se

T
/ / 6T5'dA = / / SuTt'dA + [54’@} P (3.11)
Ale) Ale) -

( 3\

by

onde

= o (3.12)

¢ o vetor de forcas distribuidas sobre a superficie do elemento, sendo t,/, ./, t. as
forcas distribuidas atuando nas direcoes locais 2/, ¥/, 2, respectivamente, e mys, m,y

os momentos distribuidos contidos nos planos z’'z’ e 3'2’, respectivamente, e
3

4
P

P =q (3.13)
p©

\ < n Vs

¢ o vetor de forgas nodais com

Dzt

k3

Py

P =1 p. (3.14)

myg

\ /

sendo pu:, py, Pz as forgas pontuais que atuam no né ¢ do elemento segundo as
direcoes z’, v/, Z/, respectivamente, e My, My 08 momentos nodais contidos nos
planos 22" e 32,

A equacao matricial de equilibrio de um elemento isolado é dada por

p/(e) _ K,(e)c_i/(e) _ i’(e) (315)

onde a matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais equivalentes do elemento em eixos

locais sao

&y~ [[ BrD By (3.16)
A e
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9= / / . NTtda'dy' (3.17)
A e

Em (3.17)) considerou-se somente a atuacao de forgas distribuidas sobre a super-

ficie do elemento.

Desenvolvendo-se a expressao (3.16|), fazendo uso de (2.12)) e (3.7)), obtém-se

A/ A/

K¢ = [[ BLBiEn| D, D, o |{ B, paa
Ale )
o o D.||( B,
= K9+ K9+ K9+ KV + K (3.18)
ij ij i ij ij
onde
K = / / BT D B . drdy
—Mmij A©) —=mi —m —=m)
ne) _ T 7
Kfij - / / Elfz Qf —/fj dx/dy’
Ale)
K = / / BT D B . dddy
—Cjj A(e) —Cl —C — ()
ey T A [ 17T
Kmfij - /A(e) Egnz me —,/fj dﬂf,dy/ - [Kfm”:| (319)

sao, respectivamente, as matrizes de rigidez de membrana, flexao, cortante e acopla-
mento membrana-flexao em eixos locais.

Sabe-se que lA);nf é nula quando o material é homogéneo e esta distribuido si-
metricamente em relacao ao plano médio da casca. Dessa forma, as matrizes de
acoplamento membrana flexao, K ;(3” e K }(ﬁzij, também se anulam. Assim, as matri-
zes de rigidez de membrana, flexao e cortante do elemento em eixos locais, quando

diretamente somadas, contribuem de forma desacoplada para a obtencao da matriz

de rigidez total local do elemento de casca, de acordo com a seguinte equacao

1(e) ‘ 1 v
(KEPT)U (2x2) 0 (2x3) /
| v
|
1(e) I r--—-7"7=7777°
K,j (5x5) = \ ) (3.20)
L pere) cw
Q(3><2) | (K pracalij (3x3) — 0
I 1 I
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onde, K ;ée]lT e K ’]ﬁeL) 104 Sa0 as matrizes de rigidez de Estado Plano de Tensoes e de

Placa, respectivamente.

3.3 Formulacao de Elementos Finitos de Casca

Planos de Kirchhoff

Tal como ocorre no caso de flexao de placas de Kirchhoff, a presenca de deriva-
das de segunda ordem nas expressoes das integrais do PTV impoe a utilizagao de
elementos de classe C] para discretizar o campo de deslocamentos de flexao. Porém,
para os deslocamentos no plano (v’ e v') pode-se utilizar elementos de classe Cyy para
estado plano de tensoes.

Por simplicidade, para discretizar os campos de deslocamentos de membrana
e flexdo, supoe-se que sejam utilizados elementos de mesma tipologia e com igual

namero de nés. Neste caso, o campo de deslocamentos locais se expressa como

( e 3\
C_lll( )
n d’(e)
W= N, d'? =[N, Ny, ..., NJ{ 2 =Nd (3.21)
i=1 :
/(e)
\ — " )
onde,
( \ . \
U/ 'U/_
Q’ = wlo s d:(e) = w:)i (322)
Oy, ow),
ox’! (8:1:’ )z
w, ow),
\ d_y’ ) \ (87/ )7' )
€
| == 1 | =
Mi: 0 Nlj O O 0 — I (323)
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Em , N é a matriz de funcoes de forma de classe Cjy do né ¢ do elemento
de estado plano de tensoes utilizado. Por outro lado, /N f ¢ a matriz de fungoes de
forma de classe C] do né i (Polindémios P;, P; e ?1) correspondente ao elemento
de placa de Kirchhoff empregado. Do vetor de deformacoes generalizadas locais,

. ~ . /
pode-se deduzir a expressao da matriz B’ correspondente, como

B,
B'=[By, B, ...,B,]  com  Bj= { o } (3.24)
Dy

onde B, ¢ idéntica a equacao (3.8) e, para B';, de acordo com a equagao (2.21)),

tem-se

02P; 02P; 2P,
0 0 T 9x? T Oz T 9z
A %P, 9%P; 9%P;
=fi 00 oy T oy T oy (325)
02P; 2P, o 9°P;
00 =2 0’9y’ 2 oz’ 0y’ 2 oz’ 0y’

Dai, seguindo um processo similar ao da Se¢ao(3.2] encontra-se a matriz de rigidez

do elemento em eixos locais, como
K;ge) — K’(el +K,f(;) ‘|‘K/(e) + K’(e) (326)

m; mfi; | —=fm

onde cada parcela é obtida pela respectiva integracao dada nas equagoes (3.19).

3.4 Montagem das Equacoes Nodais de Equilibrio

Antes da montagem das equagoes nodais de equilibrio, é necessario converter as

acoes e deslocamentos das diregoes locais para as globais, como indicado na Figura

3.3l
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Figura 3.3: Exemplo de transformacao das rotacoes locais (6,/, ,/) e globais (6., 0y, 6.).

A relagao entre as componentes locais e globais de deslocamentos e forcas escreve-

se como, considerando-se aqui o caso mais geral,

-1

onde

4 =

=1

\

0.,
eyi
0.,

A SO

/

Eav)

\

f19 =L f

Ja,
fyi
[z

My,

k3

My,

my, )

(3.27)

b (3.28)

sao os vetores de deslocamentos e forcas referidos ao sistema global de coordenadas,

respectivamente, em que se incluiu uma terceira rotacao 6, para se levar em conta

a possibilidade da transformacao das rotacoes 8,/ e 6,y possuir componentes sobre o

giro global z (Figuras 3.3 e [3.4). O mesmo ocorre com o momento m..
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Figura 3.4: Convencao de sinais das rotagoes locais e globais.

Em 1} Lge) ¢ a matriz de transformagao de deslocamentos e for¢cas nodais de
eixos globais para locais. Por se tratar de elemento plano, esta matriz é constante

em todos os seus nés. Das regras de matematica vetorial pode-se deduzir que

e
Ay Q
© 3x3

L~ = 5@ (3.29)

o
|

onde,
)\x’x )\x’y )\z/z
(e) _
A= /\y’:v /\y’y A
>\z’a: )\z’y )\z’z 1

(3.30)

y'z

¢ a matriz de transformagao de deslocamentos nodais, em que A/, € o cosseno diretor
do angulo que o eixo x’ faz com o z, etc. Por outro lado, levando-se em conta a
convencao de sinais dos vetores de rotagoes locais e globais da Figura[3.4] obtém-se

: . . . (e
a matriz de transformagao de rotagoes nodais A, = como

(e)
e D R R
)\( ) — Y vy Yy (331)

/\a:’x )\x’y )\z’z
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De (3.27)) pode-se deduzir que

d® =T1gl) f(E) — Z(e)i(e) (3.32)
onde
1 2 n
7 Ly |
5n_>< 6n N Lge) 2 53
LY | n

¢ a matriz de transformacgao do elemento. E, por se tratar de elemento plano,

L0 = L) == 1)

n

De (3.15)) e (3.32)) obtém-se

P = [z(@r SO [I(ar [ KO _ ﬂe)} _

K(e)d(e) _ f(e) (3‘34)

_ [I(e)r KOTE g _ [@e)r o) —

que ¢ a equagao matricial de equilibrio onde as forcas e deslocamentos estao referidos

ao sistema global zyz.

Em @39,

T T T
K© — [z@] K©TO  fO _ [T(@] FO e p9= [I(e)} p©
(3.35)

sao a matriz de rigidez, o vetor de forcas nodais equivalentes e o vetor de forcas

nodais referidos ao sistema global.

3.5 Calculo dos Cossenos Diretores

E extremamente importante compreender claramente a definicao dos eixos locais
x'y'z" do elemento e suas relagoes com os eixos globais xyz. A definicao dos eixos
locais nao é unica, devido ao fato de que os eixos locais x’ e ¢y podem tomar qualquer

posicao dentro do plano do elemento. A melhor escolha depende de véarios fatores,
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como geometria da estrutura, o tipo de elemento, sua forma e a experiéncia do

projetista.

A seguir, sera apresentado um dos procedimentos mais utilizados para se definir
os eixos locais de um elemento de casca, que ¢ a sua obtencao através da intersecgao
do elemento de casca com um plano coordenado, e que sera utilizado como padrao do
INSANE. Neste procedimento, define-se um dos eixos ', ¥’ ou 2z’ como intersecgao
do plano do elemento e qualquer um dos planos coordenados globais xy, rz ou yz.
Neste caso, foi adotado o plano coordenado xy e o eixo x’ é a interseccao do elemento

com este plano.

3.5.1 Obtencao dos Eixos Locais por Intersec¢cao com o Plano

Coordenado XY

Primeiramente, é necesséario calcular os cossenos diretores da direcao normal 2z’

a partir do produto vetorial de dois lados quaisquer do elemento (ij e im da Figura

, como a seguir:

(e) (e)
o 1 1 YijZim —  ZijYim
Uy )\z Y ‘V(e) « V(,e) ~—1j ~—im d(?) TimZij ZimLij
)\z’z Y _m : TijYim — YijTim

(3.36)

com

dif) = \/[(ywzzm — ZijYim)? + (Tim2ij — Zim®ij)? + (TijYim — yijxim)g](e)
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Figura 3.5: Definicao dos lados ij e im e dos vetores v,/, vy e v,r.

A seguir, define-se o eixo 2’ como a interseccao do elemento com o plano xy
(Figura [3.6). Assim, a projecdo de z’ sobre o eixo z é nula e o vetor de cossenos

. e .
diretores gi,) fica como a seguir:

)\x’:v
Qg(:’) = )‘m’y (337)
0

que, por ser unitario, tem-se

(e)\2 (e)y2 _



Como os vetores v sao perpendiculares,

© ey

(e)
AN AN =0

'z e 'y 2y

De (3.38)) e (3.39)) obtém-se

e 1 e

A = = o M=
>\Z/.’L‘
L+ <>‘Z’y)
O vetor y;?) se obtém como a seguir
YijZim
o v xeg 1)
@ @ @ Lim#ij
— — TijYim

38

(3.39)
—1
(3.40)
Ay )\ 2
1+ (522)
(e)
ZijYim
ZimTij (3.41)
YijTim

S

Plano paralelo
ao plano xy

Intersecgdo do
elemento com o plano
paralelo ao xy

Figura 3.6: Definicao do eixo local ' como a interseccao do elemento com um plano

paralelo ao plano xy.

Pode-se considerar, entao, que existe um eixo local definido para cada elemento

de casca. Também deve-se considerar, como exce¢ao, o elemento de casca que se

encontra sobre o plano xy. Neste caso, a intersecao do elemento com o plano xz

¢ o proprio elemento, devendo-se considerar as diregoes e sentidos dos eixos locais

coincidentes com os eixos globais.
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3.6 Elementos Baseados na Teoria de Reissner-

Mindlin - Bloqueio da Solucao

3.6.1 Conceito de Bloqueio por Efeito de Cortante

Sabe-se que uma das deficiéncias dos elementos baseados na teoria de placas de
Reissner-Mindlin é a superestimativa da rigidez (bloqueio) da solugdo ao se utili-
zar elementos de pequena espessura, assim como ocorre com os elementos de viga
de Timoshenko. Em ambos os casos, a explicacao do fenomeno é a incapacidade
da aproximacao de deformagao por cortante de reproduzir no limite, para quando
a espessura tende a zero, as condicoes de deformacao de cortante nula. Entre os
varios métodos para evitar o efeito deste bloqueio, destacam-se: a integracao redu-
zida/seletiva dos termos de cortante da matriz de rigidez, e os baseados em técnicas
de deformacao de cortante imposta.

Conforme discutido por [Saliba (2007)), considerando-se a matriz de rigidez de um
elemento de casca plano de espessura constante ¢ e desprezando-se o acoplamento
local membrana/flexao, a equagao de equilibrio do elemento (equacao (3.15))) pode

ser escrita, como

KO + 3K 4 K ] 40— f = pe (3.42)

Pode-se notar que a influéncia da espessura t na matriz de rigidez é da mesma
ordem nos termos de membrana e de cortante. A equacao (3.42) pode ser reescrita

CcOo1mo

[th/(e) Lt <K/(e) + K )] 4 — e = ]_gl(e) (3.43)

A equagao (3.43) estd referida ao sistema local e, assim, se todos os elementos
fossem coplanares, a equacao global de equilibrio, supondo que somente atuassem

cargas de flexao f'f(e), poderia ser escrita como

[PE;+iK Jdp = e d,=0 (3.44)
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e se atuassem somente cargas contidas no plano do elemento

K d, = [ e dj—=0 (3.45)
sendo
T T

dj, = [wéi 2% Hy;] e d, = [u’ U;Z} (3.46)

Da equacao (3.44)), isolando os fatores comuns % e Gt em K’ ;e K., res-
pectivamente, tem-se

DU +GIK, ) d = f (3.47)

12(1 —v2)— 4 =)= L ‘

~ . . ;. . 3 .
Mas a solugao analitica de Kirchhoff é inversamente proporcional a ﬁ Di-

vidindo por este coeficiente a equacao anterior, obtém-se

S VR ,
() + o) i = Py = oty (3450
com
12(1 — v2)G
Y="Tfp (3.48Db)

onde O(d}) representa a ordem de grandeza da solugio analitica de Kirchhoff.
Observando esta equacao vemos que para t — 0, &« — o0o. Assim, ao tornar a
placa mais fina, os termos de cortante vao progressivamente dominando a solugao,

de forma que a contribuicao de K} pode se depreciar. Assim, quando t — 0 a

equagcao (3.48al) tende a
— — 1
oF.d=0(d) o K.d=_-0(d)=0 (3.49)

Pode-se observar entao que, no limite, para a — 00, tem-se uma solucao infini-
tamente mais rigida que a correspondente a teoria de placas delgadas de Kirchhoff,
e a unica forma de obter uma solucao diferente da trivial é a matriz K/C ser singular.

Como discutido por Onate| (1995) e Salibal (2007), a técnica de imposi¢ao de
deformagoes de cortante é a alternativa mais eficiente para solucionar o problema

de bloqueio acima discutido.
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O objetivo da técnica de deformacao de cisalhamento imposta é tornar nula a
parcela de deformacao proveniente dos esforgos cisalhantes, uma vez que, ao anular
esta parcela, a teoria de Reissner-Mindlin se iguala a de Kirchhoff. Desta maneira,
espera-se evitar o bloqueio da solucao integrando de forma completa a matriz de

rigidez, uma vez que este fendmeno nao ocorre na teoria de Kirchhoff (Salibay, 2007).

“(...) Uma das maneiras de tornar o elemento livre de travamento ou torné-lo
menos suscetivel a esse fenomeno é substituir o campo de deformacoes de esforco
cortante, definido pelos campos de deslocamentos cinematicamente inconsistentes,
por outro que seja consistente ou menos inconsistente. Diz-se, entao, que o elemento

resultante tem campo assumido de deformagoes” (Soriano e Limal 1999).

Para se evitar o problema de bloqueio da solucao por efeito de cortante é neces-
sario obter a matriz de deformagao de cortante transversal substitutiva. Em Saliba
(2007) podem ser encontrados os passos para a obtengao da matriz de rigidez subs-

titutiva dos termos de cortante para os diversos elementos de placa implementados

no INSANE.

3.7 Tratamento de N6s Coplanares

Se todos os elementos que contém um néd estao no mesmo plano, diz-se que o
né é coplanar (Figura . Neste caso, todos os vetores 0, e 6, estao contidos
nesse plano comum. Escolhendo para sistema global o sistema local z’/, 3/, 2/, a
projegao dos giros sobre o eixo (global) 2’ se anula, sendo nulo o correspondente
termo diagonal da matriz de rigidez, o que dificulta a solugao matematica do sistema

de equagoes globais.
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O NO COPLANAR
® NONAO COPLANAR

Figura 3.7: Exemplos de nds coplanares e nao coplanares.

Desta discussao pode-se deduzir que, a montagem da matriz de rigidez de um
elemento com nés coplanares referidos a um sistema global qualquer resulta em um
sistema de equagoes que, embora pareca correto, tem um termo diagonal nulo, uma
vez que as trés equagoes correspondentes aos giros de cada nd coplanar nao sao
independentes.

Existem diversas maneiras de tratar o problema dos nés coplanares. Entre as
maneiras de tratar esse problema destacam-se: a adigao de rigidez rotacional ficticia e

a utilizacao de elementos finitos de membrana que incorporam uma rotacao adicional

6., (Ibrahimbegovic et all 1990). A adigdo de rigidez rotacional ficticia deve ser

tratada no pré-processador do programa, e o mesmo sera bastante exigido, ja que
ele devera ser capaz de identificar os nés coplanares e adicionar a rigidez ficticia
somente a eles. No presente trabalho, este problema nao foi tratado, deixando a
cargo do usuario a adigao de molas rotacionais nos nés coplanares, com rigidez

da ordem de grandeza do médulo de elasticidade do elemento multiplicado pelo

seu volume, como sugerido por Zienkiewicz| (1979). Deve-se salientar que a rigidez

ficticia deve ser aplicada somente aos nés coplanares, ja que a adicao da mesma em

todos os nds nao resolve o problema.



Capitulo 4

IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL

4.1 Introducao

O INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) é um projeto de
software livre, em desenvolvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas
da Universidade Federal de Minas Gerais. O principal objetivo deste projeto é
disponibilizar recursos de software para fomentar a pesquisa na area de métodos
numéricos e computacionais aplicados a Engenharia. Desenvolvido em linguagem
JAVA, segundo a metodologia de Programacao Orientada a Objetos, o INSANE é
um sistema segmentado, amigavel a mudancgas e escalavel em complexidade.

O sistema INSANE possui trés grandes aplicagoes: um pré-processador, um
processador e um poés-processador. O pré-processador disponibiliza uma interface
com recursos que possibilitam ao usuario descrever o problema de forma grafica e
amigavel. O pos-processador possui recursos semelhantes ao pré-processador, que
possibilitam a visualizacao dos resultados obtidos pelo processador. O processador
¢ o nucleo numérico do INSANE. Este tem a funcao de obter os resultados dos
modelos discretos do MEF.

Este trabalho se concentra na implementacao de cédigo para a expansao do pro-
cessador (ou nicleo numérico) do INSANE, de forma a torné-lo capaz de solucionar

modelos formados por elementos finitos de cascas planos.
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Assim, sera feita uma apresentacao deste nicleo com posterior identificacao das

classes que foram modificadas e implementadas.

4.2 O Nucleo Numérico do Sistema INSANE

Antes que possa ser feita a apresentacao do Niucleo Numérico do Sistema IN-
SANE, é necessario fazer uma pequena explanacao sobre alguns conceitos béasicos
da Programacao Orientada a Objetos (POO). O primeiro conceito a ser explicado
é o conceito de objeto. Segundo [Eckel (2000), um objeto pode ser pensado como
uma variavel especial, que armazena informacoes, mas ao qual se pode solicitar
procedimentos a serem operados nele mesmo. Teoricamente, qualquer componente
conceitual do problema que deve ser resolvido (cachorros, prédios, etc.) pode ser re-
presentado por um objeto no programa. Outro conceito fundamental é o conceito de
“Tipo” ou seu sinonimo “Classe”. Cada objeto é uma instancia de uma Classe. Por
exemplo, os circulos, quadrados e triangulos podem ser pensados como pertencentes

a classe das figuras geométricas.

Também é necessario entender os conceitos de Heranca, Classes Abstratas e In-
terface. Segundo |Germanio| (2005), em POO é possivel criar uma nova classe, de-
nominada subclasse, a partir de uma classe ja existente, dita superclasse, classe pai
ou classe base. Esse processo, no qual os objetos da nova classe constituem um
subgrupo da classe original, é denominado heranca. Os objetos da subclasse devem
possuir todos os atributos dos objetos da superclasse, mas podem possuir pequenas
diferengas nesses atributos, bem como possuir atributos adicionais nao existentes nos
objetos da classe original. Legalmente, o objeto de uma subclasse deve ser invocéavel
em todos os casos nos quais é possivel se invocar um objeto da superclasse, mas a
reciproca nao é verdadeira. Classes Abstratas podem ser usadas para declarar méto-
dos abstratos. A classe abstrata declara o método, mas nao o implementa, ficando

isso como uma obrigatoriedade para todas as classes que herdem da classe abstrata.
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As classes abstratas nao podem ser instanciadas. Esse recurso é 1til quando um mé-
todo é necesséario a uma dada classe, mas é preferivel delegar a sua implementacao as
suas subclasses mais especializadas. A Interface possui um mecanismo semelhante
ao das classes abstratas, porém, todos os métodos declarados numa interface sao
abstratos. A interface nao declara campos, o que é possivel numa classe abstrata, e
a implementacao de uma interface nao se da pelo mecanismo de heranca, podendo
ser feito por qualquer classe. Outra diferenga importante é que uma classe pode
implementar qualquer numero de interfaces, mas pode herdar apenas de uma tunica
classe.

Desenvolvido e/ou modificado por diversos colaboradores como |Almeidal (2005)),
Germanio| (2005)), [Fonseca] (2006)), [Saliba; (2007)), [Fonseca (2008) e [Fuina/ (2009)), o
nicleo numérico do INSANE é composto por quatro interfaces principais: Assem—
bler, Solution, Model e Persistence, organizadas de acordo com a Figura [4.1}

A interface Assembler faz a montagem do sistema de equacoes que representa o
modelo discreto do problema a ser analisado, através da seguinte equacao matricial

de segunda ordem

AX+BX+CX=R-F (4.1)

onde X é o vetor de varidveis de estado do problema, X sua primeira derivada tem-
poral e X sua segunda derivada temporal. A, B e C' sao as matrizes dos coeficientes,
e R e F sao os termos independentes deste sistema de equagoes.

A interface Solution possui 0s recursos necessarios para resolver o sistema de
equagoes montado por Assembler. Model fornece as informacoes referentes ao mo-

delo, necessarias para que Assembler possa montar suas equagoes.
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«interface »
© Persistence

«interface »

@ Model

«interface »

© Solution

i
it

«interface »

@ Assembler

Figura 4.1: Diagrama simplificado do nicleo numérico do INSANE.

4.2.1 Interface Assembler

Como visto, Assembler tem como fungdo montar a equagao (4.1), que para o

método dos elementos finitos aplicado a anélise estrutural estética, se reduz a

CX=R-F (4.2)

Cu. C

que pode ser expandida em termos de sub-matrizes da seguinte maneira
~uu ~up
c, C

X R F
A =XTP L ¢S onde (4.3)
Cpu Cpp] | X, R, £,
R N E
N R o (4.4)
R, N, £,

Nas equacgoes acima, C representa a matriz de rigidez do modelo, X o vetor

de deslocamentos nodais e F' o vetor de forcas nodais equivalentes aos esforcos
internos. O vetor R é composto de duas parcelas: o vetor IV e o vetor E que sao,
respectivamente, o vetor de forgas aplicadas diretamente nos noés e o vetor de forcas
nodais equivalentes as cargas aplicadas no corpo do elemento (cargas de corpo). Os
indices u e p indicam se a sub-matriz se refere a valores desconhecidos ou prescritos,

respectivamente.
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A interface Assembler é implementada pela classe FemAssembler que tem como
atributo um objeto do tipo Model (Figura chamado FemModel. Este atributo
é que fornece a Assembler as informagcoes do modelo necessarias para montar a
matriz de rigidez do mesmo. Esta figura também mostra alguns dos métodos desta
interface que sao capazes de fornecer, com a ajuda de FemModel, os elementos do

sistema matricial da equacao (4.2)).

winterface »
@ Assembler

getCppl)
getCpul)
getCup(}
getCuul)
getEpl)
getEul)
getFp()
getFul)
getModel()
getNp()
getNu()
getdp()
getdul)
setModel(Model)

e o000 OODO OO

& FemAssembler | - femassembler - femModel | inierface »

ax femModet Model o1 O Model

Figura 4.2: Diagrama de classe da interface Assembler.

4.2.2 Interface Solution

Uma vez montada a equacao do problema, é necessario resolvé-la. Para isso
utiliza-se a interface Solution (Figura4.3). Uma das classes que a implementa é a
classe SteadyState, responsavel por resolver sistemas lineares do tipo da equagao

(4.2). A classe SteadyState possui um objeto do tipo Assembler e um objeto do
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tipo LinearEquationSystems, que soluciona o sistema de equagoes algébricas line-
ares para o caso de um modelo estatico linear. A solucao do sistema é alcancada ao
se chamar o método ezecute(). Outra classe que implementa Solution é a Equi-
libriumPath, utilizada em problemas estaticos nao-lineares ou dinamicos lineares e

nao-lineares, e nao sera aqui descrita por nao se tratar do escopo deste projeto.

o @ EquilibriumPath | € DynamicEquilibriumPath |

@ StaticEquilibriumPath |

+ SteadyState -assembler zinterface =
(C] SteadyState 8 Assembler
0.1 .

O sel: LinearEquationSystems
m SHEUMIACARERMNGE 2 LinearEquationSystems
@, getAssembler() + SteadyState - sel ox X IVector
C&, setdssembler(Assembler) 0.1 o b IWector
@ execute() = a: IMatrix

Figura 4.3: Diagrama de classe da interface Solution.

4.2.3 Interface Model

O modelo discreto a ser analisado é representado no nticleo numérico do sistema
INSANE pela interface Model (Figura . Atualmente, a tnica classe que imple-
menta Model é a classe FemModel, que representa o modelo de elementos finitos a ser
analisado. Um objeto FemModel possui como atributos listas de nods, elementos, fun-
¢oes de forma, ordens de integracao, casos de carga, combinagoes de carregamento,
modelos de andlise, materiais, modelos constitutivos e degeneragoes do modelo a
ser analisado. Possui ainda um objeto do tipo AnalysisModel e um objeto do tipo
ProblemDriver.

A lista de objetos do tipo Node da classe FemModel armazena informagoes dos
nos como deslocamentos e forcas. A classe Element representa os elementos finitos

e ¢ estendida pela classe ParametricElement, que representa os elementos finitos
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paramétricos (Figura [4.5). Um objeto Element tem como atributo uma lista de
objetos do tipo ElementNode, que representa sua incidéncia. Uma lista de objetos
do tipo Degeneration, que representa seus pontos de integragao e sua constituicao
geométrica e fisica, um objeto AnalysisModel, que representa seu modelo de anélise,
como serd visto adiante, um objeto Shape, que representa sua fungao de forma, um
objeto ConstitutiveModel, que representa seu modelo constitutivo, e um objeto
ProblemDriver, que armazena informagoes relativas ao tipo de problema que o
elemento modela.

A classe ParametricElement possui, além dos atributos de Element, um ob-
jeto IntegrationOrder, que representa a sua ordem de integracao numérica. Em
sua hierarquia, estao as classes que representam os elementos finitos paramétricos,
separadas de acordo com sua geometria: elementos de barra, elementos planos tri-
angulares e quadrilaterais, e elementos soélidos tetraédricos e hexaédricos. Estas
sub-classes implementam os métodos relativos a integracao numérica (addDegene-

rations(Degeneration) e initDegenerations()).

4.2.4 Interface Problemdriver

A interface ProblemDriver (Figura possui os métodos necessarios para in-
formar a Assembler as parcelas de cada elemento na equacao do modelo. Em sua
hierarquia sao representados diversos tipos de problemas que podem ser resolvidos
através de modelos discretos, sendo de interesse para este estudo os problemas de
mecanica dos solidos representados pela classe SolidMech, mais especificamente os

problemas lineares desta classe.

4.2.5 Interface Shape

A interface Shape possui os métodos responsaveis por fornecer as fungoes de

forma e suas primeiras e segundas derivadas dos elementos finitos implementados no

sistema INSANE (Figura [4.7).
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& Element

o degenerations: List<Degeneration>

O analysisModel: AnalysisModel

on problemDriver: ProblemDriver

on constitutiveModel: ConstitutiveModel

ox shape: Shape

ox incidence: List<ElementNode>

cf' addDegeneration(Degeneration)
@ getF()

@ getE()

@ getC()

@ getB()

@ getA()

@ init()

cf' update()

+ element

(&* ParametricElement

on integrationOrder: IntegrationOrder

O’ getintegrationOrder()
O’ setIntegrationOrder(IntegrationOrder)

cf' addDegeneration(Degeneration)

@ update()
cf' initDegenerations()

{order}
+ element - degenerations
(9 Degeneration ‘l
{order}
+ element - incidence
(® ElementNode ‘l
+ element - shape «interface »
o1 O Shape
+ element - constitutiveModel .
o4 O ConstitutiveModel
+ element - problemDriver
«interface »
0.1 @ ProblemDriver

0..1 | - analysisModel

- integrationOrder

0.1

«interface »
@ AnalysisModel

(® IntegrationOrder ‘l

® Bar

@ initDegenerations()
@ addDegeneration(Degeneration)

(9 Quadrilateral

@ initDegenerations()
@ addDegeneration(Degeneration)

(9 Hexahedral

@ addDegeneration(Degeneration)
@ initDegenerations()

(® Triangular

@ initDegenerations()
@ addDegeneration(Degeneration)

(9 Tetrahedral

@ initDegenerations()
@ addDegeneration(Degeneration)

Figura 4.5: Diagrama de classe para Element.
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4.2.6 Pacote Materialmedia

O pacote MaterialMedia contém as interfaces e classes necessarias para repre-
sentar da forma mais geral possivel a constituicao geométrica e fisica dos elementos
finitos. Este pacote é formado, entre outras, pelas seguintes interfaces e classes:
interface Material, classe MaterialPoint, interface ConstitutiveModel e a classe

Degeneration.

A interface Material (Figura[d.8)) possui os métodos necessdrios para retornar as
informacoes das diferentes propriedades dos materiais implementados no INSANE.
A classe ConcreteNB1, por exemplo, armazena valores do fck e coeficiente de Poisson,

entre outros.

cinterface »
@ Material

winterface »
© Concrete

(3 Anisotropic ® LinearElasticlsotropic ® ConcreteNB1 | ® ConcreteEC2 ‘

Figura 4.8: Diagrama de classe para Material.

A classe MaterialPoint (Figura que possui o objetivo de representar um
ponto no meio material, tem como propriedades um identificador, um objeto IPoint3d,
que o representa como um ponto no espaco, um objeto IVolume, que representa o seu
volume infinitesimal, um objeto Material ja descrito, um objeto AnalysisModel e

um objeto ConstitutiveModel.
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: . - analysisModel «interface »
(® MaterialPoint o © AnalysisModel
a label . ;
+ materialPoint
on volume
oint 0..1 «interface »
o P material & Material
op material
o CM
on analysisModel 0..1 «interface »
© ConstitutiveModel

-cm

Figura 4.9: Diagrama de classe para a interface MaterialPoint.

ConstitutiveModel (Figura [4.10) é responsével por montar as matrizes cons-
titutivas e calcular as tensoes nas degeneracoes e nos pontos materiais através de

informagoes de suas geometrias, materiais e modelos de analise.

«interface » «interface »
@ Material @ AnalysisModel

i

«elementimport » «elementimport »

«interface »
@ ConstitutiveModel

mountC(AnalysisModel, Material, HashMap<Object,Object>)

mountCt(AnalysisModel, Material, HashMap<Object,Object>)

init(HashMap<Object,Object>, HashMap<Object,Object>, AnalysisModel, Material)
mountDuallnternalVariableVector(IVector, AnalysisModel, Material, HashMap<Object,Object>, HashMap<Object,Object>)
update(HashMap<Object,Object>, HashMap<Object,Object>)

mountCs(AnalysisModel, Material, HashMap<Object,Object>)

LT I I

(® LinearElasticConstModel “ (® OnePointConstModel “ (9 ElastoPlasticConstModel “

Figura 4.10: Diagrama de classe para a interface ConstitutiveModel.

A classe Degeneration representa a degeneracao na geometria do elemento (Fi-
gura 4.11)). Um objeto do tipo Degeneration possui uma lista de pontos materiais
e um objeto do tipo Representation, que tem como objetivo representar a degene-

racao e possui os atributos necessarios a integracao numérica.
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Um exemplo de degeneragao é a classe CrossSection (Figura [4.11)), que repre-

senta a degeneragao causada por discretizagoes com elementos finitos unidimensio-

nais, nas quais se simplifica uma geometria tridimensional em apenas uma linha.

(< Degeneration (9 Representation

Op materialPoints: List<MaterialPoint>

]
@ update() + degeneration - representation
@ init()

0;- getRepresentation()

i serialVersionUID

representation: Representation On
O
O
0.1 o weight

o constitutiveVariables

cm
am

naturalcoords

O}l setRepresentation(Representation) + degeneration o previousVariables
cf" mountC()
& mountCs() @ init()
n:;f" mountCt() @ update()
© MaterialPoint |
{order}
(9 CrossSection “ (2 Thickness “ & Solid || - materialPoints

Figura 4.11: Diagrama de classe para a interface Degeneration.

4.2.7 Interface AnalysisModel

A interface AnalysisModel (Figura [4.12) possui os métodos responsaveis por

fornecer as informagoes dependentes do modelo de andlise, necessarias aos elementos

finitos, aos pontos materiais e as representacoes. Ela é implementada por classes

representantes dos diversos modelos de andlise, tanto no nivel do elemento quanto

no nivel de seus pontos materiais.
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4.2.8 Relacionamento entre as Classes do Niucleo Numérico

Para ilustrar o inter-relacionamento entre as diversas classes do nicleo numérico
discute-se aqui a implementacao do método getC, da classe Parametric, cujo cédigo
fonte estd mostrado na Figura[f.13] Pode-se observar na Figura[4.6| que Parametric
estende a classe SolidMech, que por sua vez implementa a interface ProblemDriver.
Assim, a classe Parametric, sendo SolidMech uma classe abstrata, deve implemen-
tar o método getC de ProblemDriver.

Esse método (Figura ¢ utilizado para se obter a matriz de rigidez do ele-
mento paramétrico que lhe é passado como argumento (Element e). O préximo
passo consiste em se inicializar as matrizes stiffnessMatrix e finalStiffness-
Matrix. FKEssas matrizes tém dimensao numberOfDegreesOfFreedom x number0Of-
DegreesOfFreedom. A varidvel numberOfDegrees0OfFreedom é fornecida pelo pré-
prio elemento, conforme pode ser visto na segunda linha de cdédigo. Apds isso,
criam-se as varidveis responsdveis por armazenar a lista de degeneragoes (gns),
o modelo de anédlise (analysisModel), a fungao de forma (shape) e as coorde-
nadas cartesianas nodais (cartesianNodalCoordsMatrix). Estd tltima varidvel
(cartesianNodalCoordsMatrix) foi alterada durante a implementagao dos elemen-
tos finitos de casca para receber coordenadas locais em vez de globais. Para isso foi
criado o método getLocalCartesianNodalCoordsMatrix () na classe Element.

A seguir, a estrutura de repeticao while percorre todos os elementos da lista de
degeneracgoes (gns) a fim de calcular a integracao numérica da matriz de rigidez do

elemento dada por

K© =cY " BIDB,|J], W, (4.5)
p=1

onde: ¢ é uma constante que reflete a dimensao do problema (1D, 2D, 3D, Axissi-
métrico); n, é o numero de pontos de integragdo adotados; B é a matriz da relacao
deformagcao x deslocamento ou deformacao generalizada x deslocamento; D é a ma-

triz da relacao tensao x deformacao ou esforco interno x deformacao generalizada;
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|.J (e)] ¢ o determinante da transformacao Jacobiana; e W), é o peso associado ao

ponto de integracao corrente (p).

A variavel naturalCoords armazena as coordenadas naturais da degeneracao
corrente que, juntamente com as coordenadas cartesianas dos nés do elemento, é
repassada para o objeto shape a fim de se obter os valores da funcao de forma
do mesmo (shapeFunction), sua primeira derivada (derivedShapeFunction) e sua

segunda derivada (secondDerivedShapeFunction), na referida degeneragao.

A matriz B da equagao ¢ representada pela variavel matrixB do codigo.
Ela é obtida através do método getInternalVariablesOperator da classe Analy-
sisModel fornecendo a este as funcoes de forma, suas derivadas e as coordenadas
cartesianas dos nds do elemento. A seguir, a variavel matrixB é modificada através
do método internalVariableOperatorModifier da classe Degeneration. Esta
modificacao serve para representar problemas em que a matriz B é alterada por
alguma propriedade do material. Através desta mesma classe, obtém-se a matriz D
da equagao , representada pela varidvel matrixD, através do método degene-

ration.mountD().

A seguir, cria-se a variavel k1 e a ela é atribuido o valor da matriz B transposta
multiplicada pela matriz D. A varidvel stiffnessMatrix, criada e inicializada
anteriormente, atribui-se o valor da variavel k1 multiplicada pela variavel matrixB.
As varidveis weight e jac sdo criadas e a elas atribuidas os valores W, e |J©)],

respectivamente. A varidvel coeff representa o coeficiente ¢ da equagao (4.5)).

A varidvel matrixT recebe a matriz de transformacao entre coordenadas locais e
globais de acordo com o modelo de analise em questao. A matriz stiffnessMatrix é
multiplicada entao a direita por matrixT e a esquerda pela transposta de matrixT e
o resultado é acumulado na varidvel finalStiffnessMatrix, obtendo-se finalmente

a rigidez do elemento K(©).
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4.3 Expansao do Nicleo Numérico do INSANE

Para a expansao do ntcleo numérico do INSANE foram aproveitadas e/ou al-
teradas algumas classes e interfaces existentes, e criadas outras. Para criagao dos
elementos de cascas planos foram aproveitados alguns elementos de placa, implemen-
tados no INSANE por Saliba (2007), e de estado plano de tensoes, implementados

por |Almeida; (2005).

Assim, foram feitas combinacoes das classes existentes de forma a originar os

novos elementos, mostrados na Tabela [4.1]

Tabela 4.1: Elementos de Casca Planos implementados no INSANE e suas siglas

Elementos de Casca
Elementos de Casca Fina Baseada na Teoria de RMCIQ4
Reissner-Mindlin com Deformacao de Quadrilateral RMCIQ8
Cisalhamento Imposta RMCIQ9
Elementos de Casca Fina Baseada na Teoria de Triangular CKZ
Kirchhoft Retangular MZC

4.3.1 Alteracoes nas Classes AnalysisModel, ProblemDriver e

Element

Os diagramas de classe para AnalysisModel (Figura [4.14) e ProblemDriver
(Figura {4.15)) foram modificados de acordo com as figuras abaixo, onde se destacam
as novas classes que foram implementadas de forma a atender a implementacao deste

trabalho.



62

zinterface »

@ AnalysisModel

& Plane | (& PlaneShell |

& Axysymetric l [ & PlaneStrain l
(& PlaneStress |

(& ReissnerMindlinPlaneShell (& MZCPlaneShell

( & Membrane | ] {2 CKZPlaneShell I

Figura 4.14: Diagrama de classe modificado para a interface AnalysisModel.

ainterface »

& ProblemDriver

{2 NonLinearHeatTransfer (& SolidMech & FluidFlow & FieldProblem

& KirchhoffThinPlate & Parametric & Frame (2 FlatShell

Figura 4.15: Diagrama de classe modificado para a interface ProblemDriver.

Para criagao do elemento de casca plano, sendo ele a combinacao de um ele-
mento de membrana com um elemento de placa, foi inserida no sistema INSANE,
como pode ser observado na Figura [£.14] uma classe chamada Membrane, que re-
presenta uma derivacao da PlaneStress para tratar de problema de estado plano
de tensoes no espago. Para isso, foi criado o seguinte método nessa nova classe:

getLocalCartesianNodalCoordsMatrix (IMatrix cn). Este método é responsavel
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por obter as coordenadas cartesianas locais do elemento, recebendo como parametro

as coordenadas cartesianas globais do elemento.

O elemento de casca plano é representado pela classe abstrata PlaneShell. Esta
classe tem como atributos os elementos de membrana e placa que sao utilizados para
gerar o elemento de casca correspondente. Sao eles: planeAnalysisModel, que é
inicializado como um objeto do tipo Membrane, e plateAnalysisModel, que ¢ inici-
alizado pelas classes derivadas de PlaneShell. As classes derivadas de PlaneShell
sao: ReissnerMindlinPlaneShell, MZCPlaneShell e CKZPlaneShell, que irao ini-
cializar os elementos de placa como ReissnerMindlinPlate, MZCKirchhoffPlate e

CKZKirchhoffPlate, respectivamente.

A Figura[4.16)ilustra o método getC(Element e) da classe FlatShell, derivada
da classe ProblemDriver. Este método tem a fungao de combinar a matriz de rigidez
local de membrana com a matriz de rigidez local de placa do elemento, formando
assim a matriz de rigidez de casca K "©) da equagcao , reescrita a seguir:

/

KOy 0 |

(—EPT)U (2x2) = (2x3) '

| —v

|
1(e) I ro-TT Tt T T T

K (5x5) = ‘ , (4.6)

L er(e) cw

Q(3><2) : (KPLACA)U (3x3) - QQ/U

I 1 S

Pode-se observar na Figura que o método getC(Element e) da classe
FlatShell possui trés atributos: initialAnalysisModel, initialProblemDriver
e initialShape. Esses trés atributos sao inicializados com os valores iniciais do
modelo de andlise, ProblemDriver do elemento e de sua funcao de forma. Feito
isso, o modelo de analise do elemento é trocado para o modelo de analise Membrane
e 0 ProblemDriver para Parametric. Calcula-se, entao, a matriz de rigidez local

de membrana do elemento (K (¢)).
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public IMatrix getC(Element e) throws Exception {
PlaneShell initialAnalysisModel = (PlaneShell) e.getAnalysisModel();
ProblemDriver initialProblemDriver = e.getProblemDriver();
Shape initialShape = e.getShape();

e.setAnalysisModel (initialAnalysisModel .getPlaneAnalysisModel ());
e.setProblemDriver(this.getMembraneProblemDriver());

for (int 1 = 0; 1 < e.getDegenerations().size(); i++) {
Degeneration dgn = e.getDegenerations().get(i);
dgn.getRepresentation() .setAnalysisModel (e.getAnalysisModel ());
}

IMatrix km = e.getProblemDriver().getC(e);

e.setAnalysisModel (initialAnalysisModel .getPlateAnalysisModel ());
e.setProblemDriver(this.getBendingProblemDriver());
e.setShape(e.getBendingShapeFunction());

for (int 1 = 0; i < e.getDegenerations().size(); i++) {
Degeneration dgn = e.getDegenerations().get(i);
dgn.getRepresentation() .setAnalysisModel (e.getAnalysisModel ());
}

IMatrix kf = e.getProblemDriver().getC(e);

e.setAnalysisModel (initialAnalysisModel);
e.setProblemDriver(initialProblemDriver);
e.setShape(initialShape);

for (int i = 0; i1 < e.getDegenerations().size(); i++) {
Degeneration dgn = e.getDegenerations()-get(i);
dgn.getRepresentation() .setAnalysisModel (e.getAnalysisModel ());
}

int nNodes = e.getlIncidence().size();

int numberOfDegreesOfFreedom = 5 * nNodes;

IMatrix globalStiffnessMatrix = new IMatrix(ndof,ndof);
globalStiffnessMatrix.setZero();

for (int i = 0; 1 < nNodes; i++) {
for (int j = 0; j < nNodes; j++) {
km.copySubMatrix(2*i, 2*j, 2, 2, 5*i, 5*j, globalK);
kf.copySubMatrix(3*i, 3*j, 3, 3, 5*i+2, 5*j+2,globalK);

}
}

IMatrix matrixT = e.getAnalysisModel () .getTransformationMatrix();
matrixT.transpose();
matrixT.mul (globalStiffnessMatrix);

return matrixT;

Figura 4.16: Cédigo Java do método getC da classe FlatShell.
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O préximo passo consiste em se calcular a matriz de rigidez local de placa do
elemento (K /f(e)). Para isso, o modelo de andlise do elemento é trocado para o modelo
de analise de placa, o ProblemDriver para o ProblemDriver de placa e a fungao de
forma para fungao de forma de placa. Estando as duas matrizes prontas, recupera-
se os modelos de andlise, ProblemDriver e funcao de forma iniciais e, através da
estrutura de repeticao while, combinam-se as duas matrizes calculadas de forma a
se originar a matriz local do elemento de casca K '),

Como dito acima, o calculo da matriz de rigidez (Figura envolve a especifi-
cacao de fungoes de forma para aproximacao dos problemas de membrana e flexao.
Para tanto, conforme mostra a Figura [£.17] foram adicionados dois novos atribu-

tos a classe Element, a saber: bendingShapeFunction, que representa a fungao de

forma de flexao, e membraneShapeFunction, que representa a funcao de forma de

membrana.
& Element & Element
op degenerations: List=Degeneration= oy membraneshapefunction: Shape
on analysishodel: AnalysisModel [n’ bendingShapeFunction: Shape ]
ax problemDriver: ProblemDriver ax degenerations: List=Degeneration=
oa constitutiveModel: ConstitutiveModel On analysizsModel AnalvsisModel
aa shape: Shape ax problemOriver: ProblemDriver
oa incidence: List=ElementNode:> x constitutiveModel: ConstitutiveModel

= shape: Shape

Ca'ﬂ' addDegeneration(Degeneration)
@ getf() o incidence: List<ElementNode=
ey Gc" addDegeneration(Degeneration)
@ getC()
o getd() 8 oy
o getA) » ot
@ it @ gettl)
& update() ® getB()
@ getAf)
@ init(}
&' update()
Classe Element Anterior Classe Element Modificada

Figura 4.17: Diagramas da classe Element anterior e modificada.



Capitulo 5

TESTES DA MALHA DE IRONS
(PATCH TESTS)

Qualquer que seja o modelo de elementos finitos, as caracteristicas do elemento
tém que satisfazer certas condigoes necessarias para assegurar que, com o refinamento
da malha, os resultados computados venham a convergir para a solucao analitica.
Nao se pode confiar em um elemento que forneca bons resultados para uma malha
particular e maus resultados quando esta malha é refinada. A realidade é que para
problemas praticos normalmente nao se conhece a resposta analitica, consequente-
mente, nao é possivel assegurar os resultados obtidos. Se o elemento converge, o
problema estd resolvido qualitativamente (se ndo quantitativamente). Mas, quando
nao se conhece nada sobre as propriedades de convergéncia do elemento, até mesmo
os resultados de uma malha refinada tornam-se suspeitos (Razzaque, 1986]).

Para solucionar este inconveniente, um teste para validagao da formulacao de um
elemento foi desenvolvido por Bruce Irons, chamado de “Patch Test”. A principio
este teste verificava simplesmente se uma discretizacao com elementos de tamanhos
aleatérios reproduzia exatamente o comportamento de um material elastico quando
submetido a deslocamentos compativeis com deformagcao constante. Esta motivacao
fisica levou-o a desenvolver um teste mais formal que se tornou um procedimento
largamente usado para verificagao de elementos finitos e programas relacionados
(Taylor et al., [1986)).

Pode-se dizer que o “Patch Test” serve para estudar a convergéncia correta de

66
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uma formulacao de elemento finito. Nesse teste, utiliza-se uma discretizagao com
elementos de tamanhos aleatérios de tal maneira que ao menos um né fique completa-
mente cercado por elementos. Aplicam-se restrigoes nodais ao contorno, juntamente
com deslocamentos ou cargas compativeis com um estado de deformagao constante.
Calculando as deformagdes (ou tensoes) do modelo, o “Patch Test” sera satisfeito se,
em todos os pontos dentro dos elementos, as deformagoes (ou tensoes) calculadas

forem constantes (Cook et al., [1989).

Neste capitulo, apresentam-se os “Patch Tests” dos elementos de Kirchhoff e

Reissner-Mindlin implementados, referentes a esforcos de flexao e membrana.

5.1 Descricao do Problema

Para este teste, uma casca retangular formada por elementos com geometria ir-
regular ¢ submetida a deslocamentos prescritos em suas bordas, que teoricamente
impoem um campo de tensoes constante sobre o modelo. Sua geometria e carre-
gamentos sdo como descritos em Macneal e Harder| (1985)). Os nés das bordas da
estrutura sao impedidos de se deslocar e de girar nas diregoes x, y e z. Os desloca-

mentos prescritos sao aplicados aos graus de liberdade impedidos desses noés.

A malha utilizada para este exemplo é dada nas Figuras e para os elemen-
tos retangulares e triangulares, respectivamente. A espessura da casca (t) é igual
a 0,001 uc. O coeficiente de Poisson (v) é 0,25 e o médulo de elasticidade (E) é
10° wf/uc?, para o teste de membrana, e 10'? wuf/uc* para o teste de flexao'. As

dimensoes da casca sao de 0,24 uc x 0,12 uc e as coordenadas dos nés sao dadas na

Tabela (.11

Luf - unidades de forca, uc - unidades de comprimento.




Tabela 5.1: Coordenadas dos nés para o Patch Test em uc.

N6 | x y zZ N6 | x y Z

1 10,00 0,000,000 5 |0,18 0,03 0,00

2 10,00 (0,12 0,00 | 6 | 0,16 | 0,08 | 0,00

3 10,04 1002]000| 7 |0,24 0,00 | 0,00

4 10,08 10,08 |000 | 8 |0,24 10,12 | 0,00

E =1,0 x 10 uf/uc* para membrana
E =1,0x 102 uf/uc® para flexdo
t =0,001uc

v=0,25

Figura 5.1: Malha utilizada para os elementos quadrilaterais.
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E =1,0 x 10°uf/uc* para membrana
E =1,0 x 102 uf/uc?® para flexdo

t =0,001uc

v =20,25

Figura 5.2: Malha utilizada para os elementos triangulares.

5.2 Carregamentos

Diferentes carregamentos sao especificados para os testes dos comportamentos

de membrana e de flexdo.

5.2.1 Comportamento de Membrana

O carregamento para o comportamento de membrana ¢é aplicado na forma de
deslocamentos prescritos para u e v, que sdo impostos nos nés 1, 2, 7 e 8 (Figuras
e[5.2)). Esses deslocamentos sao governados pelas seguintes equagoes.

T+ Y+

““To00 ¢ YT 7000 (5-1)

o
M

A Tabela[5.2 mostra os deslocamentos prescritos calculados a partir das equagoes
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para cada um dos nés da borda da estrutura.

Tabela 5.2: Deslocamentos prescritos para o comportamento de membrana.

N6 | = (uc) | y (uc) | u (uc) | v (uc)

1 0,00 0,00 | 0,00000 | 0,00000

2 0,00 0,12 | 0,00006 | 0,00012

7 | 0,24 0,00 | 0,00024 | 0,00012

8 0,24 0,12 | 0,00030 | 0,00024

5.2.2 Comportamento de Placa

O carregamento para o comportamento de placa também é aplicado na forma
de deslocamentos prescritos nas bordas da estrutura. Desta vez, para os graus
de liberdade w, 6, e 6,, aplicados nos nés 1, 2, 7 e 8 (Figuras e . Esses
deslocamentos e rotagoes sao governados pelas Equagoes [5.2]

P4 ay+y° Y+

X 0
2000 ' 000 ¢ "7 71000

M
Il
no
—~
o
N\
~—

A Tabelal[5.2] mostra os deslocamentos prescritos calculados a partir das equagoes

para cada um dos nés da borda da estrutura.

Tabela 5.3: Deslocamentos prescritos para o comportamento de placa.

N6 | z (uc) | y (uc) | w (uc) | 6, (rad) | 6, (rad)

1 | 0,00 | 0,00 |0,0000000| 0,00000 | 0,00000

2 0,00 0,12 | 0,0000072 | 0,00012 | -0,00006

7 0,24 0,00 | 0,0000288 | 0,00012 | -0,00024

8 0,24 0,12 | 0,0000504 | 0,00024 | -0,00030
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5.3 Resultados

Os resultados do comportamento de membrana sao comparados com os resulta-
dos obtidos em [Timoshenko e Goodier| (1951) e os resultados do comportamento de
placa sdo comparados com os obtidos em Timoshenko e Woinowsky-Krieger| (1959).

As Tabelas a mostram os resultados para os diversos elementos imple-

mentados.

Tabela 5.4: Resultados para o elemento RMCIQ4.

Comportamento | Tensdo/Esfor¢o | Analitico | INSANE RMCIQ4 | Resultado
Ore (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Membrana oyy (uf/uc?) 1333 1333 Passa
ouy (uf/uc?) 400 400 Passa
M, (ufuc/uc) | 0,1111 0,1111 Passa
Placa My, (uf.uc/uc) | 0,1111 0,1111 Passa
M,y (ufuc/uc) | 0,0333 0,0333 Passa

Tabela 5.5: Resultados para o elemento RMCIQS.

Comportamento | Tensdo/Esfor¢o | Analitico | INSANE RMCIQS8 | Resultado
O (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Membrana oyy (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Oy (wf Juc?) 400 400 Passa
M. (ufuc/uc) | 0,1111 0,1111 Passa
Placa My, (ufucfuc) | 0,1111 0,1111 Passa
M,y (ufuc/uc) | 0,0333 0,0333 Passa




Tabela 5.6: Resultados para o elemento RMCIQ9.
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Comportamento | Tensao/Esfor¢o | Analitico | INSANE RMCIQ9 | Resultado
Oz (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Membrana oyy (uf/uc?) 1333 1333 Passa
oy (uf Juc?) 400 400 Passa
M. (ufuc/uc) | 0,1111 0,1111 Passa
Placa My, (uf.uc/uc) | 0,1111 0,1111 Passa
M,y (ufuc/uc) | 0,0333 0,0333 Passa
Tabela 5.7: Resultados para o elemento CKZ.
Comportamento | Tensao/Esforgo | Analitico | INSANE CKZ | Resultado
Oe (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Membrana oyy (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Oy (uf Juc?) 400 400 Passa
M, (ufuc/uc) | 0,1111 0,1414 Nao Passa
Placa My, (ufucfuc) | 0,1111 0,1778 Nao Passa
M,y (ufuc/uc) | 0,0333 0,0422 Nao Passa
Tabela 5.8: Resultados para o elemento MZC.
Comportamento | Tensao/Esforgo | Analitico | INSANE MZC | Resultado
O (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Membrana oyy (uf/uc?) 1333 1333 Passa
Ouy (uf Juc?) 400 400 Passa
My, (ufuc/uc) | 0,1111 1,1931 Nao Passa
Placa My, (wf.uc/uc) | 0,1111 0,5758 Nao Passa
Mgy (uwf.uc/uc) | 0,0333 0,2041 Nao Passa
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Pode-se observar pelos resultados que, para o teste de membrana, todos os ele-
mentos atendem ao “Patch Test”. No caso de flexdo, somente os elementos de
Reissner-Mindlin com Cortante Imposto (RMCI) passam no teste. Entretanto, o
insucesso dos elementos nos “Patch Tests” nao invalida sua utilizagao prética se este
elemento apresentar um bom comportamento em estudos baseados em refinamentos

sucessivos de malha, o que sera visto no préximo capitulo.



Capitulo 6
TESTES DE CONVERGENCIA

6.1 Introducao

Conforme exposto no capitulo anterior, o insucesso dos elementos nos “Patch
Tests” nao invalida sua utilizagao pratica. Dessa forma, o desempenho dos elemen-
tos implementados serd avaliado, também, através do estudo de convergéncia dos

seguintes exemplos numéricos:

1. Viga de secao I engastada, com trés casos de carga;
2. Casca dobrada simplesmente apoiada em dois lados opostos;

3. Caixa com furos carregada com duas cargas concentradas opostas.

6.2 Viga de Secao I Engastada

Neste primeiro exemplo, sugerido por [Jin (1994), os deslocamentos s@o calcula-
dos para uma viga de secao 1. Trés casos de carga sao considerados. No primeiro, o
deslocamento vertical é medido, no ponto 1, para uma carga concentrada na extre-
midade livre do balanco (Figura. No segundo, o deslocamento vertical é medido,
também no ponto 1, para uma carga uniformemente distribuida na linha de centro
do flange superior (Figura. E no terceiro, os deslocamentos horizontal v e verti-

cal w sao medidos no flange inferior da segao I, ponto 1, para um momento de tor¢ao
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aplicado na extremidade livre (Figura . Os resultados obtidos sao comparados

com os valores analiticos para os dois primeiros casos de carga e de acordo com

(1994) no terceiro.

E =10.000.000 uf/uc?

v=0,3
t=0,25uc
L=40uc
b=10uc
h=5uc
P =400 uf

E =10.000.000 uf/uc?

v=0,3
t=0,25uc
L=40uc
b=10uc
h=5uc

q =20 uf/uc

Figura 6.2: Viga I submetida a carga distribuida.
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y

P

E = 10.000.000 uf/uc?
v=0,3
t=0,25uc
L=40uc
b=10uc
) h=5uc
N p=1600uf

Figura 6.3: Viga I submetida a torcao.

6.2.1 Resultados

Para a viga com carga concentrada P da Figura de acordo com a teoria de
flexao de vigas com efeito de cisalhamento, o deslocamento vertical na borda livre é

expresso por

_ PL3 N PL
3BT AG

(6.1)

w

onde o segundo termo representa o efeito de cisalhamento. P é a carga e L é o com-
primento da viga. I = 33,8802 uc* é o momento de inércia da secdo transversal da
viga e A, = 1,1875uc? é a drea da alma da viga. Assim, com os demais parametros

dados pela Figura e com E/G = 2,5, chega-se ao seguinte valor

w = 2,85552 x 1072 uc (6.2)



Os resultados numéricos obtidos sao apresentados na Tabela [6.1] e Figura 6.4

7

Tabela 6.1: Deslocamento vertical na extremidade livre da viga I com carga concentrada

em uc (Figural6.1]).

Malha N | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 | CKZ MZC
2 -0,0189 -0,0285 -0,0286 | -0,0122 | -0,0189
4 -0,0253 -0,0288 -0,0289 | -0,0195 | -0,0253
8 -0,0278 -0,0288 -0,0289 | -0,0234 | -0,0278
16 -0,0286 -0,0289 -0,0289 | -0,0246 | -0,0286
Analitico: -0,0286
-0,0100
-0,0150 \
% —¢— Analitico
'é 10,0200 \ K —=—RMCIQ4
S —A—RMCIQ8
]
E =>=RMCIQ9
\ —¥=CKZ
-0,0250 =0—MZC
-0,0286 Tﬁ
-0,0300
2 4 8 16
Malha N

Figura 6.4: Deslocamento vertical na extremidade livre da viga I com carga concentrada

em uc.
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Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresenta-se na Figura [6.5] a
variacao dos deslocamentos verticais w obtida para a malha N = 16 formada por

elementos MZC, para o caso de carga concentrada.

¥ -0.028504 -0.020424 0012285 -0.004085 o Mellye; Disalacementie

‘
P

Max.: 0

Figura 6.5: Variacao dos deslocamentos verticais w para a malha N = 16 formada por

elementos MZC, para o caso de carga concentrada.

Da mesma forma, para a viga com carga distribuida (Figura|6.2)), o deslocamento

vertical na borda livre é expresso por

- qL4 qLZ

ST Y We (6.3)

onde o segundo termo, também neste caso, representa o efeito de cisalhamento.
Assim, com os demais parametros dados pela Figura e com E/G = 2,5, chega-se

ao seguinte valor

w = 2,22585 x 1072 uc (6.4)



Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela [6.2] e Figura
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Tabela 6.2: Deslocamento vertical na extremidade livre da viga I com carga distribuida

em uc.
Malha N | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 | CKZ MZC
2 -0,0158 -0,0223 -0,0223 | -0,0105 | -0,0157
4 -0,0201 -0,0226 -0,0226 | -0,0156 | -0,0200
8 -0,0217 -0,0227 -0,0227 | -0,0183 | -0,0217
16 -0,0223 -0,0227 -0,0227 | -0,0193 | -0,0223
Analitico: -0,0223
-0,0050
-0,0070
-0,0090
-0,0110 \\
% -0,0130 \ —&— Analitico
E -0,0150 \ == RMCIQ4
S —A—RMCIQ8
2 -0,0170 .\ \
g ) \ \ =>&=RMCIQ9
0.0190 —— —=CKZ
_’ ﬁ/
\.\ —8—MzC
-0,0210
-0,0223 l{!ﬁ
-0,0230
-0,0250
2 4 8 16
Malha N

Figura 6.6: Deslocamento vertical na extremidade livre da viga I com carga distribuida

em uc.
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Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresenta-se na Figura a
variacao dos deslocamentos verticais w obtida para a malha N = 16 formada por

elementos RMCIQS8, para o caso de carga distribuida.

X -0.022734 -0.018867 -0.011 o
i I 0 oeeaaam

Figura 6.7: Variagao dos deslocamentos verticais w para a malha N = 16 formada por

elementos RMCIQS8, para o caso de carga distribuida.

Para a viga sujeita a torcao, os resultados sao comparados com os obtidos por
(1994). Dois deslocamentos sao medidos no ponto 1 da Figura o deslocamento
ao longo da diregao y, v, e o deslocamento na diregao z, w. As Tabelas e e
as Figuras[6.8 a ilustram os resultados obtidos.

Tabela 6.3: Deslocamento v do ponto 1 da viga [ submetida a tor¢ao em wuc.

Malha N | Jin| (1994) | RMCIQ4 | RMCIQS8 | RMCIQ9 | CKZ | MZC

2 0,1388 0,0618 0,1499 0,1510 | 0,0300 | 0,0615
4 0,1466 0,1098 0,1543 0,1546 | 0,0620 | 0,1097
8 0,1488 0,1370 0,1559 0,1559 | 0,0883 | 0,1368

16 0,1496 0,1464 0,1563 0,1566 | 0,0989 | 0,1476
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0,1800
0,1600
+
— :
/
0,1400
0,1200

/I/ —o—Jin (1994)
0,1000
/ —m—RMCIQ4
0,0800 == RMCIQ8
./ / ——RMCIQ9
i
0,0600 —¥—CKZ
—o—MzC
0,0400

0,0200

deslocamento (v1)

0,0000

N
N
[e)

16
Malha N

Figura 6.8: Deslocamento v do ponto 1 da viga I submetida & torcao em wuc.

Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresenta-se na Figura a
variacao dos deslocamentos v obtida para a malha N = 8 formada por elementos

RMCIQ4, para viga submetida a torgao.

4 -0.137008 -0.086285 0.00442 0075134 0.137008 Value: Displacement Dy
I—) 3

Win.: -0.137000
Wax.: 0.137000

Figura 6.9: Variagao dos deslocamentos horizontais v para a malha N = 8 formada por

elementos RMCIQ4, submetida a torgao.



Tabela 6.4: Deslocamento w do ponto 1 da viga I submetida a torcao em wuc.

82

Malha N | Jin (1994) | RMCIQ4 | RMCIQS | RMCIQ9 | CKZ | MZC
2 0,2451 0,1168 0,2528 0,2528 | 0,0533 | 0,1086
4 0,2505 0,2023 0,2503 0,2554 0,1057 | 0,1874
8 0,2515 0,2481 0,2502 0,2563 | 0,1498 | 0,2305
16 0,2521 0,2633 0,2538 0,2566 | 0,1747 | 0,2450
0,3000
0,2500 5
__ 0,2000
% —o—lin (1994)
‘E', 0,1500 —m—RMCIQ4
§ —A—RMCIQ8
g —<RMCIQ9
0,1000 s —¥—CKZ
/ —8—MZC
0,0500
0,0000
2 4 8
Malha N

Figura 6.10: Deslocamento w do ponto 1 da viga I submetida a torcao em uc.

Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresenta-se na Figura [6.11] a

variacao dos deslocamentos verticais w obtida para a malha N = 16 formada por

elementos CKZ, para viga submetida a torgao.
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— = ?_v:\”m - = mf —“ - =
i e M S A A R

e v AV AR ARV AR A

-0.178888 -0.087484 0008738 0004038 0.174741 Aalln:BisplacemantDz

Wax.: 0.174741

Figura 6.11: Variagao dos deslocamentos verticais w para a malha N = 16 formada por

elementos CKZ, submetida a torcao.

6.2.2 Discussao dos Resultados

Conforme mostram as Figuras e 6.8, todos os elementos apresentaram
convergéncia monotonica por baixo. Isto pode ser explicado pela predominancia de
esforgcos de membrana, quando estes elementos comportam-se como elementos de
estado plano de tensoes.

Essas figuras também mostram a coincidéncia dos resultados dos elementos MZC
e RMCIQ4. Mais uma vez, a predominancia dos esfor¢cos de membrana explica o
ocorrido, uma vez que a aproximacao para estado plano de tensoes desses elementos
¢ a mesma (bilinear).

A predominancia de esfor¢cos de membrana também explica os resultados melho-
res obtidos através dos elementos RMCIQ8 e RMCIQ9, pois, como mostra a Figura
[6.12] esses elementos possuem aproximagoes de ordem superior. Essa figura também
permite esclarecer o desempenho bastante inferior do elemento CKZ observado nas
Figuras e

Observa-se, na Figura que a coincidéncia entre os elementos MZC e RM-
CIQ4 deixa de existir. Isto pode ser explicado pela influéncia de esforgos de flexao

no deslocamento vertical da mesa inferior para a solicitagao de torcao.
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1 1
T Y x Y
Ty
(a) CKZ (b) MZC e RMCIQ4
1 1
T Y T Y
SL’Q Ty y2 Iz Ty y2
22y 2y? 22y 2y?
x2y2
(c) Q8 (d) Q9

Figura 6.12: Aproximacao dos elementos para o comportamento de membrana

6.3 Casca Dobrada Simplesmente Apoiada em Dois

Lados Opostos

Neste exemplo, que pode ser encontrado em |Jin| (1994)), apresenta-se uma casca
dobrada simplesmente apoiada em dois lados opostos (Figura|6.13]). Malhas com N
=1, 2, 4 e 8 sao utilizadas e os resultados para os deslocamentos verticais w nos

pontos 1 e 2 sao comparados.

E=1x10"uf/uc?
v=0,3

t=0,1 uc
L=50uc

b =50 uc
h=0,1uc
q=4000 uf/ uc

Figura 6.13: Casca dobrada simplesmente apoiada em dois lados opostos.



6.3.1 Resultados

Para este exemplo os deslocamentos verticais dos pontos 1 e 2, para as malhas

N =1, 2, 4 e 8, sao apresentados nas Tabelas e e nas Figuras e[6.15
No caso da Tabela [6.6], nao foi apresentado o resultado para a malha N = 1, ponto

2, devido a inexisténcia deste ponto para esta malha. Ambos os deslocamentos sao

comparados com os resultados obtidos por (1994)).

Tabela 6.5: Deslocamento vertical do ponto 1 (w) (Figura[6.13).

Malha N | Jin| (1994) | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 | CKZ MZC
1 -0,1380 -0,1319 -0,1376 -0,1390 | -0,1307 | -0,1319
2 -0,1410 -0,1358 -0,1396 -0,1401 | -0,1414 | -0,1376
4 -0,1422 -0,1390 -0,1413 -0,1414 | -0,1437 | -0,1422
8 — -0,1440 -0,1446 -0,1444 | -0,1444 | -0,1441
-0,1200
-0,1250
__ -0,1300
% \ —o—Jin (1994)
‘é 10,1350 —8—RMCIQ4
§ —A—RMCIQ8
g A —RMCIQ9
-0,1400 - —¥—CKZ
—e—MzC
-0,1450
-0,1500
1 2 4
Malha N

Figura 6.14: Deslocamento vertical do ponto 1 (w;) da casca dobrada.




Tabela 6.6: Deslocamento vertical do ponto 2 (wy) (Figura[6.13).
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Malha N | Jin| (1994) | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 | CKZ MZC
2 -0,1352 -0,1323 -0,1340 -0,1348 | -0,1259 | -0,1308
4 -0,1361 -0,1339 -0,1343 -0,1345 | -0,1288 | -0,1322
8 — -0,1329 -0,1332 -0,1334 | -0,1312 | -0,1329
-0,1200
-0,1220
-0,1240
_ -0,1260
E \ —o—lin (1994)
2 -0,1280
] \ —B—RMCIQ4
§ -0,1300 \ —A—RMCIO8
3 \ —=RMCIQY
-0,1320 —¥—CKZ
—o—MzC
-0,1340
—
-0,1360
-0,1380
4 8
Malha N

Figura 6.15: Deslocamento vertical do ponto 2 (ws) da casca dobrada.

Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresentam-se nas Figuras

e a variagdo dos deslocamentos verticais w obtida para a malha N =

4 formada por elementos RMCIQ8 e malha N = 2 formada por elementos CKZ,

respectivamente, para viga submetida a torgao.
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4 0141324 -0.104853 -0.088383 0031912 o Malie DisplmoementDe
p x
2 Wax. 0

Figura 6.16: Variacao dos deslocamentos verticais w para a malha N = 4 formada por

elementos RMCIQS.

2 -0.141384 -0.104898 -0.088412 -0.031825 o Malue!Displaeement Dz
Min.: -0.141384
; x I B |
2 Max.: 0

Figura 6.17: Variacao dos deslocamentos verticais w para a malha N = 2 formada por

elementos CKZ.
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6.3.2 Discussao dos Resultados

Como mostram as Figuras e a excecao do CKZ, todos os elementos
convergiram para o mesmo resultado com a malha N = 8 (2 x 8 x 8 = 128 elemen-
tos). Como ja esperado o elemento CKZ converge mais lentamente, devido a sua
menor ordem de aproximagao. Particularmente a malha com 4 elementos CKZ (N

= 1) apresenta resultado influenciado pela inevitével perda de simetria.

6.4 Caixa com Furos Carregada com Duas Cargas

Concentradas Opostas

Em |Choi e Lee| (1996)), uma caixa com furos, conforme pode ser visto na Figura

6.18] é carregada em dois lados opostos com cargas concentradas centralizadas. Uti-
lizando simetria, apenas 1/8 da estrutura é de fato analisado. As malhas utilizadas
sao refinadas sequencialmente sendo que na malha (a) o nimero de nés é igual a 29,

em (b) tem-se 95 nés e em (c) 341 nés (Figura[6.18)).

£ = 21000 Uf/uc’
v o= 0,18
P = 2uf

Figura 6.18: Caixa com furos (dimensoes em uc). Adaptado de (Choi e Lee, |1996]).
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6.4.1 Resultados

Os resultados do deslocamento vertical do ponto 1, juntamente com os valores

encontrados para o elemento de casca “CLS” de|Choi e Lee| (1996), que é um elemento

que apresenta um nimero de nds intermediarios variavel e com grau de liberdade

rotacional 6./, podem ser visualizados na Tabela e Figura [6.19] a seguir:

Tabela 6.7: Deslocamento vertical do ponto de aplicacao da carga (Ponto 1).

Malha | CLS | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 | CKZ MZC
(a) 0,2114 0,2115 0,2516 0,2334 0,2312 | 0,2371
(b) 0,2277 0,2278 0,2406 0,2345 0,2322 | 0,2338
(c) 0,2326 0,2328 0,2372 0,2353 0,2326 | 0,2324
0,2600
0,2500 e
0,2400
*— —3
B
S 02300 ——CLS
E —B—RMCIQ4
§ 0,2200 —A—RMCIQ8
E ’ —<RMCIQ9
—¥—CKZ
0,2100
—o—M2ZC
0,2000
0,1900
(a) (b) (c)
Malha

Figura 6.19: Deslocamento vertical do ponto de aplicagdo da carga (Ponto 1).

Os resultados do deslocamento vertical do ponto 2 podem ser visualizados na




Tabela 6.8 e Figura [6.20

Tabela 6.8: Deslocamento vertical do ponto 2.
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Malha | RMCIQ4 | RMCIQ8 | RMCIQ9 CKZ MZC
(a) -6,77E-04 | -8,58E-04 | -8,68E-04 | -5,26E-04 | -7,00E-04
(b) -7,20E-04 | -9,05E-04 | -9,13E-04 | -7,11E-04 | -8,16E-04
(c) -8,88E-04 | -9,19E-04 | -9,23E-04 | -8,38E-04 | -8,81E-04
0,00E+00
-1,00E-04
-2,00E-04
__ -3,00€-04
H -4,00E-04
g ——RMCIQ4
@ .5,00E-04
g —8—-RMCIQ8
S _6,00E-04 \ —#A—RMCIQ9
[
®  7,00E-04 \ —<cKz
\ —¥—MZC
-8,00E-04 —
-9,00E-04 -
-1,00E-03
(a) (b) (c)
Malha

Figura 6.20: Deslocamento vertical do ponto 2.

Para ilustrar os resultados do sistema INSANE, apresenta-se na Figura [6.2]]
a variacao de deslocamentos verticais w para a malha (b) formada por elementos

CKZ.
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Walue: Displacement-Dz

-0.232163 -0.172227 -0.112221 -0.052355 0.000089

Min.: -0.232183
Mazx.: 0.000029

Figura 6.21: Resultado para o elemento CKZ, malha (b).

6.4.2 Discussao dos Resultados

Neste problema, onde ha predominancia de flexao, observa-se que o elemento
RMCIQ4 apresenta convergéncia monotonica por baixo (Figura , e os demais
por cima, confirmando (2007). Os elementos MZC e CKZ apresentam conver-
géncia mais rapida que os elementos RMCIQ4 e RMCIQS, o que pode ser confirmado
pela ordem de aproximagao de suas fungoes de forma, para a parcela de flexao, dadas

na Figura [6.22

Nos demais exemplos, existe a predominancia de esforcos de membrana. As-
sim, todos os elementos convergem monotonicamente por baixo e os elementos que

possuem maior nimero de nds convergem mais rapidamente.



1 1
T Y z Y
x? Ty y> x? Ty y>
2y 7y’ 3 2y oy’ 3
2y 2y
(a) CKZ (b) MZC
1 1
1 T Y x Y
T Y x? Ty y? x? Ty y?
Ty %y xy? %y x1y?
P2
(¢) RMCIQ4 (d) RMCIQS (¢) RMCIQ9

Figura 6.22: Aproximacao dos elementos para o comportamento de flexao

92



Capitulo 7

EXEMPLOS DE APLICACAO

7.1 Introducao

As possiveis aplicagoes dos elementos de cascas planos em engenharia civil sao
inumeras. Como exemplo, pode-se citar sua utilizacao no calculo de reservatorios,
edificios, pontes, muros, coberturas, etc. Isto torna esse elemento um dos mais
utilizados no calculo dessas estruturas. Além disso, eles também possuem diver-
sas aplicacoes em engenharia mecanica, naval e aeronautica, entre outras. Serao
apresentadas neste capitulo, algumas aplicagoes dentro da engenharia civil, ja que
apresentar as possiveis aplicacoes em todos os campos estd fora do alcance deste

trabalho. Em todos os exemplos, o elemento utilizado foi o RMCIQ4.

7.2 Telhado Cilindrico de Scordelis-Lo

Neste exemplo, um telhado em abdboda cilindrica é analisado com cargas dis-
tribuidas. Os deslocamentos e momentos fletores ao longo do apoio e ao longo da

secao central também sao comparados com resultados tedricos.

7.2.1 (Geometria e Propriedades

A geometria, propriedades e carregamento sao como sugeridos por [Macneal e

Harder] (1985) e estao mostrados na Figura[7.1] Com uma espessura igual a 0, 25 uc
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e comprimento entre apoios igual a 50 uc, a estrutura é simplesmente apoiada (res-
trigdes em u e w) ao longo de sua borda curva e sua borda reta é livre. O telhado
tem um raio de 25uc com um angulo central de 40°. Aproveitando sua simetria,
apenas 1/4 da estrutura é de fato analisada e uma malha de 6 x 6 elementos é
utilizada. As condigoes de simetria sao impostas através da restricao dos graus de
liberdade v e 0, dos noés 44 ao 49; restringindo os graus de liberdade u e 0, dos nds
1, 8, 15, 22, 29 e 36; e restringindo v, 8,, u e 0, para o n6 43. O carregamento ¢ de

90 uf /uc?, distribuido ao longo de todo o telhado na diregao —z.

E=4,32x 10* uf/ u¢?
v=0,0

t=0,25uc

L=50uc

R=25uc

q =95} uf/uec?

Figura 7.1: Geometria, propriedades e malha com numeragao dos nés utilizada para o

telhado cilindrico de Scordelis-Lo.

7.2.2 Resultados

Os resultados do INSANE sao comparados aos resultados tedricos e com o
elemento “shell-thick” do programa comercial SAP2000 - Versao 11.0.8. Os re-

sultados tedricos para os deslocamentos e momentos fletores ao longo do apoio (nds 1
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a 7) e da segao central (nés 43 a 49) foram obtidos por Zienkiewicz| (1977)), utilizando

a teoria apresentada em Scordelis e Lo (1964).

-0.285351 -0.1919 -0.008442 -0.004007 0.041720 Walue: Displacement-Dz
Min.: -0.285351

Mazx.: 0.041729

Figura 7.2: Deslocamentos verticais obtidos pelo INSANE.

E-3

120
“144
188
192
-216

-240

-264

-288

Figura 7.3: Deslocamentos verticais obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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-0.010831 -0.00B086 -0.003141 0.000704 0.002827 Walue: Displacement-Dy
Win.: -0.010831

Max.: 0.002627

Figura 7.4: Deslocamentos v obtidos pelo INSANE.

-2.0
-3.0
-4.0

-5.0

-8.0

-10.0

-11.0

Figura 7.5: Deslocamentos v obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.



-0.000102 340 516327 881.032757 1,021.540186 1,191.807401 Walue: My
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Min.: -0.000102

Max.: 1,191.807401

Figura 7.6: Momentos de torcao M, obtidos pelo INSANE.

Q.60
0.80
0.40
0.30

0.20

Figura 7.7: Momentos de torcao M, obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.

E3
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-1,873.788385 -1,335.615718 787 465071 -250.314424 0780899 Malae:hyx
Win.: -1,873.786365

Mazx.: 8760829

Figura 7.8: Diagrama de momentos M, obtidos pelo INSANE.

E3

=017
-0.34
-0.51
-0.68
-0.85
-1.02
-1.19
-1.38
-1.53
-1.70

-1.87

-2.04

Figura 7.9: Diagrama de momentos M, obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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-80.0902000 104.423112 208830134 403 255155 500453166 Ml

Min.: -88 992808
Mazx.: 590 463156

Figura 7.10: Diagrama de momentos M, obtidos pelo INSANE.

720

800
5340
450
420
360

300

Figura 7.11: Diagrama de momentos M, obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Tabela 7.1: Deslocamentos verticais (w) na se¢ao central.

. INSANE
Angulo Parametro | SAP2000 Tedrico
RMCIQ4
0° w (N6 43) 0,046 0,048 0,042
6,67° w (N6 44) 0,031 0,028 0,028
13,33° w (N6 45) -0,013 -0,015 -0,012
20° w (N6 46) -0,078 -0,080 -0,072
26,67° w (N6 47) -0,155 -0,157 -0,143
33, 33° w (N6 48) -0,234 -0,240 -0,217
40° w (N6 49) -0,307 -0,315 -0,285
0,100
0,050 \-\
0,000
-0,050
B
£ -0,100
g —e—SAP2000
é -0,150 —@—Tedrico
e 0,200 —4—INSANE RMCIQ4
-0,250
-0,300
-0,350
0 6,67 13,33 20 26,67 33,33 40
Angulo (graus)

Figura 7.12: Deslocamentos verticais (w) na segao central.
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Tabela 7.2: Deslocamentos v no apoio.
. INSANE
Angulo Parametro | SAP2000 Teorico
RMCIQ4
0° v (N6 1) 0,0000 0,0004 0,0001
6,67° v (N6 2) 0,0005 0,0010 0,0005
13,33° v (N6 3) 0,0018 0,0021 0,0017
20° v (N6 4) 0,0029 0,0030 0,0026
26,67° v (N6 5) 0,0024 0,0021 0,0021
33, 33° v (N6 6) -0,0017 -0,0025 -0,0016
4"0° v (N6 7) -0,0118 -0,0125 -0,0108
0,0040
0,0020
0,0000
-0,0020 \
E -0,0040
% —e—SAP2000
g -0,0060 —fli—Tedrico
© 00080 —4—INSANE RMCIQ4
-0,0100
A
-0,0120
-0,0140
0 6,67 13,33 20 26,67 33,33 40

Angulo (graus)

Figura 7.13: Deslocamentos v no apoio.
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Tabela 7.3: Momento de tor¢ao no apoio (Mg, ).

Angulo (graus)

A INSANE
Angulo Parametro SAP2000 Tedrico
RMCIQ4
0° M, (N6 1) 1 0 8
6,67° My, (N6 2) 362 370 330
13, 33° My, (N6 3) 707 700 641
20° M, (NG 4) 1003 990 908
26,67° | My, (N65) | 1211 1210 1099
33, 33° M, (N6 6) 1273 1310 1181
40° My, (N67) | 1255 1280 1192
1400
1200
1000
:E: 800
‘g // —e—SAP2000
§ 600 / —li—Tedrico
// —4—INSANE RMCIQ4
400
200 /
0 /
0 6,67 13,33 20 26,67 33,33 40

Figura 7.14: Momento de tor¢ao no apoio (Mys,/).



103

Tabela 7.4: Momentos transversais na secao central (My).

. INSANE
Angulo Parametro SAP2000 Tedrico
RMCIQ4
0° M, (N6 43) -2097 -2080 -1874
6,67° M, (N6 44) -1976 -1980 -1770
13, 33° M, (N6 45) -1616 -1580 -1462
20° M, (N6 46) -1056 -1000 -986
26,67° M, (N6 47) -427 -400 -461
33, 33° M, (N6 48) 16 70 -98
40° M, (N6 49) &9 -40 10
500
0
-500
z
‘qé -1000 —&—SAP2000
§ —i—Tedrico
1500 —A— INSANE RMCIQ4
-2000
2500
0 6,67 13,33 20 26,67 33,33 40
Angulo (graus)

Figura 7.15: Momentos transversais na secao central (M, ).
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Tabela 7.5: Momentos longitudinais na segao central (M,).

. INSANE
Angulo Parametro SAP2000 Tedrico
RMCIQ4
0° M, (N6 43) -104 -100 -90
6,67° M, (N6 44) -67 -90 -08
13, 33° M, (N6 45) 33 10 27
20° M, (N6 46) 179 140 138
26,67° M, (N6 47) 342 300 250
33, 33° M, (N6 48) 510 490 359
40° M, (N6 49) 672 700 501
800
700 /
600
500
% 400
2 A&
é 300 / —4—SAP2000
S 50 v —B—Tedrico
/ —A—INSANE RMCIQ4
100
0
-100
-200
0 6,67 13,33 20 26,67 33,33 40

Angulo (graus)

Figura 7.16: Momentos longitudinais na sec¢ao central (M,/).
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7.3 Casca Esférica Aberta com Cargas Pontuais

Radiais

Neste exemplo, uma estrutura em casca hemisférica é analisada com um carre-
gamento de quatro cargas pontuais com sentidos alternados, a cada 90° ao longo do
equador do hemisfério, com intensidade igual a 2 uf. Utilizando simetria, apenas
1/4 da estrutura é analisada, sendo assim a carga aplicada passa a ser de 1 uf por

quadrante.

A geometria, propriedades e carregamentos sao como dados pela Figura [7.17]
Nesta mesma figura, pode ser observada uma abertura no topo do hemisfério. Tanto

a borda superior como a inferior sao livres.

Livre R=10uc

t=0,04 uc

E = 6,825 x 10" uf/uc?
v=0,3

Figura 7.17: Casca esférica aberta com cargas pontuais radiais.

A malha de elementos finitos utilizada para o problema é a da Figura [7.18]



% Pos-Processador: Casca Esférica 8x8-LoadComb1
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73 74 75 76 77 78 79 8

Figura 7.18: Malha de elementos finitos utilizada para a casca esférica

Para representar as condigdes de simetria de 1/4 da casca esférica foram restrin-

gidos os graus de liberdade u, 8, e 0, para os nés situados no plano x = 0 e os graus

de liberdade v, 0, e 6, para os nés situados no plano y = 0.

Deve-se ressaltar, no entanto, que o procedimento acima descrito nao representa

exatamente a simetria do problema, pois esses graus de liberdade rotacionais de-

veriam ser restringidos em termos de eixos locais.

Resumidamente, os graus de

liberdade que deveriam ser restringidos sao de fato os graus de liberdade 0,/ e 0/,

dependendo da forma com se adota os eixos locais dos nos.

7.3.1 Resultados

Os resultados do INSANE, para o elemento RMCIQ4, sdao comparados aos

11.0.8.

resultados do elemento “shell-thick” do programa comercial SAP2000 - Versao
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-0.082721 -0.088793 -0.044585 -0.020037 ] Walue: Displasement-Dx
Min.: -0.092721

Max.: 0

Figura 7.19: Deslocamentos u obtidos pelo INSANE.

Figura 7.20: Deslocamentos u obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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AN

-0.048171 -0.02234 0.00148 0.025321 0.045173 Value: Displacement-Dz
Min.: -0.046171

Max.: 0.046173

Figura 7.21: Deslocamentos w obtidos pelo INSANE.

-21.0

-28.0

-35.0

-42.0

Figura 7.22: Deslocamentos w obtidos pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.



-1.2022968 -0.581569 0.039157 0.659684 1.20302 Male Ao
Min.: -1.202208

Max.: 1.20302

Figura 7.23: Momento Mz’ obtido pelo INSANE.

Figura 7.24: Momento Mz’ obtido pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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0.an

0.64

048

0,32

016
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=016

-0.32

-0.43

-0.64

-0.80

-0.96
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Tabela 7.6: Deslocamentos u, w e momento Mz’ obtidos pelo INSANE.

Coordenada INSANE
N6 x Y z u w M,
1 | 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | -9,270E-02 | -4,617E-02 | 1,203E+00
2 | 9,8079 | 1,9509 | 0,0000 | -8,558E-02 | -4,232E-02 | 8,271E-01
3 | 9,2388 | 3,8268 | 0,0000 | -6,908E-02 | -3,192E-02 | 3,565E-01
4 | 8,3147 | 5,5557 | 0,0000 | -4,983E-02 | -1,709E-02 | 1,728E-01
5 | 7,0711 | 7,0711 | 0,0000 | -3,126E-02 | 0,000E+00 | 1,290E-04
6 | 5,5557 | 8,3147 | 0,0000 | -1,602E-02 | 1,709E-02 | -1,724E-01
7 | 3,8268 | 9,2388 | 0,0000 | -5,700E-03 | 3,191E-02 | -3,571E-01
8 | 1,9509 | 9,8079 | 0,0000 | -7,125E-04 | 4,233E-02 | -8,275E-01
9 | 0,0000 | 10,0000 | 0,0000 | 0,000E+00 | 4,617E-02 | -1,202E+400

110

Tabela 7.7: Deslocamentos u, w e momento Mz’ obtidos pelo SAP2000 - Versao

11.0.8.
Coordenada SAP2000 - Versao 11.0.8

N6 x Yy z u w M,

1 | 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | -9,448E-02 | -4,674E-02 | 1,053E+00
2 | 9,8079 | 1,9509 | 0,0000 | -8,612E-02 | -4,270E-02 | 7,340E-01
3 | 9,2388 | 3,8268 | 0,0000 | -6,957E-02 | -3,218E-02 | 3,826E-01
4 | 8,3147 | 5,5557 | 0,0000 | -5,022E-02 | -1,723E-02 | 1,854E-01
5 | 7,0711 | 7,0711 | 0,0000 | -3,154E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00
6 | 5,5557 | 8,3147 | 0,0000 | -1,622E-02 | 1,723E-02 | -1,854E-01
7 | 3,8268 | 9,2388 | 0,0000 | -5,865E-03 | 3,218E-02 | -3,826E-01
8 | 1,9509 | 9,8079 | 0,0000 | -8,360E-04 | 4,270E-02 | -7,340E-01
9 | 0,0000 | 10,0000 | 0,0000 | 0,000E+00 | 4,674E-02 | -1,053E+400
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Deslocamento u

0,0000

-0,0100

-0,0200

-0,0300

-0,0400

-0,0500

-0,0600

-0,0700

-0,0800

-0,0900

-0,1000

N6

—0—INSANE
~—-5AP2000

Figura 7.25: Deslocamento u dos nés 1 a 9.

Deslocamento w

0,0600

0,0400

0,0200

0,0000

-0,0200

-0,0400

-0,0600

N6

—0—INSANE
~—i—5AP2000

Figura 7.26: Deslocamento w dos nés 1 a 9.
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1,5000

1,0000 \

0,5000

0,0000

—4—INSANE

Deslocamento Mx'

~f—S5AP2000

-0,5000

-1,0000 \

-1,5000

N6

Figura 7.27: Momento M, nos nés 1 a 9.

7.4 Reservatorio Conico-Cilindrico

Um exemplo de estrutura bastante utilizada na area da industria de mineracao,
quimica e de tratamento de esgoto é um reservatorio de formato conico-cilindrico
como o da Figura Este tipo de estrutura pode ser enterrada, parcialmente
enterrada ou elevada. Neste exemplo, foi considerada uma estrutura elevada apoiada
em pilares, que por sua vez possuem suas bases simplesmente apoiadas (restrigoes

translacionais em z, y e z).

7.4.1 (Geometria e Propriedades

Utilizando simetria, apenas 1/4 da estrutura é analisada. Este reservatério é
apoiado em 16 pilares de secao circular de didmetro igual a 0,5 uc (2 pilares a cada
45°) que elevam a estrutura 3uc acima do nivel de referéncia. O diametro total

do reservatoério é de 20 uc. A altura total do reservatério é de 4uc (2,5uc da parte
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cilindrica e 1, 5 uc da parte conica). O reservatério é carregado com uma pressao que
varia linearmente: igual a 0uf/uc® na elevagao 7uc até 4uf/uc* na elevagao 3 uc.
As paredes e a laje de fundo do reservatério sao enrijecidas por vigas de dimensoes
transversais iguais a 0,3 uc x 0,9 uc. Tanto os pilares como as vigas sao modelados

através de elementos de barra de portico espacial (6 graus de liberdade por no).

E =2.500.000 uf / uc*
v=0,20

Figura 7.28: Reservatério conico-cilindrico.
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A malha utilizada é apresentada na Figura[7.29]

16-35-54-73-92-111-130-149-168-187-20
-225-244-263-282-301-320-339-358)

Figura 7.29: Malha utilizada para o modelo do reservatorio conico-cilindrico.

7.4.2 Resultados

Os resultados obtidos pelo INSANE, para o elemento RMCIQ4, sao comparados

com o elemento “shell-thick” do SAP2000 - Versao 11.0.8 de acordo com as

Figuras [7.30] até [7.35]
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=9

-0.000051 0.000020 0.000109 0.000189 0.000250 Value: DisplacementDx
Min.: -0.000051

Mazx.: 0.000259

Figura 7.30: Deslocamento u obtido pelo INSANE.
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220

1498
176
154
132

110

22

Figura 7.31: Deslocamento u obtido pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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&9

Value: Displacement-by

0.000029 0.000109 0.000189 0.000259
Min_: -0 000051

-0.000051
Max.: 0.000258

Figura 7.32: Deslocamento v obtido pelo INSANE.
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Figura 7.33: Deslocamento v obtido pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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=9

-0.001243 -0.000822 -0.000801 -0.000281 o Malue:Dsplacemenitiz
Min : -0.001243

Max.:0

Figura 7.34: Deslocamento w obtido pelo INSANE.

E-3

-0.09
-0.17
-0.26
-0.34

-0.43

ﬁ‘rﬁ\“,‘!—‘—!— . -0.60

077
! -0.85
| ! -0.94

-1.02

-1.11

-1.19

Figura 7.35: Deslocamento w obtido pelo SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Os resultados das Figuras [7.30] até a Figura sao apresentados nas Tabelas

[7.8 e[r.9 e Figuras e[7.37

Tabela 7.8: Deslocamentos u, v e w dos nés da viga intermedidria obtidos através do
INSANE.
Coordenada INSANE

N6 X y z u \% w

16 | 0,7071 | 0,7071 | 3,0000 | -2,219E-05 | -2,219E-05 | -1,050E-04
35 | 1,0607 | 1,0607 | 3,0833 | -1,795E-05 | -1,795E-05 | -1,431E-04
o4 | 1,4142 | 1,4142 | 3,1667 | -1,385E-05 | -1,385E-05 | -1,874E-04
73 | 1,7678 | 1,7678 | 3,2500 | -8,087E-06 | -8,087E-06 | -2,495E-04
92 | 2,1213 | 2,1213 | 3,3333 | 1,723E-06 | 1,723E-06 | -3,466E-04
111 | 2,4749 | 2,4749 | 3,4167 | 1,5061E-05 | 1,561E-05 | -4,937E-04
130 | 2,8284 | 2,8284 | 3,5000 | 3,206E-05 | 3,206E-05 | -6,604E-04
149 | 3,1820 | 3,1820 | 3,5833 | 4,673E-05 | 4,673E-05 | -8,095E-04
168 | 3,5355 | 3,5355 | 3,6667 | 5,672E-05 | 5,672E-05 | -9,158E-04
187 | 3,8891 | 3,8891 | 3,7500 | 6,047E-05 | 6,047E-05 | -9,664E-04
206 | 4,2426 | 4,2426 | 3,8333 | 5,780E-05 | 5,780E-05 | -9,595E-04
225 | 4,5962 | 4,5962 | 3,9167 | 4,976E-05 | 4,976E-05 | -9,041E-04
244 | 4,9498 | 4,9498 | 4,0000 | 3,871E-05 | 3,871E-05 | -8,202E-04
263 | 5,3033 | 5,3033 | 4,0833 | 2,831E-05 | 2,831E-05 | -7,387E-04
282 | 5,6569 | 5,6569 | 4,1667 | 2,372E-05 | 2,372E-05 | -7,028E-04
301 | 6,0104 | 6,0104 | 4,2500 | 2,743E-05 | 2,743E-05 | -7,540E-04
320 | 6,3640 | 6,3640 | 4,3333 | 3,877E-05 | 3,877E-05 | -8,662E-04
339 | 6,7176 | 6,7176 | 4,4166 | 5,341E-05 | 5,341E-05 | -1,004E-03
358 | 7,0711 | 7,0711 | 4,5000 | 6,853E-05 | 6,853E-05 | -1,142E-03
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Tabela 7.9: Deslocamentos u, v e w dos nés da viga intermedidria obtidos através do

SAP2000 - Versao 11.0.8.

Coordenada SAP2000 - Versao 11.0.8

No X y zZ u v w

16 | 0,7071 | 0,7071 | 3,0000 | -2,200E-05 | -2,200E-05 | -1,180E-04
35 | 1,0607 | 1,0607 | 3,0833 | -1,700E-05 | -1,700E-05 | -1,620E-04
54 | 1,4142 | 1,4142 | 3,1667 | -1,300E-05 | -1,300E-05 | -2,070E-04
73 | 1,7678 | 1,7678 | 3,2500 | -8,004E-06 | -8,005E-06 | -2,640E-04
92 | 2,1213 | 2,1213 | 3,3333 | -5,081E-08 | -5,146E-08 | -3,450E-04
111 | 2,4749 | 2,4749 | 3,4167 | 1,600E-05 | 1,600E-05 | -5,130E-04
130 | 2,8284 | 2,8284 | 3,5000 | 3,300E-05 | 3,300E-05 | -6,890E-04
149 | 3,1820 | 3,1820 | 3,5833 | 4,800E-05 | 4,800E-05 | -8,430E-04
168 | 3,5355 | 3,5355 | 3,6667 | 5,900E-05 | 5,900E-05 | -9,520E-04
187 | 3,8891 | 3,8891 | 3,7500 | 6,300E-05 | 6,300E-05 | -1,004E-03
206 | 4,2426 | 4,2426 | 3,8333 | 6,000E-05 | 6,000E-05 | -9,970E-04
225 | 4,5962 | 4,5962 | 3,9167 | 5,100E-05 | 5,100E-05 | -9,390E-04
244 | 4,9498 | 4,9498 | 4,0000 | 4,000E-05 | 4,000E-05 | -8,480E-04
263 | 5,3033 | 5,3033 | 4,0833 | 2,700E-05 | 2,700E-05 | -7,510E-04
282 | 5,6569 | 5,6569 | 4,1667 | 2,000E-05 | 2,000E-05 | -6,880E-04
301 | 6,0104 | 6,0104 | 4,2500 | 2,600E-05 | 2,600E-05 | -7,660E-04
320 | 6,3640 | 6,3640 | 4,3333 | 3,900E-05 | 3,900E-05 | -8,930E-04
339 | 6,7176 | 6,7176 | 4,4166 | 5,500E-05 | 5,500E-05 | -1,037E-03
358 | 7,0711 | 7,0711 | 4,5000 | 7,000E-05 | 7,000E-05 | -1,176E-03
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=v

Deslocamento u

8,000E-05

6,000E-05

4,000E-05

2,000E-05

0,000E+00

-2,000E-05
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—&—INSANE
~—SAP2000
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N6

Figura 7.36: Deslocamento u = v dos nés da viga intermediaria.

Deslocamento w
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-1,200E-03
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=&—INSANE
~—SAP2000

Figura 7.37: Deslocamento w dos nds da viga intermedidria.
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7.5 Barragem em Arco

Outro exemplo de estrutura que pode ser modelada através dos elementos finitos
de casca sao as barragens em arco. A Barragem da Venda Nova (Portugal) ilustrada
na Figura [7.3§ ¢ uma barragem em arco-gravidade e ndo em arco como a que serd
modelada neste exemplo, e tao pouco suas dimensoes sao as mesmas. A intencao
desta figura é a de ilustrar este tipo de barragem e de como a agua fica situada na
parte convexa da barragem. Este tipo de estrutura exemplifica o que foi dito no
Capitulo [1] sobre a capacidade portante das estruturas em casca, que devidamente
utilizadas, podem suportar a maior parte das cargas através dos esfor¢os normais.
Neste caso, os esfor¢cos normais de compressao sao os responsaveis por absorver a
maior parte do carregamento e, em se tratando de estrutura de concreto, gera grande
economia, o que refor¢ca a reputacao das estruturas de casca de serem estruturas

bastante economicas.

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Barragem_da_venda_nova. jpg

Figura 7.38: Barragem da Venda Nova (Portugal) em arco-gravidade.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Barragem_da_venda_nova.jpg
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7.5.1 Geometria e Propriedades

A geometria e propriedades da estrutura foram adotadas de acordo com

kiewicz e Taylor| (2000)). Esses valores estao listados na Figura [7.39, A malha de

elementos finitos utilizada é mostrada na Figura

z
z=130 6\30 J\ E =2.500.000 uf / uc?

v=0,15
t=3uc
Q
5
S
I32) S
LINHA DA FUNDACAO
REAL
z=0 ~
Jk RESTRICOES EM
l\ u, v, w, 0x, Oy, 6z
LINHA DE CENTRO
Figura 7.39: Barragem em arco.
1 93 92 a0 83 88 a7 86 85 84 83 82 81 80 79 78 T
4 78 75 73 72 71 70 63 88 BT BB B5 B4 B3 82 81 i)
7 59 58 56 55 54 53 52 51 50 49 48 47 46 45 44 3
HW 40 39 38 37 36 35 34 33 32 31 30 HB
*7 26 25 24 23 22 21 20 19 18 *7
*6 15 14 13 12 " 10 8 *

Figura 7.40: Malha utilizada para o exemplo da barragem em arco.

7.5.2 Resultados

Os resultados obtidos com o elemento “RMCIQ4” do INSANE sao comparados

aos dos elementos “shell-thick” do SAP2000 - Versao 11.0.8 e apresentados nas

Figuras[7.41] a [7.57 e Tabelas [7.10] a [7.13]
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Min.: -0.003204

Mazx.: 0

Figura 7.41: Deslocamentos u do INSANE.
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Figura 7.42: Deslocamentos u do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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-0.003204 -0.002377 -0.00155 -0.000723 0 Wdue ihadiwe e et iy
Min.: -0.003204

Mazx.: 0

Figura 7.43: Deslocamentos v do INSANE.

Figura 7.44: Deslocamentos v do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Max.: 0.000265

Figura 7.45: Deslocamentos w do INSANE.
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Figura 7.46: Deslocamentos w do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Walue: M
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Figura 7.47: Momento Fletor M, do INSANE.
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Figura 7.48: Momento Fletor M, do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Min.: -481.673286

Max.: 237.219465

Figura 7.49: Momento Fletor M,, do INSANE.
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Figura 7.50: Momento Fletor M, do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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-531.085107 -454.386103 -207 BET090 -130.988095 14873534 AR

Min.: -531.085107
Max.: 14873534

Figura 7.51: Esforco normal N, do INSANE.

R ==

440

Figura 7.52: Esforco normal N, do SAP2000 - Versao 11.0.8.
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Tabela 7.10: Deslocamentos u, v e w sobre a linha de centro da barragem obtidos através

do INSANE.
Coordenada INSANE

N6 x Y z U v w

4 1 30,5824 | 30,5824 | 0,0000 | 0,000E4-00 | 0,000E+00 | 0,000E+400
12 1 30,5824 | 30,5824 | 5,0000 | -9,790E-04 | -9,790E-04 | 6,462E-05
22 | 30,5824 | 30,5824 | 10,0000 | -2,382E-03 | -2,382E-03 | 1,192E-04
35 | 30,5824 | 30,5824 | 15,0000 | -3,126E-03 | -3,126E-03 | 1,689E-04
51 | 30,5824 | 30,5824 | 20,0000 | -3,137E-03 | -3,137E-03 | 2,105E-04
68 | 30,5824 | 30,5824 | 25,0000 | -2,728E-03 | -2,728E-03 | 2,433E-04
85 | 30,5824 | 30,5824 | 30,0000 | -2,201E-03 | -2,201E-03 | 2,650E-04

Tabela 7.11: Deslocamentos u, v e w sobre a linha de centro da barragem obtidos pelo

SAP2000 - Versao 11.0.8.

Coordenada SAP2000 - Versao 11.0.8

N6 x Y z u v w

4 1 30,5824 | 30,5824 | 0,0000 | 0,000E4-00 | 0,000E+00 | 0,000E+400
12 | 30,5824 | 30,5824 | 5,0000 | -1,111E-03 | -1,111E-03 | 6,900E-05
22 | 30,5824 | 30,5824 | 10,0000 | -2,490E-03 | -2,490E-03 | 1,250E-04
35 | 30,5824 | 30,5824 | 15,0000 | -3,195E-03 | -3,195E-03 | 1,800E-04
51 | 30,5824 | 30,5824 | 20,0000 | -3,188E-03 | -3,188E-03 | 2,180E-04
68 | 30,5824 | 30,5824 | 25,0000 | -2,787E-03 | -2,787E-03 | 2,550E-04
85 | 30,5824 | 30,5824 | 30,0000 | -2,290E-03 | -2,290E-03 | 2,720E-04
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Tabela 7.12: Esforcos M/, M, e N, sobre a linha de centro da barragem obtidos pelo

INSANE.
Coordenada INSANE

Né x Y z M, M, N,

4 | 30,5824 | 30,5824 | 0,0000 | -7,224E+401 | -4,816E+02 | 1,487E+01
12 | 30,5824 | 30,5824 | 5,0000 | -1,247E4-01 | -1,815E4-02 | -1,190E+4-02
22 | 30,5824 | 30,5824 | 10,0000 | 7,776E+01 | 1,940E+02 | -3,594E+02
35 | 30,5824 | 30,5824 | 15,0000 | 1,119E+02 | 2,372E+02 | -4,628E+02
51 | 30,5824 | 30,5824 | 20,0000 | 1,050E+02 | 1,486E+02 | -4,238E+02
68 | 30,5824 | 30,5824 | 25,0000 | 8,807E+01 | 5,608E+01 | -3,045E+02
85 | 30,5824 | 30,5824 | 30,0000 | 7,841E+01 | 1,940E+01 | -1,576E+02

Tabela 7.13: Esforcos M/, M, e N, sobre a linha de centro da barragem obtidos pelo

SAP2000 - Versao 11.0.8.

Coordenada SAP2000 - Versao 11.0.8

N6 x Y z M, M, Ny

4 | 30,5824 | 30,5824 | 0,0000 | -1,230E4-02 | -8,434E+402 | 1,583E+401
12 | 30,5824 | 30,5824 | 5,0000 | 1,733E+01 | -4,080E+01 | -1,435E+02
22 | 30,5824 | 30,5824 | 10,0000 | 8,666E+01 | 2,476E+02 | -3,749E+02
35 | 30,5824 | 30,5824 | 15,0000 | 1,177TE+02 | 2,508E+02 | -4,644E+02
51 | 30,5824 | 30,5824 | 20,0000 | 1,114E+02 | 1,412E+02 | -4,170E+02
68 | 30,5824 | 30,5824 | 25,0000 | 9,355E+01 | 3,888E+01 | -2,932E+02
85 | 30,5824 | 30,5824 | 30,0000 | 8,607E+01 | 1,357E+01 | -1,505E+02
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Figura 7.53: Deslocamentos u = v dos nds da linha de centro da barragem.
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Figura 7.54: Deslocamentos w dos nés da linha de centro da barragem.
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Figura 7.55: Momento fletor M,/ na linha de centro da barragem.
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Figura 7.56: Momento fletor M,y na linha de centro da barragem.
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Figura 7.57: Esforco normal N, na linha de centro da barragem.

7.6 Discussao dos Resultados

Os quatro exemplos apresentados neste capitulo mostram bons resultados ob-
tidos pelo sistema INSANE, quando comparados com as solugoes tedricas e com
o software SAP2000 - Versao 11.0.8. Além disso, a rigidez rotacional ficticia
mostrou-se bastante adequada a solucao dos problemas que apresentam nés copla-
nares, ja que os resultados do INSANE estao bastante proximos do tedrico e do
SAP2000 - Versao 11.0.8, que utiliza um elemento com rigidez rotacional 6,/ para

a solucao desse problema.



Capitulo 8
CONSIDERACOES FINAIS

“A implementacao atual do nticleo numérico do INSANE permite amplia-lo,
reutiliza-lo ou adapta-lo para outras aplicacoes, com poucas mudancas. Pode-se
afirmar que esta caracteristica existe devido a utilizagao da programacao orientada
a objetos (POO) que propoe o encapsulamento de dados segundo suas caracteristicas
e isto permite alterar partes do sistema sem prejudicar outras” (Fonseca), 2008). Isto
pode ser comprovado neste trabalho, onde se pode combinar os elementos de placa,
implementados por [Salibal (2007), com os elementos de membrana, implementados
por |Almeida (2005)), para obter os elementos de casca disponibilizados agora no

INSANE.

8.1 Conclusoes

O principal objetivo deste trabalho foi ampliar o nicleo numérico do sistema
INSANE incluindo a possibilidade de se realizar andlises estaticas com elementos
finitos de cascas planos. Este objetivo foi alcancado com sucesso.

O Capitulo[f|mostrou que, para o carregamento de membrana, todos os elementos
passaram no “Patch Test”. Isto ja era esperado ja que todos eles sao conformes.
Ja para o carregamento de flexdao, os elementos nao conformes MZC e CKZ nao
passaram nos referidos testes.

Contudo, os testes de convergéncia apresentados no Capitulo[6] mostraram que os
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“Patch Tests” sozinhos nao sao suficientes para decidir sobre a aplicabilidade dos ele-
mentos nao conformes, pois todos os elementos apresentaram bom comportamento
nos testes de convergéncia.

A validacao da implementacao computacional também se fez nos diversos exem-
plos apresentados no Capitulo [7], comparando-se os resultados obtidos pelo sistema
INSANE com as solugoes tedricas e com o software SAP2000 - Versao 11.0.8.

Pode-se observar também que, quando ha predominancia de esforcos de mem-
brana, os elementos com maior niimero de nés apresentam melhores resultados. Ja
quando a predominancia é de flexao os elementos nao-conformes de classe C1 (MZC

e CKZ), apresentam melhores resultados.

8.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

“O trabalho de se desenvolver bons elementos finitos parece nunca terminar.
Pesquisadores, voltam, mais e mais, as mesmas configuracoes de nés e descobrem
alguma maneira de extrair alguma melhoria” (Macneal, [1992)). Sendo assim, sempre
havera uma maneira de aprimorar ainda mais o programa INSANE, o que de
fato é bom, pois o torna uma fonte inesgotavel para a pesquisa e treinamento de
professores, alunos e engenheiros. Neste sentido, a seguir sao apresentadas algumas

sugestoes do que ainda pode ser feito no INSANE para o estudo de cascas:

1. Utilizacao de elementos finitos de membrana com grau de liberdade rotacional
para o tratamento de nds coplanares, como o sugerido por [Ibrahimbegovic

et al| (1990);

2. Criacao de um sistema de eixos locais para os nds dos elementos de forma a
possibilitar aplicacao de restricoes, molas e carregamentos, em termos desses

eixos de forma direta;

3. Implementacao dos carregamentos de superficie para as cascas;
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4. Implementacao da possibilidade de alteracao do sistema de eixos locais dos
elementos para que o usuario possa escolher esses eixos da forma que mais
lhe convém. Segundo o manual do [SAP2000 - Analysis Reference Manual
(Versao 11.0.8)), “Cabe ao usuério do programa definir o melhor sistema de
coordenadas locais que mais simplifique a entrada de dados e a interpretacao

dos resultados”;
5. Implementacao de elementos finitos de casca curvos;

6. Implementagao de um pré-processador que forneca ferramentas para a criacao

e edicao de malhas de elementos finitos de casca em trés dimensoes;

7. Criacao de uma ferramenta que possibilite a entrada de dados, edicao e apre-

sentacao dos resultados em forma de tabelas para planilhas eletronicas.
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