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Resumo

A formulacao implicita do método dos elementos de contorno é aplicada a pro-
blemas bidimensionais de falhas materiais envolvendo, sequencialmente, dissipagao
ineldstica com amolecimento em meio continuo, bifurcagao e transicao entre descon-
tinuidades fracas e fortes. A condi¢ao de bifurcacao é definida pela singularidade
do tensor de localizacao, também conhecido, por questoes histéricas, como tensor
acustico. As descontinuidades fracas estao associadas as bandas de localizacao de
deformagoes de espessura finita, que vao se tornando cada vez mais estreitas até
colapsar numa superficie de descontinuidade no campo de deslocamentos, denomi-
nada descontinuidade forte. Modelos constitutivos continuos sao adotados para a
representacao do material em todas estas etapas, levando-se em conta as adaptagoes
provenientes da andlise de descontinuidade forte nas fases pés-bifurcacao. A metodo-
logia é suficientemente genérica para o tratamento de qualquer tipo de instabilidade
fisica e, de acordo com o modelo constitutivo adotado, as descontinuidades podem
representar superficies de deslizamento na geomecanica, bandas de cisalhamento em
materiais ducteis ou trincas em materiais frageis (ou parcialmente frageis). No en-
tanto, nesta tese, apenas o ultimo caso foi abordado, a partir da utilizacao de um
modelo de dano isotrépico. A propagacao da trinca no dominio sélido é realizada
através de um algoritmo de geracao automatica de células e, neste contexto, a zona
de processo de fratura na ponta da trinca fica totalmente representada pelas células

em regime de dano continuo e por aquelas em regime de descontinuidade fraca.
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Abstract

The implicit formulation of the boundary element method is applied to bidimensi-
onal problems of material failure involving, sequentially, inelastic dissipation with
softening in continuous media, bifurcation and transition between weak and strong
discontinuities. The bifurcation condition is defined by the singularity of the locali-
zation tensor, also known, for historical reasons, as acoustic tensor. The weak dis-
continuities are associated to strain localization bands of finite width, which become
increasingly narrow until to collapse in a surface with discontinuous displacement
field, called strong discontinuity surface. Continuum constitutive models are adop-
ted to represent the material behaviour in all of these steps, taking into account the
adaptations that come from the strong discontinuity analysis for the post-bifurcation
phases. The methodology is generic enough to treat any type of material instabi-
lity and, according with the constitutive model adopted, the discontinuities may
represent slip lines in geomechanics, shear bands in ductile materials or cracks in
brittle (or quasi-brittle) materials. However, in this thesis, only the last case was
considered, from the adoption of an isotropic damage model. The crack propagation
across the solid domain is done by an automatic cells generation algorithm and, in
this context, the fracture process zone in the crack tip became totally represented

by the cells in the continuum damage regime and the cells with weak discontinuities.
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Capitulo 1

Introducao

Falhas estruturais, de uma maneira bastante genérica, podem ser classificadas em
dois tipos distintos: falhas geométricas, onde o comportamento geometricamente
nao-linear da estrutura conduz a configuracoes espaciais instaveis; e falhas materi-
ais, associadas ao comportamento local dos pontos materiais, onde um progressivo
amolecimento da resposta estrutural se propaga ao longo do dominio sélido até re-
sultar no colapso final. Estes dois tipos tem sido normalmente tratados de maneira

separada e através de diferentes aproximagoes matemaéticas.

As falhas geométricas sao usualmente tratadas por modelos matematicos continuos,
incluindo leis cineméticas nao-lineares e equagoes constitutivas elasticas lineares ou,

em alguns casos, dotadas de uma regra de endurecimento.

Do ponto de vista da mecanica do continuo, as falhas materiais, por sua vez, estao
intimamente ligadas a localizacao de deformacoes, que pode ser definida, como em
Samaniego (2002), por uma instabilidade material caracterizada pela presenga de
elevados valores de deformacao restritos a pequenas regioes do sélido que, depen-
dendo do contexto, podem representar trincas em materiais frageis (ou parcialmente
frageis), superficies de deslizamento na geomecanica ou bandas de cisalhamento em

materiais ducteis.



A localizacao de deformagoes, como fenomeno material, esta relacionada aos mo-
delos constitutivos com amolecimento ou com leis de escoamento nao-associativas.
Matematicamente, para modelos constitutivos independentes do tempo, onde os efei-
tos viscosos do material podem ser desprezados, o problema de valor de contorno
torna-se mal definido pela perda de elipticidade das equagoes de equilibrio que o
governam, quando ocorre a localizacao. Desta forma, a auséncia de um parametro
de escala na descricao matematica do material deixa a espessura da banda de loca-
lizacao indefinida, resultando em dificuldades numéricas, como a dependéncia irreal
em relacao ao refino da discretizacao. Algumas técnicas desenvolvidas para superar

esta dificuldade sao apresentadas na proxima secao.

1.1 Algumas Técnicas Numéricas para Simulacao

de Falhas Materiais

Apresentar uma listagem completa das formas de tratamento numérico existentes
para as falhas materiais seria uma tarefa dispendiosa e nao é o objetivo desta secao.
Entretanto, procura-se estabelecer uma classificacao das principais técnicas, tendo
em vista que as fronteiras entre elas nem sempre podem ser estabelecidas de forma

clara, sendo possivel encontrar trabalhos que utilizem conceitos de classes distintas.

1.1.1 Mecanica da Fratura Elastica Linear

A mecénica da fratura eldstica linear (MFEL) pode, de certa maneira, ser conside-
rada a metodologia precursora para as analises de falhas materiais envolvendo perda
de rigidez estrutural. Em tal teoria, cujo alicerce seria o critério baseado na energia
de fratura apresentado por |Griffith| (1921), considera-se pequena a zona plastica ou

a zona de processo de fratura e o estado de tensoes na ponta de uma trinca pode



ser representado por um fator de intensidade de tensoes que, ao atingir um valor
critico (a tenacidade a fratura), tipico para cada material, desencadeia a propagacao
da fissura. Em carregamentos ciclicos, como apresentado por [Paris et al.| (1961), a
variacao do fator de intensidade de tensoes pode ocasionar propagacoes subcriticas,

mesmo que a tenacidade nao seja atingida, caracterizando o fenomeno da fadiga.

Nas simulagbes numéricas baseadas na MFEL, as descontinuidades (que invariavel-
mente representam trincas macroscépicas) sao tratadas como fronteiras entre duas
regioes elasticas, onde o fator de intensidade de tensoes pode ser obtido através do
célculo da chamada integral-J, como em [Rice| (1968)). A propagacao dessas descon-
tinuidades, por outro lado, exige a introducao de alguns artificios adicionais. No
método dos elementos finitos (MEF), em fungao do desconhecimento prévio da tra-
jetéria da trinca, algoritmos de reconstrugao da malha foram desenvolvidos, e.g.,
Shephard et al| (1985) e [Swenson e Ingraffea) (1988)). No método dos elementos
de contorno (MEC), por sua vez, as referidas técnicas de adaptacao da malha nao
sao necessarias quando se utiliza a formulagao dual desenvolvida por [Portela et al.
(1992, 1993). Nesta metodologia, um dos lados da descontinuidade é tratado pela
equacao integral (singular) de deslocamentos e o outro pela equacao integral (hiper-
singular) das forgas de superficie. Desta forma, a medida que ocorre a propagagao,
o contorno referente a trinca vai sendo ampliado, correspondendo a um aumento do
tamanho das matrizes que compodem o sistema de equacoes algébricas. A contra-
partida desta formulagao esta associada a necessidade da solugao de integrais com

nicleos hipersingulares.

1.1.2 Modelos Discretos ou Coesivos

Nos chamados modelos discretos ou coesivos, uma equagao constitutiva relacionando

forgas de superficie a separacao da interface (saltos no campo de deslocamentos),



num dado ponto de uma superficie de descontinuidade, substitui as equacgoes tensao-
deformagao, convencionais na mecanica do continuo. A origem desta ideia pode ser
creditada a [Dugdale| (1960) e Barenblatt| (1962). Posteriormente, Hillerborg et al.
(1976) aprimoraram a metodologia, aplicando-a a fratura no concreto e introduzindo
o termo “modelo com trinca ficticia” para designar a regiao onde ha transmissao de
tensao através da descontinuidade. Tal regiao esta fisicamente associada a zona de

processo de fratura, caracterizada pela presenca de micro-trincas.

Nas primeiras simulagoes de propagacao via MEF, técnicas de reconstrugao da malha
foram novamente adotadas, como em |Ingraffea e Saouma (1985). Posteriormente,
a utilizacao de elementos com descontinuidade embutida, como em |Dvorkin et al.
(1990) e Klisinski et al.| (1991)), permitiu o emprego de malhas fixas. Por outro lado,
no ambito do MEC, pode-se destacar a extensao da formulacao dual, apresentada

por Saleh e Aliabadi| (1995)).

1.1.3 Modelos de Fissuragao Distribuida

Os modelos de fissuracao distribuida estao fortemente associados ao estudo de fa-
lhas em materiais frageis ou parcialmente frageis, principalmente o concreto. Neles,
assume-se a distribuicao de micro-trincas, com aberturas infinitesimais, nos elemen-
tos de discretizacao do dominio, traduzidas numericamente pela deterioracao das
propriedades fisicas do material. Com a evolucao das fissuras, tem-se um decai-

mento gradual das tensoes com aumento de deformagoes.

O primeiro trabalho neste sentido foi desenvolvido por Rashid| (1968), onde os termos
de rigidez normal e tangenciais a trinca foram considerados nulos apds o apareci-
mento das fissuras. [Suidan e Schnobrich| (1973), introduziram posteriormente um
fator (escalar) de retengado ao cisalhamento, que reduziam, porém, nao anulavam,
os modulos de rigidez transversal num ponto com fissura, permitindo a transmissao

de tensoes cisalhantes. Seguindo esta ideia, trabalhos subsequentes consideraram



a ponderacao de outros termos de rigidez através de fatores de reducao escalares

variando entre zero e um.

Até entao, considerava-se a formacao das fissuras na direcao perpendicular a tensao
principal méxima, quando esta excedia o limite de resisténcia a tracao do mate-
rial. Tal orientacao era mantida fixa no restante da analise. Numa outra vertente,
proposta por (Cope et al.| (1980)) e denominada de modelos com fissuracao de dire-
¢ao variavel, admite-se a rotagao das micro-trincas de acordo com a orientacao das

deformagoes principais durante o processo de carregamento.

Por apresentarem relagoes constitutivas continuas e locais, os modelos com fissuragao
distribuida estao sujeitos, a priori, as instabilidades devidas a localizacao de defor-
macoes, mencionadas anteriormente. Para superar isto, modelos com distribuicao
em bandas foram desenvolvidos por |Bazant e Oh|(1983) e Rots et al. (1985)), onde a
energia dissipada durante a degradacao é confinada a banda (finita) de localizagao.
A largura desta banda é normalmente escrita em funcao da energia de fratura do

material.

1.1.4 Meios Continuos Enriquecidos

O enriquecimento de meios continuos refere-se a introducao de modificacoes aos
meios continuos classicos com o objetivo de regularizar as equacoes de governo.
Usualmente, um fator de escala é definido, caracterizando o tamanho da banda de

localizagao.

Um exemplo de enriquecimento seria a utilizacao dos chamados meios continuos de
Cosserat, onde graus de liberdade de rotacao sao adicionados localmente aos pontos

materiais, como em Muhlhaus e Vadoulakis| (1987) e [de Borst| (1991)).

Modelos constitutivos nao-locais também podem ser considerados como uma forma



de enriquecimento, no sentido que a tensao num dado ponto material deixa de depen-
der apenas da deformacao e das variaveis internas naquele ponto e passa a depender
também dos valores destes parametros em pontos vizinhos através de equacoes de
ponderacao. Dentre os primeiros trabalhos utilizando esta técnica podem-se des-
tacar |Bazant et al. (1984) e [Pijaudier-Cabot e Bazant (1987). Modelos nao-locais
também foram tratados com o MEC, e.g., [Lin et al.| (2002)), Sladek et al. (2003),

Botta et al.| (2005) e |Benallal et al.| (2006).

Por fim, deve-se mencionar o enriquecimento por gradientes de variaveis do modelo
constitutivo convencional, como em |de Borst e Muhlhaus| (1992), onde a fungao
de escoamento, num modelo elastoplastico, acrescenta-se a dependéncia no Laplaci-
ano da deformacao plastica efetiva. Esta mesma ideia foi trabalhada no MEC por

Benallal et al.| (2002).

1.1.5 Descontinuidades Fracas e Fortes

Em Simo et al.|(1993)) foi introduzido o conceito de descontinuidades fortes, caracte-
rizadas por relagoes cineméticas dotadas de campos de deslocamentos descontinuos
e, consequentemente, deformacoes ilimitadas. Um detalhamento mais rigoroso e um
tratamento numérico mais geral via MEF podem ser vistos em Oliver| (1996a,b). A
aplicagao da cinematica de descontinuidades fortes a modelos constitutivos conti-
nuos, equipados com uma lei de amolecimento de deformagoes, induz (ou projeta)
de forma consistente um modelo constitutivo discreto (forcas de superficie x saltos
nos deslocamentos) na superficie descontinua, como detalhado em Manzoli et al.
(1998), |Oliver et al. (1999)), |Oliver| (2000) e Oliver, Huespe, Pulido, ¢ Chaves| (2002).
O elemento basico nesta deducao, também denominada “andlise de descontinuidade
forte”, é a regularizacao do médulo de amolecimento da lei constitutiva continua,

proveniente da condi¢ao de equilibrio (ou continuidade das forgas de superficie) na



interface descontinua, que estabelece que os campos de tensao devem ser limita-
dos mesmo nos pontos onde a deformacao nao o seja. Com isso, obtém-se também
as chamadas “condicoes de descontinuidade forte”, que se resumem a um conjunto
de equacoes de compatibilidade cinematica, necessarias para a compatibilizagao do

modelo constitutivo continuo ao regime de descontinuidade forte.

Nas duas ultimas décadas, a utilizacao dos modelos continuos para descricao dos
efeitos dissipativos em superficies de descontinuidades, metodologia que passou a
ser designada pelo termo Continuum Strong Discontinuity Approach (CSDA), foi
amplamente estudada através do MEF. Aspectos relacionados a geracao e propa-
gagao das descontinuidades, a transi¢ao entre descontinuidades fracas (compostas
por campos de deformacao descontinuos, porém limitados) e descontinuidades for-
tes, além de questoes relativas a estabilidade e robustez numérica, foram abordados.

Cada um destes itens é detalhado na proxima subsecao.

A CSDA foi também aplicada a outros métodos numéricos como o método dos
elementos finitos estendido (XFEM) - [Oliver, Huespe, e Sanchez (2006) - e o MEC
- Manzoli e Venturini| (2004, 2007), |Pedrini (2008) e Manzoli et al| (2009). Os
desenvolvimentos relativos ao MEC, em particular, sao descritos mais adiante, ja

que o objetivo principal desta tese refere-se a continuidade desta linha de pesquisa.

1.1.5.1 Desenvolvimentos Utilizando o MEF
Tratam-se aqui, os avancos da CSDA no contexto do MEF, agrupados conforme a
seguinte classificacao:

- Critérios de geragao de descontinuidades (fracas e fortes) e algoritmos de propa-

gacio;

- Representacao da zona de processo de fratura através da dissipacao em meio

continuo, seguida pela transicao entre descontinuidades fracas e fortes;



- Estabilidade e robustez numérica das diferentes formulagoes envolvendo descon-

tinuidades fortes.

Geragao e Propagacao de Descontinuidades

Além de um critério que estabeleca, dentro de um elemento finito, a condi¢ao ne-
cessaria para o inicio de uma descontinuidade, deve-se determinar sua orientacao,
usualmente caracterizada por um vetor unitario, normal a esta superficie desconti-
nua. Na maioria das aplicacoes, considera-se o carater material da descontinuidade,

i.e., uma vez estabelecida, sua dire¢ao nao varia durante o processo de carga.

Na literatura, destacam-se duas metodologias associadas a geracao de descontinui-

dades:

i. A origem da descontinuidade é determinada simplesmente pelo fim do regime de
elastico, a partir de um critério de escoamento ou dano, e sua direcao é obtida
a partir do estado de tensoes ou deformagoes neste instante, e.g., no caso de

materiais frageis adota-se a direcao ortogonal a tensao principal maxima;

ii. A andlise de bifurcacao descontinua é utilizada para determinar a origem e

direcao da descontinuidade.

O primeiro método apresenta a vantagem de ser facilmente implementavel. Porém,
ele nao descreve com eficiéncia todo o processo de formacao da falha material, onde
uma descontinuidade macroscopica é precedida por etapas de degradagao microes-
trutural. Com isso, em alguns casos, a diregao da superficie descontinua fica mal

estabelecida.

Por outro lado, a anélise de bifurcacao descontinua é uma metodologia mais rigorosa
para determinar o inicio da falha num dado ponto material. Esta andlise, como o
proprio nome sugere, refere-se a verificagao das condicoes necessarias para que os

campos de tensao e deformagao bifurquem entre uma regiao de carregamento com



amolecimento, dentro da banda de localizacao, e a ocorréncia de descarregamento

eldstico (ou carregamento neutro) na regiao adjacente.

Matematicamente, a bifurcacao é determinada pela singularidade do tensor de loca-
lizagao (a ser definido no capitulo , que gera um funcional envolvendo o médulo de
amolecimento do modelo constitutivo e as possiveis orientacoes da banda de locali-
zacao. Tal problema pode ser resolvido através de técnicas numéricas de otimizagao
como realizado por [Ortiz et al.| (1987). Entretanto, para grandes geometrias, espe-
cialmente em problemas tridimensionais, o custo computacional fica elevado. Em
problemas bidimensionais, com estado plano de tensoes ou deformacoes, podem-se
obter expressoes analiticas - Manzoli et al.| (1998)), Oliver et al. (1999) e Samaniego
(2002)) - tanto para um médulo de amolecimento critico (correspondente a condigao
de bifurcagado) como para diregdo da banda de localizagdo. Em |Oliver e Huespe
(2004b), valores para tais parametros, considerando modelos de plasticidade e dano,
em dominios tridimensionais, foram obtidos a partir de uma interpretacao geomé-

trica do problema.

Ap6s a escolha do mecanismo numérico que identifica a geracao de uma desconti-
nuidade (e sua orientagdo), critérios que determinem sua trajetéria de propagacao
ao longo do dominio sélido devem ser estabelecidos. No contexto da CSDA, como
descrito em |Oliver, Huespe, Samaniego, e Chaves (2002) e Oliver e Huespe| (2004 a),

é possivel classificar estes critérios em dois grupos:

i. Propagacao local;

ii. Propagacao global.
O primeiro deles é baseado na propagacgao subsequente de superficies planas de
descontinuidade (ou linhas retas, no caso bidimensional) no interior dos elementos
finitos, a medida que o critério de falha vai sendo atingido. E usual garantir a con-

tinuidade da interface descontinua entre elementos adjacentes, fazendo com que a

trajetéria assuma um formato poligonal. Esta estratégia é bastante simples, robusta
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e confiavel em problemas bidimensionais com a presenca de apenas uma linha de
descontinuidade, onde se tem conhecimento prévio do seu ponto de partida. Entre-
tanto, para problemas tridimensionais e, principalmente, para o caso de multiplas
descontinuidades, com origem em regioes a priori desconhecidas, ela torna-se menos

apropriada (Oliver e Huespe, 2004 a).

Neste sentido, uma estratégia global, onde todas as possiveis linhas de desconti-
nuidade sao verificadas a cada passo de carga, foi proposta por (Oliver, Huespe,
Samaniego, e Chaves (2002)). Nesta metodologia, de forma resumida, procura-se
definir uma funcao potencial escalar em todo o dominio sélido, ao final de cada
passo de carga do algoritmo de solugao, tal que suas iso-linhas representem possi-
veis diregoes de superficies descontinuas. Isto pode ser feito a partir da aplicagao
dos métodos de geracao de descontinuidades a todos os elementos finitos, mesmo
que o critério de falha (ou de bifurcagao) nao tenha sido atingido, obtendo-se um
campo vetorial, cuja primitiva é a referida fungao potencial. Com isso, no passo
seguinte, quando o critério de falha (ou de bifurcagao) é verificado no interior de
um elemento, um segmento de superficie descontinua é imposto na direcao paralela

a linha iso-potencial.

Percebe-se, desta forma, que nenhuma informacao dos elementos vizinhos é neces-

saria e o algoritmo torna-se mais robusto para o tratamento de multiplas linhas de

falha.

Uma ressalva sobre esta estratégia é, no entanto, apresentada por Samaniego| (2002)),
onde a iniciagao espuria de novas linhas de descontinuidade é relatada nos elementos
proximos a ponta de uma trinca. Por outro lado, a definicao de uma zona de

exclusao, aparentemente, resolve esta questao.
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Transicao entre Descontinuidades Fracas e Fortes

O processo de fratura em materiais parcialmente frageis se da de forma transiente,
envolvendo a geracao e agregacao de micro-trincas, conduzindo um ponto material
de um estado macroscopicamente continuo até um estado descontinuo. De forma
semelhante, em materiais dicteis, a nucleacao de vazios e sua posterior combinagao
podem gerar descontinuidades macroscépicas. Desta forma, tem origem o conceito

da “zona de processo de fratura”, onde se podem distinguir as seguintes trés regioes
(figura [L1):

i. Zona de Falha Difusa: caracterizada pelo inicio dos processos dissipativos, sem

a presenca de descontinuidades nos campos de deslocamentos ou deformagoes;

ii. Zona de Descontinuidade Fraca: regiao de localizagao, delimitada por super-
ficies de descontinuidade no campo de deformagoes. Os deslocamentos, entre-

tanto, permanecem continuos;

iii. Zona de Descontinuidade Forte: descontinuidade macroscépica. Campo de des-

locamentos descontinuo e deformacoes ilimitadas.
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Figura 1.1: Regides da zona de processo de fratura (u: deslocamento, e: deformagcao).
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Como descrito em Manzoli et al.| (1998), Oliver et al.| (1998, 1999) e |Oliver| (2000)),
na CSDA, as bandas de localizacao sao tratadas através de uma cinematica re-
gularizada, capaz de representar superficies de descontinuidades fracas num dado
ponto material. Nestas equacoes, a espessura da banda fica estabelecida por um
fator escalar h, de forma que, quando h — 0 (para efeitos numéricos adota-se um
valor pequeno, k, algumas ordens de grandeza menor que as dimensoes basicas do

problema), a cinematica de descontinuidade forte é naturalmente obtida.

Desta forma, quando as condicoes de descontinuidade forte nao sao atingidas no
momento da bifurcacao, uma etapa transitéria entre a degradagao em meio continuo
e o regime de descontinuidade forte é estabelecida. Nesta etapa transitéria em regime
com descontinuidades fracas, define-se uma lei de variagao da espessura da banda,
desde um valor h = hpg, correspondente ao momento da bifurcacao, até o valor pré-
definido, h = k =~ 0, associado numericamente ao regime de descontinuidade forte.

Tem-se, portanto, uma representacao completa da zona de processo de fratura.

Estabilidade e Robustez Numeérica

A aplicacao da CSDA ao MEF pode, em alguns casos, apresentar limitagoes em
funcao do surgimento de instabilidades, inerentes ao procedimento numérico, co-
locando em xeque a robustez numérica da metodologia. De acordo com |Oliver,
Huespe, Blanco, e Linero (2006), tais instabilidades estao relacionadas a ocorréncia
de autovalores nulos na matriz de rigidez tangencial dos elementos com descontinui-
dade incorporada, que afetam diretamente o condicionamento da matriz global. A
medida que a falha se propaga pelo dominio, tal condicao vai se agravando, podendo
ocasionar nao-convergencia do processo iterativo. Duas sao as possiveis causas da

presenca desses autovalores nulos:
i. Falta de simetria nas formulacoes de elementos finitos;

ii. A introducao de amolecimento de deformacoes nos modelos constitutivos.
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Na formulagao original dos elementos finitos com descontinuidade embutida, a equa-
¢ao de continuidade das forcas de superficie na interface deve ser incluida, em sua
forma forte, como descrito por Oliver et al| (2003)), nas equagbes variacionais do
problema. Com isso, novos graus de liberdade sao introduzidos ao sistema de equa-
¢oes algébricas, de forma a acomodar os deslocamentos relativos entre as faces da
descontinuidade. Neste acréscimo, as matrizes do MEF que estabelecem as relagoes
cinematicas (deslocamentos-deformagoes) e estaticas (equagao de equilibrio) deixam
de ser coincidentes, resultando numa matriz de rigidez tangente assimétrica. A esta
formulagao, dé-se o nome de “formulacao nao-simétrica estaticamente e cinematica-

mente consistente”.

Cabe ressaltar que, dependendo da orientacao da malha de elementos finitos em
relacao a trajetéria da descontinuidade, a simetria da matriz de rigidez é recuperada
e a formulacao torna-se numericamente estavel. Por exemplo, no caso de elementos
finitos triangulares com fungoes de forma lineares, a referida diregao favoravel ocorre
quando o segmento de descontinuidade em seu interior é paralelo ao lado do elemento,
por ele nao interceptado. Entretanto, o desconhecimento prévio da trajetoria da
descontinuidade ao longo do dominio sélido, faz com que a definicao de uma malha

com orientacao favoravel seja muitas vezes uma mera questao de sorte.

Surgem, a partir dai, as chamadas “formulacoes simétricas”, que podem ser classifi-
cadas essencialmente em dois tipos: (a) “estaticamente consistentes”, onde a apro-
ximacao cinemética é relaxada para garantir simetria da matriz de rigidez; e (b)
“cinematicamente consistentes”, onde a condicao de equilibrio é relaxada, com o

mesmo proposito.

As formulagoes simétricas, apesar de apresentar estabilidade numérica, introduzem
novas aproximacoes e devem ser utilizadas com certo cuidado. No caso em que se
mantém a consisténcia estatica, por exemplo, é comum a ocorréncia de travamento

de tensoes, que estd associado a um aumento irreal da resisténcia estrutural em
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funcao da auséncia do esperado descarregamento elastico nas regioes proximas a
interface descontinua apds a bifurcacao. Associando este resultado a diferenca entre
a ordem dos polindmios de aproximacao das deformacgoes regulares e das deforma-
¢oes inelasticas na CSDA, Oliver et al.| (2003)) propuseram uma readequagao nestes
termos, reduzindo em parte os erros cometidos. A formulagao cinematicamente con-
sistente, por outro lado, fornece uma baixa taxa de convergéncia com o refinamento

da malha.

Mesmo com a utilizacao das formulacoes simétricas, de acordo com |Oliver, Huespe,
Blanco, e Linero (2006)), as leis de amolecimento nos modelos constitutivos podem
ser responsaveis pela ocorréncia de autovalores negativos nos operadores tangentes
consistentes, tornando-se uma possivel fonte de autovalores nulos na matriz de rigi-
dez do elemento. Desta forma, eles desenvolveram um novo algoritmo de integragao
das variaveis internas, cujo operador tangente consistente ¢ uma matriz positiva-
definida. Tal procedimento consiste em utilizar dois esquemas de integracao em um

mesmo passo de carga: um implicito e outro explicito.

1.1.5.2 Desenvolvimentos Utilizando o MEC

Os desenvolvimentos encontrados na literatura, referentes a aplicacao da da ana-
lise de descontinuidade forte ao MEC, sao ainda relativamente restritos. Manzoli
e Venturini (2004, 2007) foram os primeiros a tratar o tema, através da utilizagao
de células constantes com descontinuidade embutida. Nestes trabalhos, o comporta-
mento de fraturas em materiais parcialmente frageis foi representado pela utilizagao
de modelos elastoplasticos associativos com um critério de escoamento especifico, ca-
paz de suportar elasticamente os esforcos de compressao. Uma lei de amolecimento
exponencial foi adotada. Posteriormente, Pedrini (2008) e Manzoli et al. (2009)

seguiram a mesma ideia utilizando um modelo de dano isotrépico.
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No trabalho de Pedrini| (2008), em particular, foram reportadas algumas instabilida-
des numéricas associadas a orientacao dos segmentos de descontinuidade no interior
das células, de forma semelhante ao verificado na formulagao nao-simétrica estati-
camente e cinematicamente consistente do MEF. Tal fato motivou a elaboracao de
um algoritmo de geracao automatica das células, acompanhando a propagacao da

fissura. Este mesmo algoritmo foi apresentado em [Manzoli et al.| (2009)).

Uma caracteristica comum a todos estes trabalhos é a utilizacao apenas de células
triangulares (somente dominios bidimensionais foram tratados), onde a fungao de
regularizacao cinematica, que distribui os efeitos da descontinuidade por todo o

dominio da célula, é definida a partir de consideracoes geométricas.

Quanto aos critérios de iniciagdo e propagacao das fissuras, apenas a metodologia
mais simples descrita anteriormente foi empregada, i.e., a descontinuidade forte tem
inicio quando o critério de escoamento ou dano é atingido e sua direcao é definida

como perpendicular a tensao principal méaxima.

1.2 Objetivos e Restricoes

Como foi dito anteriormente, a imposicao do regime de descontinuidade forte ime-
diatamente apds o fim do regime elastico nao é o critério mais adequado para tratar
o carater transiente da zona de processo de fratura. Portanto, o principal obje-
tivo desta tese é a extensao dos desenvolvimentos da CSDA via MEC, através da
aplicagao da andlise de bifurcagao, como critério para definir a localizacao de defor-
macoes, e a adocao de uma fase transitéria com descontinuidades fracas, precedendo
ao regime de descontinuidade forte. De forma resumida, a metodologia possui as

seguintes etapas:

i. Apds o inicio do regime inelastico, a condicao de bifurcacao passa a ser verificada

a cada iteracao do processo de solugao nao-linear;
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ii. Quando a condicao de bifurcacao é satisfeita, as condicoes de descontinuidade
forte sao verificadas. Se elas também forem satisfeitas neste instante, o regime
de descontinuidade forte é iniciado diretamente. Caso contrario, tem-se o regime
com descontinuidades fracas, com a espessura da banda de localizacao, h = hp,

definida pelo valor corrente das variaveis internas do modelo constitutivo;

iii. Uma lei de evolucao da espessura da banda, pré-estabelecida e baseada nas
variaveis internas do modelo constitutivo, é aplicada até que ela atinja o valor

correspondente ao regime de descontinuidade forte: h = k ~ 0.

Todo este processo é acompanhado por um algoritmo de geracao automatica de
células, semelhante, porém nao idéntico, ao apresentado em |Pedrini| (2008) e Manzoli
et al| (2009)). Basicamente, sempre que a condigao de bifurcagao é satisfeita numa
célula, uma outra é gerada, adjacentemente a anterior, a partir do lado que contém

o ponto final do segmento de descontinuidade (fraca ou forte) recém estabelecido.

As anélises sao restritas aos problemas de estado plano com medidas lineares de
deformagao, porém, a funcao de regularizacao cinemética é construida a partir de
fungoes de forma lineares associadas aos vértices da célula com descontinuidade
embutida, permitindo o emprego de células nao triangulares, diferentemente dos

demais trabalhos utilizando o MEC, citados na subsecgao [1.1.5.2]

Apesar da metodologia ser suficientemente adequada para simular qualquer tipo de
descontinuidade, neste trabalho apenas a propagacao de trincas em materiais parci-
almente frageis (como o concreto) foi abordada. Para tal, um modelo constitutivo
de dano isotrépico, que considera as diferentes resisténcias a tracao e a compressao,

foi adotado.
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1.3 Desenvolvimento Numérico

O desenvolvimento numérico deste trabalho foi realizado no sistema computacional
INteractive Structural ANalysis Environment (INSANE), que trata-se de um soft-
ware livre, desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Univer-
sidade Federal de Minas Gerais. Tal sistema utiliza a linguagem JAVA, seguindo o
paradigma de programacao orientada a objetos (POO), e foi inicialmente idealizado
para utilizacao do MEF. Posteriormente outros métodos numéricos foram integrados

a0 programa.

As primeiras implementagoes do MEC tiveram inicio em 2011 e renderam alguns
trabalhos em elasticidade, envolvendo aplicagdes, como em [Maia et al| (2013), e

formulagoes especificas, como em Anacleto et al.| (2013).

Para o tratamento de problemas nao-lineares, foi necessario realizar algumas adapta-
¢oes a formulagao implicita do MEC, desenvolvida originalmente por [Telles e Carrer
(1991), de modo a integra-la a estratégia de solucao ja implementada no INSANE.
Tal estratégia baseia-se no algoritmo descrito em [Yang e Shieh| (1990) e utiliza um
arcabougo numérico de modelagem constitutiva, desenvolvido por |Penna (2011)). As

referidas adaptagoes sao detalhadas em |Peixoto et al.| (2016)).

1.4 Organizacao do Texto

O texto desta tese esta organizado em mais seis capitulos.

O préximo capitulo trata da andlise de bifurcagao como condi¢ao necessaria a ocor-
réncia da localizacao de deformagoes. As ideias gerais desta andlise e sua formula-
¢ao matematica, independentemente do modelo constitutivo, sao abordadas inicial-

mente. Na sequéncia, todos os elementos de um modelo constitutivo (continuo) de
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dano isotropico sao apresentados, destacando-se o modelo utilizado nesta tese, ca-
racterizado por uma expressao da deformacao equivalente que privilegia a evolugao
do dano em estados predominantemente de tracao. Por fim, a andlise de bifurcacao

¢ particularizada para este modelo.

Os regimes com descontinuidades fracas e fortes sao detalhados no capitulo 3. Inicia-
se o capitulo pelo estabelecimento de equacoes cinematicas regularizadas, capazes
de representar ambos casos. A anélise de descontinuidade forte é entao apresentada,
determinando todos os elementos do modelo constitutivo discreto (ou coesivo), as-
sociado ao continuo. Consequentemente, as equacoes de compatibilidade que com-
poem as condigoes de descontinuidade forte, além de uma relacao entre os médulos
de amolecimento dos dois modelos, ficam definidas. Na sequéncia, a partir da anélise
da energia consumida para geracao da fissura, expressoes para o médulo de amo-
lecimento do modelo discreto sao obtidas. O capitulo é concluido com a descricao
do modelo de banda variavel, onde a etapa transitéria com descontinuidades fracas

possui papel fundamental.

As equagoes integrais com campos iniciais, utilizadas no MEC para o tratamento de
problemas fisicamente nao lineares sao apresentadas nos capitulo 4. Inicialmente,
consideram-se campos iniciais continuos, sem a presenca de descontinuidades, impor-
tantes para a descricao da etapa inelastica anterior a bifurcagao. Posteriormente, sao

deduzidas as equacoes integrais considerando a presenga de superficies descontinuas.

No capitulo 5, a discretizacao das equagoes integrais via MEC é detalhada. As equa-
¢oes algébricas, oriundas deste processo, sao entao organizadas, gerando uma tunica
equacao de equilibrio global, correspondente a formulacao implicita nao-linear do
MEC. A estratégia de solugao adotada, assim como o algoritmo de geragao automéa-

tica de células, sao apresentados na sequéncia.

Os capitulos 6 e 7 sao destinados, respectivamente, aos exemplos numéricos e as

conclusoes finais.



Capitulo 2

Localizacao de Deformacoes num
Modelo de Dano Isotroépico

Este Capitulo aborda as condigoes necessarias para a ocorréncia de bifurcacao des-
continua em meios materiais que apresentam leis de amolecimento em sua formulagao
constitutiva continua ou macroscépica. Por bifurcacao, entende-se o instante do car-
regamento inelastico no qual o campo de deformagoes deixa de ser continuo, o que
nao corresponde necessariamente ao aparecimento de descontinuidades no campo
de deslocamentos. Tem-se, neste caso, o surgimento das chamadas superficies de
descontinuidade fraca. A partir dai, bandas de localizagdo de deformagoes (regides

de elevados valores deste campo) podem se formar, delimitadas por tais superficies.

A localizacao de deformacoes em meios homogéneos com amolecimento, associa-se a
perda do carater eliptico do conjunto de equacoes diferenciais e, consequentemente,
o problema de valor de contorno torna-se mal definido. Com isso, a solugao deixa de
ser Unica e, nas analises numéricas, uma falta de objetividade em relagao ao refino
de malhas é verificado, visto que a solucao mais estavel corresponde a uma banda

de localizacao de espessura nula sem dissipacao de energia durante a falha.

Estas questoes sao ilustradas a partir de um problema unidimensional simples, se-
guido pelo estabelecimento das condigoes gerais de bifurcacao em modelos constituti-

vos independentes do tempo. Posteriormente, modelos continuos de dano isotrépico
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sao apresentados e, finalmente, a andlise de bifurcacao completa, para o modelo

utilizado nesta tese, é detalhada.

2.1 Localizacao de Deformacoes

A localizacao de deformacoes, caracterizada pela concentracao de elevados gradien-
tes de deslocamentos numa banda estreita, pode ser entendida como uma instabili-
dade material associada principalmente a presenca de amolecimento na modelagem
constitutiva macroscopica. O carater material desta instabilidade fica claro quando
verifica-se a possibilidade de sua ocorréncia mesmo em configuragoes com estados
de tensao homogéneos, como ilustrado a seguir num problema unidimensional sim-
ples. Na sequéncia, as condi¢Oes necessarias para bifurcacao sao formalizadas para
modelos constitutivos independentes do tempo, i.e., modelos nos quais o tensor cons-

titutivo tangente nao depende da magnitude da taxa das deformacoes.

2.1.1 Exemplo Unidimensional Ilustrativo

A falta de unicidade das solucoes analiticas e de objetividade quanto ao refino de
malhas nas solugoes numeéricas sao ilustradas aqui através de um exemplo unidi-
mensional, como apresentado por |Jirasek (2007). Considera-se uma barra de secgao
transversal constante A e comprimento total L, sujeita a tracao uniaxial, conforme

apresentado na figura [2.1.

Para o comportamento constitutivo do material, assume-se a relagao tensao-deformacao
(0-€) da figura , caracterizada por amolecimento linear apds uma tensao de pico
f+, ao final do ramo elastico. A deformacao na qual a barra perde sua capacidade
de transmitir tensao ¢ denominada €y, enquanto que a tensao maxima corresponde

a deformacao €, = f;/E, onde E é o médulo de elasticidade do material.
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Figura 2.1: (a) Barra sob tragao, (b) distribuicao de deformagoes, continuas por partes.
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Figura 2.2: (a) Diagrama tensao-deformacao com amolecimento linear, (b) diagrama

forga-deslocamento com diferentes comportamentos pés-pico admissiveis.

Ao aplicar-se um deslocamento u ao suporte a direita da barra, a resposta permanece
linear elastica até o valor u, = Le¢,, correspondente a uma forca de reagao maxima
F, = Af, (figura ) Apoés este instante, a barra comeca a perder resisténcia,
sendo que, em cada seccao transversal, a tensao pode diminuir acompanhada de
um aumento de deformagao (carregamento ineldstico com amolecimento) ou de uma
reducao de deformagao (descarregamento eldstico). A condigao de equilibrio estético
impoe que o perfil de tensao permaneca uniforme ao longo da barra, porém, para
um dado nivel de tensao &, entre zero e f;, existem dois valores possiveis para
a deformagao: €, e ¢ (figura [2.2p). Desta forma, a distribuicdo de deformagoes
nao precisa necessariamente manter-se uniforme, podendo assumir uma configuragao

arbitrdria, continua por partes variando entre €, e ¢;, como ilustrado na figura [2.Ip.
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Adota-se agora o termo L; para designar o comprimento acumulado dos trechos
sob amolecimento, enquanto que L, = L — L; refere-se a soma dos trechos em
descarregamento elastico. Quando a tensao se anula, a deformacao nas regioes com
amolecimento atingem o valor €; = €y, ja nas regioes com descarregamento tem-se
€. = 0. Com isso, o alongamento final da barra é dado por uy = L;e; + Lee. =
Lies. No entanto, deve-se perceber que o comprimento L; ¢ indeterminado a priori,
podendo assumir qualquer valor entre zero e L e, desta forma, infinitas solucoes sao
admissiveis para o ramo ineldstico, como representado na figura [2.2b. Este espectro
de solugoes é delimitado de um lado pelo caso de amolecimento total (L; = L e
uy = Ley) e, por outro, pela condicao de descarregamento uniforme (L, = L e uy =
0). Na realidade, esta tltima situacao representa o descarregamento eldstico num
momento imediatamente antes do inicio do regime inelastico e nenhuma dissipagao

de energia chega a ocorrer.

No caso das solugoes numéricas, o comprimento L; pode ser associado ao tamanho
dos elementos de discretizagao adotados. A perturbacao responsavel pelo desencade-
amento da localizacao de deformagoes pode ter origem fisica, por exemplo, a partir
da adocao de uma regiao de menor resisténcia, ou ter origem numérica, quando a

uniformidade dos campos é desfeita por truncamento dos resultados.

2.1.2 Analise de Bifurcacao Descontinua

De maneira geral, a bifurcacao nao coincide com o momento de inicio do regime
ineldstico, como no exemplo adotado na se¢ao[2.1.1] Normalmente, do ponto de vista
macroscépico, ela é precedida por uma fase de dissipacao em meio continuo. Desta
forma, a partir de um formalismo matematico valido para modelos constitutivos
independentes do tempo, as condi¢oes necessarias para o aparecimento de localizagao

de deformacoes sao estabelecidas nesta secao.

Inicia-se assumindo um dominio sélido tridimensional e homogéneo 2, sujeito a um
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estado uniforme de pequenas deformacoes €;;. Buscam-se, entao, as condicoes ne-
cessarias para que a taxa do campo de deformacoes, €;;, possa tornar-se descontinua
em duas superficies que delimitam uma banda £, C €2, como indicado na figura |[2.3]
Assume-se também, que as duas superficies possuem planos tangentes paralelos no
ponto em andlise, de forma que uma tnica base ortonormal {n, p,q} possa ser es-

tabelecida, onde n é o vetor unitario normal a estes planos.

Figura 2.3: Dominio sélido com localizagdo de deformacoes.

Considerando agora que a taxa de deslocamentos, 1;, permaneca continua nas duas

superficies, tem-se:

[0qt] = [t z]g; =0 (2.1a)

[0pt] = [t ;]p; = 0 (2.1b)

onde [-] representa a diferenca entre os valores de (-), dentro e fora da banda de
localizagao, enquanto que Oq4(-) e Jp(-) sdo as derivadas direcionais de (-), respecti-

vamente nas direcoes de q e p.

Das equacoes e [2.1D] para que haja descontinuidade na taxa das deformagoes,
deve-se ter:

[4;j]n; = am; #0 = [u,;;] = amn; (2.2)
donde & é um escalar correspondente a magnitude do salto no campo de velocidades

e m; ¢ um vetor unitario referente a direcao deste salto. Pode-se notar ainda que o

angulo entre os vetores n; e m; determina o modo de falha, que pode variar desde
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a abertura simples, quando eles sdo paralelos (modo I), até o cisalhamento puro,
quando eles sdo perpendiculares entre si (modo II). Para angulos intermediarios,

tem-se os chamados modos mistos.

Como consequéncia da equagao[2.2] a taxa das deformagoes deve satisfazer a seguinte

equacao de compatibilidade:
) .. . 1 .
[éi] = 5 ([ais] + [agal) = 5 (many +mymi)a (2.3)

Por outro lado, a condicao de equilibrio estabelece que as forcas de superficie, assim

como suas taxas, devem ser continuas nas superficies de descontinuidade fraca, i.e.,
[6n;] = [645]n; =0 (2.4)
onde o;; é o tensor de tensoes de Cauchy.

Os incrementos de tensao e deformacao relacionam-se através de um tensor consti-

tutivo tangente de quarta ordem, Ejj;,;, na forma:
Oy = fjklékl (2.5)

No caso de modelos constitutivos independentes do tempo, E!

i1 nao depende da

magnitude da taxa de deformacoes, porém pode haver dependéncia quanto a sua

diregao. Desta forma, para manter a generalidade, distinguem-se os tensores tan-

t,p t,Q\ Q2 . ~ . .
gentes dentro, £/, e fora, E; ", da banda de localizagao. Com isso, aplicando

as equacoes e A equacao e considerando as simetrias ¢;; = é;;, 6;; = dj; €

t ot ; ~ .
Eiiw = Ej, obtém-se o seguinte resultado:

Q . £0\Q A SO\Q
(niE:jklbnl)O‘mk = nl(Ez]kl\ - fjkzb)ekz\ ’ (2.6)

0\Q - ~ X .
onde ekl\ * representa o campo de deformacoes na regiao externa a banda de locali-

7agao.

Neste ponto, pode-se diferenciar entre bifurcacao descontinua, quando, de fato,

x9) t,\Q : ~ § I
By # Eijkl\ *, e bifurcagdo continua, quando os tensores constitutivos tangen-

tes dentro e fora da banda de localizacao sao os mesmos. Neste tltimo caso, a
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equacao [2.6] assume a forma:
(”iEfjkz”l)mk = Qpmy =0 (2.7)

onde @, ¢ denominado tensor de localizacao ou tensor acustico. Este segundo
termo é adotado por questoes historicas, visto que em problemas eldsticos, os auto-
valores deste tensor, divididos pela massa especifica do material, estao associados

as velocidades de propagacao de ondas no meio sélido (van der Giessen e de Borst,

1998).

Rice e Rudnicki| (1980) mostraram que a condi¢ao de bifurca¢do continua corres-
ponde a um caso limite da condicao de bifurcacao descontinua, com tendéncia a
ocorrer prioritariamente durante o carregamento ineldstico. Desta forma, a equa-
cao pode ser entendida como o caso mais desfavoravel para a ocorréncia de
bifurcacao descontinua e serd adotada neste trabalho como condicao necesséaria para

o inicio da localizacao de deformacgoes.

Deve-se perceber também, que a solugao trivial da equacao[2.7], my = 0, corresponde
a [€;] = 0 e, portanto, a localizacao terd inicio somente quando ;5 for singular,

i.e., a condicao de bifurcacao passa a ser:

det(Qjx) = det(n; Ejjym;) = 0 (2.8)

2.2 Modelos de Dano Isotrépico

Para dano isotrépico em meios materiais homogéneos sujeitos a pequenos desloca-

mentos, a energia livre de Helmoltz é dada por:

Y(eig,r) = [1— D(r)]holeij); oleij) = %EijE%klﬁkl (2.9)

onde ¢;; ¢ o tensor de deformacoes, obtido da parte simétrica do gradiente do campo

de deslocamentos, r é a varidvel interna escalar do tipo deformacao (r € [r,,o0);
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To = T|i=0), D é a varidvel de dano (D € [0, 1]) e Ef;;, representa o tensor constitutivo

elastico para materiais isotropicos, dado por:
ikl = /_\5ij5kl + 11(03 051 + 0udj) (2.10)

sendo d;; o delta de Kronecker e

E - 2uv
_ L= 2.11
P o+ 1- 20 (211)
onde E é o modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e
v para 3D e Estado Plano de Deformacoes
D= (2.12)

para Estado Plano de Tensoes
1+v

Uma equacao constitutiva, relacionando o tensor de tensoes de Cauchy, o;;, as de-

formacoes, pode ser obtida da equacao [2.9 na forma:

9, 179
Oij = % = (1 — D)Eijklekl = Eijklekl (2.13)
7]

onde E;jr; = (1 — D)E?,, é denominado tensor (ou operador) secante da relagao
J jkl

)

constitutiva.

A varigvel interna do tipo deformacao, pode-se definir uma outra, termodinamica-
mente conjugada, do tipo tensao, q (¢ € [0,7,]; qli=0 = 7o), tal que a varidvel de
dano fique definida por:

D(r)=1- M (2.14)

De forma similar aos modelos de plasticidade, podem-se estabelecer delimitacoes
para o dominio elastico, a partir de funcoes de dano especificas, nos espacos das

deformagoes ou tensoes. Genericamente, para tais funcoes, escreve-se:

F(0ij,q) = 75(0ij) —q (espago das tensoes) (2.15a)

F(€;j,7) = 1e(eij) —r (espaco das deformacoes) (2.15b)
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e os respectivos dominios elasticos sao dados por:
o = 1{0ij|F(0i;,q) <0} (espago das tensoes) (2.16a)

E. := {€;;|F(e;;,7) < 0} (espago das deformagdes) (2.16b)

Diferentes critérios de dano sao determinados por escolhas particulares dos termos

T, ou T.. As equacoes [2.15a] e 2.15D] devem ser equivalentes do ponto de vista

constitutivo e usualmente, adota-se especificar apenas o termo 7., também conhecido
como deformacao equivalente. Desta forma, alguns critérios de dano disponiveis na

literatura sao particularizados na tabela [2.1]

Tabela 2.1: Deformacoes equivalentes para alguns modelos de dano isotrépico.

Referéncia Te
Mazars e Lemaitre, (1984) NG
Simo e Ju| (1987) ew EY€n
Lemaitre e Chaboche| (1990) \/ —€ii B en
Oliver, Huespe, Blanco, e Linero| (2006]) eijEijklekl

Especificamente na expressao referente a Oliver, Huespe, Blanco, e Linerol (2006]), o
tensor efj é definido (num sistema de coordenadas alinhado com as diregoes principais
de deformagao) por:

Ndim

k=1

onde €, representa a k-ésima deformacao principal, & é um vetor unitario na direcao
principal correspondente e () = (|ex| + €x)/2. Desta forma, a degradacdo ocorre
preferencialmente em estados de tragao e este modelo torna-se particularmente ade-

quado para ser utilizado na representacao de materiais parcialmente frageis.

A superficie que delimita a regiao elastica deve evoluir apenas durante carregamentos
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inelasticos, i.e., quando 7 # 0, o que da origem as chamadas condigoes de Kuhn-

Tucker e de consisténcia:

F<O0; #+>0, 7F=0, §F=0 (2.18)

consisténcia

Deve-se ainda, definir uma regra de endurecimento que governe a evolugao da varia-

vel interna do tipo tensao. Isto pode ser feito pela seguinte expressao:
Gg=H(r)r (2.19)

onde H é o médulo de endurecimento-amolecimento. Especificamente, tem-se amo-

lecimento quando H < 0.

Finalmente, uma relacao constitutiva incremental, para condicao de carregamento

ineldstico (7 = 7.), pode ser obtida a partir da equacao [2.13] i.e.,

2

. oD\ . .,
= Fijui€n — (W) B i€rl

oD T, o .
= {Eijkl - (E) (aEkl)Eijrsers] €kl

_ ot
_Ez‘jklekl

(2.20)

onde E};;; é o tensor constitutivo (ou operador) tangente, apresentado anteriormente
na equacao 2.5 Deve-se notar também, que para o caso de descarregamento ou carga

neutra tem-se D =7 = 0 e, portanto, E};;; = Eiju nestas condigdes.

2.3 Analise de Bifurcacao Descontinua num Mo-

delo de Dano Isotrépico

Neste trabalho, adota-se o0 modelo de dano isotrépico com o critério de dano descrito
em |Oliver, Huespe, Blanco, e Linero| (2006) (ver tabela [2.1)) para representacao

dos efeitos dissipativos. Portanto, nesta secao, a analise de bifurcagao descontinua,
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apresentada genericamente na secao [2.1.2], é particularizada e pormenorizada para
tal modelo. Inicialmente, deve-se reescrever o operador tangente, apresentado na

equacao [2.20, em uma forma mais adequada. Para tal, tem-se das equacoes e

BT9 que
oD q— Hr

== (2.21)
enquanto que da tabela [2.1] obtém-se:
or. 1 o 1,
Der = - €+ ijkl — EklijE;; (2.22)

A substituicao das equacgoes e na equacao leva ao seguinte resultado:

q o q— Hr
Ezgkl gkl (T)UZJU:Z (2.23)

onde, 0;; ¢ usualmente denominada tensao efetiva e

Oij
1—D - E@]k

— R o
Oij = 1€kl5 ai _El]klekl (224)

A partir da equacao [2.23] o tensor de localizagao, definido na equacao 2.7, pode ser

reescrito na seguinte forma:

q— Hr o
Qi = niEfjklnl = anw,dm ( = >ni0-ij0-]:—lnl
(2.25)
q e — Hr e
tafu (e
r qr?
onde
;k: = niEfjklnl; I?z == 6ijnj; t_j_ == 6;;7% (226)

Aplicando a equagao [2.25 & condicao de bifurcac¢ao da equagao [2.8] tem-se

q ¢ q—Hr\. o 1z
det(ij) = ;det( ji) det |:(52k - < q7”2 )thmz t;r:| =0 (227)
No entanto, como 7, g e det( ) sao sempre positivos, esta condicao se reduz a

det {@-k — <Tm) er‘lﬁ} =0 (2.28)
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ou, utilizando a propriedade det(d;; — a;b;) = 1 — a;b;, vélida para quaisquer vetores

arbitrarios a; e b;,

_Hrl. ]
-1 {thf;;ltj} ~0 (2.29)
qr N —
2

TE

onde 77 = /£, QT

Da equacao [2.29] é possivel escrever uma expressao para valores do médulo de amo-
lecimento, H, de forma que a condicao de bifurcacao possa ser satisfeita, para um
dado estado de deformacoes, em termos de valores arbitrarios da normal unitaria,
ﬁi, i.e.,

(i) = 5[1 - #;J (2.30)

O conjunto de valores H(#;), obtidos da equacdo m para todos os n; possiveis,
num dado instante e num dado ponto material, pode entao ser definido formalmente
pela seguinte expressao:
. . q r?
G := {H(m) cR|3n; e R"m gy =1, H == {1 - 2—} } (2.31)
r 72 ()

Desta forma, o problema de encontrar um valor critico para o moédulo de amo-
lecimento, correspondente a condicao necessaria para bifurcagao, resume-se a um

problema de otimizacao do tipo:

H = max g, ec[H (7)) (2.32)

O vetor normal a banda de localizacao, n;, por sua vez, fica definido por:

n{ =n; tal que H(n;) = H" (2.33)

2

A seguir, expressoes analiticas para H" e n{" sao obtidas para problemas de estado

plano.
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2.3.1 Estado Plano de Tensoes

No caso de estado plano de tensoes, o tensor actstico elastico, definido na equa-

¢ao [2.26] assume a seguinte forma, apds o emprego das equacgoes [2.10], [2.11] e [2.12}

. o E |1+4+v 1—-v

Reescrevendo-o na mesma base ortonormal {n,p,q}, definida na se¢io [2.1.2] (ver

figura [2.3), tem-se, na forma matricial,
E

e e O

Cn e O

p bp 2(1 + V)

Dal, invertendo a equagao [2.35 obtém-se:
1 — 12
e\—1 E 0
@7 = F (2:36)

E

Da mesma forma, os vetores da equacao [2.26], nessa base alinhada a banda de loca-

lizagao, podem ser escritos como:

- 777/71/ 7TL ]‘ o nn - o + Y + ]‘ 0 +
Opn  Opp 0 Opn U;n pp 0 a;n

Substituindo as equagoes e na norma 7, apresentada na equagao [2.29]

Q

tem-se: )
1—v

0 gt
2 )= _ E nn
T = {Unn Upn} { }
0 @ Opn (2.38)

1 —1? 2(1
= —Va-nn(}:n + %@m@m

E
Por outro lado, das equagdes [2.10 [2.15b| (levando-se em conta a tabela e[2.24

pode-se escrever, para o caso de carregamento ineldstico,

1+v
2F

0,—1 _ 14 _
7’2 = 6ijEi]3kllaljl = 044 [ (5ik5jl + 5il5jk) - Eé,-jdkl} (T;:l
. (2.39)
= E |:(1 + l/)a—ij&;; — I/O'iiO';_-:|
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ou, na base {n,p,q},

1+v v
r? = (GanTmn + OppO s + 20pm0,0) — —=(Gun + Gpp) (0,1, + 5) (2.40)

E E

Assim, tomando-se a diferenga entre as equagoes [2.40] e [2.38], chega-se ao seguinte

resultado:
2\ 1\ 7
r? — 752 = (E)Unng:{n + (E) Oppaz;; N (E) (0”"0;17 + OppOn)
1
= —|\vou(va), — o)+ a,,(0 vo, }
= |V o)+ om(T, ) (2.41)
Ee,fp EG;p

Considerando, agora, uma outra base ortonormal formada pelas dire¢oes principais
das deformacoes, {€, &5, 83}, sendo &3 perpendicular ao plano do problema (&3 = q),
e denominando por # o angulo entre é; e a normal a banda de localizacao, é possivel

estabelecer as relagoes

) B ' e 0 —sin6
€pp = Di€ijDj = {_ sin ¢ COSQ} 0 e cosf (2.42)

= (61 — 62) SiIl2 0 + €9

(1) 0 ] {—Siné’}
0 (&) cos 6 (2.43)

= ({e1) — {e2)) sin* 0 + (e2)

onde € e €5 sao as deformagoes principais no plano e €; > €.

e;p = pie;’jpj = {— sinfl cos 9}

Substituindo, entdo, a equagao[2.41] na equagao [2.30e levando em conta os resultados

das equagoes [2.42 e [2.43] obtém-se:

2
o) =111 - L

r 72 — Eepy(0)es,(0) (2.44)

e a condigao de bifurcagao da equagao [2.32] fica reescrita na forma:

H" = maxpe[—n - [H(0)] (2.45)
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0 que corresponde a minimizar o termo eppel‘fp para 6 € [—m, 7|.

Desta forma, faz-se

a<€pp€;p)

A 0) =2(e; — €2)((e1) — {€2)) sin® O + (e3)(e1 — €2) + ex({e1) — (e2)) = 0 (2.46)

que resulta em

in20 = Gler e) — — €2<<€1> — <€2>) + <62>(61 — 62)
sin? 0 = G(ey, €2) 2e1 — e2)({e1) — (e2)) (2.47)

e, considerando que

a2<€pp€;rp)
— = 2(61 — — =0 2.48
) 2l — () — ) 2.48)
tem-se que a equagio corresponde ao minimo requerido. Como sin?§ € [0, 1],

adota-se:

Ger,e2) if 0 < G(er,6) <1
sin? 9 = {1 if G(ep,e9) >1 (2.49)
0 if G(ey,e9) <0
A partir da substituicao de 6%, obtido pela equacao , nas equacoes e
m e, posteriormente, na equagao obtém-se H, para um dado estado de

deformacgoes.

2.3.2 Estado Plano de Deformacoes

Para estado plano de deformagdes, tem-se:

G = il = p ning + Ok (2.50)

1-2v

Considerando novamente a base ortonormal {n,p,q} e reescrevendo na forma ma-

tricial:

[ 1 —2v T
2u(1 — —— 0 0

2p(1 —v) 00 2u(1 — v)

. 1—-2v o1 1
Q° = 0 Loo] = Q)= 0 p 0 (2.51)

1
0 0 p 0 0 —
L 2
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Ja os vetores da equacao [2.26] podem ser escritos como:

Opn Onp O 1 Tnn ot
t=|0m 0p 0 |q0p=2%0m¢; t' =107 (2.52)
0 0 04l (O 0 0
Com isso, para a norma 77, obtém-se:
[ 1—2v T
0 0
1
7-1572 = {5nn Opn 0} 0 - 0 5-;;1
oy (2.53)
0 o —| LV
L 2
I+v)1-2v)_ _. 2(1+v)_ _
T E1—y) mOmT T g 0mom

onde a equagao [2.11] foi utilizada.

A relagao obtida na equacao [2.39] para a varidvel interna r, é vélida também para
o caso tridimensional e serd considerada aqui para levar em conta a componente
de tens@o nao nula fora do plano. Dai, considerando a base {n,p,q}, chega-se a

seguinte forma expandida:
9 1+v,

= (TG, + Tpp0y, + 5qq5;q + 26pn5;n)
v, _ o _ _
— E(am + Gpp + Tgq) (O + Ty + Tg)
V4w 2 (2.54)
- B [(1+27)(Gunoy, + 579175;;3) +v (5nn5;;a + OppOn) + 25pn5;n]
v(l—wv)?

- T((Tﬂn + 5-1317)(5—7—;1 + 5;—;;))
onde as relagoes Gy = V(0nn + 0pp) € 0, = v(0,5, +0,5,), tipicas do estado plano de

deformagoes, foram aplicadas.

Subtraindo-se, agora, as equacoes e 2.53]

2 2 l+v v? =~ =+ ~ =+ ~ =+ ~ =+
T = T ) IO + (1= v)ou,0,, = V(Gun0,, + Opp0,y,)
1—v2[ v v v
— —+ ~+ — —+ —+
= o o —0 +0 O, — o
E 1_1/ nn }—V nn p]j pp \pp 1_1/ nn
_ E_+ B+ (2‘55)
1,2 €pp 1_,2 €pp
v E

_t = _ = _ +
= Epp |:O-pp 1 _ VO'nn:| = —1 — ]/2€pp€pp
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Desta forma, similarmente ao apresentado nas equagoes e [2.45] o problema
de encontrar um modulo de amolecimento critico, correspondente a condicao de

bifurcacao para estado plano de deformacgao, fica reescrito como:

2

-~ q T
H)==|1- (2.56)
r r2 — —l_EVQ epp(H)E;Fp(Q)
Het = MaXge|—m,x] [H(@)] (2.57)

sendo €,,(0) e € () dados, respectivamente, pelas equacoes [2.42| e [2.43
pp PP

Finalmente, toda discussao referente a orientacao da banda de localizagao no instante
da bifurcacao, representada pelas equagoes a permanece valida aqui. Na

proxima secao, um resumo da andlise para problemas planos é apresentada.

2.3.3 Sintese

Para problemas de estado plano, as equacgoes e podem ser sintetizadas na

forma:

710 q r2 E para EPT (2.58)
=-|1- ;Y= :
r 2 — e (0)€,(0) n E 5 Dpara EPD
—v

Com isso, para cada novo estado de deformacoes da andlise inelastica, a ocorréncia

de bifurcagao deve ser verificada, através dos seguintes passos:
i. Encontra-se uma orientacio critica, sin? 8%, a partir das equacoes e ;
ii. Aplica-se este resultado as equacoes e para obter €,,(0) e €}(6);
iii. Leva-se este ultimo resultado a equagao e obtém-se Het = H (0);
iv. Calcula-se, das equacoes e
H=1-D(r)—rD'(r) (2.59)
sendo D(r) uma fungao pré-definida. Dali, se

H > H (2.60)
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tem-se a bifurcacao. Caso contrario, a dissipacao continua com campos de

deformagao continuos.



Capitulo 3

Descontinuidades Fraca e Forte:
Um Modelo de Banda Variavel

No capitulo anterior, as condig¢oes necessarias para bifurcacao, i.e., o aparecimento de
descontinuidades no campo de deformacgoes durante o carregamento ineldastico com
amolecimento, foram estabelecidas. Trata-se, agora, uma etapa subsequente, refe-
rente a transicao entre estas descontinuidades, ditas fracas, e o surgimento de saltos
no campo de deslocamentos, conhecidos como descontinuidades fortes. Tal transi-
cao pode ser interpretada como um modelo com banda de localizacao de espessura
variavel. No modelo constitutivo de dano isotrépico adotado neste trabalho, esta
etapa corresponde fisicamente a evolugao desde a presenca de micro-trincas distribui-
das numa banda finita até a formacao de macro-trincas, em materiais parcialmente

frageis.

Na primeira secao, uma formulacao cinematica, valida para descontinuidades fraca e
forte é apresentada. Na sequéncia, aborda-se a chamada andlise de descontinuidade
forte onde, a partir da imposicao das condicoes de equilibrio na superficie desconti-
nua, obtém-se um modelo constitutivo discreto (ou coesivo) - que relaciona forgas de
superficie aos saltos de deslocamentos - associado ao modelo constitutivo continuo
original - que relaciona tensoes as deformagoes. Como consequéncias desta anélise,
obtém-se as condigoes necessarias para o estabelecimento da descontinuidade forte,

além de uma reinterpretacao do modulo de amolecimento do modelo constitutivo

37
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continuo para compatibilizagao com o modelo discreto. Finalmente, os aspectos

numéricos que definem o modelo de banda variavel sao apresentados.

3.1 Cinematica com Descontinuidades

Equacgoes cineméticas envolvendo descontinuidades fracas e fortes sao apresentadas
nesta secao, seguidas pelo estabelecimento de uma formulacao regularizada capaz
de tratar os dois casos num tnico conjunto de equagoes, conforme desenvolvido por

Oliver et al.| (1998, 1999).

3.1.1 Cinematica com Descontinuidade Fraca

Fazendo referéncia a figura [3.1j, assume-se um dominio bidimensional 2, onde os
pontos materiais sao designados por X. Considera-se também, um sistema de co-
ordenadas curvilineas, {x, (}, de forma que ¢ = 0 define uma linha S, totalmente
contida em uma banda de localizagao €),. As fronteiras desta banda sao igualmente
formadas por linhas de coordenada ¢ fixa, i.e., ST(( = (") e ST(¢ = (1), o que
permite definir sua espessura como fungao apenas de x: h(x). A linha S divide o
dominio em duas partes, 2~ e Q7. e define-se um vetor unitdrio n;, normal a S e

direcionado para Q.

Sendo {é,,é:} a base ortonormal associada as coordenadas curvilineas e definindo
por 7, (x,C) e 7¢(x, () seus correspondentes fatores de escala, tal que ds, = r,dx
e ds¢ = re¢d¢ sejam os comprimentos de arco, respectivamente ao longo de x e ¢,
pode-se escrever h(x) = 7¢(0,x)((T — (™). Deve-se perceber ainda que, para pontos

localizados sobre S, o vetor unitario €; coincide com a normal n;.
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Eﬁ(ﬂﬂi]}nj + [;]n:)

Y

S ¢

Figura 3.1: Cinemdtica com descontinuidades: (a) descontinuidade fraca, (b) desconti-

nuidade forte, (c) formulacao regularizada.

Assume-se agora, o seguinte campo de velocidades em §2:

(X, 8) = (X, £) + Ha, (X, 1) [i:] (X, 1) (3.1)
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onde t representa o tempo, u(X,t) e [u;](X,t) sdo campos de deslocamentos C°-

continuos e Heq, (X, t) = Hq, (¢, t) é uma funcdo rampa, dada por:

0, para X € Q7\Q,
Ha, =4 1, para X € Q\Q, (3.2)
¢—¢
W, para X e Qb

onde a\b significa a parte de a excluindo-se b, i.e., a\b=a — (aNb).

Pode-se perceber que Hgq, representa um salto unitério entre as linhas S~ e ST, visto
que, para uma mesma coordenada x, {[Hq,] = He, (", 1) —Hq,((7,t) = 1 Vx}. Ja

o seu gradiente, nas coordenadas curvilineas e escrito de forma estendida, é dado

por:
o i(‘?HQbé i@HQbé - ié
Qpi — TC 8C e TX aX X :u‘Qb h( ¢
he(x: €) = re(x, O(CT = ¢7) (3.3)

he(x,0) = r¢(x; 0)(C" = ¢7) = h(x)
sendo f1o, uma funcao de colocagao em €, i.e., {p,(X) =1se X € ) e pg,(X) =

0se X & Q).
Com isso, tomando-se a parte simétrica do gradiente da equacao |3.1] e fazendo uso
da equagdo [3.3] obtém-se o campo das taxas de deformagoes infinitesimais, i.e.,

€i;(X, 1) = %(uz‘,j + ;) + %(ﬂﬂmﬂ + [;4]) %(Huiﬂé + [1u;]é) (3.4)

onde éf referem-se as projecoes de & no sistema de coordenadas cartesianas original.

Nota-se que os dois primeiros termos & direita na equagao [3.4] representam uma par-
cela continua das deformagoes, enquanto que o ltimo, como indicado na figura [3.Th,
apresenta valores nao nulos apenas na banda (de localizagao) 2, caracterizando des-

continuidades das deformacoes nas linhas S~ e S*.
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3.1.2 Cinematica com Descontinuidade Forte

A cinematica com descontinuidade forte pode ser definida como um caso limite da
cinemética com descontinuidade fraca quando a banda de localizagao de deformagoes
tende para a linha S, i.e., para uma banda de espessura nula, como representado
na figura [3.1p. Desta forma, na medida que, simultaneamente, (= — 0 e (* — 0,
a funcao rampa da equagao colapsa na funcao degrau (ou fungao de Heaviside),

dada por:

0, para X € Q~
Hs(X) = (3.5)
1, paraXeQt

Com isso, o campo de velocidades assume a forma:
(X, 1) = (X, 1) + Hs(X)[:] (X, 1 (3.6)

tornando-se, portanto, descontinuo em S. Neste caso, a funcao [u;](X, t) representa
a magnitude das componentes do salto no campo de deslocamentos sobre a linha de

descontinuidade forte.

O campo de taxa das deformagoes infinitesimais, compativel com a equagao 3.6} fica,
por sua vez, escrito como:

€i(X,t) = %(ﬁi,j + ) + %(ﬂui,jﬂ + [a;:]) + %S([[ﬂi]]nj + [a;]ni) (3.7)

onde ds é a funcao delta de Dirac sobre a linha S.

Percebe-se que os dois primeiros termos a direita na equacao |3.7| correspondem a
uma parcela contendo, no maximo, descontinuidades finitas, enquanto que o ltimo

termo torna-se infinito sobre a linha S.

3.1.3 Cinematica Regularizada

Apresenta-se agora, uma formulacao regularizada da cinemética com descontinuida-

des, capaz de representar ambos os casos (descontinuidades fraca e forte) através de
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um conjunto unico de equacgoes. Tal formulacao se mostrara 1til, mais adiante, no

desenvolvimento de um modelo numérico com banda varidvel.

A partir da figura 3.1, escrevem-se os campos de velocidades e deformagoes nas

respectivas formas:

U (X7 t) = az(Xv t) +Hs (X) [[uz]] (X7 t) (38)
&j(X,t) = 5 (uig +uji) + 22 ([aag] + [agal) + %([{Uiﬂnj + [[uj]]ni), (3.9)
€j (finito) infinito qu;;do R(¢)—0

onde us é uma funcdo de colocacdo sobre S, ie., {us(X) =1se X € S e us(X) =
0se X ¢ S}.

Quando a espessura de banda, h((), tende a zero, (%) — s e, as equagoes

e [3.9) tornam-se equivalentes as equagoes 3.6 ¢ 3.7 Com isso, a cinemdtica de des-

continuidades fortes fica completamente recuperada.

Por outro lado, como h(() = h¢(x,0) e n; corresponde a & em S, a taxa de deforma-
¢oes da equagao |3.9|representa a sua correspondente na presenca de descontinuidades
fracas (equagao , desde que a espessura da banda de localizacao seja suficien-
temente pequena. Ressalta-se, no entanto, que neste caso, h(¢) # 0 e os campos

1
das equacoes e nao sao compativeis, no sentido que €; # §(u” +u;;). A

compatibilidade é alcangada apenas quando h(() — 0.

Como sera tratado mais a frente, nesta tese adota-se um modelo com banda varia-
vel, caracterizado pela evolucao da banda de localizacao de deformacoes, desde uma
espessura finita h, definida no instante de bifurcacao, tg, até uma espessura nula,
numericamente caracterizada por uma constante pequena k, representando o regime
com descontinuidade forte, a partir do instante tgp. Desta forma, o estado de defor-
macoes totais para um instante de tempo apés o inicio do regime de descontinuidade

forte, i.e., t > tsp, pode ser obtido a partir da integracao temporal da equagao [3.9]
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ie.,
", ps [P 1, .
€ (X, ) |iztsp = / €ijdt + 5 E([[uzl]n] + [ ]nq)de
0 tp |
t
1
2 tsp h

1
€ij +Ms%(ﬁ[[“iﬂ”j + Afug]n;)
~—

N J/

finito para h=k—0 infinito para h=k—0
onde Afu;] = [w;](X,t) — [u;](X,tsp) é o incremento no salto de deslocamentos
durante o regime de descontinuidade forte e o carater material da superficie descon-

tinua, i.e., n; = 0, foi adotado.

3.2 Analise de Descontinuidade Forte

O objetivo da anédlise de descontinuidade forte é identificar as condigoes necessa-
rias para que modelos constitutivos continuos sejam compativeis com a cinematica
representada pela equagdo [3.10f Como ponto de partida, deve-se perceber que a
continuidade das forgas de superficies (e sua taxa), através da interface S, é uma
condicao necessaria para atendimento as equacgoes de equilibrio, i.e.,

oS
ij

ti(X,t) =0, (X, t)n;(X) = U;Sj(X, t)n;(X) (3.11a)

(X, 1) = 65 (X, H)ny (X) = 65(X, t)ni(X) (3.11D)

onde t; refere-se ao vetor forca de superficie, afj

ponto sobre S e 02\8

sao as componentes de tensao num
sao as tensoes num ponto infinitesimalmente préoximo a ele,

porém, localizado em Q\S.

Com isso, verifica-se que, como as deformacoes sdo finitas em Q\S (e;;= €;), as

< O\S . ~ . O\S
componentes de tensao O'ij\ também o ser@o, assim como t; (t; = aij\ n;). Os mes-

mos argumentos sao validos para equagao |3.11b| Por outro lado, deve-se perceber

S
ij

S

.S , . S .
que o5 e o;; também devem ser finitos, apesar de €7 e €

nao o serem, para que o

sentido fisico das tensoes seja preservado.
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Como ja citado anteriormente, a andlise de descontinuidade forte estabelece um
modelo constitutivo discreto, que relaciona forcas de superficie aos saltos nos deslo-
camentos em S, associado ao continuo. Ela conduz também a uma reinterpretacao
do médulo de amolecimento do modelo original, fazendo com que ele seja reescrito
em funcao do seu correspondente no modelo discreto (denominado médulo de amo-
lecimento discreto ou intrinseco). Deve-se, portanto, conduzir tal andlise a luz de
um modelo continuo especifico. Nesta tese, adota-se o modelo de dano isotropico,
com a deformacao equivalente definida como em (Oliver, Huespe, Blanco, e Linero

(2006), apresentado na secao [2.2] e resumido a seguir:

- L,

Energia livre:  ¢(€;5,7) = [1 — D(r)]o(€i5), ¢ol€ij) = §eijEijklekl (3.12a)
0 UK

Equacao constitutiva: o;; = % = (1= D)E}em = Eijricn (3.12Db)
€ij

Varigvel de dano: D = D(r) =1 — @, D € [0,1] (3.12¢)

r
: r € [ry,00),
Lei de evolugao da variavel interna: 7 = A, (3.12d)
fi

To = T|t:0 = VE

F(eyj,r)=71.—1r= \/ € B pem — 1 (esp. def.)

Critério de dano: < ou (3.12€)
F(oij,q) =17 —q = ,/U;EE%;UM —q (esp. ten.)
Condicoes de carreg.-descarreg.: F <0, A >0, AF =0, AF =0 (3.12f)
Lei de amolecimento: ¢ = H(r)r, (H =¢'(r) <0), qu 0.7l (3.12g)
dlt=0 = To

onde pode-se verificar a equivaléncia dos critérios de dano nos espacos das tensoes e

das deformacoes da equacao a partir da aplicacao das equagoes e3.12d|
além da definicao o = (1 — D)E?}kle;l. Na equacgao |3.12d, f; refere-se a tensao de

1% %

resisténcia a tracao e E ao modulo de elasticidade do material.

Desta forma, todo o desenvolvimento desta se¢ao, que essencialmente segue o apre-

sentado em |Oliver| (2000), é realizado considerando-se o modelo definido pelas equa-

oes BIZ)
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3.2.1 Equacao Constitutiva Discreta

Das equacoes [3.12b], [3.12¢| e [3.10], o tensor de tensoes para um ponto sobre S é dado

por:

s |- 1
oy = g it [le + ﬁ(A[[uk]]m + A[[ul]]nk)} (3.13)

Assumindo que este ponto encontra-se no regime de descontinuidade forte, ou seja,

t>tsp = h=k— 0, tem-se da equagao que

. o |- 1
tj = niafj = }lllm {z—jn, ikl |:€kl + ﬁ(A[[uk]]nl + A[[ul]]nk)} }

—0

. 1 0
= }1L1_>I% (h_rg) QS(niEz‘jklnl)A[[uk]] (3.14)

e
Ik

(1 .
= lim (%> s QA [ux]

h—0
onde Q% é o tensor actistico eldstico, apresentado anteriormente na equagao m
e que possui a caracteristica de ser positivo definido. Portanto, para Afu;] # 0, o

termo qsQ5,Afux] deve ser finito e diferente de zero.

Desta forma, para que o vetor forca de superficie também permanega finito, como

argumentado anteriormente, deve-se ter:

}lliir(l)(hrs) #0 se Afug] #0 (3.15)

Para que esta condicao seja totalmente satisfeita, assume-se a seguinte estrutura
para a evolucao da variavel interna do tipo deformacao em pontos sobre a superficie
descontinua:

1
'I;'S = EO& Vit 2 tB, alt:tB =0 (316)

onde « serd denominada varidvel interna discreta, considerada finita (assim como

Q).
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A equacao [3.16| pode ser integrada até um instante t > tgp, resultando em

t tsp 1 t 1
rs = rsdt =r +/ —deT—i—/ ——a(71)dTt
S A S \B . h(T) ( ) ] top h(T) ( )

:=rsp h=k (3.17)
1/t 1
=rgp + — a(r)dr =rgp + —Aa
k Jigp k

onde Aa = a]t - oz|tSD erp = 7’$|t=tB-

Observa-se agora, que o termo rgp, definido na equacao [3.17] para t > tgp satisfaz

a condicao:
: : : tso ko
flLlir(l)(hrsp) = IICILI%)(I{ZTSD) = Ilcli% |:]{Z7’B + /tB W@(T)d7:| =0 (3.18)

Com isso, aplicando a equacao a e levando-se em conta o resultado da

equacao [3.18] obtém-se:
lim(hrs) = lim(hrgp + Aa) = Aa # 0 (3.19)
h—0 h—0

o que demonstra que a lei de evolucao proposta na equacao [3.16| é consistente com
a condigao apontada na equagao [3.15 e faz com que a equagao [3.14] seja compativel

com Afu;] # 0.

Finalmente, a substituicao da equacao [3.19 na equacao [3.14} resulta em

4s e
ti = Ao Al vVt >tsp (3.20)

que é a equagao constitutiva discreta (ou coesiva), relacionando forgas de superficie

em S aos incrementos no salto dos deslocamentos.

3.2.2 Lei de Amolecimento Discreta

Aplicando a equacao a3.12¢ obtém-se para a evolucao da varidavel interna do

tipo tensao, em pontos sobre S, a seguinte expressao:

1
gs = His = H7d (3.21)
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Do critério de dano no espago das tensoes (ver equagao e considerando o
carater finito das tensoes (e suas taxas) em S, conclui-se que gs e ¢s também serao
finitos (no caso de ¢s, deve-se notar que este termo assume valores ndo nulos apenas
durante carregamento ineldstico que, conforme as equagoes [B.12f, corresponde a
4s = T, — finito). Da mesma forma, por definigao, & assume apenas valores finitos.
Com isso, o termo lim,_,o(H/h) também deve assumir valores finitos. Propoe-se,

portanto, a seguinte estrutura:
H=hH"; Vt>l1p (3.22)

onde H* < 0 é definido como finito e recebe o nome de médulo de amolecimento
discreto ou intrinseco. Sua expressao pode ser deduzida a partir da andlise da energia
consumida durante a formagao da descontinuidade forte (e.g., macro-trincas), como

sera tratado mais & frente.

A equacao refere-se a dita reinterpretacao do moédulo de amolecimento do mo-
delo constitutivo continuo, que exerce um papel fundamental na compatibilizacao
entre tal modelo, no caso, definido nas equacoes |3.12] e a cinemética com desconti-
nuidades detalhada na secao Quando h — 0, a lei de amolecimento assume o
carater distributivo destacado no trabalho original de |Simo et al.| (1993), visto que
H* — 0sH. Por outro lado, na estrutura considerada aqui, onde h assume valo-
res finitos durante o regime com descontinuidades fracas, a equagao [3.22) pode ser

considerada uma extensao apropriada ao modelo de banda varidvel.

Agora, substituindo a equacao [3.22| na [3.21] chega-se ao resultado:
gs = H"c (3.23)

que ¢é a contrapartida discreta da lei de amolecimento apresentada em
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3.2.3 Variavel de Dano Discreta

A integracao temporal da equacao [3.23| conduz a seguinte expressao:
t
gs = qsp + / H*&(r)dr (3.24)
tsp

onde gsp = C]S|t:tSD~

Considera-se agora, por questoes ilustrativas, apenas o caso correspondente a amo-
lecimento linear, i.e., H* constante (na segao sera considerado também o caso
de amolecimento exponencial). Desta forma, a equacao m pode ser resolvida,

gerando

gs = ¢"(Aa) = gqsp + H*Aa £ 0 (3.25)

Na equagao [3.25] verifica-se a dependéncia da varidvel interna do tipo tensdo na in-
terface descontinua, gs = ¢*(Aa) € [0, gsp|, com relagao a varidvel discreta interna,

Aa.

Define-se agora, uma variavel w, tal que:

7" (Aa)

w(Aa)=1-— o

(3.26)

com A« € [0,00) e, portanto, w(Aa) € (—oo, 1]. Comprando-se as equagoes
e [3.26, a varidvel w(A«) deve ser entendida como a varidvel discreta de dano, em

contrapartida a continua, D(r). Com isso, a equacao constitutiva discreta (equa-

¢ao [3.20)) pode ser reescrita na forma:

t= (1 - w)Q5ALu]; Yt > tep (3.27)

3.2.4 Energia Livre Discreta

No contexto da modelagem constitutiva termodinamicamente consistente, o com-

portamento de um ponto material é descrito por um conjunto de varidveis de estado
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internas (que podem ser tensores de diferentes ordens), suas leis de evolugao e fun-
cionais (dessas varidveis), que apds a aplicagdo da segunda lei da termodinamica,
funcionam como potenciais que dao origem as equacoes constitutivas. Maiores de-
talhes destas questoes podem ser vistos em |Coleman e Gurtin (1967). Particular-
mente, em processos isotérmicos e sem difusao de massa, sob pequenas deformagoes,
um desses funcionais é a chamada densidade de energia livre de Helmoltz, escrito
genericamente na forma 1 (e;;, &), onde & (k = 1,...,n) representam as varidveis

internas, e do qual podem-se obter as tensoes na forma:

6w(ei]~, ak)
= —" (3.28)
J 8%
No caso de um modelo de dano isotrépico continuo, esta densidade de energia livre
(energia por unidade de volume) é dada na equagao [3.12al Propoe-se agora, a

definigdo de uma fungao densidade de energia livre discreta, ¢ (energia por unidade

de drea). Intuitivamente, no contexto da andlise de descontinuidade forte, adota-se:

~

¥ = lim(his) (3.29)
onde ¢s = w‘XES-

Com isso, aplicando as equagoes [3.12a], [3.12d, [3.10] 3.17] e [3.26] & equacao [3.29]

obtém-se:

. h
¥ = lim {%(Ei %klefl>]
= S (M)A fu]) (3.30)

1

=51- w) Alu;] Q5 Alur]

::do
ou seja,

~

D(ALu],w) = [1 = w(Aa)]de(Afuw]); %(A[[ui]])Z%A[[ui]] Ayl (3:31)

Deve-se perceber ainda, que a equagao constitutiva discreta [3.27| pode ser obtida da

equacao |3.31], a partir da operacao:
OY(Aw],w)

" AL

(3.32)
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3.2.5 Critério de Dano Discreto

Para completar o modelo constitutivo discreto restam definir o critério de dano e as
condicoes de carregamento e descarregamento discretos, associados as equagoes|3.12¢
e |3.12fL Para tal, deve-se definir inicialmente, uma norma 7a[,), contrapondo a

deformagao equivalente, 7.

Considerando que os autovalores da segunda parcela da equacgao [3.10| nao assumam
valores negativos, a sua introducao ao termo referente a 7. na equacao|3.12¢}, conduz

ao seguinte resultado, apds tomar-se o limite h — 0:

TAR] = \/ Alu]Q5Aus] (3.33)

A partir dai, tendo em vista a equacao [3.17], o critério de dano discreto (no espago

dos incrementos de salto dos deslocamentos) fica totalmente estabelecido na forma:

G(Au], Aa) = mapg — Ao = [A[u]Q5Alw] - Aa (3.34)

Finalmente, seguindo a equacao |3.16, pode-se definir um multiplicador de dano
discreto, \*, de forma que
1 1

As = EA* =is = (3.35)

donde seguem as condigoes discretas de carregamento e descarregamento:

G<0: M>0, G=0. MG =0 (3.36)
—

consisténcia

3.2.6 Sintese do Modelo Constitutivo de Dano Discreto

Ao longo das secoes a um modelo constitutivo discreto, induzido pela

aplicagao da cinemética com descontinuidades ao modelo continuo da equagao [3.12]
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foi determinado. De forma condensada, pode-se escrever:

D(AJu], w) = [1 - w(Aa)e(Afu);

Energia livre: A 1 (3.37a)
Yo(Afui]) = S A[w] Q5 A ]
Equacao constitutiva: ¢; = % = (1 — w)QA[u] (3.37b)
Varigvel de dano: w =w(Aa) =1 — a (A&), w € (—o0,1] (3.37¢)
o
Lei de evolugao da varidvel interna: 8(2@) —a=\ Aae|0,0) (3.37d)

Critério de dano: G(A[w], Aa) = Tap) — Aa = \/A[[u,]] GA[us] — Aa (3.37e)

Condicoes de carreg.-descarreg.: G <0, A\ >0, \G=0, MG =0 (3.37f)
1 q* € 10,gsp];
Lei de amolecimento: ¢ = H*&, (H* = EH < 0), 0. gs] (3.37g)
¢*|i=tsp = qsp

A correspondéncia entre cada parametro dos modelos continuo e discreto é apresen-

tada na tabela B.1]

Tabela 3.1: Correspondéncia entre os modelos constitutivos continuo e discreto.

Modelo Parametros

Continuo: oy €5 By, D(r) r q(r) H X\ F
Discreto:  t;  Afu] ¢ w(Aa) Aa ¢ (Aa) H* X G

ij

Pode-se observar também, que a equacao constitutiva discreta define um

operador secante discreto na forma Qf;, = (1 — w)Qf;, semelhante ao continuo,

— ] A — — s  __ e
Eiji = (1 — D)E7,,. Porém, como em t = tsp, w = —00, tem-se Qj; = +00Q;.
Com isso, o modelo discreto pode ser classificado como um modelo de dano rigido,

como ilustrado na figura |3.2]

Na secao |3.2.2 um dos pontos fundamentais da analise de descontinuidade forte
foi destacado: a reinterpretacao do modulo de amolecimento do modelo continuo
como condicdo necessaria para a compatibilizacdo com o discreto. A seguir, com-

plementando a analise, um segundo ponto igualmente importante é abordado: o
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estabelecimento das condigoes de descontinuidade forte, que referem-se a restrigoes
no campo de tensao, que devem ser satisfeitas durante tal regime.

O A ta

I tsp

»
»

3 "Alu]

Cinematica com descontinuidade

Figura 3.2: Modelos de dano continuo (0;; x €;5) e discreto (t; x Afuw;]).

3.2.7 Condicoes de Descontinuidade Forte

A aplicacao da equacao a leva ao seguinte resultado para pontos sobre &

no regime de descontinuidade forte:

as

ds .
O';S = —EQ-MG‘,?Z =lim{ —————
J ¥ 1A
TS rsp + yAQ

Efn {acl + %(A[[uk]]nl + A[[ul]]nk)} }
} (3.38)

o s o |- 1
= }ILIL% {—hrSD n AOinjkl |:h€kl + Q(A[[uk]]nl + A[[ul]]nk)}

= E(A[[uk]]m + A[[ul]]nw]

onde as equagoes e foram utilizadas. Desta forma, pode-se escrever:

1 Aa _, _ Aa s,
§(A[[ui]]nj + Afujn;) = —Ei]?klla,fl =St (3.39)
qs qs

ij
onde efjf = Efj’,;llakl = (1 — D)e;; é a chamada deformagao efetiva. O cardter finito

S,ef

S ; -
de oy faz com que €7 também o seja.

A equagao tensorial [3.39] é denominada equagao da descontinuidade forte e pode ser

vista como um conjunto de seis equagoes algébricas (devido a simetria), relacionando

S.ef
ij

as componentes de tensao, Ufj, (ou de deformagao efetiva, €;7°’) as componentes dos
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saltos nos deslocamentos, Afu;]. Trés delas sao, de fato, as equagoes constitutivas
discretas que podem ser recuperadas pré-multiplicando ambos os lados da
equacao [3.39] por n;. As demais trés, envolvendo apenas componentes de tensao
em S, compoem as chamadas condigoes de descontinuidade forte, que devem ser
satisfeitas durante todo o tempo t > tgp. Para obté-las de uma maneira mais direta,
reescreve-se a equacao [3.39| na sua forma matricial, considerando a base ortonormal

{n,p,q}, com p e q tangenciando S, i.e.,

Alua]  5A[up]  5Aug] A el el eped

«
%A[[up]] 0 0 = q_S ef;ff efz;ef egq’ef (3.40)
54w 0 0 et et e

donde conclui-se que, para S corresponder de fato a uma linha de descontinuidade
forte, deve-se ter:

e =l =l =0 (3.41)

Atendo-se agora, apenas ao caso bidimensional, uma rapida simplificacao das equa-
¢oes [3.41] merece ser destacada. Considerando os vetores unitarios n e p co-planares
a linha de descontinuidade, como representado na figura [2.3], é ficil perceber da defi-

ef ._ go

771 J—
€] w 0k = (1 — D)e;;) que, tanto para o caso

nigao das deformagoes efetivas ( s

de estado plano de deformagoes como de tensoes, tem-se (sempre) ef,{; = 625 =

Portanto, a condi¢ao de descontinuidade forte fica resumida a

€f =€, =0 (3.42)

pp

Substituindo a equacao na equacao [2.58], obtém-se:
Herit = 0 (3.43)

o que significa dizer que, para o caso bidimensional, o regime de descontinuidade
forte tera inicio imediatamente apds a bifurcacao apenas se o modulo de amoleci-

mento for nulo neste instante. Como em geral isso nao ocorre, um modelo de banda
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variavel, onde uma etapa transitéria com descontinuidades fracas é adotada, mostra-
se muitas vezes necessario para correta simulacao das falhas materiais. Este modelo
serd detalhado na secao [3.4f Antes disso, expressoes explicitas para o médulo de
amolecimento discreto, H*, sao deduzidas na proxima secao, a partir da andlise da

energia consumida durante o regime de descontinuidade forte.

3.3 Energia Consumida no Regime de Desconti-

nuidade Forte

A poténcia consumida, P, durante um processo quase-estatico de deformacao em

um dominio sélido €2 é dada por:

Q

Restringindo a anélise ao periodo apds o inicio do regime de descontinuidade forte,

i.e., t > tgp, pode-se substituir a equacao na equacao [3.44] obtendo
: )
/ 05y dS) = / Tij {@‘j + = ([ + [[uj]]nz’)} ds
) Q 2
. 1
oS Js 2

J/

(3.45)

-~

Ps

onde a defini¢do de &; foi dada na equagao e Ps é a poténcia consumida no

desenvolvimento do salto no campo de deslocamentos.

Considerando a equagao e a simetria do tensor de tensoes, pode-se reescrever:
Ps = / t;[u;]dS (3.46)
S

Desta forma, a energia total consumida, desde o inicio do regime de descontinuidade

forte até o alivio total da tensoes, é dada por:

too too too
Wi — / Podt — / / t ] dSdt = / [ / ti[[ai]]dt]ds (3.47)
tsp tsp JS S LJtsp
————

Gsp
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onde Ggp é a energia liberada em S, por unidade de area, durante o regime de
descontinuidade forte. Assumindo que a energia liberada durante a transicao em
regime de descontinuidade fraca é pequena quando comparada a Ggp, este termo
pode ser entendido como a energia de fratura, Gy, usualmente adotada como uma

propriedade do material e cujo valor pode ser determinado por ensaios padronizados.

Procura-se agora, reescrever o nucleo da integral da equagio numa forma mais

conveniente, levando-se em conta o modelo de dano discreto das equacgoes [3.37]

Partindo da equacgao |3.33], tem-se:

1
Ak = (Afus] Q5 [9]) (3.48)
ie.,
Alui]QF;[05] = Tap)TaLu (3.49)

Com isso, pés-multiplicando [;] na equagao constitutiva|3.37b| (apds a aplicagao da
equagao 3.37¢|) e considerando a simetria de Q5;, além da equivaléncia gs = ¢*(Aa),

definida na equacao [3.25] chega-se ao seguinte resultado:

tii] = [2_2 [us] Z]ﬂﬂi]] ZZ—Z(TA[{uuTA[{uH) (3.50)

Das equacoes e[3.37f verifica-se que a dissipagao ocorre somente se Taf,) = A

e Ta[u) = &. Portanto, a equagao equivale a

Procede-se agora, a substituicao da equagao [3.51] na expressao de Ggp, definida na

equacao [3.47] i.e.,

too too q's 0 1
Gsp = / qsadt = / Gs - dt = / q+-dq (3.52)
tsp tsp H 4sD H
onde a lei de amolecimento discriminada na equagao foi utilizada. No caso
Gsp ~ Gy, tem-se qsp R g, = 1o = i, de forma que:

VE

0
1
VE
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Por fim, destaca-se que diferentes leis de amolecimento podem ser definidas de acordo

com a estrutura do moédulo de amolecimento discreto. Por exemplo, amolecimento

linear é obtido a partir de um H* constante, enquanto que amolecimento exponencial

requer uma expressao do tipo H*(q) = A*q, onde A* é uma constante. Desta forma,

para cada um destes dois casos, a solug¢ao da equacao [3.53| resulta em:

i. Amolecimento linear:

1 ¢?

Gr=—~L
U T

vE

ii. Amolecimento exponencial:

’ fi
= A" =— :
_ft Gf\/E

vE

1

Gf:E

3.4 Modelo de Banda Variavel

0 1 2
t
- AT N 4§
i H* [QE}

2
* t

- 2EG,

H* ft

- GHE

(3.54)

q (3.55)

As diferentes etapas do processo de carregamento, adotadas nesta tese para um dado

ponto material, sao consolidadas nesta secao. Como ja destacado anteriormente, o

emprego de um modelo constitutivo de dano isotropico faz com que tais etapas

estejam associadas aos estagios de degradacao que compoem a zona de processo de

fratura em materiais parcialmente frageis.

O A

o S f

v

Y: Limite eldstico
Y B B: Ponto de bifurcacao
: SD: Inicio da descont. forte

I: Zona elastica

\SD II: Zona ineldstica

: III: Descontinuidade fraca
IV: Descontinuidade forte

Figura 3.3: Diferentes fases do processo de carregamento.

Com base na figura [3.3] pode-se distinguir:



o7

I. Fase elastica: Comportamento linear eldstico, com o;; = Efjklekl, até o ponto

limite Y;

I1. Fase inelastica: Comportamento nao-linear com campos de deformacao e
deslocamento continuos. Nesta etapa, o modelo constitutivo descrito na se-
cao ¢é aplicado de forma direta, sendo que a cada novo estado de deforma-
¢oes (numericamente falando, a cada iteracao), a analise de bifurcagao sinte-
tizada na secao m (para problemas planos) deve ser realizada. Quando a
condicao da equacao for satisfeita, ocorre a bifurcacao, identificada pelo

ponto B;

ITI. Fase com descontinuidade fraca: Caracterizada pela presenca de descon-
tinuidades no campo de deformacoes. Adota-se a cinematica regularizada,
descrita na secao [3.1.3] com valores finitos de h, que pode ser interpretado
como a espessura da banda de localizacao. A medida que a andlise avanca,
essa espessura diminui continuamente, desde um valor hg no instante de bifur-
cagao, B, até um valor nulo (numericamente falando, um parametro pequeno
k) no ponto SD, que marca o inicio do regime de descontinuidade forte. A
lei que rege a variacao desta banda é considerada pré-definida, i.e., entende-se
que ela seja uma propriedade do material. Uma representacao destas ideias é

apresentada na figura [3.4}

IV. Fase com descontinuidade forte: Caracterizada por descontinuidades no
campo de deslocamentos, que produz deformacoes ilimitadas. Adota-se a ci-

nematica regularizada sa se¢ao [3.1.3] com h =k ~ 0.

Se no instante de bifurca¢ao B, a condigao de descontinuidade forte (equacao m
para problemas planos) também for satisfeita, tem-se B = SD, e a etapa III é

suprimida, como indicado na figura [3.5h.
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t=tp tg <t<tsp

hg >h>k

>0
/—
t>tsp
./

(c) (d)
Figura 3.4: Modelo de banda de varidvel: (a) instante da bifurcagao, (b) evolugao da
banda sob regime de descontinuidade fraca, (c) inicio do regime de descontinuidade forte,

(d) variacdo da espessura da banda de localizagao em relagao ao tempo.

v

mV

(a) (b)

Figura 3.5: Diferentes fases do carregamento para: (a) B =SD, (b) Y =B = SD.

Na simulacao de fratura em materiais parcialmente frageis, muitas vezes é razodavel
assumir o inicio do regime descontinuidade forte imediatamente apds o final do com-

portamento elastico, i.e., Y = B = SD, conforme ilustrado na figura [3.5b. Nestas
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situagoes, é comum definir a orientacao da superficie de descontinuidade como sendo
perpendicular a diregao da maxima tensao principal, evitando-se, assim, a realizagao
da anélise de bifurcacao, bem como a verificacao das condigoes de descontinuidade
forte, durante a solugao computacional. De fato, apenas analises considerando tal
simplificacao haviam sido realizadas até recentemente no contexto do Método dos
Elementos de Contorno - Manzoli e Venturini (2004} 2007) e Manzoli et al.| (2009)
-, onde bons resultados foram obtidos. Entretanto, de acordo com as simulacoes
realizadas nesta tese, em alguns casos, a utilizagao do modelo de banda varidvel

mostrou-se imprescindivel para a correta captura da trajetéria da trinca.

Em termos computacionais, considerando as equacoes [3.12d], [3.12¢] e [3.22] além da

especificacao de uma lei para a variacao de h, as trés etapas do carregamento ine-
lastico diferem basicamente pela expressao de ¢(r) e, consequentemente, de D(r),

conforme detalhado a seguir.

3.4.1 Regime Inelastico Continuo

No caso de dissipagao com campos continuos, a lei de amolecimento é postulada como
propriedade do material. Classifica-se tal lei de acordo com a estrutura da funcao
q(r). Por exemplo, definindo C' como uma constante escalar negativa arbitraria,
se H = ¢(r) = C, diz-se ter uma lei de amolecimento linear, enquanto que para
H(q) = ¢'(r) = Cqg, tem-se uma lei exponencial. Exemplos de expressoes para ambos

0s casos sao apresentadas aqui.

3.4.1.1 Lei de Amolecimento Linear

To se r<r,
qr) =S 1o+ H(r—r,) se ro <t < (r,— ) (3.56)

0 ser}(ro—%")
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0 se r <1,
D(’["):].—M: 1—E—H{1—T—O} se 1, <1 < (1o — %) (3.57)
r r r
1 se r = (r,— 1)

3.4.1.2 Lei de Amolecimento Exponencial

( ) To se r<r, (3 58)
q(r) = i .
roeA(lfﬁ) se r>r,

D(r)=1- at) _ )Y ST (3.59)

T _r
r 1— 240770) g r>r,
T

sendo A, uma constante positiva. Neste trabalho, adotou-se a expressao apresentada

em Oliver et al.| (1990):

G, 117
A= {Mf* - 5} (3.60)

onde [* é um comprimento caracteristico, correspondendo, no contexto do Método
dos Elementos de Contorno, ao tamanho tipico de uma célula interna, i.e., & média

dos comprimentos dos seus lados.

3.4.2 Regime com Descontinuidade Fraca

No regime com descontinuidade fraca, deve-se inicialmente postular uma lei de vari-
acao da banda de localiza¢ao. Seguindo a ideia apresentada por Oliver et al.| (1999),
neste trabalho foi adotada uma lei de variacao linear com a variavel interna do tipo

tensao que, fazendo referéncia a figura|3.6, pode ser escrita na forma:

h(q) = R(q — qsp) + k (3.61)

onde

hg — k _
R=——"": sp=Pqs (3.62)
4B — 4spD
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e B é uma constante fixa pré-estabelecida, tal que 0 < 8 < 1.

ha
B

qsp = Bqs g 4

Figura 3.6: Lei de variagao linear para banda de localizagao, h(g) (0 < 8 < 1).

Nas equacoes e[3.62] ¢p refere-se a varidvel interna ¢ no instante de bifurcacao,
i.e., quando a equagao [2.60] ¢ satisfeita. Resta definir o valor inicial da espessura
da banda de localizacao, hg. Para tal, destaca-se primeiramente, que o médulo de
amolecimento continuo, reinterpretado apds aplicacao da cinematica com desconti-

nuidades, conforme destacado na equagao [3.22] pode agora ser escrito em funcao de

uma udnica varidvel (¢), tendo em vista também as equagoes e|3.55 i.e.,

H(q) = H*(q)h(q) (3.63)
Desta forma, pode-se definir
H(qp)
hg = 3.64
N ‘H*(C]B) (3.64)

A classificacao da lei de amolecimento é feita, a partir de agora, com referéncia ao

modelo discreto, ou seja, de acordo com a estrutura do moédulo intrinseco, H*, como

nas equagoes [3.54] e [3.55]
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3.4.2.1 Lei de Amolecimento Linear

Aplicando as equacoes [3.54] e [3.61] a [3.63] chega-se a seguinte equagao diferencial

ordinaria:
fiR ftk
H=q(r)=- ~qsp) — 3.65
q(r)=—3 EG, (@ —4sp) = 5 EG, (3.65)
cuja solucao resulta em
k S R LA
q(r) = qsp — 7T [QB —(qsp + E} g8 87" (3.66)

Com isso, da equacao

1 k k %(TB_T)
D(T):l—; QSD_E‘F QB_(]SD‘FE e*Pos se rp<r<rgp (3.67)

onde rgp pode ser obtido diretamente da equagao |3.60] i.e.,

2EG k
'spD =7TB — fQRf In (—) (3.68)
t

hp

3.4.2.2 Lei de Amolecimento Exponencial

Introduzindo as equacoes [3.55] e |3.61] & |3.63 obtém-se agora:

H=¢(r) = aq* + bq (3.69)

onde

Iy (k- Resp) (3.70)

~ GWVE  GiE

A solugao da equagao [3.69] é dada por:

R e : (371

4dB

o que corresponde a

b b+a -
D(ry=1-— - [ —a+ (—QB) eb(rB_T)] se rp<T <Tgp (3.72)
r 4B

onde, da equagao [3.71]

1 g (b+agsp
= — =1 3.73
fsp =T g [QSD ( b+ agp (3.73)
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Como destacado na figura [3.6] durante todo o regime de descontinuidade forte, tem-

se:

h =k

(3.74)

Expressoes para a evolucao da variavel de dano sao, entao, deduzidas a seguir para

leis de amolecimento linear e exponencial.

3.4.3.1 Lei de Amolecimento Linear

Das equacoes [3.54], [3.63] e [3.74], obtém-se:

fik
H — _ _ t
q'(r) 200G,
cuja solucao fornece
ftk
q(r) = qsp — (r—rsp)
2EG;
Dai,
2k 1 2k
D(r)=1+ 220,‘ . |:CISD + ZQGerD] se r>1rgp

onde rgp é dado pela equacao [3.68|

3.4.3.2 Lei de Amolecimento Exponencial

Substituindo as equacoes e na equagao [3.63]

fk_,
GVE

H=q(r)=—

A solucao da equacao ¢ dada por:

fik _
Gf\/E(TSD T)

C](T) = (gspe

o que resulta em

qsD 7Gft\];§(TSD*7")
D(r):l—Tef se r>7Tsp

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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onde rgp é dado pela equagao [3.73]

Por fim, destaca-se aqui, que na simplificacao referente a introdugao direta de
descontinuidades fortes ao final do regime elastico, i.e., Y = B = SD, tem-se

rsp = qsp = o (= fi/VE). Com isso, a equacao assumiria a forma:

r rgk
D(r)y=1- ?OBGT‘

(1-2)

se r>T, (3.81)

que corresponde a evolugao da varidvel de dano utilizada por Manzoli et al.| (2009).



Capitulo 4

Equacoes Integrais para Problemas
Fisicamente Nao-Lineares

Equagoes integrais para problemas de sélidos cujos materiais apresentam compor-
tamento nao-linear, sob determinadas condigoes de carga, em regime de pequenas
deformagoes sao apresentadas neste capitulo. Duas maneiras distintas de obté-las
sao convencionalmente adotadas na literatura: uma baseada na aplicacao do teo-
rema da reciprocidade de Betti, como por exemplo em Aliabadi (2002), e outra nos
conceitos de residuos ponderados, como em Brebbia et al.| (1984). O segundo caso
foi adotado aqui. Em ambas, as equacoes diferenciais de equilibrio e as condigoes de
contorno naturais e essenciais sao o ponto de partida. Com isso, o problema de va-
lor de contorno fica implicitamente satisfeito (de forma completa) pelas formulagoes

integrais obtidas.

O capitulo é dividido em duas secoes. Na primeira, definem-se as equacoes integrais
em meios continuos convencionais, enquanto que na segunda, suas correspondentes
para dominios com a presenca de descontinuidades sao obtidas. Estratégias de solu-
¢ao destas equagoes, através do Método dos Elementos de Contorno, serao tratadas

no capitulo

65
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Considere um dominio sélido €2, delimitado por um contorno fechado I' =T', U T,

onde sejam prescritos deslocamentos em I', (condi¢oes de contorno essenciais) e

forgas de superficie em T', (condigbes de contorno naturais), conforme ilustrado na

figura . Suponha ainda, que um conjunto de forgas externas (por unidade de

volume), cujo campo resultante serd referenciado por b;, atuem em €.

Figura 4.1: Dominio sélido continuo.

Nestes termos, um problema de mecanica quase-estatica com deformagoes infinite-

simais fica totalmente definido (em sua formulacao diferencial) através do seguinte

conjunto de equagoes:

('Tij,j + bl = 0 em

éz’j — %(UZ»J + ’llj,i) =0 em
O"Z‘j — 6‘1](6”) = 0 c1m

ui = 1]11 e1m

dijnj = ﬂ]z em

2 (equilibrio interno)

2 (compatibilidade cinematica)
) (compatibilidade constitutiva)
I, (c. c. essenciais)

[, (c. c. naturais)

(4.1a)
(4.1b)
(4.1c)
(4.1d)

(4.1e)

onde 7;;(€;;) representa qualquer funcao constitutiva nao-linear. Em particular, para

modelos de dano isotrépico, representa a relacao secante da equacao |3.12h|

Considere agora, os diagramas de equilibrio uni-axial arbitrérios apresentados na
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figura[4.2] Percebe-se que qualquer ponto de uma trajetéria de equilibrio nao-linear

pode ser definido, independentemente do modelo constitutivo, como a combinacao

de duas partes lineares. Ou seja, para uma deformagao €, a tensao real &(€) pode

ser dada pela subtracao entre um estado de tensao obtido pela aplicagao direta da

relacao elastica linear inicial, E%, e um residuo o° = E°¢°.

g g

Figura 4.2: Trajetérias de equilibrio uni-axial arbitrarias.

Generalizando para um dominio multi-axial, pode-se escrever:

e o
€ij = €5 T €

o

Gij€i) = Efjplen — €1) = Efjpen — 03

i ijk
ou, derivando com relagao ao tempo,
. e o

‘;Tij(éij) = Ez‘ojkl(ék’l - éZz) = Efjklékl - dfj

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Particularmente para os modelos de dano isotrépico, pode-se mostrar facilmente

que as deformacoes residuais e suas taxas, normalmente denominadas deformagoes

iniciais, correspondem respectivamente a €;; = Deij e €7, = Deyj + Dé;j.

Uma primeira formulacao integral do problema definido nas equacgoes é obtida
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assumindo-se uma solucao, ;, cujo erro introduzido pode ser minimizado adotando-

se a seguinte equacao de residuos ponderados:

Q Ty T

onde u} e t! representam deslocamentos e forcas de superficie de um campo pondera-
dor, por hora, arbitrario. Particularmente para pontos localizados sobre o contorno,

t; = ojmn;, onde n; referem-se as componentes da normal unitaria a I', apontando

para fora do dominio.
Integrando por partes o primeiro termo da equagao [4.6] i.e.,
Q Q ) ’ r Q ’
e aplicando a equagao [4.7) & [4.6]
Q ’ Q Ty Ty
Considerando agora, as equagoes e [4.5], além das simetrias associadas a peque-

nas deformacoes em meios isotropicos, pode-se reformular o termo a esquerda na

equacao [4.8 da seguinte maneira:
< * _ o * o 0 %
/Uijui,de_/Eijkluk,lui,jdg_/ z‘jkl‘fkluz,de
Q Q Q

:/(Elgliju;j)nlukdr_/(Elgliju:,j)ﬂ ude_/(Elgliju;j)ézldQ
r 0 0

(4.9)

r Q Q

r Q Q
e a substituigdo da equagao [£.9 na equagao [£.8 leva a
Q Q Jr, ; )
i fiuzar
_ / gt dT — / gt dl + / oA (4.10)
u - Q
- Jp dstzar

:/6iu2‘dﬂ+/f¢U?dF—/ait?dF+/Ufjé?jdﬂ
Q r r @
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A seguir, a particularizacao do campo ponderador conduzird as equacoes integrais
pertinentes a aplicacao ao Método dos Elementos de Contorno. Sao elas: equagoes
integrais para deslocamentos em pontos internos (identidade de Somigliana), para

deslocamentos em pontos do contorno e para deformacoes em pontos internos.

4.1.1 Identidade de Somigliana

Assumindo que as fun¢oes de ponderagao u; referem-se a um campo de deslocamen-
tos num meio homogéneo infinito, sob regime elastico linear, resultante de carrega-
mentos unitérios (linearmente independentes) aplicados em X = € (£ € 2, £ ¢ T),

pode-se escrever:

by =6(X = &)P; (4.11)

onde P; = 1 para qualquer valor do indice e §(X — &) é a fungao delta de Dirac, que

estabelece

/ S T A (4.12)
Q 0 se £¢Q

A esta configuracao, da-se o nome de problema fundamental de Kelvin.

*

Agora, considerando a condigao de equilibrio o7; ;

¢ao [£.11] na equagao fornece:

= —b!, a substituicao da equa-

(@F = [y (€ X0 RAX) ~ [ 156 X)is () R (X
: r (4.13)

+ [y X0h, 00RO + [ o3l X)) RAX)

onde

ui(X) = U%(ﬁaX)Pf t;<X) = t%(g,X)H; U;k(X> = U:jk@:X)Pi (4.14)

J

Os tensores u;; (€, X), t7;(§, X) e 07;;(§, X) sao as solugdes fundamentais de Kelvin

e representam, respectivamente, num ponto de campo, X, deslocamentos e forgas

de superficie na direcao j e componentes de tensao jk devido a uma carga unitaria
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concentrada no ponto fonte, &, e aplicada na direcao i. Expressoes para tais termos

sdo apresentadas no apéndice [A]l

A partir do principio da superposicao, a equacao pode ser desmembrada para
cada direcao do espaco euclidiano, resultando na identidade de Somigliana, que for-
nece componentes de deslocamento (ou, no caso, de velocidade) para pontos internos,
ie.,

(€)= / uts (&, X)i,(X)dr(X) — / £, (€, X )ity (X) I (X)
r r (4.15)

+ [ i€ 30,X0d00%) + [ o7ule. X)e5K)AX)
Das equagoes e (apéndice|A)), verifica-se que o niicleo da integral do dltimo
termo na equagao apresenta singularidade fraca. Desta forma, técnicas especiais

de integragao numéricas sao requeridas, conforme tratado mais adiante.

4.1.2 Equacao Integral para Deslocamentos no Contorno

A situagao na qual & € I' é tratada aqui. Para tal, assume-se uma ampliacao
do dominio através do acréscimo de uma superficie esférica parcial (no caso tridi-
mensional) ou uma parte de um circulo (no caso bidimensional), ambos de raio € e
englobando o ponto fonte, €, conforme ilustrado na figurafd.3] O dominio aumentado

sera referenciado por )..

=i
=

Figura 4.3: Ponto fonte no contorno: dominio aumentado.
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Desta forma, a equacao pode ser reescrita como

w©= [ XL - [ (e X)nX)dr)

F_F8+FS ' F_F5+Fs (4 16)

4 / a5 (6, X)by (X)dQUX) + / 07 (€. X)e2,(X)d0(X)
Qe 9]

€

Deve-se agora, tomar o limite € — 0 para recuperar o dominio original. Voltando
a atencao inicialmente para o segundo termo a esquerda na equacao [4.16] faz-se o

seguinte desmembramento:
ti [ 45Xy (R)AN(X) = Ty (6 Xt (X)ar ()

+ lim £5,(€, X)it; (X)dI'(X)

e—0 I—r

(4.17)
onde a primeira integral a direita pode ser reescrita, a partir da adi¢ao e subtragao

de um campo constante ;(&), na forma:

lim [ #75(&, X)u;(X)dl'(X) = lim : ti;(& X[ (X) — u;(€)]dl(X)

e—0 T e—0

+ u(€) {}fif% /F ti}(ﬁaX)dF(X)} (4.18)

O primeiro termo a direita na equacao resulta em valor nulo para campos de
taxa de deslocamentos continuos em £ € I'. J4 o segundo, pode ser integrado anali-
ticamente, gerando um tensor como termo livre em fun¢ao apenas da geometria de I'
em torno de & e de propriedades constitutivas do material. Com isso, e observando
que o termo & esquerda na equacao m pode ser escrito na forma ;(§) = 6;;1,(§),

convém definir
() —5Z]—|—hm/ (£.X)dI'(X) (4.19)

Vale a pena destacar que, para pontos fonte em regioes suaves do contorno, a regiao
acrescida ao dominio refere-se a uma semi-esfera (ou um semi-circulo) e a solugao
da equacao resulta em ¢;; = (1/2)d;; (uma dedugao completa pode ser vista em
Aliabadi (2002)). No caso de quinas, os angulos limites de integragao se alteram e a
dependéncia, nao somente neles, mas também nas constantes elasticas do material,

torna-se explicita.
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Retornando a equacgao , verifica-se das equagoes (ver apéndice) que o nicleo da
ultima integral apresenta singularidade forte e o seu limite existird apenas no sentido
do valor principal de Cauchy, cuja existéncia requer que o campo %;(X) satisfaca a
condigao de continuidade de Holder em £ (ver, por exemplo, Muskhelishvili (1953))).

Tal condigao pode ser expressa matematicamente por:
Ja,(X) — @, (€)| < AIX —€° (4.20)

onde X é qualquer ponto de I' e A e B sdo constantes positivas, com 0 < B < 1,
sendo B = 1 o caso mais restritivo. Para destacar esta peculiaridade, utiliza-se a

seguinte notagao:

lim [ £(& X)iy(X)dT(X) = ][ £5,(€, X )iy (X)dT (X) (4.21)

e—0 I—T. T

Numericamente, métodos bastante especificos serao necessarios para solucao dessas

integrais.

A primeira e a tltima integrais da equacao apresentam apenas singularidade
fraca quando ¢ — 0 e X — £&. Portanto, tal equacao pode ser finalmente reescrita

na seguinte forma:

co(@iie) = [

[ (€. X0, (X)ar (X) - ][ £,(€, X1ty (X)dl'(X)

: (4.22)
+ [ (€ X004 + [ o746 X05,(X)d2(X)
Q Q
A equagao fornece as componentes de deslocamento (ou de velocidade) para

pontos situados no contorno e é muitas vezes denominada simplesmente equacao

integral do contorno.

4.1.3 Equacao Integral para Deformacoes internas

A taxa de deformacoes em pontos internos pode ser obtida tomando-se a parte
simétrica do gradiente da equagao [£.15] i.e.,

6 (6) = 3lias(8) + i5a(6)] (1.23)
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Nas trés primeiras integrais, as derivacoes podem ser realizadas diretamente sobre
os tensores de segunda ordem presentes em seus ntcleos, visto que em nenhum caso
surgem grandes problemas de singularidade (nas integrais de contorno tem-se £ # X
e, na de dominio, a derivagao resulta em um termo de singularidade fraca). Com

iSSO, surgem dois novos tensores nas formas:
* 1 * *

* 1 * *
Expressoes explicitas para estes termos sao apresentadas no apéndice [B]

A integral de dominio, da equacao , que contém o termo ineldstico, €7, por sua

*

vez, precisa ser melhor explorada, ja que as derivacoes de aljk(ﬁ , X) (com relagao
ao ponto fonte) produzem tensores de singularidade forte quando £ e X coincidem.
Para tal, assume-se a exclusao de uma esfera (para dominios tridimensionais) ou de
um circulo (para dominios bidimensionais), ambos de raio € e centrados em &, do
dominio original, 2, como ilustrado na figura[d.4, O novo dominio sera referenciado

por ..

Figura 4.4: Subdominio 2. C € considerando a exclusao de uma esfera ou circulo.

No limite € — 0, representa-se formalmente:

Vi=lim [ 07(& X)é%(X)d(X) (4.26)
Qe

e—0
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Desta forma, o gradiente com relacao ao ponto fonte pode ser escrito da seguinte

maneira:

: 0 . o
Vil =ty | 3 [ otule. 005,X0000% (1.27)

Para tratar de forma correta o termo entre colchetes, deve-se perceber que o dominio
(2. é fungao da posicao do ponto fonte, i.e., 2. = .(&). Desta forma, pode-se utilizar
a formula de Leibnitz:

d [ dé,

da

Ao

p2(c)
flz,a)de = / ﬁd o

oi(a) da o= flgne)

+ f(¢2, ) (4.28)

do #1(a)

onde, no caso da .27, « estaria associado as coordenadas de 1(«) corresponderia
) ) b

a superficie I'., referente a superficie da esfera (ou circulo) de raio €, e ¢ estaria

do2

associado ao contorno I' do dominio original, de forma que 2 = 0. Seguindo essas

analogias, obtém-se:

Vil =tim{ [ (o€ 0] Jes0d00x) .

—/ afjk(ﬁ,X)éjk(X)ﬁl(X)dF(X)}

€

onde n; representa as componentes do vetor unitario ortogonal a I'., apontando para

Ty
r

a diregdo externa da esfera (ou circulo). Na equagao a relagao r,; = = = n;,

sendo r; = X; — &, valida para X € I'., também foi levada em conta.

Aplicando o processo limite a primeira integral da equacao pode-se mostrar,
como em Telles (1983)), que ela existe no sentido do valor principal de Cauchy,
desde que €7; satisfaga a condigao de continuidade de Holder em £ A seguinte

representacao ¢ entao adotada:

e—0 Q

ing [ 050006 X1 ]5:002%) = [o700(6. K| JesX0a00X)  (430)

Considerando que na equacao para deformacoes a parte simétrica do gradiente serd

requerida, deve-se definir:

1
o€ X) = B [U;kl,j(€7X)|£ + U;kl,i(gax)‘g} (4.31)
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cujas expressoes explicitas, também sao apresentadas no apéndice

Por outro lado, a iltima integral da equacao [4.29| contempla o fato de que o dominio
Q). se modifica com uma variagao nas coordenadas de & e sua existéncia foi pioneira-
mente identificada por Bui (1978). No tratamento deste termo, inicia-se pela adogao
da expansao em série de Taylor da taxa das deformacoes iniciais, em torno do ponto

fonte, i.e.,

efg(X) = 5?;(5) + [Xk - gk]eggk(f) +oee (4-32)

Os termos lineares (e de ordem superior) na equagao 4.32} quando aplicados a ultima
integral da equacao [£.29] resultam em nicleos despreziveis no limite ¢ — 0. Desta

forma, pode-se escrever:

iy [ 076 X0 0MAL(X) = &50() limy [ 0346 X)m(X)AC(X) (433)
=0 Jp. i—) T, 5

v~

=—F¢,,
onde £, é um termo livre oriundo da solugao analitica da integral em destaque na
equacao [4.33] e, novamente enfatizando que a parte simétrica do gradiente definido
na equacao serd necessaria a formulacao da equagao integral para deformacoes,
deve-se estabelecer:

% ! [Fia; + Fipil (4.34)

ijkl — 5

Expressoes para os termos F*

€€
ik €, consequentemente, F;

i1k Sa0 apresentadas no apén-

dice [C], considerando dominios tri e bidimensionais.

Finalmente, considerando as equacoes [£.24], [£.25] [£.31] e [£.34], a equacao integral para

taxa de deformacgoes em pontos internos pode ser obtida a partir da operagao da

equacao [4.23] sobre a equagao [4.15] i.e.,

(€)= / (6, X) b0 (X)dT(X) — / 12 (€, X )i (X)dT(X)
r . r (4.35)
n / (€, X)by (X)d2X) + ][ 0 (€. X)E (X)) + F&ué(€)
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4.2 Meios com Presenca de Descontinuidades

Para a representacao dos meios com descontinuidades, sejam elas fracas ou fortes, a
cinemética regularizada apresentada na segao pode ser utilizada. Entretanto,
por questoes numéricas, é importante reformula-la novamente, permitindo a distri-
bui¢ao dos efeitos da superficie descontinua sobre uma regiao finita (e arbitraria)
do dominio. Tal reformulagao é apresentada inicialmente. Em seguida, partindo da
formulacao diferencial do problema, as equagoes integrais sao obtidas. Finalmente,
a imposicao da equacao de equilibrio na interface descontinua, em sua forma forte, é

destacada como condicao necessaria para complementacao das formulacgoes integrais.

4.2.1 Reformulacao das Equagoes Cinematicas

Tomando como ponto de partida a figura 3.1k, a reformulagao da cinemadtica com
descontinuidades inicia-se pela definicdo de um subdominio arbitrario 2, (C ), ao

redor de S, como apresentado na figura 4.5

% %

Figura 4.5: Subdominio arbitrario {2, em torno da superficie descontinua.

Define-se ainda, uma funcao continua ¢(X), também arbitraria em €),, mas que

)
satisfaca as seguintes condigoes:
0, para X € Q\Q

o(X) = (436)
1,  para X € Q\QF
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Com isso, a equacao (3.8 pode ser reescrita na forma:

(X, 1) = (X, + O[] (X 1) + [Hs(X) — oKl (X. 1)

5 (X,t) MEX) (4.37)
= 0;(X, t) + MEX)[i] (X, )

onde 1;(X, ) sdo fungdes continuas e M%(X) possui valor nulo para todo X em €,
exceto no subdominio §2,. Nota-se, portanto, que o campo de deslocamentos (ou
velocidades) fica composto por uma parcela regular, @;(X, t), e outra que contém as

componentes do salto, M%(X)[w;](X,t), cuja regido de influéncia é €.

Deve-se notar ainda, como descrito por Oliver| (19964d), que as condigoes de contorno
essenciais nao podiam ser impostas diretamente sobre as parcelas u; ou [u;] do
campo de deslocamentos. Porém, com a reformulacao definida na equacao [4.37] tais

condigoes podem ser aplicadas exclusivamente ao termo ;, desde que I', N €2, = 0.

A equagao [3.9) por sua vez, assume a forma:

) 1. . : M? . ) 1 . )
€ (X, 1) = §(Ui,j + i) + T([[ui,j]] + [4]) — 5(%‘ [i;] + o, [w:])
o | o (438)
+ ([, + Tiglny)

2 . us . .
= & — €5+ oy ([alny + [iy]ni)

onde €;; é uma parcela regular das deformacoes, e;‘} possui valores nao nulos apenas

no subdominio €2, e o dltimo termo ¢é restrito aos pontos sobre S.

Assim como destacado para as equacoes e na secao [3.1.3] as equacoes [£.37 e

[4.38] sdo cinematicamente compativeis apenas sob regime de descontinuidade forte,

i.e., quando limj_, [“S}EX)} = 05(X).

4.2.2 Formulacoes do Problema

O problema de valor de contorno, considerando a presenca de uma superficie de

descontinuidade S, fica totalmente definido através do seguinte conjunto de equagoes
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diferenciais:
Gij; +bi=0 em OQ\S (equilibrio interno) (4.39a)
Ging—ogn; =0 em S (cont. ext. forgas de sup.) (4.39b)
Ging — dfjnj =0;nj — dfjnj =0 em S (cont. int. forgas de sup.) (4.39¢)
1
€ij — i(u” +u;;) =0 em € (compatibilidade cinemédtica) (4.39d)

0ij :dfj(ézj) em S (compatib. constitutiva) (4.39)
Gij = d--\s(éij) = Elpén em Q\S (compatib. constitutiva)  (4.39f)

u; =1w; em [, (c. c. essenciais) (4.39g)

giynj=1t; em I, (c. c. naturais) (4.39h)

onde O’i-(ﬁij) representa uma relacao constitutiva continua apropriada, como descrita

_l’_

no capitulo , e um regime eldstico linear é considerado para Q\S. Os termos o} e 0;;

referem-se, respectivamente, as tensoes em Q1 e Q7. As equacoes complementares
de equilibrio, |4.39b| e 4.39¢| estdo associadas a continuidade, externa e interna (a
S), das forgas de superficie. A equacgao 4.39d| corresponde a m

Considerando a arbitrariedade de ¢(X) e uma orientacao fixa da superficie de des-
continuidade apds o seu estabelecimento (cardter material de S), as relagdes cons-
titutivas nas equagoes e [A:391, apds aplicagdo da equagao [£.38 podem ser
reescritas nas formas:
(€)= 05 (6, [l [ ) (4.40)
055 (€i5) = 075 (Eijs []s [ 5 .

LO\S /. o - o X . . .
Uij\ (€i) = EijkIEkl = Eijkl [le - Efl(ﬂui]]v [[UZJ]M (4.41)

Uma primeira formulagao integral desse problema pode ser obtida a partir da se-

guinte equacao de residuos ponderados:

\ s (4.42)
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onde, assim como na equagao [4.6, u; e t7 representam campos ponderadores, por en-
quanto, arbitrarios. Deve-se notar também, que a segunda integral da equacao
possui a mesma estrutura da terceira, interpretando-se S como um complemento do

contorno do problema.

Integrando o primeiro termo da equagao por partes, obtém-se:

- ON\S O\S  « -O\S  «
/ G udQ) = / (60 us),; d — / oSl ;dQ)
NS ANS o\S

_ / o1 Snjuidl + / (65 — o) mjuidl — / i SuldQ (4.43)
r S O\S

- /zfmfdl“—l—/(d& —d;;)nju;kdf—/ dg\suz‘de
r S O\S ’

e, substituindo a equacao |4.43| na equacao (4.42]

/ Z\S F.dQ = / bzu;de~|—/ tu; dF—{—/ [(0; — W)t + tuf]dD (4.44)
oS NS - .

A partir das equagoes e [£.47], e considerando as simetrias associadas ao regime

de pequenas deformagoes em meios isotrépicos, pode-se escrever:

. Q\S o o X o <
0, = Bl — Ejjpéy (4.45)

Desta forma, aplicando a equacao [4.45] ao integrando do termo a esquerda na equa-

¢ao [4.44], obtém-se:

Q S ut
oS

= /(El?liju;j)nlakdr‘f‘/(UZ} —Uff)nlakdl“
r S

-~

=0

_/ (E]Cll] z])?l U’de / (Ezlm j])GZldQ
o\Ss o\s

= / o ntydl — / o pdQ — / o0 dQ
r oas oS

:/ﬁit;‘df—/amju dS) — /ijéfde
r Q Q

e, finalmente, substituindo a equacao na equagao [£.44] chega-se ao seguinte

(4.46)
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resultado:
Q Q 5 : )
Jpvuzar
—/ U'lit:dr—/ ﬁitde—F/Ufjé;@dQ (4.47)
N F’U« Fo D Q
ffrz*;t;dr

_ / byt dS + / furdl — / it dl + / 03¢5
Q r r @

As equacoes integrais de interesse sao obtidas a seguir, através da particularizacao

dos campos ponderadores.

4.2.3 Equacoes Integrais com Descontinuidades

A semelhanca entre as equacoes e é perceptivel. De fato, se as solucoes do

problema fundamental de Kelvin forem adotadas como campos ponderadores, todo o
desenvolvimento apresentado nas segoes a permanece valido, resguardadas

as substituigoes de termos indicadas na tabela [4.1

Tabela 4.1: Correspondéncia entre termos nas equacoes integrais.

Solidos Continuos Solidos com
Convencionais Descontinuidades
Eij gij
€ e;'}

Desta forma, os resultados referentes a identidade de Somigliana e as equacoes inte-

grais de contorno e de deformagcoes em pontos internos sao, respectivamente, resu-

midos a seguir:
iu(E) = / uts (&, X)i5(X)dr(X) — / £,(€, X) ity (X)dI (X)

r (4.48)

n / € X0, (X)dX) + [ € X (X)dX)
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(€)= [ 1€ 080X — {16 X))
r r (4.49)

" / € X0, (X)) + [ € X (X)dX)

() = [ i€ X)REOITX) ~ [ 106 X)i(X)N(X)
r r (4.50)

+ [ € Xm0 + £ € XN OAR) + Fiucl(©)
onde as mesmas consideracoes de singularidades feitas para as equagoes [4.15), e

[4.35] se repetem aqui.

Concluiu-se, com isso, que boa parte da estratégia de solucao adotada para meios
continuos convencionais pode ser aproveitada na modelagem de sélidos contendo

descontinuidades. Esta questao é abordada no capitulo [3]

4.2.4 Equacao de Equilibrio da Interface Descontinua

Diferentemente do que ocorre com solidos continuos convencionais, as formulagoes
integrais considerando a presenca de descontinuidades nao definem de forma com-
pleta o problema de valor de contorno representado pelas equagoes [£.39 De fato,
a simples inspecao da equagao .42 indica que a condigdo de continuidade externa
das forgas de superficie (equagao ¢é implicitamente satisfeita, porém, o mesmo
nao Ocorre com a equagao Portanto, a condigao de continuidade interna deve
ser imposta a parte. Assim como em |Oliver et al.| (2003)), isto é feito adotando-se a

forma forte da equacao.

Observando que a equacao corresponde a [3.11b|, pode-se trabalhar com sua

correspondente instantanea: a equagao [3.11al Desta forma, considerando as equa-

coes e 4.41], obtém-se:
fi = { B lém — eg(ual, [ui )] — o3 (ei5)} = 0 (4.51)

onde ¢;; é dado pela versao instantanea da equacao [£.38 que para pontos sobre S,
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corresponde a

) 1
€ij = €ij — 62-?- + ﬁ([[uz]]n] + H'LL]HTLZ) (452)

A equagao ¢ denominada equagao de equilibrio da interface e, no contexto
do método dos elementos de contorno, abordado no préximo capitulo, sua solugao
numérica é obtida através da adogao de células com descontinuidades embutidas,
fornecendo as componentes do salto nos deslocamentos, [u;], necessérias ao calculo
de e;’}. Como ficara claro, estas componentes sao consideradas constantes dentro
de uma célula, resultando em tensores gradientes nulos, i.e., [u; ;] = 0. Com isso,
para uma dada deformacao regular, €;;, e considerando a equacao a equa-
¢ao m possui como incognitas apenas as componentes [u;], i.e., pode-se escrever

fi = fi(Ju;]) = 0. Neste formato, sua solu¢ao pode ser obtida pelo método de

Newton apos a linearizacao.

A partir dai, uma equacao constitutiva regularizada, relacionando tensoes as defor-

macoes regulares, €;;, pode ser definida utilizando-se a equagao [4.41}
5ij éij = O-i(; S éij - eij U éij = Lk gk;l — € .
(&) = oy 2 ([wl(@) ) = Egjuen — ) (4.53)

onde [u;](¢;) representa a solucao da equagao [4.51]



Capitulo 5

Formulacao Implicita do Método
dos Elementos de Contorno para
Problemas com Descontinuidades

A formulacao implicita do método dos elementos de contorno para problemas fisica-
mente nao-lineares foi originalmente desenvolvida por Telles e Carrer| (1991), onde
apenas materiais com comportamento elastoplastico foram considerados. Posteri-
ormente, a formulacao foi estendida e adaptada por diversos autores. Dentre esses
trabalhos, sem a pretensao de apresentar uma lista completa, podem ser destaca-
dos: |Bonnet e Mukherjee (1996), Poon et al. (1998) e Bonnet et al.| (1998), onde
foram introduzidos operadores tangentes consistentes ou algoritmicos, cujo desen-
volvimento inicial se deve a |Simo e Taylor| (1985)); Benallal et al.| (2002), [Lin et al.
(2002) e Sladek et al.| (2003), onde modelos nao-locais de plasticidade com leis de
amolecimento foram adotados, evitando-se assim a dependéncia nas malhas associ-
ada a localizagao de deformagoes; Hatzigeorgiou e Beskos (2002), Botta et al.| (2005)
e Benallal et al| (2006)), nos quais modelos continuos de dano foram utilizados, no
caso dos dois ultimos, também com técnicas de regularizacao nao-locais; e, final-
mente, Manzoli e Venturini| (2004, 2007)) e Manzoli et al.| (2009), que aplicaram o

conceito de descontinuidades fortes.

83
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Nestes ultimos trabalhos, foram adotadas células com descontinuidade forte embu-
tida, onde a func¢ao de regularizagdo das equagoes cinemdticas, ¢(X), apresentada
na secao [4.2.1, era construida a partir de parametros geométricos especificos de
triangulos. Portanto, apenas células neste formato foram utilizadas. Além disso,
a descontinuidade forte era introduzida imediatamente apds o término do regime
elastico. Particularmente, em Manzoli et al. (2009)), um algoritmo de geracao au-
tomatica de células bastante eficaz foi desenvolvido. Nesta tese, tais ideias foram
aprimoradas a partir da consideracao de uma fase pré-bifurcagao com degradagao em
meio continuo, seguida de uma etapa transitéria com descontinuidade fraca, ambas
precedendo ao regime de descontinuidade forte, conforme descrito nos capitulos [2] e
. Para a definigdo da fungao ¢(X) foram adotadas as fungoes de parametrizagao
da geometria das células, tornando mais geral a definicao dos seus formatos. Por
fim, um algoritmo de geracao automatica das células, bastante similar, porém nao

idéntico, ao apresentado em |[Manzoli et al. (2009), foi implementado.

Neste capitulo, as equacoes integrais a sao aplicadas ao dominio divi-
dido em elementos de contorno e células internas, gerando equagoes matriciais que,
apos manipulacoes algébricas, resultam em um vetor de equilibrio, tipico da for-

mulacao implicita. Na fase pré-bifurcagao, rigorosamente falando, sao utilizadas as

equacoes [£.15], [£.22] e [£.35] visto que ainda nao h4 presenca de descontinuidades.

Entretanto, os desenvolvimentos apresentados restringem-se as primeiras, ja que es-
tas ultimas podem ser recuperadas pela simples substituicao de termos indicada na

tabela [4.1] Outras pequenas diferengas sdo oportunamente destacadas no texto.

Em [Peixoto et al. (2016), foi apresentada uma estratégia de solugao que possibilita
a utilizacao de diversos modelos constitutivos continuos, além de diferentes métodos
de controle para a descricao das trajetorias de equilibrio nao-lineares. Tal estratégia

foi adotada neste trabalho.
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5.1 Equacoes Discretas

Considera-se, a partir de agora e sem perda de generalidade, auséncia das forcas de
dominio, b;. A obtencao das equacoes matriciais tipicas do método dos elementos
de contorno tem inicio pela definicdo de um conjunto discreto de pontos fonte (ou
pontos de colocagao), sendo um total de N pontos situados no contorno e M pontos
internos ao dominio. Em seguida, o contorno I' é dividido em N, elementos de
contorno, enquanto que a regiao do dominio onde ocorrem efeitos dissipativos (seja

na fase pré-bifurcagao ou na presenca de descontinuidades) é dividida em N, células.

Com isso, as equacoes [4.48] [4.49| e [4.50] assumem as respectivas formas:

Z/ ug; (€7, X)i Z/ i,(X)dD(X)

(5.1)
5 / Tiul€ X)E5, (X))
e=1 Yk
Z / i€, X)) Z ][ (X)dr(X)
N (5.2)
+3 / 7iul€! X, (X)X
(3 Z / i (&7, X)iR(X)dlN (X Z / o€, X) 1y (X)dI (X)

(5.3)

+ Z][ i (&7, X)ef (X)dUX) + Fffklékl(é )
onde I =1,...,NeJ=1,..., M. Os dominios de cada elemento de contorno e de

cada célula sao referenciados, respectivamente, por I', e Q..

5.1.1 Elementos de Contorno Isoparamétricos

Numa formulacao isoparamétrica, deslocamentos, forcas de superficie e a geometria
sao aproximados, dentro de um elemento de contorno, pelas mesmas funcoes de

interpolacao entre os pontos discretos. No caso de dominios bidimensionais, por
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exemplo, tem-se:

Xj(n) = N7 (n)X] (5.4a)
i;(X(n)) ~ N (n)i] (5.4D)
£(X () = N (n)i] (5.4c)

onde n (€ [-1,+1]) é uma coordenada paramétrica, o indice v estd associado aos
pontos de interpola¢ao dentro de um elemento de contorno e N7(n) sao as fungoes

de interpolacao.

As equacoes e podem ser convenientemente reescritas nas seguintes formas

matriciais:
{ﬁl(x(n))}% [Nl(m 0 o N™(n) 0 uzz
(X)) 0 Nim) - 0 Ne@m] . (5.5)
= [N(n){a}
€ ’ti
{il(X(n))}“ [Nl(”) 0 - N™@m) 0 t:2
£1(X (1)) 0 N'() -~ 0 N"(n) ﬁe (5.6)
iQE)

= [N(m)}{t°}

onde n, é o numero de pontos de interpolacao do elemento de contorno e.

Além disso, um comprimento infinitesimal do contorno, dI', se relaciona com a co-

ordenada paramétrica através da seguinte transformacao:

A0(X (1)) = \/ (C”Z—j”)x) n (de—jmx) dn=Jmdy (5.7

onde J(n) é o denominado jacobiano da transformacao de varidveis, que pode ser
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expresso na seguinte forma matricial, mais adequada a manipulagao numérica:

T () =1 {Jm)} = V{T )} { I (n)} (5.8)

com
Xi X
dN'(n) dN" ()| | .

5.9

(o) = {
Xpe Xpe

5.1.2 Células com Descontinuidade Embutida

O conjunto das células com descontinuidades embutidas compoem o subdominio €2,
definido na sec¢ao Além disso, as regices sob comportamento inelastico, porém
ainda na fase pré-bifurcacao, também devem ser divididas em células, como ilustrado

na figura [5.1h.

(a) (b)
Figura 5.1: (a) Sélido dividido em elementos de contorno e células, (b) célula com des-

continuidade embutida.

Neste trabalho, apenas um ponto de colocagao é adotado em cada célula, de modo
que as deformacoes iniciais sao consideradas constantes em seu interior. No caso das
células bidimensionais com descontinuidade embutida, tipicamente representadas na

figura 5.1, pode-se escrever, para X € €.,

éﬁ(X) 6110
() b~ S et = (67 (5.10)

éfz (X) efQC
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8

sendo que, na fase pré-bifurcagdo (na qual €

é substituido por €f;) e no caso de
estado plano de deformacoes, um quarto termo deve ser adicionado a este vetor:
€5;(X) = €35, j& que a componente fora do plano ¢33 nao é necessariamente nula.

Nas etapas pos-bifurcagao, este quarto termo ¢é naturalmente nulo.

Por outro lado, a geometria das células é parametrizada através de funcgoes de forma

lineares convencionais, i.e.,

X, me) = M (1, n2) X5 (5.11)

onde o indice « refere-se aos vértices da célula (numerados de 1 a 4 na figura[5.1p)

e 1; sdo coordenadas naturais, tais que n; € [—1, +1].

As funcoes de interpolacao da geometria também podem ser utilizadas para definir a
funcao ¢(X) (de regularizacao das equagbes cinematicas) dentro de uma célula com
descontinuidade embutida, visto que as condic¢oes da equacgao sao totalmente

satisfeitas a a partir da escolha:

(X (m1,m2)) = ZM"‘+(771,772) (5.12)

onde o somatdério é realizado sobre as fungoes de interpolacao associadas aos vértices

localizados no lado 2 da célula. Por exemplo, na figura , at =23 4.

Dentro da célula com descontinuidade embutida, assume-se ainda que as componen-

tes do salto nos deslocamentos sao constantes, de forma que

[ (X) ~ [uf] = —{[w]}, pamaXeq,
[us] (5.13)

[uij] =0, para X € Q.
Na proxima subsecao, é detalhada a forma de obtencao dessas componentes, a partir
da solugao numérica da equagao[d.51 Antes disso, deve-se destacar a seguinte trans-
formacao para um infinitésimo de area, importante para as integracoes numéricas

sobre as células:

dQUX (11, m2)) = T (1, n2)dmrdne (5.14)
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sendo
T (1, 712) = det[J (11, m2)] (5.15)
com
OM'(m,m2)  OM™(m,me) | [ X! X}
ol = (ortim ) orelpen | | 0 (5.16)
ony ons X Xye

onde n. representa o nimero de pontos de interpolacao da geometria da célula.

5.1.2.1 Calculo das Componentes do Salto nos Deslocamentos

As componentes dos deslocamentos dentro de uma célula com descontinuidade em-
butida sao obtidas através da solugao numérica da equacao de equilibrio da interface.
Para tal, é necessario determinar o gradiente da fungao regularizadora, ¢(X), o que

pode ser feito a partir da equacao [5.12] i.e.,

oo~ (Te) oo (Gee) ()]
L= _ xe) 22 xe) = (S me 5.17
14 877k 8XZ 8nk aﬁk ank ank ; ( )

Reescrevendo numa forma matricial e aplicando ao ponto de colocacgao:

{Vo(€)} = [T, w5 H{ Ve, n5) } (5.18)

onde 7;° referem-se as coordenadas naturais do ponto de colocacdo da célula (neste
trabalho assumiu-se tal ponto como localizado no centréide da célula), a matriz
[J(nt,15°)] corresponde aquela definida na equagao e {Veo(n5e,n5)} é o vetor

definido pelo termo entre colchetes na equagao [5.17]

Retornando, agora, & equagao[4.38 e levando em conta a equagao [5.13] pode-se notar

que

=1 0 12 (€9

1 (&° 0
502 (&%) 501 (€9

} = [V el{ [T} (5.19)
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Com isso, utilizando as equacoes [4.52, [5.13] e [5.19, obtém-se a seguinte forma ma-

tricial para a equacao [4.51}

{f} = NI ([B°H{e} = B[Vl {[w]}
1 (5.20)
— {7} = [V'el{[w]} + S INHIwTH}) = {0}

onde [E°] é a matriz constitutiva linear eldstica, correspondente ao tensor E7,;, e

ny 0 ny 0
[INT=10 na|; [NT=|0 o (5.21)
ng Ny %TLQ %nl

Para um dado estado de deformagoes regulares, {é°}, a equagao m pode entao ser

resolvida a partir de sua linearizacao, i.e.,

o{f}
O{[u}

onde j é um indice iterativo, {0[u]}; = {[u‘]}; — {[u]}j-1 €

i+ | L_l{é[[ucﬂ}j ~0 (522

ondy| mwr[-wiva-[G] [fwa-iwa]] e

Enfatiza-se aqui que o vetor {o°(+)}, presente na equagio , corresponde as ten-
soes fornecidas pelo modelo constitutivo adotado para representar os efeitos da des-
continuidade. No caso desta tese, tais tensoes sao dadas pela equagao sendo
a varidvel de dano fornecida por uma das equacoes: [3.67] [3.72 [3.77 ou [3.80] de-

pendendo do tipo de amolecimento escolhido (linear ou exponencial) e do regime da
descontinuidade (fraca ou forte). Ja o termo [%}, presente na equacao é a

forma matricial do operador tangente Ej;;, no caso desta tese, definido na equa-
o 220,

No quadro a seguir, o algoritmo completo para o calculo do salto nos deslocamentos,

dentro de uma célula com descontinuidade embutida, é apresentado.



i.

il.

iii.
iv.
. Resolve-se a equacao |5.22, [

V1.

vii. S

V1il.

ALGORITMO 5.1: Solugao da Equacao de Equilibrio da Interface.

Inicializa-se:
7=0e
{[u‘]}o com o valor acumulado até a tltima avaliacdo das compo-

nentes do salto nos deslocamentos;
J=J+L
Se j > numero maximo de iteracoes especificado, interrompe-se o

pI‘OCGSS&IIlthO;

a{f }

Calculam-se {f};_1 e [
coes 20 523

} , Trespectivamente das equa-

]lwﬂbZ%ﬁHmm

{0[w T}

Atualiza-se: {[u‘]}; = {[u]}j-1 + {6[u]}y;
o O[T}y Il
R

volta-se ao passo (ii). Caso contrério:

> TOL, onde TOL é uma tolerancia especificada,

Retornar-se o resultado {[u‘]} = {[u]};.

5.1.2.2

Equacao Constitutiva Regularizada: Operador Tangente
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Através da equacao [5.19] pode-se escrever também, a forma matricial da equacao

constitutiva regularizada (equagao [4.53)) para uma célula com descontinuidade, i.e.,

{o(e)) = [E°J({e} = {e7}) = [E°]({e} = [V {[uT}) (5.24)

As tensoes fornecidas pela equagao sao necessarias a estratégia de solucao des-

crita na segao 0.2 para as etapas pés-bifurcacao. Além delas, deve-se definir um

operador tangente para a equacao constitutiva regularizada, o que pode ser feito

tomando-se a derivada:
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] =122 5 )

(o ] ) e

(- a i) (- [52])

5.1.3 Equagoes Matriciais

Retornando as equacoes a .3 suas respectivas formas matriciais podem ser
obtidas utilizando os resultados apresentados nas secoes e p.1.2 Considera-

se, como usual no método dos elementos de contorno, que o conjunto dos pontos

-

de colocacao internos, &€”, coincide com os pontos de interpolacdo do campo €iis

enquanto que os pontos de colocacio no contorno, £!, coincidem com os pontos de

interpolacao dos campos u; e t;.

5.1.3.1 Identidade de Somigliana

Considerando um ponto de colocagao fixo e interno ao dominio, as integrais da

equacao para cada elemento (célula interna ou elemento de contorno) assumem

as seguintes estruturas apds a introdugao das equagoes [5.5] [5.6} [5.7], e[5.14

[ i€ X0 anx) ~

1 (5.26)
~ ( / 1[u*<sJ,n>MN<n>mn>dn) (i} = (@)}
[ (€ X0 (X0dr(x) ~
e , | | (5.27)
~ ( / l[t*(&’,n)][N(n)U(n)dn) iy = (B i)
/ o€ X)E5 (X)dUX) ~
Q. (5.28)

~ ([, [ o€ O myaman ) ) = @216
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ui1 (€, X) ui@(&X)], e X)] = [tms,X) t1a(€.X)
51(&,X X

] (5.29)
t§1(£7X> 32(€>X)

1(6X) 0in(€,X) 20112(5,X>] (5.30)

0511(&, X)  035(&, X)) 203;5(§, X)
Os termos das matrizes das equagoes e sao dados pelos tensores definidos
no apéndice [A] sendo que na tltima delas, a simetria o, = 07, foi utilizada. Ainda
com referéncia a tltima matriz, no caso de estado plano de deformagoes, uma quarta

coluna deve ser incluida para contemplar os termos o/s,.

O vetor a esquerda na equacao por sua vez, pode ser escrito na seguinte forma,

novamente considerando um ponto de colocacao fixo:

X J al(gJ) ~J
U; =< . =1{u 5.31
(&) {%(gj)} {a’} (5.31)

Agora, a aplicacao da equacao ao conjunto completo dos pontos de colocacao

internos, &7, resulta, apés a introducio das equacdes [5.26} [5.27, 15.28 e |5.31] na

seguinte equagao matricial:

U () = U () L{rJ @y -Yy ) U i)
UU @)U .

ie.,

{a%} = [G{f} - [H"{a} + [Q&){e) (5.32)
onde o sobrescrito {2 em {QQ} foi adotado para indicar que o vetor em questao é
formado por componentes referentes a pontos internos. Os simbolos | J e |4 estao
associados as formas de montagem das matrizes. O primeiro deles indica que coe-

ficientes relativos a um mesmo ponto geométrico sao alocados na mesma linha ou

coluna da matriz. Ja o segundo, indica que coeficientes referentes aos pontos de
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interpolacao de dois elementos distintos, mesmo que tais pontos sejam geometrica-
mente coincidentes, sao alocados em diferentes linhas ou colunas. A presenca de
apenas um simbolo indica a montagem das linhas de um vetor. Se dois simbolos sao
utilizados, o primeiro (ou da esquerda) refere-se a montagem das linhas e, o segundo,

das colunas.

Com isso, pode-se verificar que as matrizes da equacao [5.32, para dominios bidimen-

sionais, possuem as seguintes dimensoes:
[G*] = (2M)x(2Nene); [H"] = (2M)x(2N); [Qg] — (2M)x(rM);
{a" = 2M); {f} = (2Nen,); {a} — 2N); {e7} = (xM)

onde k = 3 ou k = 4, respectivamente para estados planos de tensao e deformacao.

5.1.3.2 Equacgao Integral para Deslocamentos no Contorno

As integrais da equacgao diferem em relacao as da equacao [5.1] apenas pela loca-
lizacao do ponto fonte: nas primeiras ele encontra-se sobre o contorno, I'. Portanto,
as equagoes a permanecem validas aqui, desde que o indice J seja subs-
tituido por I (as questoes relativas aos graus de singularidade dos integrandos sao
abordadas na subsecao . Desta forma, pode-se escrever, para um ponto fonte
fixo no contorno:

[ i€ b 0arex) ~

r. 1 (5.33)
~ ( / 1[u*<sf,n>nN<n>w<n>dn) (i) = (@i

/ (€0 X) iy (X)d(X) ~
e . | | (5.34)
~ ( / 1[15*(61,77)][N(?7)}J(77)dn) iy = (1) (i)

JRGESEACS I
c Lo 5.35
~ ([ [ € meml o midman: ) (22} = Q1)) "



95

O termo livre & esquerda na equagao [5.2] por outro lado, assume a seguinte forma:

en(€h) cn(gh)

= [ 5.36
021(51) 022(51) [ ] ( )

cij(&h) = [

Levando-se em conta as equagoes [5.33|a[5.36], a aplicacao da equacao ao conjunto

de pontos de colocacao situados no contorno, &', fornece:

(jfj([chHg )U UU (161) U ({})

+UU(e U (fe).
(H{i) = (G} + [Qu e} (5.37)

Os simbolos de montagem das matrizes possuem o mesmo significado da se¢ao an-
terior e deve-se perceber que os vetores da equacao |5.37| sao os mesmos presentes na
equacao [5.32. Ja para as novas matrizes, as seguintes dimensoes sao verificadas no

caso de dominios bidimensionais:

[H] = (2N)x(2N); [G] = 2N)x@Nn); [Qer] — (2N)x(kM).

5.1.3.3 Equacgao Integral para Deformacgoes Internas

Tomando novamente um ponto de colocacao interno fixo, as integrais da equagao

assumem as seguintes formas a partir da introducao das equagoes [5.5] 5.6}

e b. 14k
| il X0 ~
(5.38)
( Ve (€N T ) ) () = G248
| i€ 0i 00 ~
te (5.39)

~ ( / lmt*(e’,n)MN(n)]J(n)dn) iy = () (i)
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| ol X0 x0d00x) ~
’ 1,1 5.40
~ (/1/l[vgg*(ﬁja7717772)]~7(n17772)d771d772) {er<} = [Q{e”} o

onde

uiyy (6, X)) uipp(§,X)
[Veu (€, X)] = |u5y, (€, X)  uboy(€,X) (5.41)
Uiy (§,X)  uipn (€, X)

tﬁl(é:X) tI22(€>X
[Vet* (€, X)] = t521(&,X)  1599(&, X) (5.42)
t121(€,X)  #19(§, X
o1&, X)) 07122(€, X)) 207115(€, X)
[Veo™ (€, X)] = 05511(€,X)  05955(€, X)) 2035,5(€,X) (5.43)
01211(&, X)) 01000(&, X)) 207515(€, X)
Expressoes explicitas para os termos das matrizes das equacgoes a sao
apresentadas no apéndice @ Na ultima matriz, levou-se em conta a simetria 015 =
Ojjo1 € novamente, uma quarta coluna deve ser acrescentada no caso de estado

lano de deformacoes, para contemplar os termos of..., importantes para a fase
b ’ 17337

pré-bifurcacao.

As formas matriciais do vetor a esquerda e do tltimo termo a direita na equagao [5.3

sao dadas, respectivamente, por:

ei(€7) = { énle)) p = {7} (5.44)

Flefll Flef22 2Flefl2 f1(£J)
Fuei(€)) = | Fssi Fism 2F55,|  éa(€”) o = [F7){e} (5.45)
F1€§11 Fle§22 2}7‘16512 6g102(£!])

(@)

onde as componentes de [, sao apresentadas no apéndice E] e a simetria [, =

F5, fol utilizada.
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Finalmente, considerando as equagoes [5.38| a [5.40} [5.44] e [5.45] ao aplicar a equa-

cao ao conjunto completo dos pontos de colocacao internos obtém-se:

U@ - Ul e aen - YU e U sy

rUU e+ EpU e,
{6} =[G} = [Ha} + [Qe{er} (5.46)

As dimensoes das novas matrizes sao:

{e} = (3M); [G] = (BM)x(2Nene); [H] — (BM)x(2N); [Q] — (3M)x(rM).

5.1.3.4 Tratamento Numérico das Integrais

As integrais apresentadas nas ultimas trés subsecgoes sao resolvidas numericamente.
Entretanto, como j& destacado no capitulo [d, em func¢ao da estrutura dos tensores
provenientes da solu¢ao do problema fundamental (apéndices[Ale , algumas dessas
integrais apresentam nicleos de singularidade fraca ou forte, quando o elemento de
contorno ou a célula interna contém o ponto fonte. Na tabela[5.1] sdo apresentados

os graus de singularidade de cada uma delas.

Tabela 5.1: Grau de singularidade das integrais.

Integrais Grau de singularidade
Equacoes [5.26} [5.27}, 15.38 e [5.39 Regular
Equacoes [5.28 15.33| e [5.35 Fraca
Equagoes [5.34] e [5.40 Forte

As integrais regulares sao resolvidas por quadratura de Gauss convencional. As
integrais fracamente singulares contendo os termos u;; (equagdo [5.33) e 073, (equa-

coes e |5.35)) s@o resolvidas, respectivamente, pelos métodos apresentados por
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Huang e Cruse| (1993)) e |Lachat e Watson| (1976). As integrais fortemente singulares
do contorno (equagao |5.34) e do dominio (equagao [5.40|) sao, por sua vez, resolvidas
respectivamente pelas metodologias descritas em (Guiggiani e Casalini| (1987) e |Gao

e Davies (2000).

5.2 Estratégia de Solucao

As equagbes matriciais obtidas na segao [5.1] sao agora manipuladas algebricamente,
gerando uma tnica equagao nao linear, tipica da formulagao implicita desenvolvida
por [Telles e Carrer| (1991). Em seguida, a estratégia de solugdo apresentada em
Peixoto et al.| (2016)), j4 adequada a fase pré-bifurcacao, é estendida para contemplar

também os regimes com descontinuidades.

Primeiramente, considerando as condicoes de contorno essenciais e naturais, as equa-

coes [5.32], [5.37] e [5.406] sao reorganizadas nas respectivas formas:

{a®} = [A"{a} + BN} + [QL1{er) (5.47)
[Al{a} = [BHy} + [Qee]{€7} (5.48)
{e} = [ANa} + [B UG} + Qe 1{e) (5.49)

onde, em {y} sdo agrupados os valores prescritos no contorno, provenientes de {12} ou
{{}, enquanto que o vetor {#} contém as componentes desconhecidas destes campos.
J& as matrizes referenciadas por [A] e [B] sdo compostas por coeficientes provenientes
daquelas referenciadas por [H]| e [G]. Na realidade, computacionalmente falando,
as equagoes matriciais ja sao montadas diretamente nestas ultimas formas, sem a

necessidade de passar por uma etapa de rearranjo.

Isolando {#} na equagao |5.48] obtém-se:

{2} = [N{g} + [Mee]{€7} (5.50)
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onde

[N] = [A]7'[B]; [Me] = [A]7'[Qes] (5.51)

Aplicando agora, a equagao [5.50] as equagoes e [5.49] os resultados seguintes sao,

respectivamente, obtidos:

{0} = IN"{y} + [ML]{e} (5.52)
{6} = INU{@} + [M5){ew} (5.53)
onde
[NY] = [AY][A] Bl + [BY]; [MY] = [A)[A] Q] + [Q2] (5.54)
[N = [A[A] Bl + [B;  [M&] = [A[A] Q] + Q5] (5.55)

Em modelos constitutivos independentes do tempo, as taxas podem ser substituidas
por incrementos finitos, i.e., (-) = A(-) = (-);—(-);_1, onde i é um indice incremental.
Este é o caso considerado neste trabalho, ou seja, para um patamar fixo dos car-
regamentos externos (aplicados de forma quase-estédtica) nao hé evolugao do dano.

Desta forma, para o i-ésimo incremento das cargas prescritas, {y}, as equagoes m,

e podem ser reescritas como:

{z} = NNy} + [Meo[{e}! (5.56)
{a) = N[N"H{y} + ML) (5.57)
{&}" = N[Ny} + [ME e} (5.58)

onde o fator de carga \* é um valor escalar acumulativo, que define o percentual da

carga externa necessario ao equilibrio global em cada incremento.

Da equagao [5.58, pode-se entao, definir um vetor de equilibrio em fungao das de-
formagoes regulares e do fator de carga, {Q}' = {Q(€, \')}, levando-se em conta a

equacao (aplicada ao conjunto completo de células internas), i.e.,

{@} = NNy} + M) ({ef — [E7] H{a(e)}) — {&}' = {0} (5.59)
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onde [E°| representa agora, a matriz quase-diagonal eldstica linear, referente ao

conjunto dos pontos de colocacao internos.

Quanto ao vetor {G(€)}, deve-se destacar que as componentes referentes as células
em regimes com descontinuidades sao de fato obtidas pela equagao constitutiva re-
gularizada [5.24], que requer o cédlculo dos saltos nos deslocamentos, como descrito
em detalhes na subse¢do [5.1.2.1 Porém, nas células que ainda se encontram na
fase pré-bifurcacao, as deformagoes regulares correspondem as proprias deformagoes
totais, como indicado na tabela [£.1 e as componentes de tensoes devem ser obti-
das conforme a equagao [£.3 cuja representagdo matricial numa dada célula seria
{5(e)} = [E°]({e°} — {e>}). Particularizando para o modelo de dano isotrépico
adotado nesta tese, tais componentes sao obtidas diretamente da equagao [3.12b] com
a varidvel de dano, D, sendo dada pela equagao [3.57 para amolecimento linear, ou

pela equacao |3.59], para amolecimento exponencial.

O fato dos campos iniciais, €7; ou €., nao aparecerem de forma explicita na equa-

ij>
cao justifica a nomenclatura de formulacdo implicita adotada originalmente
por Telles e Carrer| (1991)). Normalmente, tal equacao é resolvida pelo método de
Newton, a partir da sua linearizacao em relacao ao vetor de deformacoes regulares,
em conjunto com uma equacao especifica que estabeleca de forma adequada o in-
cremento das cargas externas. Por outro lado, na estratégia de solugao apresentada
em |Peixoto et al.| (2016), que baseia-se nas ideias de Batoz e Dhatt| (1979) e Yang
e Shiehl (1990)), o fator de carga é tratado como uma varidvel adicional de {Q}" e
o procedimento de linearizacao deve ser realizado levando-se isto em conta. Desta
forma, o algoritmo torna-se suficientemente genérico para a adocao de diferentes

métodos de controle para a analise nao-linear. Inicia-se a descricao desta estratégia,

reescrevendo a equagao [5.59 na seguinte forma:

{@Y =x{P} - {F} = {0} (5.60)
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onde
{P} = [NNHy} (5.61)
{F} = {&} — M5 ({e} — [E°) {a(e)}) (5.62)
Linearizando agora, a equacao [5.60, i.e.,

{Q}
o{¢}

onde j é um indice iterativo e 0(-); = (-)% — (-)}_,, chega-se ao resultado:

I_l{c%}; + {%y 15A;i ~ {0} (5.63)

j_

@+ |

(D _1{0e}; = oN{P} +{@Q}) (5.64)

sendo

i € 11 01— o 051"
Dl = |10 ez (e - 52| ) (5.65
P
onde [I] é uma matriz identidade e [%} ¢ montada a partir da equacgao m para
células com descontinuidade, e do operador tangente do modelo constitutivo, Efjkl,

particularizado para dano isotrépico na equagao [2.20, no caso das células em regime

pré-bifurcacao.

O vetor de correcao iterativa das deformacoes regulares, {5@};, da equagao W,

pode ser desmembrado nas seguintes parcelas:
{oe}s = oX{ e} + {6e9}; (5.66)

onde o vetor {¢”}} corresponde & solucao devido a carga externa { P}, enquanto que

{5€Q}§- estd associado ao residuo da condigao de equilibrio global, {Q}: |, i.e.,
(D)1 {e"}; = {P} (5.67)
(D1 {06%%; = {Q}; 4 (5.68)

Com isso, numa determinada iteracao, as equacoes e podem ser resolvidas
de forma independente e a correcao das deformacoes é obtida pela equacao [5.66),

apos a avaliacao de 5)\;-, através do método de controle escolhido. Esta sequéncia
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de atividades é sistematizada mais adiante. Antes disso, expressoes para as corre-
¢oes iterativas dos vetores contendo as incégnitas do contorno e os deslocamentos
internos, ie., {0z} e {d0?}}, sdo apresentadas. A mesma ideia de desmembra-
mento da equacao [5.66| ¢é seguida e tais expressoes sao importantes para aplicagao

aos diferentes métodos de controle, listados no apéndice

Considerando as equagoes e [b.58] pode-se escrever:
{ox}] = {a}j — {z}jo1 = N[N {y} + [Mec]{0e4}; (5.69)
{06} = {e}) —{e}j = N IN Ny} + [ME{oe?}] (5.70)

Isolando o vetor {56"9}§ na equagao e substituindo o resultado no iltimo termo

da equacao [5.69, obtém-se, apds aplicacao das equacoes [5.61], [5.66) e [5.67], a seguinte

relado:
{0z}, = SN {a"}, + {62°} (5.71)
onde
{2} = [INH{y} + [Me ] [ME] (1] = [D)_1) {7 (5.72)
{629} = [Meo)[ Mg )~ {0693 (5.73)

Analogamente, partindo da equacao [5.57, pode-se mostrar que

{60}, = oXH{a™P"Y + {60™9Y (5.74)

onde
{7} = [Ny} + [ME]IME] (1] = [D]j- ) (€73 (5.75)
{009} = [ME]IME] {06} (5.76)

Finalmente, o algoritmo completo da estratégia de solucao é apresentado no quadro

a seguir.
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ALGORITMO 5.2: Estratégia de Solugao.

i. Calcula-se: {P}, utilizando a equagao e inicializa-se i = 0;
ioi=i+1,j§=0;
iii. Se ¢ > numero maximo de incrementos especificado = FIM;

iv. {Q}; = {0}, {F}; = {0}
Vo=t
vi. Se j > nimero méaximo de iteracgoes especificado, interrompe-se o proces-

samento;

vii. Monta-se a matriz [D]%_,, da equagao W;

i1

Nota: A matriz [%ﬂ ¢ montada a partir da equacao m para células

com descontinuidade, e do operador tangente, Efjkl (e.g., equacdo ,

para células em regime pré-bifurcacao.

viii. Resolvem-se as equagoes e para {e"}i e {0e?}!
ix. Calculam-se {z"}:, {629}, {a™F}, e {6a@}}, utilizando as equa-

Goes p.72, [5.73, [5.75 e p.76}

x. Calcula-se 5)\3», utilizando um dos métodos de controle do apéndice @

xi. Montam-se {0é}}, {dx}} e {0a"}!, a partir das equagdes |5.66} 5.71| e [5.74;

xil. Atualizam-se A}, {€}%, {z}} e {a”}}, fazendo (-)5 = (-)i_; 4 0(-)%:

xiii. Monta-se {F};, utilizando a equacao ;
Nota: As componentes de {7} referentes as células em regime pré-
bifurcagao sao dadas pela equacao (e.g., equacdo [3.12b] com [3.57] ou
. Ja para as células com descontinuidades, executa-se o ALGO-
RITMO 5.1 (da subsecao para atualizar o vetor dos saltos nos
deslocamentos, {[u“]}, e em seguida, aplica-o & equagdo [5.24]

xiv. Calcula-se {Q}: = X:{P} — {F}} (equacao [5.60);
xv. Teste de convergencia:

se 1O

I A {P} I

de carga, caso contrério, retorna-se ao passo (v) para nova iteragao.

< TOL, retorna-se ao passo (ii) para o préximo incremento
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5.3 Algoritmo de Geragao Automatica de Células

Para acompanhar a propagagao da linha de continuidade ao longo do dominio sélido,
um algoritmo que gera células de forma automatica foi implementado, conforme

esquema ilustrado na figura [5.2]

38l

3Bk

Cél. i Cél. (i+1)

Figura 5.2: Esquema representativo do algoritmo de geracao automatica de células.

A frente do ponto final da linha de descontinuidade sempre hd uma célula em regime
elastico ou com degradacao em meio continuo. Quando a condi¢ao de bifurcagao
é verificada nesta célula, um segmento de descontinuidade retilineo é introduzido
(e.g., §; na célula i) numa orientacdo definida pela prépria anélise de bifurcagao.
A continuidade da linha descontinua é imposta entre duas células adjacentes, como
pode ser observado para os segmentos S;_; e §;. Neste mesmo instante, uma nova

célula (i + 1) é gerada, de acordo com os seguintes passos:

i. O lado da célula (7), no qual o ponto final da linha de descontinuidade se en-

contra, é assumido como o primeiro lado da nova célula (i + 1);

ii. Um segmento retilineo imaginario é entao tracado a partir do ponto final do
segmento de descontinuidade da célula anterior (célula 7), na mesma orientagao
deste segmento, porém, com comprimento ponderado por um fator § (uma

constante escalar pré-definida);

iii. Um segundo lado da nova célula é entao criado, perpendicularmente a este

segmento imaginario, com o mesmo comprimento, i.e., 5l;, e com o ponto médio
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coincidente com o ponto final do segmento;

iv. Os outros dois lados da nova célula sao criados conectando-se os pontos extremos

dos dois primeiros.

Numericamente falando, a introducao de uma nova célula traduz-se na ampliacao
das matrizes apresentadas na secao o que pode ocorrer em qualquer iteracao
do processo incremental-iterativo. A forma como tais matrizes sao manipuladas é

descrita no apéndice [E]

Por fim, destaca-se que o algoritmo aqui descrito difere daquele apresentado por
Pedrini (2008) e |Manzoli et al.| (2009) por dois aspectos principais. O primeiro deles
seria a introducao do fator 8, que permite variar o tamanho das células durante a
analise, refletindo-se na redugao do tempo de processamento em algumas aplicagoes.
O segundo seria na defini¢ao do ponto inicial do segmento imaginario que estabelece
a orientagao da nova célula. Nos trabalhos anteriores, o ponto central do lado da
ultima célula foi considerado, independentemente do posicionamento da extremidade
do segmento de descontinuidade recém-criado. A modificacao quanto a defini¢ao
deste ponto inicial, utilizada nesta tese, foi essencial para garantir a captura da

trajetoria da trinca de forma estavel.



Capitulo 6

Exemplos Numéricos

Neste capitulo, a metodologia descrita até aqui é aplicada a uma série de problemas,
a maioria deles envolvendo fratura em pecas de concreto com resultados empiricos

disponiveis na literatura.

Estado plano de tensoes foi assumido em todos os exemplos e os efeitos dissipativos
nas linhas de descontinuidade foram tratados através de um modelo de dano iso-
trépico, com a deformagao equivalente calculada como em Oliver, Huespe, Blanco,
e Linero| (2006) (ver tabela [2.1). Apenas leis de amolecimento exponencial foram

adotadas.

De maneira geral, foram considerados os casos com introducao direta de descontinui-
dades fortes ao final do regime eldstico e com o modelo de banda variavel, descrito
na se¢ao No primeiro caso, a lei de evolucao da variavel escalar de dano apre-
sentada na equacao foi utilizada, assumindo-se £ = 0.01 mm, enquanto que a
orientagao do segmento de descontinuidade no interior de cada célula foi adotada
como perpendicular a direcao da tensao principal maxima. Ja no segundo caso, a lei
de variagao linear da banda, representada na figura[3.6, também com & = 0.0lmm e
com 3 = 0.9, foi utilizada. Como tolerancia de convergéncia apara os algoritmos 5.1

e 5.2, foi adotado TOL = 1x10~%.

Os dois exemplos iniciais, no entanto, foram trabalhados apenas com a introducao

106
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direta do regime de descontinuidade forte, visto que a superficie de fissuragao é
gerada de maneira instantanea. Particularmente, o primeiro deles refere-se a um
problema idealizado de tracao simples, onde o fenomeno da localizacao de defor-
macoes em meios continuos também foi estudado a partir da aplicacao do mesmo
modelo constitutivo de dano isotrépico, porém, a células convencionais, sem des-
continuidades, formando bandas de espessura cada vez mais estreitas. Mostra-se,
neste caso, que a utilizacao da cinemética de descontinuidade forte consegue, de
fato, representar a condicao limite da banda de localizagao com espessura nula. No
segundo exemplo, o ensaio de compressao diametral, utilizado para a determinacgao

indireta da resisténcia a tragao em pecas cilindricas de concreto, é simulado.

Na sequéncia, trés exemplos envolvendo modos mistos de fratura no concreto sao
abordados. Tratam-se dos ensaios de cisalhamento com forcas em quatro pontos de
Arrea e Ingraffeal (1982)) e de (Gélvez et al.| (1998), além do cisalhamento com forgas

em trés pontos, também estudado por (Galvez et al. (1998)).

Posteriormente, a fratura de um painel de concreto em formato de “L”, conforme

ensaios descritos por Winkler et al.| (2004), ¢ simulada.

Finalmente, o ensaio de flexdao em trés pontos de Petersson| (1981), é analisado.
Neste caso em especifico, questoes relativas a dependéncia do tamanho das células
no modelo de banda variavel sao discutidas, e uma proposta de estabilizacao da

resposta numérica é apresentada.

6.1 Tracao Simples com Localizacao de Deforma-
coes

Um exemplo de tragao simples, com geometria, propriedades fisicas, condigoes de

contorno e carregamentos apresentados na figura[6.1], é analisado aqui. A localizagao
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de deformacoes é induzida pela consideracao de uma banda central enfraquecida de

espessura w.

: —>
: —
E = 100MPa . : > &
V= 00 E : —p 2
ft = 1.0MPa — : —» —
Gy = 0.02N/mm 1 : :: i
espessura = lmm Hew S
.:i Al
vy > L —>
x
l R
| [ = 1lmm !

Figura 6.1: Dados para o problema de tracao simples com localizacao de deformacoes.

Como descrito no capitulo [2| (segao , a aplicacao de modelos constitutivos
continuos com leis de amolecimento faz com que a resposta estrutural, forca versus
deslocamento, fique dependente do tamanho de w, ja que a situacao mais estavel
estd associada a uma banda de localizacdo com espessura nula. Por outro lado,
quando células com descontinuidade forte embutida sao empregadas, esta banda
nula idealizada é intrinsecamente imposta pelas equagoes cinematicas. Com isso, a
dependéncia com relacao a w deixaria de existir. [lustrar numericamente estas ideias
é o objetivo desta secao. Para tanto, sao consideradas as trés malhas apresentadas

na figura 6.2} onde elementos lineares sao utilizados na divisdo do contorno.

o)(o](o)(o)(0)(e)(=)()(a)[o)(a)(o)(o] (o) o](a)(a)(s

(a) (b) (c)
Figura 6.2: Malhas para o problema de tracao simples: (a) malha 1: w = 0.20 mm,

(b) malha 2: w = 0.10 mm, (c) malha 3: w = 0.05 mm.
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Todas as analises foram conduzidas controlando-se a componente de deslocamento

livre do ponto A, destacado na figura [6.1]

Inicialmente, foram realizadas andlises com células com descontinuidade embutida.
Considerou-se apenas o caso no qual o regime de descontinuidade forte é imposto
diretamente apods o limite elastico do material ter sido atingido, sendo a orientagao
dos segmentos descontinuos, dentro das células, estabelecida pela direcao normal a

tensao principal maxima.

As células foram pré-definidas e o algoritmo de geracao automatica nao foi utilizado.
Porém, elas s6 eram ativadas quando necessério, i.e., quando o campo de deformacgoes

(inicialmente homogéneo) alcangava o limite elastico.

Na figura [6.3p, sdo apresentados resultados do fator de carga em funcao do desloca-
mento da extremidade onde o carregamento é aplicado. Percebe-se, de fato, inde-
pendéncia da resposta estrutural em relagao a w. J& na figura [6.3p, que apresenta
resultados para os deslocamentos ao longo da face inferior, o efeito da descontinui-

dade pode ser verificado.

I— 2 — — —
. Malha 1 : J——s
LT --Malha 2
~ 08¢ -+ Malha 37 = L6} ]
5 £ 1
= 06 2 12) .
O [ g [
3 : g :
,: 0.4 [ 9 g 0.8 [ B
S 0 2
s | ]
T A oaf Matlha 1
i J -e-Malha 2
Il Il \ D 7 : L1 ‘\‘é\*{\ \\\\\ | _*- 1\/121111{(]‘ 3
0 002 00 0.06  0.08 0.1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Deslocamento (mm) x (mm)
(a) (b)

Figura 6.3: Resultados para o problema de tracao simples com descontinuidade forte:
(a) Fator de carga (M) versus deslocamento do lado de aplicagao da carga, (b) Deslocamento

ao longo da face inferior para A = 0.2.
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Em seguida, o problema foi estudado com células constantes convencionais. Para
efeitos comparativos, a mesma funcao de evolugao da variavel de dano utilizada nas
simulagoes com descontinuidade forte foi assumida, i.e., adotou-se a equagao [3.81

com k£ = 0.01 mm.

As respostas obtidas com as diferentes malhas sao apresentadas na figura onde
os distintos comportamentos pds-pico sao verificados, de forma que, quanto mais

estreita é a banda de localizacao, mais acentuada ¢é a curva de amolecimento.

A curva referente as andlises com descontinuidade forte também é reproduzida na
figura[6.4] onde fica claro que ela realmente representa o caso limite quando a banda

de localizacao tende a espessura nula.

e | | Malha 1 (w = 0.20 mm)

I —o— Malha 2 (w = 0.10 mm)

I —— Malha 3 (w = 0.05 mm)
0.8 14 S A B ETEE Descontinuidade Forte

<
>
|

Fator de Carga: A
o
e

0.2}

0 0.2 0.4 06 08 1
Deslocamento (mm)

Figura 6.4: Resultados para o problema de tragao simples com dano continuo em bandas

de localizagdo com diferentes espessuras.
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6.2 Cilindro sob Compressao Diametral

O ensaio de compressao diametral, também conhecido como ensaio brasileiro, foi
proposto por (Carneiro e Barcellos (1949) para verificagao indireta da resisténcia a
tracao de corpos de prova de concreto. A partir de calculos analiticos, para um
cilindro de raio r. e comprimento [., submetido a duas forcas P de compressao

diametralmente opostas, obtém-se a seguinte expressao para esta resisténcia:

fe= P (6.1)

wrel,

Desta forma, para um corpo de prova cilindrico com [, = 30 cm, r. = 7.5 cm e sujeito

a P = 15x10% Kgf, uma resisténcia a tragao de f; = 21.22 Kgf/cm? é esperada.

Nesta secao, o ensaio brasileiro é simulado através da aplicacao direta do regime
de descontinuidade forte quando o limite elastico é atingido, sem utilizacao do es-
quema transitorio com espessura de banda de localizagao variavel. Tal abordagem se

justifica pelo fato da propagacao completa da fissura ocorrer de forma instantanea.

Utilizando a simetria diametral do problema, a geometria, propriedades fisicas, con-

digoes de contorno e carregamentos sao apresentados na figura [6.9]

E = 250000Kgf/cm? lP = 15000Kgf
v =202

fi = 21.22Kgf/cm?
Gy = 0.05Kgf/cm

s

-
Gl
g1
l. = 30cm 2
=l
<,
=
&
= o
S
-wl
<
5
e »

r. = 7.5cm

Figura 6.5: Dados para o problema de compressao diametral de um cilindro de concreto.

O algoritmo de geragao automaética de células foi utilizado, porém, sem crescimento

gradual de tamanho, i.e., § = 1.0. Células quadradas com dois tamanhos distintos
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(de lados medindo 0.50 cm e 0.25 cm) foram consideradas e as malhas finais sdo
apresentadas na figura [6.6, O contorno do problema foi dividido em 93 elementos
lineares nos dois casos. O processo incremental-iterativo foi controlado através da

componente de deslocamento livre do ponto B, destacado na figura [6.5]

\
]
re
N
/

Figura 6.6: Malhas para o problema de compressao diametral de um cilindro de concreto:

(a) malha 1: células com lados de 0.50 cm, (b) malha 2: células com lados de 0.25 cm.

Resultados para fator de carga em funcao do deslocamento vertical do ponto A e
do deslocamento horizontal do ponto B sao tragados na figura[6.7. Assim como no
exemplo anterior, essas trajetorias de equilibrio sao independentes do tamanho das
células. Ressalta-se, porém, que este nao é um resultado geral e tal independén-
cia deve ser entendida como relacionada somente a dimensao da célula na direcao
perpendicular ao segmento de descontinuidade e para as andlises com adocao direta
do regime de descontinuidade forte. O fato da trinca ser totalmente gerada num
mesmo passo de carga também é fundamental para coincidéncia das curvas referen-
tes as analises com malhas distintas. Mais adiante, esta questao serda novamente

abordada a luz de outros exemplos numéricos.

Por fim, levando-se em conta os argumentos imediatamente abaixo da equagao [6.1]
além das propriedades assumidas para as analises numéricas (figura , um fator
de carga maximo unitario, i.e., A = 1.0, seria esperado. Desta forma, a simples
inspegao da figura[6.7 atesta a qualidade dos resultados obtidos. Mais precisamente,

valores méximos na ordem de A = 0.973 foram verificados.
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(a) (b)
Figura 6.7: Resultados para o problema de compressao diametral de um cilindro de
concreto: (a) Fator de carga (\) versus deslocamento do ponto A, (b) Fator de carga ()

versus deslocamento do ponto B.

6.3 Cisalhamento com Forcas em Quatro Pontos:

Arrea e Ingraffea (1982)

Considera-se agora a simulacao de fratura em modo misto através da andlise de
uma viga pré-entalhada, sujeita a cisalhamento com forcas em quatro pontos. Este
problema foi estudado experimentalmente por Arrea e Ingraffea (1982)) e é muito

utilizado na verificagao das formulagoes numéricas.

Na literatura, diferentes valores para as propriedades do material sao encontrados
nas simulagoes deste ensaio. Para a energia de fratura, por exemplo, foram adotados
valores que vao desde Gy = 0.100 N/mm, como em [Saleh e Aliabadi (1995]), |Oliver,
Huespe, Pulido, e Chaves| (2002), Manzoli e Shing| (2006, |[Manzoli e Venturini (2007))
e Manzoli et al.| (2009), passando por Gy = 0.105 N/mm e Gy = 0.120 N/mm, em
Sancho et al. (2006) e [Pennal (2011)), respectivamente, até Gy = 0.150 N/mm, como

em |Xie e Gerstle (1995).



114

Ja para a resisténcia a tragao, Manzoli e Shing| (2006) e Manzoli e Venturini (2007))

utilizaram f; = 2.5 MPa, [Saleh e Aliabadi (1995) e |Oliver, Huespe, Pulido, e Chaves|

(2002)), f; = 2.8 MPa, (2011), f: = 3.4 MPa, [Sancho et al.| (2006) e Manzoli
(2009), f; = 3.5 MPa, e Xie e Gerstle| (1995), f; = 4.0 MPa.

Finalmente, para o médulo de elasticidade, podem-se encontrar valores que variam

entre £ = 24.8 GPa, como em [Saleh e Aliabadi (1995)), |Oliver, Huespe, Pulido, ¢

(Chaves (2002)), Sancho et al| (2006) e Pennal (2011), e £ = 32.0 GPa, como em

Manzoli e Shing| (2006), Manzoli e Venturini (2007)) e Manzoli et al. (2009).

Da mesma forma, nao ha consenso quanto a espessura, w, do entalhe inicial. Muitos

autores se quer deixam claro o valor adotado. |Oliver, Huespe, Pulido, e Chaves

(2002) dao a entender, através de uma figura, que foi considerado um entalhe inicial

com w = 10 mm de abertura. J4 em (2011)), uma espessura nula foi utilizada.

Manzoli e Venturini (2007) e Manzoli et al.| (2009), por sua vez, representaram a

fissura inicial através de células com descontinuidades embutidas. Neste trabalho
foi adotada w = 5 mm. As demais propriedades geométricas, propriedades fisicas,
carregamentos e condigoes de contorno considerados sao apresentados na figura [6.8],

assim como a trajetoria aproximada da trinca obtida nos experimentos.

lO 13P lP
’ -/ago )
FE = 32GPa
v=0.18 étrajetéria exp. h
ft = 3.0MPa da trinca
Gy=0I1N/mm ¢ 1
w
4’“:? espessura = 155mm/| |

aco /z tCMSD AN

I ) 1 ) o ) o
I U U U U 1

I la I3 13 lo ly
Iy = 203mm, 5> = 397mm, I3 = 61lmm, h = 224mm, ¢ = 82mm, w = Smm

Figura 6.8: Dados para o ensaio de cisalhamento com forcas em quatro pontos de

e Ingraffea) (1982)).
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A progressao da anélise nao-linear foi realizada controlando-se a componente de des-
locamento vertical do ponto A, destacado na figura[6.8 A discretizagdo do contorno
foi realizada com 642 elementos lineares. Uma célula quadrada, com diagonal de
1.6 mm foi previamente introduzida na ponta do entalhe, de forma que a origem
do segmento de descontinuidade no interior desta célula é imposta como sendo o
ponto médio do lado comum ao contorno do entalhe. O algoritmo de geracao auto-
matica de células foi adotado, com g = 1.001. Porém, o crescimento das células era

interrompido quando o novo segmento de descontinuidade excedia os 8 mm.

As malhas finais para as andlises com descontinuidade forte direta (apds o fim do re-
gime eldstico) e com o modelo de banda varidvel sao apresentadas, respectivamente,
nas figuras[6.9 e [6.10] Nota-se que, em ambos os casos, a trajetéria esperada para a

fissura foi adequadamente reproduzida.

Na figura [6.11], por sua vez, resultados para a carga aplicada versus o deslocamento
vertical relativo entre os dois lados na extremidade inicial do entalhe, usualmente
conhecido pelo termo crack mouth sliding displacement (CMSD), sdo apresentados

de forma sobreposta a envoltéria experimental, obtida por Arrea e Ingraffeal (1982).

(a) (b)
Figura 6.9: Malha final para simulagao do ensaio de |Arrea e Ingraffeal (1982) com des-

continuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)

Figura 6.10: Malha final para simulagdo do ensaio de |Arrea e Ingraffea (1982) com

modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.

150 [ I I I I i
120 | |
z i ]
é L |
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b= L |
) L |
% L |
o i |
z - |
O i i
30 | =
| |Arrea e Ingraffeal (1982
B —+— Descont. Forte Direta
0 | | —o— Mod. de Banda Varidvel
0 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15

CMSD (mm)

Figura 6.11: Resultados para carga P versus CMSD (Crack Mouth Sliding Displacement)

para o ensaio de |Arrea e Ingraffeal (1982).

Novamente em ambas as andlises, pode-se se perceber uma boa adequacao aos re-

sultados experimentais.
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6.4 Ensaios de Cisalhamento: Galvez et al. (1998))

Outros ensaios de cisalhamento, resultando em fraturas de modos mistos do con-
creto, sao reportados em (Galvez et al.| (1998). A descrigdo completa do problema é

apresentada na figura [6.12

B i w = 2mm 4/
F — 38GPa i d = 150mm
v=0.18 ' T
fi = 3.0MPa w d/2
G5 = 0.069N/mm A espessura = 50mm
AN ' A
dj4 3d/2 S de 2d d/4

Figura 6.12: Dados para os ensaios de cisalhamento de (Galvez et al.| (1998]).

Dois casos foram estudados: cisalhamento com forcas em trés e quatro pontos. No
primeiro deles, o ponto B da figura encontra-se totalmente livre (K = 0),
enquanto no segundo, restringem-se os deslocamentos verticais deste mesmo ponto

(K = 00). As simulagbes de cada um deles sao apresentadas separadamente a seguir.

6.4.1 Forcas em Trés Pontos

As analises numéricas com forgas em trés pontos foram conduzidas controlando-se o
deslocamento vertical do ponto B. O contorno foi dividido em 607 elementos lineares
e uma célula inicial quadrada, com diagonal medindo 1.2 mm, foi adicionada a ponta
do entalhe inicial. O algoritmo de geracao automatica de células foi utilizado, porém,

sem progressao do tamanho delas, i.e., 8 = 1.0.

As malhas finais para as simulagbes com a introducao de descontinuidade forte di-

reta ao final do regime elastico e com o modelo de banda variavel sdao apresentadas,
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respectivamente, nas figuras [6.13] e [6.14] Nota-se aqui, uma clara vantagem a favor
da aplicagao do modelo de banda variavel, visto que na analise com descontinuidade
forte direta, em determinado momento, a direcao da tensao principal maxima con-

duziu a linha de fratura a uma trajetoria inesperada, resultando em instabilidade

7Y b5 %

(a) (b)

numeérica.

Figura 6.13: Malha final para simulagdo do ensaio com forgas em trés pontos de [Galvez

et al.| (1998) com descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.

)

(a) (b

Figura 6.14: Malha final para simulacao do ensaio com forgas em trés pontos de |Galvez

et al.| (1998) com modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.

As préximas trés figuras apresentam outros resultados das andlises executadas. Na
figura tem-se a trajetoria da trinca obtida com o modelo de banda variavel.
J& nas figuras e [6.17], encontram-se as curvas da carga externa P em fungao,
respectivamente, do deslocamento vertical do ponto B e da variacao abertura da
extremidade inicial do entalhe. Este tltimo parametro é conhecido pelo termo crack
mouth opening displacement (CMOD). Todos estes resultados sao comparados com

os experimentos de |Gélvez et al.| (1998).
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Figura 6.15: Trajetéria da trinca para o ensaio de |Galvez et al. (1998) com forgas em

trés pontos.
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Figura 6.16: Resultados para carga P versus o deslocamento vertical do ponto B no

ensaio de (Galvez et al.| (1998) com forgas em trés pontos.
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Figura 6.17: Resultados para carga P versus CMOD (Crack Mouth Opening Displace-

ment) no ensaio de |Gélvez et al.| (1998]) com forgas em trés pontos.

6.4.2 Forcas em Quatro Pontos

Para as andlises com forcas em quatro pontos, foi adotado o método de controle
de deslocamento, utilizando a componente vertical do deslocamento no ponto A,
destacado na figura [6.12] A discretizagao do contorno foi a mesma considerada
nas simulacoes do ensaio com forcas em trés pontos, i.e., 607 elementos lineares.
Uma célula original quadrada, com diagonal de 0.6 mm, foi introduzida a ponta
do entalhe. O algoritmo de geracao automaética de células, com 5 = 1.001, foi em-
pregado, suspendendo-se o crescimento assim que os segmentos de descontinuidade

ultrapassavam o comprimento de 0.75 mm.

As malhas finais para as andlises com descontinuidade forte direta e com o modelo
de banda variavel sao apresentas, respectivamente, nas figuras e [6.19] Nova-

mente, para o primeiro caso, dificuldades na determinagao da orientacao da linha
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de descontinuidade, em determinado momento, produziram instabilidade numérica

e resultaram na interrupc¢ao da analise.

A

P P

el - rd

(b) (c)

Figura 6.18: Malha final para simulacao do ensaio com forcas em quatro pontos de
Galvez et al.| (1998)) com descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe do

inicio da trinca, (c) detalhe do final da trinca.

- ﬁ&%

T& &&5

(b) ()

Figura 6.19: Malha final para simulacao do ensaio com forcas em quatro pontos de
Galvez et al. (1998) com modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe do

inicio da trinca, (c) detalhe do final da trinca.
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A seguir, resultados para a trajetéria da trinca (figura|6.20]), utilizando o modelo de
banda variavel, e para o deslocamento do ponto de aplicacao da carga P (figura|6.21)

sao comparados aos resultados empiricos reportados por |Galvez et al.| (1998).

Assim como verificado para o ensaio com forgas em trés pontos (figura , a
trajetoria numérica da fissura nas regioes superiores da viga apresentou ligeiro desvio
em relacao a envoltéria experimental. A explicacao deste fato pode estar associada
a fatores relacionados ao préprio experimento, como a presenca de heterogeneidades
internas nas pecas ensaiadas ou a dificuldade do estabelecimento de uma carga
de fato pontual, bem como a fatores numéricos, como o grau de discretizacao do
contorno ou a ocorréncia de efeitos de quase-singularidade a medida que as células

se aproximam dele.

150
120 s
__90f :
g
2
~ 60 .
30 || -
Galvez et al.| (1998))
—— Mod. de Banda Variavel
OO 24 48 72 96 120

Figura 6.20: Trajetoria da trinca para o ensaio de |Gélvez et al. (1998)) com forgas em

quatro pontos.
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Figura 6.21: Resultados para carga P versus o deslocamento vertical do ponto carregado

no ensaio de (Galvez et al.| (1998) com forgas em quatro pontos.

6.5 Painel em L: Winkler et al. (2004)

Winkler et al.| (2004) realizaram ensaios experimentais em painéis de concreto em
forma de “L”, conforme ilustrado na figura [6.22] As propriedades mecanicas do
material também foram obtidas, por eles, de forma experimental. Tais propriedades
foram consideradas nas andalises numéricas. A carga P foi aplicada através de um
pino, de diametro a = 20 mm, parcialmente embutido a peca de concreto, o que

justifica a distribuicao dessa carga total sobre o comprimento representado na figura.

As andlises numéricas foram controladas pelo método do deslocamento, considerando-
se a componente vertical do ponto A, destacado na figura [6.22, O contorno foi di-
vidido em 356 elementos lineares e uma célula inicial, com diagonal de 1 mm, foi

adicionada ao vértice do “L.”. Para o crescimento progressivo das células, adotou-se
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£ = 1.001, limitando o tamanho dos novos segmentos de descontinuidade ao com-

primento de 1.3 mm.

d d
E = 25.85GPa a = 20mm
v =0.18 d = 250mm
ft = 2.TMPa
Gy = 0.065N/mm d

HE
aa

espessura = 100mm

Figura 6.22: Dados para o ensaio do painel em L de Winkler et al.| (2004).

As malhas obtidas ao final das andlises com descontinuidade forte direta e com
o modelo de banda variavel sao apresentadas, respectivamente, nas figuras e
Assim como verificado nos exemplos da secao a utilizacao do modelo de
banda varidvel mostra-se necessaria para a captura adequada do encaminhamento

da fissura.

(a) (b)
Figura 6.23: Malha final para simulagdo do ensaio do painel em “L” de [Winkler et al.

(2004) com descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)
Figura 6.24: Malha final para simulagdo do ensaio do painel em “L” de

(2004) com modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.

A comparacao direta entre a trajetoria da trinca obtida com o modelo de banda va-

ridvel e aquela reportada experimentalmente em [Winkler et al| (2004)) é apresentada

na figura [6.25] Percebe-se uma boa concordancia entre elas.

200

Dominio
----- [Winkler et al] (2004)
—— Mod. de Banda Var.

0 250 500

0

Figura 6.25: Trajetéria da trinca para o ensaio do painel em “L” de[Winkler et al.| (2004)).

J& a curva da carga total aplicada em fungao do deslocamento vertical do ponto A
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pode ser vista na figura [6.26] Neste caso, houve uma certa discrepancia entre os os

resultados numéricos e a envoltéria experimental.

8
i | | Winkler et al.| (2004)
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Figura 6.26: Resultados para carga total P versus o deslocamento vertical do ponto A

no ensaio do painel em L de |Winkler et al.| (2004).

Algumas consideracoes, no entanto, podem ser feitas a respeito destes resultados.
Primeiramente, na figura [6.26] observa-se que a curva numérica jé destoa dos re-
sultados experimentais desde os primeiros passos de carga, quando a analise ainda
se encontra no regime eldstico (apenas no terceiro passo, o limite deste regime é
alcancado na célula inicial). Isto pode estar associado a uma apuracdo imprecisa de
alguma propriedade do material, como o médulo de elasticidade ou o limite a tracao.
No préprio trabalho de Winkler et al.| (2004) e também em Penna (2011), diferencas
semelhantes nesta inclinacgao inicial sao verificadas a partir da utilizacao de modelos
de fissuracao distribuida. Porém, nestas andlises, o comportamento pés-critico se

aproximou de forma mais adequada as curvas experimentais.

No caso da formulacao empregada nesta tese, cabe ressaltar que a necessidade de
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aplicacao de células com dimensoes reduzidas, para evitar um retardamento no pro-
cesso de geracao de novos segmentos de descontinuidade, pode gerar um aumento
de rigidez irreal em problemas onde regioes maiores do dominio apresentem dano

material. Este tema sera melhor explorado no préximo exemplo.

Finalmente, merece ser destacado o fato de que dois dos parametros mais importan-
tes nos estudos de falhas estruturais em engenharia foram bem determinados pela
analise com o modelo de banda varidavel. Tais parametros referem-se a carga de
pico e a trajetoria da fissura. Portanto, os resultados aqui descritos nao devem ser

subestimados.

6.6 Flexao em Trés Pontos: Petersson (1981)

Vigas de concreto pré-entalhadas, submetidas a flexao em trés pontos, foram es-
tudadas experimentalmente por |Petersson (1981)). Nesse trabalho sao apresentados
valores para energia de fratura, G, e para a resisténcia a tragao, f;, do material, ob-
tidas de ensaios especificos. Para o médulo de elasticidade, o autor assumiu o valor
de E = 30 GPa. Tais propriedades foram adotadas nas andlises descritas a seguir e
encontram-se listadas na figura [6.27, juntamente com a geometria, as condigoes de

contorno e o carregamento considerados.

Uma certa divergéncia com relagao a espessura, w, do entalhe inicial pode ser ve-
rificada na comparagao entre diferentes estudos disponiveis na literatura, visto que
sua medida nao é apresentada de forma clara no trabalho original. Nguyen (2008)),
por exemplo, adotou espessura nula, Manzoli e Venturini (2004) trataram o entalhe
através de células com descontinuidade forte embutida e Rots et al.| (1985), |Chaves
(2003)) e Penna; (2011) consideraram w = 20 mm. No desenvolvimento desta tese, os
valores w = 10 mm e w = 20 mm foram testados e, como as diferencas foram pouco

significativas, optou-se por reportar apenas os resultados referentes ao primeiro caso,
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que corresponde ao valor intermedidrio dentre os listados acima.

E =30GPa v =0.2 p [ =1000mm a = 100mm
fi = 3.33MPa Gy = 0.124N/mm l h =200mm w = 10mm

w h
— espessura = 50mm

Figura 6.27: Dados para o ensaio de flexdo em trés pontos de Petersson! (1981)).

O avanco das analises numéricas foi controlado pelo deslocamento vertical do ponto
de atuacao da carga P. O contorno do problema foi dividido em 705 elementos
lineares e uma célula inicial quadrada foi inserida na ponta do entalhe. O algoritmo
de geragao automatica de células foi utilizado com = 1.0, i.e., sem variacao nos

tamanhos delas.

As analises com descontinuidade forte direta e com modelo de banda variavel, prin-
cipalmente esta 1ltima, possuem algumas peculiaridades que justificam discuti-las

em duas secoes distintas, como a seguir.

6.6.1 Analises com Descontinuidade Forte Direta

As anélises com descontinuidade forte direta foram realizadas empregando-se células
com lados de 1 mm e 4 mm. Novamente, o encaminhamento da fissura nao foi
reproduzido de forma consistente, visto que, em determinado momento da anélise,

a tensao principal maxima foi obtida na direcao paralela ao entalhe original, como

pode ser verificado nas figuras e

Entretanto, pela prépria simetria do problema, a trajetoria da trinca é previamente
conhecida e pode ser induzida artificialmente, pré-definindo a orientacao de cada
segmento de descontinuidade no interior das células. Fazendo-se isso, as malhas

finais apresentadas nas figuras [6.30] e foram obtidas.
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(a) (b)

Figura 6.28: Malha final para simulagao do ensaio de Petersson| (1981) com células de 4

i

(a) (b)

mm e descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.

Figura 6.29: Malha final para simulagao do ensaio de |Petersson (1981]) com células de 1

mm e descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)
Figura 6.30: Malha final para simulagao do ensaio de Petersson| (1981)) com células de 4

mm e descont. forte direta com orientagao pré-definida: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)
Figura 6.31: Malha final para simulagao do ensaio de Petersson| (1981)) com células de 1

mm e descont. forte direta com orientacao pré-definida: (a) malha completa, (b) detalhe.
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Os resultados para a carga P em funcao do deslocamento vertical do ponto onde ela
é aplicada sdo apresentados na figura [6.32, de forma sobreposta a envoltéria defi-
nida pelos ensaios experimentais. Nota-se uma ligeira diferenca no comportamento
pos-critico entre as duas analises, que pode ser explicada pela diferenca nas distan-
cias do ponto de colocagao da célula em regime elastico a extremidade momentanea
da fissura. Ou seja, quando células maiores sao utilizadas, um trecho onde eventu-
almente ja deveria haver um prolongamento da linha descontinua ainda é tratado

como elastico pela formulagao numérica.

Esta questao toma um viés mais complexo quando o modelo de banda variavel é

adotado, conforme descrito na préxima secao.
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Figura 6.32: Resultados para carga P versus o deslocamento vertical do ponto carregado
no ensaio de flexao em trés pontos de [Petersson| (1981): descontinuidade forte direta com

orientacao pré-definida.
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6.6.2 Analises com Modelo de Banda Variavel

Na formulagdo com o modelo de banda variavel, a trajetéria da fissura foi captu-
rada naturalmente, sem a necessidade de imposi¢ao da orientagao dos segmentos de
descontinuidades. Entretanto, uma forte dependéncia no tamanho das células foi
verificada, gerando dificuldades no tragado adequado das curvas de equilibrio tipi-
cas do problema. Tais dificuldades sao provenientes do seguinte dilema: ao utilizar
células de tamanho muito reduzido, regioes que deveriam apresentar dano sao consi-
deradas elasticas durante a andlise numérica, traduzindo-se num aumento incorreto
da resisténcia estrutural. Em contrapartida, se as células forem demasiadamente
grandes, o processo de geracao de descontinuidades é retardado, visto que o ponto
de afericao das deformacoes encontra-se mais distante da extremidade momentanea
da fissura. Neste caso, podem ocorrer oscila¢oes no tracado da trajetoria de equili-
brio, com a presenca de uma espécie de “pseudo-enrijecimento” em alguns passos de

carga.

Para ilustrar esta questao, duas analises sao apresentas a seguir. Uma utilizando
células de lados medindo 4 mm, cuja malha final é apresentada na figura|6.33], e outra

com células de lados medindo 1 mm, sendo a malha final reproduzida na figura[6.34].

Y

(a) (b)
Figura 6.33: Malha final para simulagdo do ensaio de flexdo em trés pontos de |[Petersson

(1981)) com células de 4 mm e modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)

Figura 6.34: Malha final para simulagdo do ensaio de flexdo em trés pontos de |Petersson

(1981) com células de 1 mm e modelo de banda variavel: (a) malha completa, (b) detalhe.

As curvas da carga P versus o deslocamento vertical do ponto de sua aplicagao
sao apresentadas na figura [6.35, juntamente com os resultados experimentais de

Petersson| (1981)).
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i ‘ ‘ ‘ Petersson| (1981])
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Figura 6.35: Resultados para carga P versus o deslocamento vertical do ponto carregado

no ensaio de flexao em trés pontos de Petersson (1981): modelo de banda varidvel.

Pode-se observar com clareza que a analise com células de 1 mm superestimou a
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carga de pico, indicando que uma regiao maior do dominio deve apresentar dano,
além da fissura central. Por outro lado, quando as células de 4 mm sao utilizadas,

as referidas oscilagoes na curva de equilibrio sao verificadas.

Deve-se ressaltar aqui, que a escolha das células com 4 mm de lado nao foi ao acaso.
Medidas intermediarias foram testadas, porém, elas foram as primeiras a adequar

os resultados numéricos aos experimentais.

A partir das colocacoes realizadas até aqui, uma ideia surge naturalmente no sentido
de corrigir as deficiéncias observadas. Trata-se da adogao de células suficientemente
pequenas, como as de 1 mm de lado no problema aqui em questao, para evitar as
oscilagoes nas respostas estruturais, em conjunto com uma modificacao na lei de evo-
lugao da variavel de dano referente a fase pré-bifurcacao. Para tanto, deve-se voltar
a atencao as equagoes [3.59 e [3.60] Nessas expressoes, que foram obtidas a partir
da avaliacao da energia dissipada no dominio do elemento de discretizacao, o termo
[* esta associado ao tamanho caracteristico da célula, mais precisamente, a média
dos comprimentos dos seus lados. A proposta apresentada agora é a modificacao

artificial deste termo, afim de evitar o aumento espurio da resisténcia estrutural.

Nas figuras e 6.37, sao apresentados os resultados para células com 1 mm de

lado e {* = 4 mm. A melhora no tragado da curva de equilibrio é sensivel.

L

(a) (b)

Figura 6.36: Malha final para simulagdo do ensaio de flexdo em trés pontos de |Petersson

(1981) com células de 1 mm e {* = 4 mm: (a) malha completa, (b) detalhe.
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Figura 6.37: Resultados para carga P versus o deslocamento vertical do ponto carregado

no ensaio de flexao em trés pontos de Petersson (1981): modelo de banda varidvel com

células de 1 mm e [* = 4 mm.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Uma continuidade da linha de pesquisa iniciada nos trabalhos de|Manzoli e Venturini
(2004}, 2007)), associados a aplicagao dos conceitos de descontinuidades fortes, até
entao bastante difundidos em andlises numéricas via método dos elementos finitos,
a estudos de falhas materiais através do método dos elementos de contorno, foi o fio

condutor do desenvolvimento do presente trabalho.

Neste sentido, a metodologia foi ampliada fazendo-se uso da andlise de bifurcagao
como critério desencadeador do processo de localizacao de deformagoes. Tal andlise
baseia-se na singularidade do tensor de localizacao, muitas vezes denominado de
tensor actstico por questoes histéricas. A determinacao desta condi¢ao nao é trivial
e sua generalizagao numérica ¢ demasiadamente custosa. No entanto, para um mo-
delo constitutivo especifico e restringindo o modelo de andlise aos estados planos,
expressoes simplificadas para um maédulo de amolecimento critico, correspondente
ao referido critério, podem ser obtidas em funcao do estado momentaneo de defor-
magoes. Estas expressoes foram deduzidas no capitulo 2] considerando o modelo
de dano utilizado nesta tese. A analise de bifurcacao fornece ainda a orientacao da
banda de localizacao, cuja espessura inicial pode ser obtida através dos valores das

varidveis internas do modelo constitutivo.

Uma vez estabelecida a banda de localizagao, uma lei (pré-definida) de evolugao
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para sua espessura € utilizada até que o regime de descontinuidade forte, caracte-
rizado por campos de deslocamentos descontinuos e deformacoes ilimitadas numa
determinada superficie, seja alcancado. Esta etapa transitéria é tratada através de
equagoes cinematicas regularizadas, incompativeis entre si, porém, capazes de repre-
sentar, num tunico ponto geométrico, a presenca de superficies de descontinuidades
fracas, caracterizadas por deformacoes descontinuas, mas limitadas, que delimitam
a banda. No regime de descontinuidade forte, estas equagoes cinematicas regulari-

zadas recuperam a condic¢ao de compatibilidade.

Como ja enfatizado anteriormente, a metodologia posta desta maneira torna-se mais
adequada para representar a zona de processo de fratura, quando comparada aos
trabalhos iniciais com simulacao de descontinuidades fortes via método dos elementos
de contorno, nos quais, imediatamente apds o fim do regime eldstico, segmentos
de superficies com descontinuidade forte eram induzidos no interior das células.
Na pratica, isto traduziu-se numa forma mais eficiente de capturar a trajetoria da
fissura, como pode ser visto nos exemplos apresentados nas secoes a do

capitulo [6]

Tal fato, por si proprio, ja atesta os beneficios da formulagao aqui desenvolvida.
Porém, algumas ressalvas foram identificadas e merecem ser apontadas. Conforme
discutido na se¢ao[6.6] o estudo de propagagao de fissura numa viga de concreto pré-
entalhada e sujeita a flexao em trés pontos deixou transparecer o seguinte dilema
quanto a escolha do tamanho caracteristico das células: elas deveriam ser sufici-
entemente pequenas na dire¢ao da trinca, afim de simular corretamente a taxa de
propagacao e evitar, assim, uma superestimacao da carga de pico; por outro lado, se
suas dimensoes forem demasiadamente reduzidas, as regices de degradacao em meio

continuo ficam subestimadas, gerando oscilagoes nas curvas de equilibrio.

Para remediar esta situagao, algumas solucoes poderiam ter sido testadas. Den-

tre elas, pode-se citar a utilizagao de células distorcidas, reduzindo suas dimensoes
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apenas no sentido da linha de descontinuidade; a discretizagao, com células con-
vencionais, das regioes ao redor das células com descontinuidade incorporada ou,
ainda, a discretizagdo completa (ou semi-completa) do dominio, abandonando-se o
processo de geragao automatica de células. No primeiro caso, além da necessidade
de modificagao do algoritmo de geracao automatica, resultados menos precisos as-
sociados as integragoes numéricas, principalmente das integrais singulares, podem
afetar a resposta como um todo. Quanto a discretizacao complementar das regioes
adjacentes as células com descontinuidade, a duvida com relacao ao tamanho da
area a ser considerada permaneceria e sua eficicia estaria condicionada a esquemas
de reconstrucao de malhas, principalmente nas regioes a frente da ponta da trinca,
0 que agregaria um custo computacional extra, além de um grande esfor¢o de im-
plementacao. Finalmente, a ideia de manter uma discretizagao fixa, semelhante as
formulacoes via método dos elementos finitos, vai contra a principal vantagem do
método dos elementos de contorno, que refere-se a discretizagao do dominio apenas

nas regioes onde efeitos inelasticos sao verificados.

Desta forma, uma proposta bastante simples e promissora que, no entanto, ainda
deve ser melhor estudada, foi apresentada. Trata-se da adequacao da lei de evolugao
da varidvel de dano referente a fase pré-bifurcacdo. No exemplo da segao [6.6] isto

foi realizado através da modificacao artificial do fator de escala associado a esta lei.

A seguir, as principais contribuicoes desta tese, bem como sugestoes para futuros

trabalhos, sao listadas de forma condensada.

7.1 Contribuicoes deste Trabalho

e Extensao das metodologias de andlise de descontinuidades fortes via método

dos elementos de contorno, a partir da adocao de etapas sucessivas, incluindo:
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degradagao em meio continuo, localizagao de deformacoes em bandas de espes-
sura varidvel (regime com descontinuidades fracas), que tem seu inicio esta-
belecido pela analise de bifurcacao e sua evolucao é determinada por uma lei

pré-definida, e, finalmente, regime de descontinuidade forte.

e Generalizagao quanto ao formato geométrico das células com descontinuidade
incorporada (ou embutida), a partir da utilizacdo de fungdes de forma linea-
res, baseadas em seus vértices, para a construcao da funcao de regularizacao
cinematica, que distribui os efeitos das descontinuidades por todo o dominio da

célula.

e Adaptacao da formulagao implicita do método dos elementos de contorno para
problemas fisicamente nao-lineares a estratégia de solugao utilizada no sistema
INSANE, possibilitando o emprego de diferentes métodos de controle e de uma

biblioteca de modelagem constitutiva numa tnica estrutura computacional.

e Apresentacao de um algoritmo de geracao automatica de células suficientemente
robusto para capturar a trajetéria de superficies de falha, fazendo uso de uma
das principais potencialidades do método dos elementos de contorno, que refere-

se a discretizacao parcial do dominio.

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

e Simulagao de falhas em outros tipos de materiais, como solos e metais, a par-
tir da adogao de modelos constitutivos distintos na representacao dos efeitos

dissipativos na superficie descontinua.

e Generalizacao do conceito das células com descontinuidade forte embutida, con-
siderando a incorporagao componentes nao uniformes dos saltos no campo de
deslocamentos. Tal ideia poderia reduzir a dependéncia das respostas estrutu-

rais em relacao a dimensao das células no sentido da superficie descontinua.
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e Desenvolvimento de um esquema de adaptacao do tamanho das células, inte-
grado ao algoritmo de geracao automatica, baseado na avaliacao das deforma-

¢oes em pontos internos avulsos.

e Aplicacao, a metodologia aqui apresentada, do método global de geracao e
propagacao de fissuras, proposto por |Oliver, Huespe, Samaniego, e Chaves
(2002) no contexto do método dos elementos finitos. No caso do método dos
elementos de contorno, o problema de potencial escalar associado pode ser
tratado a partir de pontos internos avulsos, sem a necessidade de discretizacao

do dominio em células.

e Utilizacao de métodos mais genéricos na avaliagao da condicao de bifurcacao,

i.e., métodos independentes do modelo constitutivo adotado.

e Extensao da formulagao aos problemas tridimensionais.



Apeéendice A

Solucoes Fundamentais de Kelvin

Apresentam-se aqui, solucoes do problema fundamental de Kelvin, referente a apli-
cacdo de cargas unitdrias em trés diregoes ortogonais do espago euclidiano (P; = 1,
para qualquer valor do indice i), concentradas num ponto, €, de um dominio sélido
infinito, com comportamento elastico linear e sujeito a deformacoes infinitesimais.

Com isso, formula-se o problema a partir das seguinte equagoes:

of .+ 0(X —€)P, =0 (equilibrio) (A.la)
1

€ — §(ufj +uj;) =0 (compatibilidade cinematica) (A.1b)
or; — Eler = 0 (compatibilidade constitutiva) (A.1c)

onde §(X — &) é a fungao delta de Dirac, cuja principal propriedade é dada na
equagao e E7,, € o tensor constitutivo eldstico linear isotrépico, definido nas
equacgoes a[2.12, Os termos u;, €}; e o}; referem-se respectivamente aos campos

de deslocamento, deformacao e tensao.

A partir da manipulacao algébrica dessas equacoes, obtém-se a equacao de Navier

para os deslocamentos, i.e.,

gy, + (A p)ug ; + (X —€)P; =0 (A.2)

Dentre as diferentes técnicas de solucao existentes para esta equagao, adota-se aqui

a formulacao do vetor de Galerkin, G;, definido pela seguinte expressao (ver, por
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exemplo, |Aliabadi| (2002)):

A
’Uj< = Gj i ﬁ Gz ji (AB)
J ’ A+ 2u ’

Aplicando a equagao afA.2]

A+ p - - A+ u
G itk — o — (A A o G
nGyiikk [M()\+2M> (A+p) +( +M)(/\+2M)] ik

'
=0

(A.4)
+0(X—=&)P; =0

= UGk + 6(X — &) P =0

A equacgao[A.4pode ser transformada num conjunto de equagoes tipicas de problemas
de potencial escalar, a partir da definicao de um vetor F; como sendo o laplaciano
do vetor de Galerkin, i.e.,

e (A5)
Substituindo a equacao na equacao [A.4] tem-se:

1
Fj,kk + ;5(X — S)P] =0 (A.6)

Tratam-se a seguir, de forma separada, os dominios tri e bidimensionais.

A.1 Dominios Tridimensionais

No dominio infinito original, toma-se um subdominio fechado, §2', delimitado pelo
contorno I, que contenha o ponto fonte de aplicagao da carga, &, desde que € ¢ I".

Integrando a equagao neste subdominio, obtém-se:

P; P;

/ FimdQ= -2 [ 6(X—€)dQ2=—-~2 (A.7)
' B Jor H

Sendo n; o vetor normal unitario em I, direcionado para a regido externa ao sub-

dominio, tem-se, aplicando o teorema da divergéncia:

P
’ r’ 12
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Particularizando agora, €)' por uma esfera centrada no ponto fonte e utilizando um
sistema de coordenadas radial e angulares, definido pela base ortonormal {&,, &y, &,}
(é, = n), com origem também localizada em &, pode-se escrever para o gradiente

de F; (na forma expandida):

1
Ejp = Fjr@p + ;Fj,oée + (A.9)

——F: 4
r(sing) 7 ¢
Como &y -n = &4 -n = 0, conclui-se que as duas ultima parcelas da equagao

resultam em valor nulo quando aplicadas & equagao [A.8 Desta forma, tem-se que:

21 ™ P.
% Fipngdl = / / Fj,r*(sin0)dpdh = —— (A.10)
/ 0o Jo p
ie.,
b
e A A1l
»r A7 pur? ( )

donde podem-se definir as seguintes fungoes potenciais:

b (A12)

F, =
T dmur

Deve-se atentar agora, ao fato de que a esfera ' foi definida com um tamanho
arbitrario. Assim sendo, o raio r na equagio pode ser interpretado como a
funcao que fornece a distancia entre o ponto, &, e um ponto de campo qualquer, X.

Escreve-se, portanto,

r=r(&X) (A.13)

onde as seguintes propriedades sao validas:

=X, — & (A.14a)
r = (ryr;) /2 (A.14b)
or or or;
" r ‘X 6’XZ 8rj aX,L T ( C)
T ig Ti Oij Tyl
T = Thij |x = (7>7j:T]_r_27"7j:7]_Tj (A.14d)
Das equagoes [A.5] e [A T2 obtém-se:
P
Gy = —2 (A.15)

Amur
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e, considerando a simetria radial, em torno de &, do problema fundamental, pode-se

escrever:

or "’ or or?
Aplicando as equacoes [A.14d] e [A.T5] & [A.16] chega-se & seguinte equacao nao-

) ) 207
Gjii = (86’] )nz Tii 9G; + 9C,; (A.16)

homogénea de segunda ordem para o vetor de Galerkin:

0°Gy 200G, _ P,

= A7
or? r or A pr ( )
Uma solucao particular desta equacao seria:
P
Gj=—-r (A.18)
8T

Substituindo agora, a equagao na equacao e levando em conta as equa-

coes [2.11], 2.12] {A.T4d], obtém-se um campo de deslocamentos que é solucao do

problema representado pela equagao [AZ] i.e.,

1
(3= d)S 41 | P Al
u] 167T/L(1—V)7’K3 V) .7+T T]] ( 9)

A equacao é a solucao fundamental de Kelvin para problemas tridimensionais.
Deve-se notar que esta equacao fornece a componente de deslocamento na diregao
j, num ponto de campo, X, em funcao de uma carga de componentes unitarias
(P, =1;1=1,2,3), aplicada no ponto fonte, £&. Os tensores de deformagdes infi-

nitesimais e tensoes de Cauchy, em X, correspondentes ao campo de deslocamentos

da equagao sdo obtidos a seguir.

Primeiramente, deve-se notar que o gradiente dos deslocamentos é dado por:

* * —Tk

= U — 3—4 51 i 7'Pi
uj,k u],k:X ]_67T[,L(1—V)7”2[< V) J+,r TJ]
1
S VTS A.20
+ 167Tlu(1—V)T[TkTU +T7 rjk] ( )

1
— 167 p(1 — )12 (067 +0ikT,5 =37, 7 Ty —(3 — 4v) 04575 | P
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Toma-se entao, a parte simétrica da equacao para obter as deformagcoes infini-

tesimais:
1
* *
S (ufy, +ug ;)

1 (A.21)
= Tomp(l = )2 (0557, + (20 — 1) (04, +0357 ) — 31575 Tk | P

As tensoes, por sua vez, podem ser obtidas utilizando-se as equagoes e a
2.17] ie.,
1

= 87T(1 . I/)?“Q [(21/ - 1)(_§jkrai +5ikr,j —I—(Sijr,k ) — 37“”- Tyj Tsk ]PZ

(A.22)

Finalmente, uma expressao para forcas de superficie, num ponto de campo arbitrario

de uma superficie também arbitraria, orientada por vetor normal unitario n;, é

estabelecida:
1
= —871-(1 — 1/)7"2 [(QV — 1)(—7%‘7’,@' ‘|‘nz‘7”,j +5¢jnkr,k ) — 37’,1' Ty MET sk ]R (A23)
—1 or
— g —— %[(1 —2v)0;; + 3y | — (1 —2v)(ngr; —nry; ) o P
onde
0 i

A.2 Dominios Bidimensionais

Seguem-se, nesta secao, as mesmas ideias descritas para o caso tridimensional. To-
mando novamente um subdominio fechado €2, delimitado pelo contorno I, que con-
tenha o ponto de aplicagao da carga, &, as equagoes [A.7) e permanecem validas,

considerando que os indices, agora, variam apenas entre 1 e 2.

No caso bidimensional, ' pode ser particularizado por circulo, centrado no ponto
fonte. Adota-se entdao, um sistema de coordenadas polares, definido pela base or-

tonormal {&, = n, &y}, com a origem em &. Desta forma, pode-se escrever para o
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gradiente de F:

1
—F;9& (A.25)
r

Com isso, aplicando a equagao a tem-se

Fyp = Fjrér +

27 P
% Fj gnydl’ :/ Fjrdf = —— (A.26)
! 0 Iu
ie.,
P
Fjp=—5- (A.27)
’ 2mpr
donde,
P

sendo 7 = r(&; X) definido como nas equagoes

Agora, das equagoes e [A28, obtém-se:

Pj
= “om In(r) (A.29)

Jsit
Novamente, considerando a simetria radial do problema fundamental em torno de

ercebe-se que a equacao [A.16| também permanece valida para duas dimensoes
) )

resguardadas as variagoes dos indices. Desta forma, aplicando as equagoes [A.14d] e

a[A.16] chega-se a seguinte equagao para o vetor de Galerkin:

26, 106, P,

=——1 A.30
Or? r Or 27 n(r) ( )
Da qual uma solugao particular seria:
P; P;
Gj=—Lr*— ] A31
) = gt = g In(r) (A31)

No entanto, pode-se notar, da aplicacao da equacao a[A.3] que o primeiro termo
desta solucao resulta num deslocamento de corpo rigido, podendo ser desprezado.

Assume-se, portanto,

T 2 A.32
Gy = g Inlr) (A3
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Substituindo a equagao na equacao e levando em conta as equacoes [2.11],
dA.14d] obtém-se o seguinte campo de deslocamentos como solugao do problema
fundamental:

—1

= m[(g — 40) In(r)dy — ryi 7, | P (A.33)

A equacao ¢ a solucao fundamental de Kelvin para problemas bidimensionais.
Novamente, destaca-se que esta equacao fornece a componente de deslocamento
na direcao 7, num ponto de campo, X, em fungao de uma carga de componentes

unitarias (P; = 1; i = 1,2), aplicada no ponto fonte, &.

A seguir, sao apresentados, respectivamente, o gradiente do campo de deslocamentos,
as deformagoes infinitesimais, as tensoes de Cauchy e as forgas de superficie - numa

superficie cuja normal é dada por n; - todos relativos a um ponto de campo arbitrario,

X.
Tk = 1|3 P
Uje = Wik| =g — oy |07 )00 T ik Ty Thi Mok |
* fqﬂ(l & ' (A.34)
= m[(g — 4D)T,k 5ij - (7”,]' 5@k + 7y 5jk) —+ 21””- Tyj Tk ]PL
S .
€jk = §(uj,k + u;)
—1 (A.35)
= m[(l — 25) (57;16717‘]' +6ijr,k ) - 5jkr7i +2T7i T?j Tk ]R
. 2uv . .
Ok = E@kﬁu + 2u€y,
1 (A.36)
= 47T(1 . 17)7’ [(1 - 2D)<_5Jk‘r7l +5ik‘r7j +5ijr7k ) + 2T,i Ty Tk ]PZ
tj = ok
-1
= —47r(1 — D)r[(l — 20)(—nyry +rir, H0inere ) + 2, ry nerg | B (A.37)
—1 or B )
— —47r(1 o %[(1 —20)0;5 + 21,1, ] — (1 = 20)(nyry; —nry; ) ¢ B

onde a equacao permanece valida.
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A.3 Sintese

Tomando separadamente cada componente da carga F;, obtém-se os tensores pon-
deradores presentes nas equagoes integrais para deslocamentos, tanto em pontos
internos como no contorno, apresentados no capitulo 4} Aqui, expressoes explicitas
para tais tensores sao listadas a partir da simples comparacao entre a equacao 4.14

e as equagoes a (para dominios tridimensionais) ou a (para

dominios bidimensionais).

A.3.1 Dominios Tridimensionais

1
-1 or
t;k(E, X) = —{—[(1 — 21/)5@‘]‘ + 3’/‘,,‘ ’I",j]
J 8r(1 —v)r2 on (A.39)
— (1 — QV)(an,Z’ —nT,; )}
. S S 17 RS LVIRS D S
Uz’jk (Ea X) - 871'(1 _ V)TQ [<2V 1)( 5]kraz +5zkr7] +5Z]T7k) (A40)
- 3T7i T Tk ]
A.3.2 Dominios Bidimensionais
-1
u;‘j (ﬁ, X) = m[(?) — 45) 11’1(7“)(5@' — Ty T,j] (A41)
-1 or
(& X) = —{—[(1 —20)6ij + 21,15 ]
Ar(1 —v)r | On (A42)

— (1 —20)(njr,; —nyr,; )}
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-1
. o [(1 = 20) (=8 4Ot A6smn )
UZ]k(é’X> 47T(1 . D)r [( I/)( ]k/r kg J'ok (A43)

+ 27”,7; /r'aj Tk ]



Apeéendice B

Derivadas das Solucoes
Fundamentais de Kelvin em
Relacao ao Ponte Fonte

Na deducao das equacgoes integrais para deformacgoes em pontos internos, como re-
latado no capitulo [, é necessério realizar a deriva¢ao dos tensores provenientes da

solugao do problema fundamental de Kelvin, em relagao ao ponto fonte, £&. Portanto,

apresentam-se aqui tais derivadas, referentes as equagoes a (apéndice [A)),
bem como expressoes explicitas para os tensores definidos nas equacgoes |4.24} e

4311

Deve-se, porém, destacar inicialmente os seguintes resultados, provenientes das equa-
Goes [A. 14}
or or Or; T

Ty |£ = agz - a,,,j agl - _? = Ty (Bla)
T Oij | ThiTyj
(T,i X),j |£ = (1), ‘g = (?)7]‘ ) = —Tj + Tj = —Tyj (B.1b)

A seguir, dominios tri e bidimensionais sao tratados de forma separada.

149



150

B.1 Dominios Tridimensionais

Utilizando as equagoes [B.I] obtém-se, respectivamente, das equagoes [A.38| a [A.40]

os seguintes resultados:

1
~ 16mu(l — v)r2

u:j,k (Ea X) ‘5 [(3 - 4V)5ijr7k _(5ikr,j +5j]g7',i ) + 37'”‘ T T,k] (BQ)

N —1
tin(& X)) = m{nz(l —2v)(3r,; re —0;1)
+n;(1 —2v) (8 — 3r,i Ty ) — ni[(1 — 2v)6;5 + 3ryi 75 | (B.3)
0
+ 3%[(1 - 2V)5ij7’,k: —5jk7“,i —(5¢k7“,j +0r,; 1,5 7"71:]}
. -1
O-ijk,l(éax)‘g = m[?’(l - 2V)(5z‘k7“,j T30 F0ig sk Tl
— 5jkr7i T’,l) + (1 — 2V) (5jk6il — §ij6kl — 5ik5jl> (B4)

— 3(0ur,; ok 05T Tk FOgTyi Ty )+ 15T T T Ty ]

Com isso, expressoes explicitas para os tensores apresentados nas equagoes [4.24]

e sao dadas por:
* 1 * *
uijk<€7 X) = 2 [uik,j<€7X)|£ + ujk,i(£7 X)‘ﬁ}

. (B.5)
= 167Tlu(1 — y)?"2 [(1 — 2V)(5ikraj +5jkr7i ) — 6ij7“,k +3’I“,i 7”,]' T,k]

1
(€ X) = 5 [1,(6 X[ + 51a(&X)]

1
- m{(l —2v) [niéjk + 0 — npdi; + 3, 7,5 1
(B.6)

or
+ 3%[”(733‘ Oi, + 7 Ojk) + Tk Oij — BTy Ty Ty |

+ 3v(nr; v+, T )}
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* 1 * *
o€, X) = 5 [Jikl7j(€>X)}€ + 070.4(&, X)M
1
+ 3v(0ur,j rok F0ikTsj Ty +055T i Ty +07 i Tk )

+ 3[(1 — 2v)0gryi vy +657 5 T | — 10r ey
B.2 Dominios Bidimensionais

Considerando agora as equagoes [A.41] a[A.43] obtém-se:

. 1 )
ug (€, X)‘g = —87ru(1 — D)_TK?) —40)6i7, — (0ir,j 05k ) + 21 ] (B.8)
* -1 B
tz'j,k(éax)lg - m ni(l — 2V)(2T,j Tk _5]‘ )
+ n]<1 - 25)(5216 - 2T7i Tyk) - nk[(l — 25)613 + 2T7i T,j] (Bg)
0
+ 2%[(1 — 25)5ij7ﬂ,k _5jkr7i —5Z-k7",j +4T,Z~ Tyj Tk ]}
* -1 B
i (€ X)‘s - 47T(1——ﬂ)7"2[2(1 — 20)(0ikTj 1 +0i Tk T
— §jprira ) + (1= 20) (800 — 0450k — 0irdj1) (B.10)

— 2(0ur,j rop FOTi T FORTy T )+ 87 T T T ]
Desta forma,

1
uii(€.X) = 5 [ug; (€ X) | + uja (6, X)| ]

? 1 (B.ll)
- m[(l = 20)(OukTj + 0675 ) = OigTo +27i 5 1k
. 1. *
tijk(g’ X) = 5 [tik,j(fa X) ‘& + tjk,i(€7 X) ‘E}
1
- 47T(1 — 17)7“2 {(1 - 25)["1’5]'19 + nj(sz‘k - nktsij + 2r,; T, nk]

(B.12)

or
+ 2%[5(%' Oik, + 7y 5jk) + 7.5 055 —4Ar,iT,; T |

+ 20(n1; Ty T T )}
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* 1 * *
o€, X) = §[Uikl,j(€7X)}g + Ujkl,i(éax)lg}
1
(1= 20) (6l + 660 — 56
47T(1 — 17)7“2{( V)( kU3l + kY4l ij k;l) (B13)
+ 20(8q7,; Tk F0is T H0jkT s T F 05T )

+ 2[(1 - 25)5745”’71' Ty +5ij7ﬂ7k Tal] - 87",7; T T T }



Apéndice C

Termos Livres para Equacao
Integral de Deformacoes em
Pontos Internos

Solucoes analiticas para a integral da equacao 4.33] assim como expressoes para
os termos livres definidos na equacao [4.34], sao apresentadas aqui. Para tal, faz-
se referéncia a figura [£.4] Deve-se notar inicialmente que, independentemente da

dimensao do dominio, a seguinte expressao ¢ valida para pontos na superficie I'.:

r

onde n; sao as componentes do vetor normal unitario e externo a I'; e r refere-se a
distancia entre um ponto de campo X (aqui considerado sobre I'.) e o ponto fonte

&, como definido nas equacoes do apéndice [A]

Dominios tri e bidimensionais sao tratados em separado a seguir.

C.1 Dominios Tridimensionais

Neste caso, I'. representa uma superficie esférica. Adotando assim, um sistema de
coordenadas esféricas, com origem em & e coordenadas angulares 6 (€ [0,27]) e ¢

(€ [0,7]), as componentes do vetor unitario normal a superficie podem ser expressas
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por:

ny = (sen 0)(sen ¢); ngy = (cos O)(sen ¢); ng = cos ¢ (C.2)
Os seguintes resultados podem, entao, ser verificados:

/ / nony(sen 9)dodd = 5, (C.3)

2m ™ 4
/ / ﬁiﬁjﬁkﬁl (sen ¢)d¢d0 = 1—5(5”6“ + 6ik’5jl + 5il(5jk) (04)
o Jo
Aplicando agora as equagoes e a equacao [£.33], obtém-se:
Fipa = ~lim [ o3(6. X)m(X)ar(x)
: 2 s 1
= —lim { /O /0 {m} [(1 = 2v)(dirnrj + 0ign — Sjpmi)  (C.5)
+ 3, ) ye? (sen gb)dgbd&}

Introduzindo os resultados apresentados nas equacoes e[C.4] a equagao pode

ser resolvida na seguinte forma:

Fiw = [(4 = 5v)(dirdju + 6ijort) — (1 — 5v)dud;] (C.6)

15(1 — v)

Com isso, o termo livre definido na equagao no caso de dominios tridimensio-

nais, fica dado por:

1 €
E[Eklj + Fj kll]

! (.7)
m[(4 — 51/) (51'1::6]1 + 5i15jk) — (1 — 5”)5ij5kl]

€€ __
Fijkl =

C.2 Dominios Bidimensionais

Num dominio bidimensional, I'; corresponde a uma circunferéncia. Adota-se entao,
um sistema de coordenadas polares com origem em &, de forma que 6 (€ [0,27])

representa a coordenada angular. Com isso, tem-se:

ny =sen ; ngy = cos 6 (C.8)
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Desta forma, os seguintes resultados podem ser verificados:
2w
0
2w T
/ n;njngndd = Z(éijékl + 6051 + 0udjk) (C.10)
0

Aplicando agora as equagoes e a equagao [4.33] obtém-se:
Figa = =1l [ 076 X)m(X)dr(X)

— _lim { /0 y [ﬁ} [(1 — 20)(6iraj + Oifi — 6;70) (C.11)

e—0 1—v

+ 2niﬁjﬁk]med9}

Utilizando os resultados apresentados nas equagoes [C.9 e [C.10] a equagao pode

ser resolvida na seguinte forma:

1

e - =
(1)

(3 — 47) (81 + 0j0) — (1 — 45)5udju] (C.12)

Finalmente, o termo livre definido na equacao [4.34], no caso de dominios bidimensi-

onais, fica dado por:

1
Fija = §[Fi€klj + Fil
! ; ) (C.13)
m[(g —40) (0041 + 0udji) — (1 — 40)0;501]



Apendice D

Métodos de Controle para a
Estratégia de Solucao Nao-Linear

A principal vantagem da estratégia de solugao descrita na segao [5.2] esta associada
a sua generalidade, especialmente no que tange a utilizacao de diferentes métodos

de controle para solucao nao-linear numa tnica estrutura numeérica.

Métodos de controle sao equagoes que determinam a corregao do fator de carga, (5)\3-,
a cada iteracao do método de Newton. Dependendo principalmente do comporta-
mento do material, um determinado método de controle pode apresentar vantagens,
desvantagens ou, até mesmo, limitacoes. Por esta razao, uma variedade deles foi
desenvolvida ao longo das ultimas décadas. A tabela |[D.1| apresenta alguns destes
métodos, onde o vetor {U} representa a colegdo das componentes de deslocamentos
em todos os pontos de colocacao, sejam eles internos ou localizados no contorno. A
partir das equacgoes e [5.74], a seguinte decomposi¢ao para a corregao iterativa

deste vetor pode ser considerada:
{6U}; = o\{UT}; + {6U“, (D.1)

onde o indice j representa iteragoes num incremento de carga 4, cujo indice foi

omitido para uma maior clareza na apresentacao das equagoes.

156



157

Tabela D.1: Diferentes tipos de métodos de controle.

Método de . .
Controle O\ para j =1 ONj para j > 1
Carga 0\ = constante 0N =0
U U
Deslocamento U - Uf’k
_{AUR {oU%);
' AS {AU - {U"}
Corggzzgnto \/{UP}T {UP} — {AU}JT_l : {5UQ}j
' {AUY., - {U"}
Trajetoria cilindrica:
equacao quadratica
i-1,T i
Deslocamento Ut U B {UP}'l {oU%};
generalizado {UP}Z LToqpryit {urytT. {UP}E_1
Deformacs e {oedy,
COTRERE {CQ}T ' {ePh {COT - {eP}

No método de controle de carga, o incremento do fator de carga é pré-definido e
totalmente aplicado no inicio de cada passo incremental, sem nenhuma variacao
durante o processo iterativo. Este método, apesar da sua simplicidade, nao pode
ser empregado a materiais que apresentam amolecimento em suas leis constitutivas,
visto que um dado patamar de tensao pode estar associado a diferentes valores de

deformacao.

Quando uma componente especifica de deslocamento (de um determinado ponto),
identificada por k na tabela [D.1], é adotada para definir o tamanho de cada passo
incremental, tem-se o método de controle de deslocamento, desenvolvido por |Batoz
e Dhatt| (1979). Se a componente de controle é corretamente escolhida, o método
pode ser aplicado a materiais que apresentam amolecimento. Entretanto, se a traje-

téria de equilibrio do ponto adotado apresentar retorno (snap-back) para a diregao
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de controle escolhida, instabilidades na analise numérica serao verificadas. Por essa
razao, foram desenvolvidos métodos de controle de comprimento de arco, onde com-
binagoes entre as componentes de deslocamentos e as corregoes iterativas do fator

de carga sao controladas.

Nas expressoes dos métodos de controle de arco apresentadas na tabela [D.I, AS é
uma constante que limita o valor da referida combinacao de deslocamentos e corre-
¢ao no fator de carga e, portanto, estabelece o tamanho do incremento. Ja o termo
{AU}; representa o valor acumulado das componentes de deslocamentos dentro do
passo de carga atual, até a iteracao j. Trés variantes do método foram destacadas
na tabela . Na primeira, como utilizado por Ricks| (1972, [1979)), as corregdes ite-
rativas seguem uma trajetoria ortogonal a tangente da primeira iteracao do passo.
No segundo caso, proposto originalmente por Ramm, (1981), a trajetoria é perpen-
dicular a tangente da iteragao anterior. Por fim, na terceira variante, desenvolvida
por |Crisfield| (1981, |1983), uma trajetéria de iteracao cilindrica é obtida a partir da

solucao de uma equacao algébrica do segundo grau.

Com o objetivo de automatizar o ajuste do tamanho do passo, |Yang e Shieh! (1990))
propuseram o método de controle de deslocamento generalizado, que relaciona as
componentes de deslocamentos entre dois incrementos consecutivos, referenciados

por i e i — 1 nas equagdes da tabela [D.1]

No método de controle de deformacoes, baseado no trabalho de |(Chen e Schreyer
(1990), uma combinagcao linear de determinadas componentes de deformagao é ado-
tada na definigdo do tamanho do passo incremental. Nas equagoes da tabela [D.T],
Ae é um valor escalar limite para tal combinagao e {C*} é um vetor de ponderacio

que estabelece a influéncia de cada componente.

Uma descricao mais detalhada dos métodos apresentados aqui, incluindo deducgoes

para as expressoes da tabela , pode ser vista em Fuinal (2004).



Apeéendice E

Modificacoes nas Matrizes da
Formulacao Implicita Associadas
ao Algoritmo de Geracao
Automatica de Células

Quando novas células sao adicionadas ao modelo numérico, os vetores referentes as
taxas de deslocamentos, deformacoes e campos iniciais, todos associados a pontos

internos, sdo ampliados pela introducdo dos respectivos subvetores: {u%}, {éx} e

{€}. Com isso, as equagoes [5.47], [5.48) ¢ [5.49| assumem as seguintes formas:
i A . B* . e | 40 €”
= |— | &+ |— | W+ | — (E.1)
Uy a b dr | 9rc €N
P
G | (E:2)
N
I R e N P N
(@} || g+ | e e |12 (E3)
b 4r | 9rc N

onde os coeficientes das novas submatrizes sao obtidos conforme discriminado na

tabela [E.11

[Al{a} = (B3} + | Qur

ENE

€
a/G
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Tabela E.1: Construgao das submatrizes.

Submatrizes Ponto fonte Regiao de integracao
[qee] Ptos. contorno Células novas
[q], [4&] Ptos. internos antigos Células novas
[q%], [aR) Ptos. internos novos Células antigas
latc], (95 Ptos. internos novos Células novas

[a¥], [b"], [a¢], [b] Ptos. internos novos  Elementos do contorno

A partir daf, as matrizes apresentadas nas equacoes [5.51] [5.54] e [5.55] sdo também

ampliadas, como detalhado a seguir. A excecao seria a matriz [N], da equagao m,

que permanece inalterada.

Mo [me | =17 Qe g | = Imel=1A1Mae]  (BA)
u A'LL u
e LR R e R R s R L)
w | g A “ | g
M; UC = “ [A]_l [ QE‘P ey } + u (ZLC
Mg | Mpc a 4r | drc
(E.6)
] = [AY][A] g ] + (g2
= 3 ] = @A) + g
] = (@A o) + [
N A 1 B B
R IR ~ W= WIATB ] E
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Mg, | mg AS
€ € €
ms ‘mRC a

(mé] = [A[A] ™ [gee] + [¢€]
= [m&] = [a[A] 7 [Qee] + [g5]
[mc] = [a][A] " gee] + [afc]
Nas implementagoes numeéricas, os coeficientes pré-existentes dessas matrizes nao
precisam ser recalculados. Quando uma nova célula é gerada, basta que elas sejam

ampliadas com as submatrizes apresentadas nas equagoes [E.4] a [E.§
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