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Resumo

Esta dissertacao de mestrado refere-se a implementacao computacional da formulagao
paramétrica do método dos elementos finitos (MEF) utilizando a linguagem java. Todo
o trabalho foi implementado no niicleo numérico do INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), um sistema computacional que visa a apropriagao dos modernos
recursos para desenvolvimento de software em favor da pesquisa na area de métodos
numéricos e computacionais aplicados a engenharia.

Apresenta-se um estudo da formulagao paramétrica do MEF | identificando suas gene-
ralidades e correlagbes com a metodologia de programagao orientada a objetos (POO) e
verificando-se a perfeita adequacao desta metodologia para a referida formulagao. Apds
uma breve revisao dos principais conceitos da metodologia de POO, discutem-se as prin-
cipais vantagens da utilizagao da linguagem Java. Faz-se uma anélise orientada a objetos
buscando-se identificar as principais classes necessérias a representacao do problema.

O projeto orientado a objetos da implementacao é, entao, apresentado com o auxilio
de diagramas UML (Unified Modelling Language) apropriados.

Os recursos do MEF disponibilizados consistem de varios tipos de elementos paramé-
tricos, incluindo os elementos unidimensionais de dois, trés e quatro nés; os elementos
bidimensionais quadrilaterais e quadrilaterais axissimétricos de quatro, oito e nove nos;
os elementos bidimensionais triangulares e triangulares axissimétricos de trés, seis e dez
noés; e os elementos tridimensionais hexaédricos de oito e vinte nés. Os modelos de ana-
lise implementados sao: unidimensional; bidimensional de estado plano de tensao, estado
plano de deformacao e axissimétrico; e tridimensional. Para o célculo das integrais rela-

cionadas a formulacao paramétrica, implementa-se a integracao numérica de Gauss com

Xiv



XV

varias ordens possiveis. Os carregamentos implementados abrangem cargas distribuidas
em uma linha, area ou em um volume. Implementa-se também material elastico linear
isotrépico e solucao por equilibrio para problemas de analise de tensoes.

O correto funcionamento dos vérios recursos é comprovado através de diversos exem-

plos.



Abstract

This master’s thesis refers to the implementation of parametric formulation of finite
element method (FEM) in Java language. All this work was implemented in numeric
core of INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), a computational sys-
tem which aims the appropriation of modern recourses for software development to help
research in computational and numeric methods applied to engineering.

The parametric formulation of FEM is studied, enumerating its generalities and cor-
relations with object oriented programming (OOP). It is verified that the OOP are quite
appropriated for the implementation of FEM parametric formulation.

An object oriented analysis to identify the main necessary classes of the problem
representation is done.

The implementation’s object oriented project is shown with unified modelling language
(UML).

The implemented FEM recourses in this work are several types of parametric ele-
ments including one-dimensional elements with two, three an four nodes; two-dimensional
quadrilateral and axisymmetric quadrilateral elements with four, eight and nine nodes;
two-dimensional triangular and axisymmetric triangular elements with three, six and ten
nodes; and three-dimensional hexahedral elements with eight and twenty nodes. The
analysis models implemented are: one-dimensional; two dimensional plane stress and

plane strain and axisymmetric; and three-dimensional. For the integral calculus related

Xvi
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to parametric formulation a Gauss numeric integration was implemented. The implemen-
ted distributed loads are in lines, areas and in volumes. It was implemented linear elastic
isotropic material and solution by equilibrium for problems of stress analysis.

The recourses correct functioning are validated by several examples shown.
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Capitulo 1

Introducao

Costuma-se dividir o processo de analise estrutural em trés etapas conforme a fi-
gura Orientando-se por experiéncia de projeto, o problema de meio continuo da
estrutura real (figura [1.1f(a)) é substituido por um modelo matematico utilizando-se hi-
poteses simplificadoras (figura [1.1(b)). Tal modelo matemdtico é expresso por equagoes
diferenciais (ordindrias ou parciais) cujas solugdes, ditas solugoes analiticas, sao conheci-
das apenas em alguns poucos casos simples. Para superar as limitacoes de tais solugoes,
adota-se um modelo numérico aproximado, dito modelo discreto (figura [1.Ijc)). Nos
modelos discretos, as equagoes sao algébricas e as grandezas sao determinadas em um
numero finito de pontos, diferentemente das solucoes analiticas cujas equagoes diferenci-
ais, quando resolvidas, permitem avaliar as grandezas em um numero infinito de pontos.
Dentre os métodos discretos mais utilizados destacam-se o método dos elementos finitos
(MEF) e o método dos elementos de contorno (MEC).

A pesquisa na area de métodos numéricos e computacionais para os referidos modelos
discretos procura um aprimoramento das hipoteses simplificadoras dos mesmos. Isto é
feito de forma a ampliar complexidades a partir dos conceitos ja consolidados. Entretanto,
observa-se sempre um recomeco do processo ao se recriarem as ferramentas relativas
as tecnologias dominadas. Um exemplo ilustrativo deste fato é a (re)implementacgao
computacional de algoritmos de solucao de sistemas de equagcoes algébricas lineares, toda
vez que os mesmos sao usados como parte do processo de aprimoramento de determinado

modelo discreto.
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Figura 1.1: Modelagem de uma Viga

Ao longo do tempo, algumas iniciativas de desenvolvimento de software pela comu-
nidade académica resultaram em produtos dependentes de sistema operacional, pouco
amigaveis, escritos em linguagens de programacao nao apropriadas, de expansao, ma-
nutencao e distribuicao dificeis, desenvolvidos por equipes fechadas, com documentacao
deficiente, entre outras limitacoes. Tais fracassos podem ser creditados a falta de disposi-
¢ao da comunidade em se apropriar das tecnologias emergentes ou mesmo a inexisténcia
das mesmas.

Esta constatacao confronta-se com o surgimento e aprimoramento de solugoes tecno-
l6gicas para desenvolvimento de software, como programacao orientada a objetos, lingua-
gem Java, XML (eXtensible Markup Language), padroes de projeto de software (Gamma,
Helm, Johnson & Vlissides 1995), entre outras. Estas solugoes permitem o desenvolvi-
mento de sistemas computacionais segmentados, amigaveis a mudangas e escalaveis em
complexidade (Alvim 2003).

Portanto, o desafio de desenvolver sistemas utilizando estes recursos é condicao obri-

gatoéria para aprimoramento da agilidade e criatividade da pesquisa na area.



1.1 O Projeto INSANE

A utilizacao de modelos discretos de analise estrutural compreende trés etapas prin-
cipais inter-relacionadas: (1) criacdo do modelo, (2) montagem e resolugdo do modelo
e (3) avaliagao de resultados. Na criacdo do modelo, o analista informa as hipéteses
simplificadoras relativas a geometria, material, carregamento e condi¢oes de contorno e
estas sao representadas com entidades matematicas apropriadas, gerando assim o que
se denomina malha e os atributos do modelo. Na etapa de montagem e resolucao do
modelo, combinam-se as informacoes matematicamente representadas, de modo a produ-
zir equacgoes algébricas que, quando solucionadas, permitem obter as diversas grandezas.
Na avaliacao de resultados, o analista faz critica e verifica a adequacao dos mesmos ao
problema em estudo.

Para disponibilizacao deste processo em computadores, normalmente a referida divisao
é adotada através de programas de pré-processamento (para a criacao dos modelos com
recursos graficos interativos), processamento (para a montagem e resolu¢do numérica do
modelo) e pés-processamento (para visualizagao gréfica de resultados).

As possibilidades que os recursos tecnolégicos para desenvolvimento de software ofe-
recem para cada uma das trés etapas constituem amplo campo de pesquisa na area de
métodos numéricos e computacionais aplicados a engenharia.

O dominio destes recursos e a aplicagao dos mesmos no aprimoramento progressivo
dos modelos, sem ter que recomegar o processo a cada novo aperfeicoamento, requer um
ambiente computacional segmentado, amigavel a mudangas e escalavel em complexidade.

O projeto INSANE (Interactive Structural Analysis Environment) objetiva o desenvol-
vimento de um ambiente computacional com as caracteristicas acima citadas. Informacgoes
adicionais sobre o projeto podem ser encontradas na internet (www.dees.ufmg.br/insane).
A figura mostra uma visualizacao da atual interface grafica com o usuario do am-
biente. Como pode ser visto na figura, o ambiente é constituido de trés segmentos:
pré-processador, processador e pés-processador. Os pré e pds-processadores sao aplica-
¢oes graficas interativas, implementadas na linguagem Java que disponibilizard, respec-

tivamente, ferramentas de pré e pos-processamento de diferentes modelos discretos. O



processador é uma aplicacao, também implementada em Java, que representa o ntcleo
numérico do sistema. Este nicleo é responsavel pela obtengao dos resultados de dife-
rentes modelos discretos de analise estrutural. A persisténcia dos dados compartilhados
pelas trés aplicacoes é alcangada através de uma interface baseada em arquivos XML

e/ou objetos Java.

=1 INSANE 0.1 - untitled.isn

File Edit Yiew Shapes Seftings Help
HEIEEE
7 Targets : ]
§ [ Pre-Processor|
@ [ Geametry
D Shapes
D Subregions
§ [ Meshing
[ Partition
D Generation
@ [ Attributes
[ clobal Analysis Model
[ Materials List
D Crogs Sections List
[ Nodal Attributes
[ Element Attributes
@ [ Processor
D Interactive
D Autamatic
@ [ PostProcessar
D Reactions
D Diagrams
[ Defarm
O Relatory

&

[s]afa]a]n]r]a] |- [ ]x].2

Universidade Federal de Minas Gerais -
Escola de Engenharia -

Prompt: | |
Coords: 8.0, 3.0

Create primitives

Figura 1.2: Projeto Preliminar do Ambiente

Cada uma destas aplicagoes é implementada segundo o paradigma de programagao
orientada a objetos (POO).

O processador utiliza os diversos conceitos do paradigma de POO (classes, heranca,
polimorfismo etc) de modo a possuir a segmentagdo necessiria ao aprimoramento pro-
gressivo do sistema. As aplicagoes graficas interativas de pré e pds-processamento, tam-

bém implementadas segundo POO, utilizam o padrao de projeto de software (Gamma



et al. 1995) denominado Model- View-Controller (MVC). Este padrao é bastante apropri-
ado uma vez que preconiza a separacao do processamento da informacao de sua repre-
sentagao gréfica (Pietro 2001), facilitando assim os trabalhos de expansao e manutengao
destas aplicagoes.

A linguagem (XML) estd sendo adotada como padrao para troca de documentos atra-
vés da internet. Com a tecnologia dos "WEB Services”, praticamente qualquer software
ou componente de software (orientado a objetos) pode ser utilizado remotamente, sendo
necessario somente que as partes “conversem” em XML. A tecnologia SOAP ("Simple Ob-
ject Acces Protocol”), por exemplo, opera sobre a WEB de maneira que suas mensagens
(requisicoes e respostas) sejam simplesmente documentos XML (Braz 2003). Assim, a
opcao de fazer a persisténcia dos dados em arquivos XML e a segmentacao propiciada
pela utilizacao de POO permitird que o sistema ou partes deste possa, futuramente, ser

utilizado através da internet.

1.2 Objetivo Especifico

Dentre os modelos discretos para analise de problemas de engenharia, os baseados no
MEF sao os mais difundidos.

Pode-se creditar a formulagao paramétrica o grande desenvolvimento e aceitacao do
MEF como ferramenta de engenharia. Como sera detalhado adiante, esta formulagao per-
mite que as entidades matematicas do modelo discreto possam ser calculadas de uma tinica
maneira, quaisquer que sejam as hipdteses relativas a cinematica, geometria, material e
carregamento do modelo. Este potencial de generalizacao da formulagao paramétrica do
MEF a torna propicia ao paradigma de programagao orientada a objetos (POO).

O objetivo especifico da dissertacao de mestrado que aqui se apresenta ¢ a implemen-
tagao computacional da formulacao paramétrica do MEF, no nicleo numérico do sistema

acima discutido.



Capitulo 2

Formulacao Paramétrica do MEF

No modelo de deslocamentos do MEF o dominio do problema é dividido em sub-
dominios de dimensoes finitas denominados elementos finitos, onde o campo de deslo-
camentos é arbitrado. A figura apresenta exemplos de possiveis discretizagoes para
andlise de estruturas utilizando o MEF (figuras retiradas de (Weaver & Johnston 1984)).
Escrevendo-se aproximagoes para o campo de deslocamentos de cada elemento em fun-
¢ao dos deslocamentos nodais, obtém-se um sistema de equagoes algébricas que, quando
resolvido, permite solucionar o problema (Pitangueira 2000).

A formulacao paramétrica do MEF generaliza este conceito, descrevendo as referidas
aproximacoes em funcao de parametros adimensionais de um sistema de coordenadas
congruente com a geometria do elemento.

Esta estratégia, além de facilitar o cdlculo de derivadas e integrais inerentes ao método,
confere ao mesmo grande generalidade. Isto significa que as diversas grandezas do modelo
podem ser calculadas através de procedimentos unificados, que contemplam a maioria
das hipdteses relativas a geometria, cinematica do continuo, comportamento do material
e carregamento.

Um elemento finito é considerado isoparamétrico se as mesmas funcoes definirem as
aproximacoes para geometria e deslocamentos. Se as funcgoes de interpolacao da geo-
metria sao de ordem menor do que as funcoes de interpolacao para deslocamentos, o
elemento é considerado subparamétrico. Para o elemento superparamétrico as fungoes de
interpolacao da geometria sao de ordem maior do que as fungoes de interpolacao para

deslocamentos.



(a) Estado plano de tenséao (b) Estado plano de deformagao

(c) Sélido (d) Sélido Axissimétrico

(e) Placa submetida & flexao

Figura 2.1: Exemplos de possiveis discretizacoes para aplicacdo do MEF



2.1 Funcoes de Aproximacao

As caracteristicas geométricas de determinados elementos finitos levam ao uso de siste-
mas de coordenadas naturais em lugar do sistema de coordenadas cartesiano. Formulagoes
para triangulos, quadrilateros e suas variacoes tridimensionais representam bem a utili-
dade do sistema de coordenadas naturais. O propodsito da utilizagao do sistema natural é
que as derivadas e integrais necessarias no calculo de diversas grandezas sao simplificadas
com o uso de um sistema de coordenadas congruente com a geometria do elemento.

A figura (Zienkiewicz 1979) mostra os sistemas de coordenadas naturais normal-
mente utilizados para parametrizar aproximagoes em dominios unidimensionais (a)),
bidimensionais (2.2(a)) e tridimensionais (2.2[(b)).

A figura também mostra que a parametrizacao das aproximacgoes envolve o mapea-
mento do elemento, definido no sistema de coordenadas naturais e normalmente denomi-
nado elemento padrao, para sua forma distorcida no sistema de coordenadas cartesiano.
Este processo é completamente geral, requerendo somente que se estabeleca uma corres-

pondéncia biunivoca entre os sistemas de coordenadas, na forma

X X(é-?/r]? <)
Y =19 Y(nQ) (2.1.1)
Z Z(&,n,¢)

Uma vez que tal correspondéncia é estabelecida, as fungoes de aproximacao podem
ser obtidas no sistema natural de coordenadas e, através de transformagoes apropriadas,
as propriedades do elemento finito podem ser determinadas.

Assim, a aproximagao de uma grandeza qualquer, por exemplo, a coordenada x de

um ponto, valida no dominio do elemento finito, é normalmente escrita na forma

x=[N]{z}* (2.1.2)

onde [ N | é a chamada matriz das fungoes de aproximagcao ou fungoes de forma, escritas
no sistema natural de coordenadas e {z}° é o vetor dos valores nodais da grandeza que

se deseja aproximar (neste caso, a coordenada x de um ponto).
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Mapeamento cartesiano
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Coordenadas locais

Mapeamento cartesiano

(b) Dominios tridimensionais

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas naturais
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Tabela 2.1: Funcoes de forma e suas derivadas para o elemento plano de 9 nds

Né N ON/O¢ ON/dn

L =80 =nén | ;0 =2)0=n)n | (1 -1 —2n)
2 | (1= —nn (1=mn)én —3(1=€)(1—2n)
3 | =11+ —n)én | —5(1+2) 1 —n)n | —3(1+E)(1 —2n)¢
41 30+ =) | 50 +2)1 ) —(1+&)én

5| 11+OA+nen | z1+20)A+n)n | 1+ +2m)E
6 | 3(1=&)1+mnn —(1+n)én s(1=&)(1+2n)
7T | =11 =90+nén | =31 =201 +mn)n | —3(1 = &)1 +2n)¢
8 | —3(1=9(1—n)¢ | —5(1 =261 =) I

9 | -0 —n) —2(1 = n?)¢ —2(1 =&

A figura 2.3 mostra exemplos de mapeamento do sistema de coordenadas natural para
as coordenadas cartesianas e a tabela 2.1 mostra as fungoes de forma e suas derivadas
para um elemento finito plano de 9 nés. Como sera discutido a seguir, as derivadas das
funcoes de forma em relagao as coordenadas naturais sao necessarias para a obtencao das

diversas propriedades do elemento finito.

Figura 2.3: Elemento plano de 9 nos
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2.2 Obtencao das Propriedades do Elemento

A andlise estrutural através do MEF envolve a obtencao de matrizes que definem
diversas propriedades do elemento, como rigidez, massa, amortecimento, carregamento
nodal equivalente, dentre outras. Genericamente, pode-se expressar esta operagao na

forma da seguinte integral, definida no volume do elemento finito (Zienkiewicz 1979):

PI* :/ G] dVe (2.2.1)
Ve
onde [P]¢ é a matriz relativa a determinada propriedade e [G] depende das fungoes de

forma do elemento (matriz [/V] da expressao (2.1.2))) e de suas derivadas em relagao ao

sistema de coordenadas cartesiano global (ver figura [2.2).

2.2.1 DMatriz de Rigidez

No caso da matriz de rigidez de um elemento ([k]¢), a forma dada em ({2.2.1]) fica

(k]e = /V (BI[E][B] dVe (2.2.2)

onde [B] contém derivadas das fungdes de forma em relacao as coordenadas cartesia-
nas (x,y,z), [F] contém propriedades do material e a integral é calculada no volume do

elemento V..

Figura 2.4: Formulacao paramétrica tridimensional
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Para demonstrar a generalidade dos elementos finitos paramétricos é apresentada a
formulagao para o caso tridimensional (ver ﬁgura. Como as componentes de deforma-
¢ao sao definidas por derivacoes dos deslocamentos em relacao as coordenadas cartesianas
e as fungoes de interpolacao sao expressas em termos das coordenadas naturais, é necessa-
rio obter aquelas derivadas a partir de derivadas destas fungoes em relacao as coordenadas

naturais (Soriano & Lima 1999). Pela regra da cadeia tem-se:

Ni,& = Ni,x T,e +Ni,y Y,¢ +Ni,z Z,¢
Nz’,n - Nz‘,x Im +Ni,y ym +Ni,z Zm (223)
Ni,C = Ni,x Ty +Ni,y Yy +Nz,z Z¢

ou em forma matricial

Nie N,
Ny ¢ =148 Niy (2.2.4)
Nic N,

sendo [J] a matriz da transformacao jacobiana

Tye Yye Zi¢
[ J] = | T Yy 2 (2.2.5)
Ty Y¢ 2y

Substituindo a definigdo de geometria (2.1.2)) na equagao (2.2.5)), tem-se

[Nl.e [Nle [Nl {a}e o | Niewi Nigyi Nigz
7= | N VL IV | S =D | N Nogw Nipz | (226)
[N].c [N]¢ [N {z}° T Nigws Nigw Nig oz
onde p é o nimero de pontos nodais do elemento. A equacao permite a obtencao da
matriz Jacobiana a partir das coordenadas nodais. No caso de correspondéncia biunivoca
entre &, 1, e X, y, z, esta matriz [J] é nao-singular, permitindo escrever, a partir de

e para um ponto qualquer do elemento

Ny ¢=UI"¢ N, (2.2.7)
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Para problemas em regime de pequenos deslocamentos e deformacoes, as componentes

de deformacao podem ser obtidas por

u7$
¢ \ ( ) uay
81}1} uJCC
u?Z
Eyy Usy
vux
622 w?Z
{ . }: _ =[H]{ v, (2.2.8)
Yy U,y +Uwc
/U7Z
FYZZ u?Z +w7£
w’l‘
\ 'Vyz \ Uz +w7y y,
W,y
w?Z
\ /

onde u, v, e w sao deslocamentos nas direcoes cartesianas X, Y e Z, respectivamente, e

(10000000 0]
000O01O0O0O0DQ 0
000O0O0OO0OO0OTQ 071
e (2.2.9)
010100O0O00O0
0010O0O01O00O0
(000001010,
A partir da interpolagao de deslocamentos v = [N] {u}® tem-se
Usz [Nz
wy p=| IV, | {w} (2.2.10)
Usz [N].-
que utilizando (2.2.7)) pode-se escrever
Usg [N]>§ .
wy o= N, [{ ] (2.2.11)
U,z [N]vC

Equagoes andlogas podem ser escritas para v e w. Substituindo essas equagoes em ([2.2.8)),
escrevem-se as componentes de deformacao em termos dos deslocamentos nodais e de de-

rivadas das fungoes de interpolacao em relacao as coordenadas naturais &, 7, e (, na



forma

[V].¢
[Ny
[N]e -
- [N
[Ny

{u}e
{v}
{w}

= [B]
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{u}?
{v}
{w}e

(2.2.12)

Desta forma, pode-se obter a matriz de rigidez do elemento utilizando a equacao (2.2.2))

e a equacao (2.2.12)), lembrando que dV, = | J |d&dnd(,

G N N UG IR

2.2.2 Carregamento Nodal Equivalente

(2.2.13)

De forma andloga, o carregamento nodal equivalente devido a forgas de volume {b}

pode ser escrito da seguinte forma (ver figura (a)):

(rh-L

sendo que

10

b:}c(gv n, C)
by(ga 7)7 C)
bz(&v m, C)

{ b } | J |dedndc

{b}2
{0}y
{b}e

(2.2.14)

(2.2.15)

= [Bl {d}



15

(a) Forga distribuida no volume (b) Forca distribuida em uma drea

(¢) Forga distribuida em uma linha

Figura 2.5: Generalizagao das cargas atuantes em um elemento finito paramétrico

Para o caso de forgas de superficie {¢}, em face de £ constante (+1 ou -1), por exemplo

(ver figura 2.5 (b)), tem-se:

T

w | V] ' '
{1 }qz /1 /1 . N {q} ds. (2.2.16)

[NTF

& = const.

sendo que

dS. = | J |eceonst.dnd( (2.2.17)

com | J | representando o determinante da transformacdo jacobiana do subdominio em

que o carregamento esta aplicado.

qz (57 1, C) [N] ' ' {Q}Z
{a}=2 aEno =4 - ™ - {a¥; (2:2.18)
q- (57 n, C) ’ ' [N] {Q}i

& = const.
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Para o caso de forgas de linha {t}, em aresta com & e ( constantes, por exemplo (ver

figura [2.5] (¢)), tem-se

e +1 [NTH ’ '
{r}- /1 - N {1} L (2.2.19)
. . [N]T ¢ = const., { = const.
sendo que

L. = (GoP + (L1 dn (2.2.20)

tm (57 m, C) [N] . . {t};
{ t }: ty(&m.¢) =19 - [N - {t} (2.2.21)

t. (57 7, C) : : [N] {t}z

¢ = const.,( = const.

Pode-se mostrar que as integrais em [2.2.16]e¢[2.2.19 podem ser calculadas utilizando-se

apenas as fungoes de forma relativas ao subdominio em que o carregamento esta aplicado.
Assim, para o caso da figura (b), basta usar as funcoes de forma do elemento quadri-
lateral de oito nds para obter o carregamento nodal equivalente a ¢,(&, 7, (). Da mesma
forma basta usar as funcoes de forma do elemento unidimensional de trés nds para obter

o carregamento nodal equivalente a ¢,(£, 7, () da figura (c).

2.3 Integracao Numérica

Quando se define a geometria do elemento através de interpolacao das coordenadas
nodais e/ou em elementos de ordem elevada, as integragoes necessarias ao calculo da
matriz de rigidez e dos vetores de forcas nodais equivalentes sao muito elaboradas e
laboriosas de serem levadas a efeito analiticamente, na grande maioria dos casos (Soriano
& Lima 1999). Utiliza-se, entdo, a integragao numérica.

A figura [2.6] ilustra o método mais simples para integracao numérica da funcao f na
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variavel £, que é por retangulos. Adotando-se p pontos igualmente espacados, escreve-se:

+1 p
= | J©de = A [ (23.1)
11
-1 3 +1

£ Ae=020  §11

Figura 2.6: Integracao numérica
Dentre os métodos de integracao numérica unidimensional o mais eficiente para uma
dada precisao, e largamente utilizado no método dos elementos finitos, é o método de
Gauss-Legendre. Fixado um ntmero p de pontos de calculo do integrando no método de
integracao de Gauss na variavel £, por exemplo, as posicoes destes pontos e os multiplica-
dores dos correspondentes valores do integrando, fatores-peso w;, encontram-se definidos

para polinomios de varias ordens, visando a melhor precisao para a aproximagao.

+1 Di

I= J@%%Zwmw (2.3.2)

- i=1

Esta equacao expressa que a integracao com p pontos é uma soma ponderada que
requer a determinagao de 2p incognitas w; e &, que uma vez determinadas definem a
integragao exata de um polinomio de grau (2p-1).

Para integracao em duas e em trés variaveis independentes, em principio poder-se-ia
também determinar as posicoes dos pontos e correspondentes fatores-peso que conduzam
ao melhor resultado para a integragao numérica. Contudo, por se verificar que se obtém
bons resultados, o usual é adotar sucessivamente a integragao unidimensional de Gauss

para cada uma das variaveis independentes desconsiderando-se a influéncia das demais.
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Assim, faz-se para o caso bidimensional

+1 +1 +1 Pi Dj Pi
I :/ f(&:m)d&dn g/ {Zwif(fiaﬁ)}dn = Z%‘ {Zwif(fiﬂ?j)} =
-1 J=l -1 Ui=1 j=1 i=1

=Y ) wiw;f(&,m) (2:33)

i=1 j=1
sendo p; e p; os numeros de pontos de integracao de Gauss nas diregoes £ e 7, respectiva-

mente. A figura mostra a localizacao de 2 e 3 pontos de integragao em cada direcao

do caso plano.

0,577 0,577 0,774 0.774

X T x |- X nooxo T
0.577 0,774
—— X

e
¢ ¢
0,577 0,774
X X |-
X X X | —e—

Figura 2.7: Localizacao de pontos de integracao

De forma semelhante, escreve-se para o caso tridimensional

+1 +1 +1 pi  Pi P
I:/1 /1 1 F(&m, C)dédnd¢ = Z Z Z wi w; Wi f (i, M Cr) (2.3.4)

i=1 j=1 k=1
Para os elementos triangulares sao desenvolvidos procedimentos numéricos de inte-
gracao nas coordenadas triangulares. A figura [2.8] especifica a localizacao de pontos de

integragao para as integracoes linear, quadratica e cibica. Assim, escreve-se

p

1 rl-&
I:/ / f(61,62,&3) dad§y = Z w; f(&1,8&,83)i (2.3.5)
o Jo

=1
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3
wl =7 1
§1=¢p=¢3=1/3 j §7=83=02 §1=82=¢83=1/3
{1=62=1/2 £1=06
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Figura 2.8: Localizacao dos pontos de integracao em coordenadas triangulares

Semelhantemente ao caso anterior, para as coordenadas tetraédricas escreve-se

1 rl-& pl-6—& p
[:/O /0 /0 J (61,62, 83, &4) désdEn déy = Z wj f(&1,8,63,6);  (2.3.6)

Jj=1



Capitulo 3

Recursos Utilizados no

Desenvolvimento da Aplicacao

3.1 Paradigma de Programacao Orientada a Objetos

3.1.1 Colecoes de Objetos

Muitas aplicagoes para as quais desejamos desenvolver um programa consistem em
sistemas bastante complexos. Uma maneira natural de lidar com a complexidade de
um sistema ¢é dividi-lo em subsistemas mais simples, de maneira que o comportamento
do sistema, como um todo, possa ser expresso em termos dos comportamentos de seus
subsistemas e das interacoes entre eles.

Para que essa abordagem possa ser espelhada diretamente em um programa para
simulagao ou controle de um sistema, linguagens de programacao mais modernas ofere-
cem recursos para constru¢ao de um programa como uma cole¢ao de componentes de
programa, com interfaces bem definidas, que especificam as interagoes entre esses com-
ponentes.

No paradigma de programacao orientada por objetos, a construgao de um programa
para implementacao de um determinado sistema baseia-se em uma correspondéncia na-

tural e intuitiva entre esse sistema e a simulacao do comportamento do mesmo: a cada

20
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entidade do sistema corresponde, durante a execugao do programa, um objeto, com atri-
butos e comportamento descritos por um componente desse programa.

O desenvolvimento de software para implementagao de um sistema envolve fases de
andlise, projeto e implementagao desse sistema. O principio em que se baseia o paradigma
de orientacao por objetos, o de que existe uma correspondéncia entre componentes do
sistema e objetos, torna mais simples esse processo. Objetos constituem limites naturais
para construcoes de abstracoes de dados: todas as informacoes referentes a uma dada
entidade sao confinadas em um determinado objeto, que se relaciona com outros objetos
mediante uma interface bem definida.

A maioria das linguagens de programacao orientadas por objetos usa o conceito de
classe, para descricao de grupos de objetos semelhantes. Um programa nessas lingua-
gens consiste em uma colecao de definicoes de classes, que descrevem os objetos que

implementam entidades de um sistema (Camarao & Figueiredo 2003).

3.1.2 Classes e Objetos

Uma classe ¢ um componente de programa que descreve a “estrutura” e o "comporta-
mento” de um grupo de objetos semelhantes - isto é, as informagoes que caracterizam o
estado desses objetos e as agoes (ou operagoes) que eles podem realizar. Os objetos de
uma classe - também chamados de instancias da classe - sao criados durante a execucao
de programas.

Uma classe é formada, essencialmente, por construtores de objetos dessa classe, va-
ridveis e métodos. A criacao de um objeto dessa classe consiste na criacdo de cada uma
das variaveis do objeto, especificadas na classe. Os valores armazenados nessas varia-
veis determinam o estado do objeto. Uma varidvel de um objeto é também chamada de
"atributo” desse objeto.

Objetos podem "receber mensagens”, sendo uma mensagem basicamente uma chamada
a um método especifico de um objeto, que realiza uma determinada operacao, em geral
dependente do estado desse objeto. A execugao de uma chamada a um método de um

objeto pode modificar o estado desse objeto, isto é, modificar os valores dos seus atributos,
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e pode retornar um resultado (Camarao & Figueiredo 2003).

3.1.3 Abstracao

Abstrair significa decompor um sistema complicado em suas partes fundamentais e
descrevé-las em uma linguagem simples e precisa. A descricao das partes de um sis-
tema implica atribuir-lhes um nome e descrever suas funcionalidades. Por exemplo, a
interface grafica com o usuario de um editor de textos compreende a abstracao de um
menu “editar” que oferece varias opgoes de edicao de texto incluindo recortar e colar
porcoes de texto ou outros objetos graficos. Sem entrar em detalhes sobre como uma
interface grafica com o usuario representa e exibe textos ou objetos graficos, os conceitos
de "recortar” e "colar” sao simples e precisos. Uma operacao de recorte apaga o texto
ou grafico selecionado e o coloca em uma area de armazenamento externa. A operacao
de colagem insere o conteido externamente armazenado em uma localizagao especifica
do texto. Dessa forma, a funcionalidade abstrata do menu "editar” e suas operacoes de
recortar e colar sao definidas em uma linguagem precisa o suficiente para ser clara e sim-
ples o bastante para "abstrair” os detalhes desnecessarios. Essa combinacgao de clareza
e simplicidade traz beneficios a robustez, uma vez que leva a implementacoes corretas e

compreensiveis (Goodrich & Tamassia 2002).

3.1.4 Encapsulamento

Outro principio importante em projeto orientado a objetos é o conceito de encapsu-
lamento, que estabelece que os diferentes componentes de um sistema de software nao
devem revelar detalhes internos de suas respectivas implementacoes. Analisemos nova-
mente o exemplo do menu “editar” da interface grafica com o usuario de um editor de
textos, com suas opgoes "recortar” e "colar”. Uma das razoes pelas quais o menu "editar” é
tao util é porque compreendemos perfeitamente como usa-lo sem entender como é imple-
mentado. Nao precisamos saber como o menu é desenhado, como o texto selecionado para
ser recortado ou colado é representado, como essas porcoes de um texto sao armazenadas

na area externa ou como os diferentes objetos tais como gréficos, imagens ou desenhos sao
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identificados, armazenados e transferidos para a e da area externa. Desta forma, o cédigo
associado com o menu "editar” nao depende necessariamente de todos esses detalhes para
funcionar corretamente. Em vez disso, o menu “editar” deveria oferecer uma interface
suficientemente especifica para que outros componentes de software usassem seus mé-
todos de forma efetiva, pedindo, ao mesmo tempo, interfaces bem definidas dos outros
componentes de software que necessita. Genericamente, o principio do encapsulamento
propoe que todos os componentes de um grande sistema de software operem dentro de
uma filosofia de conhecer o minimo necessario sobre os demais.

Uma das maiores vantagens do encapsulamento é que ele oferece ao programador
liberdade na implementacao dos detalhes do sistema. A tnica restricao ao programador é
manter a interface abstrata que é percebida pelos de fora. Por exemplo, o programador do
c6digo do menu “editar” da interface grafica com o usuario de um editor de textos pode, em
um primeiro momento, implementar as operacoes de copiar e colar copiando e restaurando
telas para a area externa de armazenamento. Mais tarde, pode ficar insatisfeito com essa
implementagao, uma vez que nao permite um armazenamento compacto da sele¢ao e nao
distingue objetos graficos de textos. Se o programador tiver projetado a interface das
operacoes de copiar e colar tendo em mente o encapsulamento, trocar a implementacao
por uma que armazene o texto como texto e os objetos graficos em uma forma compacta
apropriada nao irda causar nenhum problema aos métodos que necessitam interagir com
esta interface grafica com usuario. Dessa forma, encapsulamento permite a adaptagao
porque autoriza a alteracao de detalhes de partes de um programa sem afetar de forma

negativa outros componentes (Goodrich & Tamassia 2002).

3.1.5 Modularidade

Além de abstracao e do encapsulamento, outro principio fundamental de projeto ori-
entado a objetos é a modularidade. Sistemas modernos de software normalmente estao
compostos por varios componentes diferentes que devem interagir corretamente, fazendo
com que o sistema como um todo funcione de forma adequada. Para se manter essas

interacoes corretas é necessario que os diversos componentes estejam bem organizados.
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Na abordagem orientada a objetos, essa organizacao se centra no conceito de modula-
ridade. A modularidade se refere a uma estrutura de organizacao na qual os diferentes
componentes de um sistema de software sao divididos em unidades funcionais separadas.
Por exemplo, uma casa ou um apartamento podem ser vistos como sendo compostos por
varias unidades funcionais: sistema elétrico, aquecimento e refrigeracao, encanamentos
e estruturas. Ao invés de ver esses sistemas como uma mixordia de fios, respiradouros,
tubos e quadros, o arquiteto que projetar uma casa ou apartamento de forma organizada
os vera como modulos separados que interagem de uma forma bem definida. Ao fazer
isso, estd usando a modularidade para obter uma clareza de idéias que fornecam uma
forma natural de organizar fun¢oes em unidades gerenciaveis distintas. Assim, o uso de
modularidade em sistemas de software também pode oferecer uma ferramenta poderosa
de organizagao que traz clareza para uma implementacao.

A estrutura imposta pela modularidade auxilia a tornar o software reutilizavel. Se os
modulos do software forem escritos de uma forma abstrata para resolver problemas ge-
néricos, entao os modulos podem ser reutilizados quando instancias do mesmo problema
geral surgirem em outros contextos. Por exemplo, a estrutura de definicao de uma parede
¢ a mesma de casa para casa, sendo normalmente definida em termos de tipo de isola-
mento desejado, tipo de acabamento etc. O arquiteto organizado pode, assim, reutilizar
suas defini¢oes de parede de uma casa para outra. Ao reutilizar tais defini¢oes, algumas
partes podem exigir adaptacgoes, por exemplo, uma parede em um edificio comercial pode
ser similar a de uma casa, mas o sistema elétrico pode ser diferente. Sendo assim, nosso
arquiteto pode querer organizar os varios componentes, tais como os componentes elétri-
cos e as estruturas, de uma forma hierdrquica, que agrupem defini¢oes abstratas similares
em niveis, partindo da mais especifica para a mais geral, na medida em que se percorre a
hierarquia. Esse tipo de hierarquia também é 1til no projeto de software, quando agrupa
funcionalidades comuns no nivel mais geral e vé comportamentos especializados como

uma extensao do comportamento geral (Goodrich & Tamassia 2002).
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3.1.6 Heranca

Para evitar cédigo redundante, o paradigma de orientagao a objetos oferece uma estru-
tura hierdrquica e modular para reutilizagao de cédigo através de uma técnica conhecida
como heranca. Esta técnica permite projetar classes genéricas que podem ser especiali-
zadas em classes mais particulares, onde as classes especializadas reutilizam o cédigo das
mais genéricas. A classe genérica, também conhecida por classe base ou superclasse, de-
fine variaveis de instancia "genéricas” e métodos que se aplicam em uma variada gama de
situagoes. A classe que especializa, ou estende ou herda de uma superclasse nao necessita
fornecer uma nova implementacao para os métodos genéricos, uma vez que os herda. Deve
apenas definir aqueles métodos que sao especializados para esta subclasse em particular

(também conhecida com classe derivada) (Goodrich & Tamassia 2002).

3.1.7 Polimorfismo

Literalmente, "polimorfismo” significa "muitas formas”. No contexto de projeto orien-
tado a objetos, entretanto, refere-se a habilidade de uma variavel de objeto de assumir
formas diferentes. Linguagens orientadas a objetos referenciam objetos usando variaveis
referéncia. Uma varidvel referéncia o deve especificar que tipo de objeto ela é capaz de
referenciar em termos de uma classe S. Isso implica, entretanto, que o também pode
se referir a qualquer objeto pertencente a classe T derivada de S. Analise agora o que
acontece se S define um método a() e 7' também define um método a(). A seqiiéncia de
ativacao de métodos sempre ¢é iniciada com a busca pela classe mais restritiva a qual se
aplica. Ou seja, quando o se refere a um objeto da classe T e o.a() é invocado, entao
serd ativada a versd@o de T do método a(), em lugar da versao de S. Neste caso, diz-se
que T sobrescreve o método a() de S. Por outro lado, se o se refere a um objeto da
classe S (que, ao contrario, ndo é um objeto da classe T'), quando o.a() for ativado, sera
executada a versdo de S de a(). Um polimorfismo como esse é 1til porque aquele que
chama o.a() nao precisa saber quando o se refere a uma instancia de T ou S para poder
executar a versao correta de a(). Dessa forma, a varidvel de objeto o pode ser polimdrfica,

ou assumir muitas formas, dependendo da classe especifica dos objetos aos quais esta se
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referindo. Esse tipo de funcionalidade permite a uma classe especializada T estender uma
classe S, herdar os métodos genéricos de S e redefinir outros métodos de S, de maneira
que sejam incluidos como propriedades especificas dos objetos T.

Algumas linguagens orientadas a objetos também oferecem um tipo de polimorfismo
“em cascata”, que é mais precisamente conhecido como sobrecarga de métodos. A
sobrecarga ocorre quando uma unica classe T tem varios métodos como o mesmo nome,
desde que cada um tenha uma assinatura diferente. A assinatura de um método é uma
combinacao entre seu nome e o tipo e a quantidade de argumentos que sao passados para
o mesmo. Dessa forma, mesmo que varios métodos de uma classe tenham o mesmo nome,
eles sao distinguiveis pelo compilador pelo fato de terem diferentes assinaturas, ou seja,
na verdade sao desiguais. Em linguagens que possibilitam a sobrecarga de métodos, o
ambiente de execucao determina qual método ativar para uma determinada chamada de
método que percorre a hierarquia de classes em busca do primeiro método cuja assinatura
combine com a do método que esta sendo invocado. Por exemplo, imagine uma classe T
que define o método a(), derivada da classe U que define o método a(x,y). Se um objeto
o da classe T recebe a mensagem ”o.a(x,y)”, entao a versao de U do método a() é ativada
(com os dois parametros x e y). Assim, o verdadeiro polimorfismo aplica-se apenas a
métodos que tém a mesma assinatura mas estao definidos em classes diferentes.

A herancga, o polimorfismo e a sobrecarga de métodos suportam o desenvolvimento
de software reutilizavel. Podemos estabelecer classes que herdam as variaveis e os mé-
todos de instancia genéricos e que podem, a seguir, definir novas variaveis e métodos de
instancia mais especificos que lidam com os aspectos particulares dos objetos da nova

classe (Goodrich & Tamassia 2002).

3.2 Linguagem Java

Dentre as linguagens que suportam o paradigma de programagao orientada a objetos,
as mais utilizadas sao C++ e Java. Alguns estudos indicam que Java é mais apropriada
devido a varios aspectos que nao sao encontrados em C++4. Entre estes aspectos, qua-

tro sao particularmente relevantes e foram analisados durante o processo de escolha da
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linguagem Java para implementacao deste trabalho de dissertacao. Estes aspectos sao:
independéncia de sistema operacional; performance numérica; capacidade de reutilizacao

do software e suporte a persisténcia dos dados.

3.2.1 Portabilidade

Java independe do sistema operacional, pois utiliza um processo diferente da compi-
lacao ou interpretacao tradicionalmente conhecidos.

Um interpretador é, como o nome indica, um programa que interpreta diretamente
as frases do programa fonte, isto é, simula a execucao dos comandos desse programa
sobre um conjunto de dados, também fornecidos como entrada para o interpretador. A
interpretacao de programas escritos em uma determinada linguagem define uma "maquina
virtual”, na qual é realizada a execucao de instrugoes dessa linguagem.

A interpretacao de um programa em linguagem de alto nivel pode ser centenas de
vezes mais lenta do que a execucao do cédigo objeto gerado para esse programa pelo
compilador. A razao disso é que o processo de interpretagao envolve simultaneamente
a analise e simulagao da execucao de cada instrucao do programa, ao passo que essa
andlise é feita previamente, durante a compilagao, no segundo caso. Apesar de ser menos
eficiente, o uso de interpretadores muitas vezes é ttil principalmente devido ao fato de
que, em geral, é mais facil desenvolver um interpretador do que um compilador para uma
determinada linguagem.

Esse aspecto foi explorado pelos projetistas da linguagem Java, no desenvolvimento
de sistemas (ou ambientes) para programagao e execu¢ao de programas nessa lingua-
gem: esses ambientes sao baseados em uma combinacao dos processos de compilacao e
interpretacao. Um ambiente de programacao Java é constituido de um compilador Java,
que gera um coédigo de mais baixo nivel, chamado de bytecodes, que é entao interpre-
tado. Um interpretador de bytecodes interpreta instrucoes da chamada "Maquina Virtual
Java”, nome abreviado como JVM. Esse esquema usado no ambiente de programacao

Java nao apenas contribuiu para facilitar a implementagao da linguagem em um grande
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nimero de computadores diferentes, mas constitui uma caracteristica essencial no de-
senvolvimento de aplicagoes voltadas para a internet, pois possibilita que um programa
compilado em determinado computador possa ser transferido através da rede e executado
em qualquer outro computador que disponha de um interpretador de bytecodes (Camarao

& Figueiredo 2003).

3.2.2 Comparacao de Performance entre Java e C++

No artigo (Nikishkov, Nikishkov & Savchenko 2003) foi comparada a performance
do cédigo para elementos finitos desenvolvido em Java e do cédigo andlogo em C++,
para solugao de problemas de elasticidade tridimensional. Para executar o cédigo Java
foram feitos testes empregando as versoes 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 da JVM, mostrando que o
uso de diferentes Mdquinas Virtuais Java pode levar a uma diferenga consideravel de
performance.

Para o experimento foi resolvido o problema de um cubo elastico tridimensional sub-
metido a tracao simples. Para a discretizacao do problema foi utilizado o elemento de
tijolo de 20 nés. O numero de graus de liberdade (DOF) da discretizagao foi variado de
1275 a 24843. O computador utilizado no teste foi um Desktop com processador Intel
Pentium 4 com capacidade 1.8 GHz e sistema operacional Windows XP Professional. O
cddigo C++ foi compilado usando Microsoft Visual C++ 6.0 com maxima velocidade de
otimizacao. O cédigo Java foi compilado usando o compilador javac desenvolvido pela
Sun Microsystems e rodado usando JVM “s 1.1.8, 1.2.2-011 com Symantec JIT compiler,
Java HotSpot Client VM 1.3.1 — 02 — b02 e Java HotSpot Client VM 1.4.0-b92.

A figura mostra os resultados obtidos para o calculo da matriz de rigidez. Os
valores do grafico sdo referentes ao coeficiente tempo C++/Java. Observando o grafico,
percebe-se que a melhor JVM para resolver o problema ¢ a 1.2 e que essa ¢ ainda mais
eficiente do que C++.

A figura[3.2] mostra os resultados obtidos para montagem da matriz de rigidez esparsa.

Novamente JVM 1.2 mostra-se mais eficiente do que o compilador C++.
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3.2.3 Capacidade de Reutilizacao de Software em Java

Programadores Java concentram-se na elaboracao de novas classes e reutilizacao de
classes existentes. Existem muitas bibliotecas de classe e outras estao sendo desenvolvi-
das em todo o mundo. O software é, entao, construido a partir de componentes ampla-
mente disponiveis, portaveis, bem-documentados, cuidadosamente testados e bem defi-
nidos. Esse tipo de capacidade de reutilizacao de software acelera o desenvolvimento de
programas poderosos e de alta qualidade (Deitel & Deitel 2001).

Para perceber o potencial completo da capacidade de reutilizacao de software, precisa-
se aprimorar os esquemas de catalogacao, os esquemas de licenga, os mecanismos de prote-
¢ao que assegurem que as copias-mestras das classes nao sejam corrompidas, os esquemas

de descricao que projetistas de sistema utilizam para determinar se objetos existentes
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atendem as necessidades, os mecanismos de navegacao que determinam as classes que
estao disponiveis e o grau em que elas atendem aos requisitos de desenvolvimento de soft-
ware, e assim por diante. Muitos problemas interessantes de pesquisa e desenvolvimento
foram solucionados e muitos outros necessitam ser resolvidos. Esses problemas acabarao
sendo resolvidos de uma forma ou de outra, uma vez que o valor potencial da reutilizacao

de software é enorme (Deitel & Deitel 2001).

3.3 Persisténcia de Dados com XML

O armazenamento de dados em varidveis e arranjos (vetores e matrizes) é temporéario
- os dados sao perdidos quando uma variavel local ”"sai do escopo” ou quando o programa
termina. Arquivos sao utilizados para retencao a longo prazo de grandes quantidades
de dados, mesmo depois de terminar a execucao do programa que criou os dados. Os
dados mantidos em arquivos sao freqiientemente chamados de dados persistentes (Deitel
& Deitel 2001).

A adogao da web como veiculo de acesso a sistemas de informacao trouxe novamente a
preocupagao com a estrutura dos documentos. Primeiro, para fornecer o mesmo contetido
em formatos alternativos, personalizados para computadores Desktop, celulares, auto-
atendimento telefonico ou para impressao em papel; segundo, para possibilitar o acesso as
informagoes por outras aplicagoes, em vez de apenas por usudrios humanos (Lozano 2003).

Estudando as formas disponiveis atualmente para armazenar dados persistentes, a
mais indicada para implementagao deste trabalho é o padrao XML (eXtensible Markup
Language). O XML é um formato padronizado de arquivo texto, projetado para escrever
e estruturar dados.

Se o XML fosse apenas "mais uma forma” de gerar sites web nao teria feito tanto
sucesso. O grande diferencial esta na possibilidade de se processar a informagao contida no
documento original, ignorando a formatacao fornecida pelas folhas de estilo CSS ou XSLT,

tornando o XML um formato universal para importagao e exportacao de dados (Lozano

2003).
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O XML gerou um conjunto de tecnologias rico e 1til para uma vasta gama de aplica-
¢oes. Nao ha revolugao alguma no XML, mas apenas novas maneiras de realizar tarefas
que ja eram possiveis antes, com outras tecnologias. O diferencial é que as novas maneiras
sao portaveis, independentemente de linguagem de programacao ou sistema operacional
e baseadas em padroes abertos (Lozano 2003).

A plataforma de desenvolvimento Java oferece todas as API’s (Aplication Program
Interfaces) necessérias a escrita de programas capazes de ler, criar e editar documentos
XML. Tais API’s permitem a leitura e a escrita dos documentos em arquivos, conexoes

TCP/IP, Strings e outros meios de Entrada/Saida (Liesenfeld 2002).

3.4 Representacao Grafica na POO - A UML

A apresentacao grafica de um programa orientado a objetos é um artificio muito
utilizado para facilitar a visualizacao das entidades e suas relagoes. Dentre as diversas
linguagens graficas disponiveis, a mais sistematicamente elaborada, sendo, também, a
mais aceita, é a Unified Modelling Language (UML). A simbologia de UML adotada
neste trabalho é brevemente explicada.

A figura mostra um diagrama de classe UML. O diagrama ¢ dividido em trés
campos. O campo superior contém o nome da classe; no campo abaixo se declaram
as variaveis daquela classe, enquanto que no ultimo campo se declaram os operadores

(métodos) dessa classe.

Nome da Classe

Variaveis

Operacoes

Figura 3.3: Diagrama de classe na UML

A figura 3.4l mostra um diagrama de heranca, no qual pode-se visualizar duas subclas-
ses derivando da superclasse. Neste trabalho, adota-se o critério de representar as classes

que deverao ser criadas ou modificadas em destaque como o exemplo da subclasse 2.
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Superclasse

1
5 2

Subclasse 1 Subclasse 2

Figura 3.4: Diagrama de heranga UML

A figura mostra um diagrama de instancias de uma dada classe. Ao lado das

linhas anota-se o nimero de relagoes entre as classes. As relacoes sao as seguintes:

1.

ii.

1il.

Instanciadora
1 1 1
1 N n
Instanciada 1 Instanciada 2 Instanciada 3

Figura 3.5: Diagrama de instancias na UML

Classe 1: a relacao é de um para um, o que significa que um objeto da classe

instanciadora se relaciona com um objeto da classe instanciada;

Classe 2: a relagao é de um para ‘N’ onde "N’ é um numero conhecido. Isso
significa que um objeto da classe instanciadora se relaciona com um nimero definido

"N’ de objetos da classe instanciada;

Classe 3: arelacao é de um para 'n”, onde 'n” é um nimero indefinido. Isso significa
que um objeto da classe instanciadora se relaciona com um ntmero indefinido de

objetos da classe instanciada.



Capitulo 4

Analise Orientada a Objetos para a
Formulacao Paramétrica do MEF

O processo de desenvolvimento de software orientado a objetos compreende trés fases
principais. Inicialmente, na fase de andlise orientada a objetos, procura-se identificar as
classes com seus possiveis atributos e operacgoes, que satisfacam os requisitos e especifi-
cagoes do sistema. A segunda fase, denominada projeto orientado a objetos, prepara a
implementacao definindo os moédulos de software e identificando as interagoes entre os
mesmos. A fase de programacao orientada a objetos é a terceira fase e refere-se a im-
plementagao do projeto do software em uma linguagem de programacao que suporte o
paradigma.

Este capitulo procede a andlise orientada a objetos para a formulacao paramétrica
do método dos elementos finitos. A partir de diversos trabalhos disponiveis na litera-
tura (Lichao & Ashok 2001), (Martha, Menezes, Lages, Parente & Pitangueira 1996);
entre outros e de reflexoes mais atuais, procurar-se-a identificar as principais classes con-
cernentes com a referida formulagdo. Dentre estes trabalhos destaca-se o FEMOOP ("Fi-
nite Element Method Object Oriented Program”) como principal fonte inspiradora da
andlise orientada a objetos apresentada a seguir. O FEMOOP é um programa de ele-
mentos finitos, escrito em C++, que teve desenvolvimento inicial no Departamento de
Engenharia Civil da Puc-Rio e que vem sendo utilizado em diferentes pesquisas em di-
versas universidades brasileiras ((Guimaraes 1992), (Neto 1994), (Barros 1994), (Sybine
1997), (Lages 1997), (Pitangueira 1998), (Noronha 1998), (Junior 2000), (Holanda 2000),
(Silva 2001), (Simao 2003), (Fuina 2004)).
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O conceito mais significativo do Método dos Elementos Finitos é, como o proprio
nome sugere, o conceito de elemento. Assim é natural a existéncia da classe elemento.
Lembrando-se que um elemento possui pontos nodais, um material e fun¢des de forma,
pode-se evoluir a analise, criando-se outras classes correlatas. Entretanto, para maior cla-
reza e enriquecimento da anélise, é relevante referir-se a equacao( , abaixo repetida,

que permite calcular a matriz de rigidez de um elemento finito:

+1 pFl o ptl
o= [ [ ] BrEs | aanac (4.0.0

A equacao (4.0.1]) revela que a obtencao da matriz de rigidez de um elemento depende
de propriedades do material (para montagem da matriz [E]) e de derivadas das fungoes
de forma (para montagem da matriz [B]) que, por sua vez, dependem dos pontos nodais,
justificando assim a criagao das classes material, funcao de forma e ponto nodal.

A equagao também mostra a necessidade de integracao nas coordenadas adi-
mensionais &, n e (. Lembrando que a quadratura de Gauss é a técnica mais empregada
para proceder a referida integracao e que a mesma se baseia na existéncia de pontos de
integracao internos ao elemento e pesos a estes associados, ¢ razoavel criar a classe ponto
de integragao.

Outro aspecto relevante, nao tao explicito na equacao , é o processo de mon-
tagem das matrizes [E] e [B]. Os tamanhos destas matrizes, bem como o arranjo dos
parametros do material e das derivadas das fungoes de forma para a formacao das mesmas
dependem do modelo de andlise do elemento finito. Diferentes arranjos das propriedades
do material originam diferentes matrizes [E], se o0 modelo de anélise é de estado plano
de tensao ou estado plano de deformagao. Diferentes arranjos das derivadas das fungoes
de forma originam diferentes matrizes [B], se o modelo de andlise é axissimétrico ou s6-
lido. Assim, como sugerido por Martha et al.(1996), é fundamental a criacdo da classe
modelo de andlise. A figura[d.I]ilustra a interagao entre as classes concebidas, bem como
o algoritmo para montagem da matriz de rigidez de um elemento paramétrico.

Uma analise semelhante a feita acima pode ser adotada para o calculo do carregamento
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[ Material } [ Ponto de Gauss } [ Ponto Nodal }
AN A A

Fungéo de
Forma
Calcule [ K]
Modelo de
Elemento Anélise

(a) Interacdo entre as classes

Enquanto houver pontos de Gauss

l

Calcular derivadas locais

Calcular o Jacobiano

Calcular o inverso do Jacobiano

Calcular derivadas globais

Montar matriz B

CalcularB" -E - B

Calcular o determinante do Jacobiano
Adicionar a matriz de rigidez do elemento a
contribuigdo deste ponto de Gauss.

L e A

Retorna a matriz de rigidez do elemento

(b) Algoritmo

Figura 4.1: Montagem da matriz de rigidez de um elemento paramétrico

nodal equivalente, partindo-se de:

()= / INJP(N] {b} ds (4.0.2)

S

Esta equagdo mostra uma dependéncia com a matriz das fung¢oes de forma [N] e
com valores das cargas distribuidas prescritas nos nés {b},, além da necessidade de
integracao numérica. Assim, a equagao (4.0.2)), além de corroborar a criacao das classes
ja mencionadas, aponta para a necessidade de uma classe que represente os valores das
cargas distribuidas, prescritos nos nés do elemento. A figura ilustra a interacao entre
as classes concebidas, bem como o algoritmo para montagem do carregamento nodal

equivalente de um elemento paramétrico. E importante ressaltar que, para determinado
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elemento finito, os pontos de integracao, as funcoes de forma e o modelo de analise
mostrados na figura (a) nado sao os mesmos da figura (a). Entretanto, cada
elemento deve caracterizar estas trés grandezas para tratamento de suas cargas de linha,
de superficie e de volume. Esta andlise indica a necessidade de uma classe (Integra¢ao
Paramétrica) para proceder a integragao do carregamento nodal equivalente que, através

do mecanismo de delegagao (Santos 2003), possa ser utilizada por cada elemento finito.

Carga [ Ponto de Gauss } [ Ponto Nodal }
Distribuid A b
Fungéo de
Forma
Calcule { f}
Modelo de
Elemento Analise

A
{f}

(a) Interacao entre as classes

Enquanto houver pontos de Gauss

l

Calcular o valor das fungdes de forma avaliadas nas
coordenadas do ponto de Gauss

Montar matriz N

Calcular derivadas locais

Calcular o Jacobiano

Calcular o determinante do Jacobiano

Calcular NT- N - by

Adicionar ao vetor de carregamento nodal
equivalente do elemento a contribuigdo do ponto de
Gauss

U

[V VO U U

Retorna o vetor de carregamento nodal equivalente

(b) Algoritmo

Figura 4.2: Montagem do carregamento nodal equivalente de um elemento paramétrico

Além das classes necessérias a caracterizacao de um elemento finito, ha que se pre-
ocupar com aquelas relativas ao modelo discreto como um todo. Assim, uma classe
responsavel pelas diversas colegoes de objetos de um modelo discreto (elementos, nds,
materiais etc) é necessaria. Esta classe denominada modelo cria os diversos objetos da

discretizacao através da interacao com os dados persistidos em arquivos XML. Com o
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modelo discreto gerenciado pela classe modelo, a solugao do mesmo precisa ser adequada-
mente tratada, justificando assim a criagdo de uma classe especifica para este fim (classe
solugdo). Finalmente, resta criar uma classe responsavel pela defini¢ao do problema a ser
resolvido. Esta classe faz requisi¢oes apropriadas as classes modelo e solu¢do de maneira a
produzir os resultados desejados para determinado problema (mecénica estrutural, trans-
feréncia de calor, entre outros). A classe com estas caracteristicas é denominada classe
controladora do problema.

Além dos algoritmos mostrados nas figuras |4.1| (b) e|4.2| (b), varios outros algoritmos
genéricos, independentes do tipo de elemento, aparecem em qualquer modelo do MEF.
Sao os algoritmos de montagem das matrizes globais a partir das matrizes dos elementos,
baseados na técnica da rigidez direta. Tais algoritmos, na analise orientada a objetos que
aqui se discute, sao de responsabilidade da classe modelo.

A tabela apresenta as classes concebidas, resumindo a finalidade de cada uma.

Tabela 4.1: Classes criadas na andlise orientada a objetos do sistema

’ Classe \ Finalidade ‘
Elemento Armazenar e gerenciar outras classes que serao seus atributos:
nos, conectividade, pontos de Gauss etc.
Material Definir as propriedades fisicas do material

Fungao de Forma Definir as fungoes de forma com suas derivadas

para os elementos finitos paramétricos

Ponto Nodal Definir os atributos pertencentes a um determinado né:

coordenadas cartesianas, restrigoes etc

Ponto de Gauss

Definir os atributos de um ponto de Gauss:
coordenadas adimensionais e peso

Modelo de Andlise

Definir o tamanho e arranjo das matrizes [F] e [B]
para os diferentes tipos de analise

Modelo Definir as diversas colegoes de objetos que representarao
a discretizacao (elementos, nés, materiais etc)
Solucao Definir os diferentes tipos de solucoes

Controladora do Problema

Gerenciar as classes Modelo e Solugao para obtencao dos
resultados desejados de acordo com determinado problema

Carga Distribuida

Definir os atributos comuns as cargas distribuidas por unidade
de comprimento, area e volume

Integragao Paramétrica

Obter as cargas nodais equivalentes para as forgas por unidade
de comprimento, area e volume




Capitulo 5

Projeto Orientado a Objetos

As classes concebidas na andlise orientada a objetos anterior (ver tabela [4.1)) sao

denominadas no programa conforme a tabela [5.1]

Tabela 5.1: Denominagoes adotadas para as classes

’ Classe \ Denominagao no Programa
Elemento Element (x)
Material Material (x)

Funcao de Forma Shape ()
Ponto Nodal Node
Ponto de Gauss IntegrationPoint (x)
Modelo de Anélise AnalysisModel ()
Modelo FemModel
Solugao Solution (x)
Controladora do Problema Driver (k)
Integracao Paramétrica ParametricIntegration (x)
Carga Distribuida ElementForce
Carga Concentrada PointForce

(%) classes que serao estendidas através do mecanismo de heranga.

5.1 Hierarquia de Classes

As classes marcadas com () na tabela sao classes genéricas e portanto, precisam
ser estendidas para caracterizagao dos diferentes casos particulares. Mecanismos de he-
ranga sao entao utilizados para este fim e diagramas UML (Unified Modelling Language)
apropriados (Fowler & Scott 2000) sdo adotados para representa-los.

As figuras b.2] .3 .5 [5.6] e mostram as hierarquias projetadas

para as classes marcadas com (*) na tabela Nestas figuras, as subclasses destacadas
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indicam que somente elas sao implementadas na dissertacao de mestrado que aqui se
apresenta. A figura mostra a hierarquia da classe Driver com subclasses apropriadas
para os diversos tipos de problemas que podem ser modelados através do MEF, tais
como problema de andlise de tensoes (contemplado com a subclasse StructuralMech, Ginica
implementada neste trabalho), de transferéncia de calor (subclasse HeatTransfer) e de

mecanica dos fluidos (subclasse FluidFlow).

Driver

7

[ | |
FluidFlow StructuralMech HeatTransfer

Figura 5.1: Hierarquia da classe Driver

A figura mostra a hierarquia da classe Solution cuja finalidade é realizar as ope-
racoes matematicas necessarias a obtencao da solucao requerida para o modelo como,
por exemplo, a solu¢ao de equilibrio (subclasse Equilibrium). Neste trabalho somente é

implementada a classe OnePointFEq, que obtém a solucao por equilibrio em um ponto.

Solution

7

[ |
EigenValue Equilibrium

b

[ |
OnePointEq PathEquilibrium

Figura 5.2: Hierarquia da classe Solution

A figura [5.3]| mostra a hierarquia da classe Element e a subclasse criada para imple-
mentagao da formulagao paramétrica (subclasse ParametricElement) juntamente com as
classes concebidas para representar os elementos de barra (subclasse Line), quadrildteros

(subclasse Quadrilateral), triangulares (subclasse Triangular) e hexaédricos (subclasse
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Hezxahedral). Esta terceira camada da heranga foi necessaria para a criagao adequada dos
pontos de integracao e montagem da matriz de coordenadas nodais de cada subclasse.
A dltima camada da hierarquia da figura mostra os diversos elementos paramétri-
cos implementados: ElmL2, ElmL3 e ElmL4 sao elementos de linha com 4, 8 e 9 nés,
respectivamente; ElmQ4, ElmQ8 e Elm(Q9 sao elementos quadrilaterais planos com 4,
8 e 9 nds, respectivamente; ElmAxiQ4, EimAxiQ)8 e ElmAziQQ9 sao elementos quadrila-
terais axissimétricos com 4, 8 e 9 nds, respectivamente; ElmTS, ElmT6 e ElmT10 sao
elementos triangulares planos com 3, 6 e 10 nds, respectivamente; FlmAxiT3, ElmAxiT6
e ElmAziT10 sao elementos triangulares axissimétricos com 3, 6 e 10 nds, respectiva-
mente; KImHS e ElmH20 sao elementos hexaédricos solidos com 8 e 20 nds. Esta tltima
camada da heranca foi necessaria para atribuir a cada elemento sua funcao de forma e
definir os objetos do tipo ParametricIntegration, usados no calculo do carregamento nodal

equivalente, para cada elemento finito.
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A figura mostra a hierarquia da classe IntegrationPoint que tem por finalidade
representar os pontos de integracao com suas coordenadas e respectivos pesos. A sub-
classe GaussPoint representa um ponto de Gauss em coordenadas naturais, a sub-classe
AreaGaussPoint representa um ponto de Gauss em coordenadas de area e a sub-classe

VolumeGaussPoint representa um ponto de Gauss em coordenadas de volume.

IntegrationPoint

JAY

I |
GaussPoint AreaGaussPoint VolumeGaussPoint

Figura 5.4: Hierarquia da classe IntegrationPoint

A figura mostra a hierarquia da classe AnalysisModel que tem por finalidade
agrupar os tipos de andlise a serem inicialmente disponibilizados pelo programa: analise
unidimensional (subclasse LineAnalysisM ), tridimensional (subclasse SolidAnalysisM ),
axissimétrica (subclasse AzisymetricAnalysisM), de estado plano de tensoes (subclasse

PlaneStressAnalysisM ) e de estado plano de deformagao (subclasse PlaneStrainAnaly-

sisM).
AnalysisModel
SolidAnalysisM PlaneAnalysisM AxisymetricAnalysisM LineAnalysisM
[ﬁ N
PlaneStressAnalysisM PlaneStrainAnalysisM Line_1D Line_2D Line_3D

Figura 5.5: Hierarquia da classe AnalysisModel

A figura mostra a hierarquia da classe Shape que tem por finalidade agrupar
os diferentes tipos de fungoes de forma (e suas derivadas) para os diferentes tipos de

elementos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Na terceira camada da
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hierarquia da figura mostram-se as varias fungoes de forma disponibilizadas: L2, L3
e L/ para os elementos unidimensionais com 2, 3 e 4 nés; 4, Q8 e ()9 para os elementos
quadrilaterais com 4, 8 e 9 nés; T3, T6 e T10 para os elementos triangulares com 3, 6 e

10 nds; HS e H20 para os elementos hexaédricos sélidos com 8 e 20 nos.

Shape

1
| | |

ShapelD Shape2D Shape3D

[ A | [ A [ %

L2 L3 L4 Q4 Q8 Q9 HS

T3 Té6 T10

Figura 5.6: Hierarquia da classe Shape

A figura[5.7mostra a hierarquia da classe Material que tem como finalidade armazenar
os métodos e atributos comuns aos diferentes tipos de materiais tais como ortotrépicos,

isotrépicos (implementados neste trabalho) e nao-lineares.

Material

JAY

| |
Orthotropic NonLinear Isotropic

Figura 5.7: Hierarquia da classe Material

A figura mostra a hierarquia da classe ParametricIntegration que tem como fina-
lidade armazenar os métodos e atributos necessarios ao calculo dos diferentes tipos de
integracoes paramétricas, tais como, integrais ao longo de linhas, dreas ou volumes.

A figura mostra os diagramas das classes FemModel, Node, CrossSection, Integra-

tionOrder, ElementForce e PointForce que nao possuem subclasses.
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ParametricIntegration

1
| | |

Line Area Volume

| | | | | | %

PIL2 PIL3 PIL4 PIQ4 PIQ8 PIQ9 PIHS PIH20

PIT3 PIT6 PIT10

Figura 5.8: Hierarquia da classe ParametricIntegration

A classe FemModel tem a finalidade de gerenciar e armazenar os objetos inerentes
a um modelo de elementos finitos. A classe Node representa um objeto do tipo né
e armazena os atributos de um noé qualquer como coordenadas, intensidade e diregao
das forgas aplicadas, restrigoes etc; e possui métodos responsaveis pelo acesso a estes
atributos.

A classe CrossSection tem a finalidade de armazenar as propriedades geométricas
pertencentes a uma secao de um elemento finito, por exemplo, drea, inércia, espessura
etc.

A classe IntegrationOrder guarda informagoes referentes as ordens de integragao para
elementos finitos em coordenadas naturais.

A classe ElementForce representa as cargas distribuidas nos elementos finitos na forma
de valores prescritos das forcas sobre os nés. Tais valores prescritos juntamente com as
coordenadas dos nés onde as forcas sao aplicadas sao guardados em uma classe deno-
minada PointForce. A mesma classe FlementForce é usada para representar uma carga
distribuida sobre uma linha, area ou volume sendo denominada LineElementForce, Sur-

faceElementForce ou VolumeFElementForce.
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FemModel Node CrossSection

IntegrationOrder ElementForce PointForce

Figura 5.9: Diagramas das classes FemModel, Node, CrossSection, IntegrationOrder, Element-
Force e PointForce

5.2 Interacao entre as classes

As interagoes entre os objetos do sistema podem ser representadas utilizando os dia-
gramas de instancias. Estes diagramas informam graficamente os tipos e quantidades de
objetos criados por cada classe do programa.

A figura [5.10] mostra o diagrama de instancias da classe Driver. O Driver possui
um objeto Solution representando o tipo de solucao escolhida e um objeto FemModel

representando o tipo de modelo escolhido.

Driver

11 Solution

1 FemModel

Figura 5.10: Objetos instanciados pela classe Driver

A figura[5. 1T mostra o diagrama de instancias da classe FemModel. A classe FemModel
possui objetos do tipo Node, objetos do tipo Element, objetos do tipo Material, objetos
do tipo CrossSection, objetos do tipo AnalysisModel, objetos do tipo Shape e objetos do
tipo IntegrationOrder.

A figura [5.12] mostra o diagrama de instancias da classe ParametricElement. Cada
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Node N Nos 1 FemModel 1 N_AnalysisM AnalysisModel
1|11 1)1
Element N_Elements N_Shapes Shape
Material N_Materials N_IntegOrder IntegrationOrder

CrossSection N_CrossSections

Figura 5.11: Objetos instanciados pela classe FemModel

objeto do tipo ParametricElement referencia um objeto do tipo AnalysisModel, represen-
tando o tipo de andlise, um objeto do tipo Shape, representando as fungoes de forma do
elemento, um objeto do tipo Material, representando o material do elemento e objetos
do tipo Node, representando os nés do elemento e possui objetos do tipo ElementForce,
representando as forgas por unidade de comprimento, area ou volume, objetos do tipo
PointForce representando as forcas concentradas e os valores nodais prescritos das cargas
distribuidas, e objetos do tipo IntegrationPoint representando os pontos de Gauss do
elemento.

A figura [5.13| mostra o diagrama de instancias da classe ElementForce, indicando que
as forcas de corpo, superficie ou de linha sao descritas através de uma lista de obje-
tos do tipo PointForce, representando o valor prescrito da forga no né. Portanto cada
ElementForce faz referéncia a objetos do tipo PointForce.

A figura mostra o diagrama de instancias da classe Node. Cada objeto do tipo
Node possui um objeto do tipo Coord, representando suas coordenadas cartesianas, um
objeto do tipo Force, representando os valores das forgas nodais, um objeto do tipo Spring,
representando efeitos de mola no né, um objeto do tipo Reactions, representando as
reagoes, um objeto do tipo PreDisplacement, representando deslocamentos prescritos, um
objeto do tipo Restraints, representando as restricoes, um objeto do tipo Displacement,
representando os deslocamentos do nd, um objeto do tipo Fquations, representando as

equacoes do né e um objeto do tipo Angle, representando apoios inclinados.
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AnalysisModel - ParametricElement . N_Nés_Por_Elem Node
111 1|11 1 |1 1
Shape 1 N_VolumeForces ElementForce
Material 1 N_SurfaceForces ElementForce
IntegrationOrder 1 N_LineForces ElementForce
CrossSection 1 N_PointForces PointForce
N_IntegrationPoints | IntegrationPoint

Figura 5.12: Objetos instanciados pela classe ParametricElement

ElementForce

N_Nos_Por_Face

PointForce

Figura 5.13: Objetos instanciados pela classe ElementForce

Coord 1 1 Node 1 1 | PreDisplacement
1|11 |1/1(1|1
Force 1 1 Restraints
Spring 1 1 Displacement
Reactions 1 1 Equations
1 Angle

Figura 5.14: Objetos instanciados pela classe Node
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5.3 Seqiiéncias de atividades

Outro tipo de diagrama muito utilizado para representar interacoes entre objetos
do sistema ¢é o diagrama de seqiiéncia. Este diagrama mostra a linha de vida de cada
objeto do sistema durante a execugdo de determinada tarefa. As figuras [5.15] [5.16]
(.17, (.18 (.19, (.20, B.21, [5.22, (.23] [5.24, [5.25] e [5.26] mostram o diagrama de

seqiiéncia do sistema para obtencao da solucao de equilibrio de um problema de analise

de tensoes através do MEF. A figura [5.15|refere-se a etapa de caracterizagao do problema,

as figuras [5.16, [5.17, [6.18] [5.19, [5.20, [5.21, [5.22]e [5.23]a etapa de preenchimento do
modelo, as figuras e a etapa de montagem das matrizes e vetores do modelo e

a figura [5.26| a etapa de obtencao e persisténcia da solucao.
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Capitulo 6

Exemplos de Verificacao

6.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados varios modelos de elementos finitos que utilizam os
diversos recursos disponibilizados no sistema, resumidos na tabela [6.1]

Em todos os testes realizados obtém-se a solucao por equilibrio em um ponto, para
problemas de andlise de tensoes, considerando-se material elastico linear isotrépico com
maédulo de elasticidade longitudinal E e coeficiente de Poisson v (ver tabela [6.1)).

Para os problemas bidimensionais, as malhas de elementos finitos sao geradas com o
auxilio do pré-processador (Gongalves 2004), ja discutido na segao , que persiste em
disco um arquivo XML correspondente a malha, no formato mostrado no apéndice A.

Os exemplos a seguir sao apresentados em seis grupos conforme indica a tabela [6.2]
O grupo 1 mostra diversos testes de malha (Patch Test) envolvendo os diversos recursos
do programa. Os grupos 2 a 6 sao concebidos conforme o modelo de anélise empregado
(ver tabela [6.1)). Assim, vérios problemas unidimensionais (grupo 2), de estado plano
de tensodes (grupo 3), estado plano de deformagoes (grupo 4), axissimétrico (grupo 5) e
tridimensionais (grupo 6) sao modelados e, sempre que possivel, as solugées obtidas pelo

programa sao comparadas com as solugoes analiticas correspondentes.
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Tabela 6.1: Recursos disponibilizados no sistema

62

Recurso Tipos disponiveis
2 nos L2
Linha 3 nos L3
4 noés Ly
4 noés Q4
Quadrilatero | 8 nds Q8
9 nos Q9
Quadrilatero | 4 nés AxiQ/
Elemento Axissimétrico | 8 nés AziQ)8
9 nos AxiQ)9
3 nos TS
Triangulo 6 nos T6
10 nés T10
Triangulo 3 nés AziT3
Axissimétrico | 6 nés AxiT6
10 nos AxiT10
Hexaedro 8 nos HS
20 nos H20
Unidimensional LineAnalysisM
Estado plano de tensoes | PlaneStressAnalysisM
Modelo de Andlise | Bidimensional | Estado plano de deform. | PlaneStrainAnalysisM
Axissimétrico AziSymetricAnalysisM
Tridimensional SolidAnalysisM

Ordem de Integragao

Coordenadas naturais cartesianas

1 a 8 pontos por direcao

Coordenadas de area

1, 3, 4 e 6 pontos

Linha LineElementForce
Carregamento Area SurfaceElementForce
Volume VolumeElementForce
Material Isotrépico Isotropic
Solugao Equilibrio em um ponto OnePointEq
Tipo de Problema Mecanica Estrutural StructuralMech

(Anélise de Tensoes)
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Tabela 6.2: Agrupamentos dos Exemplos

Grupo de Exemplos Modelo de Andlise Secoes no Capitulo

Varios 6.2 - Patch Tests

2 Unidimensional 6.3 - Tragao Axial

6.4 - Viga Parede

3 Estado Plano de Tensoes 6.5 - Viga Armada

6.6 - Chapa com Furo Circular

6.7 - Cunha

4 Estado Plano de Deformacao | 6.8 - Barragem

6.9 - Fundacgao

6.10 - Disco

5 Axissimétrico 6.11 - Tubo

6.12 - Problema de Boussinesq

6.13 - Barra Prismatica

6 Tridimensional 6.14 - Viga Biapoiada

6.15 - Barra Curva

6.16 - Dente de Engrenagem

6.2 Patch Tests

O Patch Test originalmente concebido por Bruce Irons verificava simplesmente se
uma discretizagao com elementos de tamanhos aleatérios reproduzia exatamente o com-
portamento de um material eldstico quando submetido a deslocamentos compativeis com
deformacao constante. Esta motivacao fisica levou-o a desenvolver um teste mais formal
que se tornou um procedimento largamente usado para verificagao de elementos finitos e
os programas relacionados (Zienkiewicz, Chan, Taylor & Simo 1986).

Utiliza-se uma discretizagao com elementos de tamanhos aleatérios de tal maneira que
ao menos um no fique completamente cercado por elementos. Deve-se aplicar restrigoes
nodais ao contorno juntamente com deslocamentos ou cargas compativeis com um estado
de deformacao constante. Os nés que nao estiverem no contorno nao sao carregados nem
restritos (ver figura[6.1]). Calculando as deformagées (ou tensdes) do modelo, o Patch Test
estara atendido se em todos os pontos, em todos os elementos, as deformacoes calculadas
forem iguais & solugao exata de acordo com a precisao computacional admitida (Cook,

Malkus & Plesha 1989).
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tbvvYvvvYyy

. L

Figura 6.1: Possivel malha de elementos quadrilaterais para um Patch Test

Portanto, é necessario verificar se os elementos paramétricos implementados neste
trabalho atendem aos requisitos do Patch Test. Assim, sao mostrados a seguir varios

testes envolvendo diferentes malhas de elementos finitos.

6.2.1 Elementos Unidimensionais

O objetivo deste exemplo é modelar uma barra submetida a um estado constante de
deformagao, utilizando os elementos unidimensionais de 2, 3 e 4 nés (figura e modelo
de anédlise uni-dimensional do tipo LineAnalysisM. Utiliza-se um modulo de elasticidade
longitudinal £ = 1,0 uf/uc?, drea da secao transversal da barra A = 0,5 uc?, carga P
= 10 uf e comprimento da barra L = 8 uc. (uf = unidade de forga, uc = unidade de
comprimento).

Todos os elementos destas discretizagoes apresentam deformacao longitudinal cons-
tante e igual a 20. Apresentam também deslocamentos compativeis com o estado cons-

tante de deformacao. Assim, o Patch Test é atendido para estes elementos.
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(c) 2 Elementos L4

Figura 6.2: Patch Test para elementos unidimensionais submetidos a tracao constante

6.2.2 Elementos Planos - Tracao Constante

Sao apresentados neste sub-item vérios exemplos de verificacao do Patch Test para
um mesmo problema. Trata-se de uma chapa submetida a tracao constante de modulo
unitario em uma das faces, ou seja, condi¢ao de carregamento compativel com deformacao
constante conforme a figura A chapa tem espessura unitaria, comprimento L = 9
uc, altura h = 6 uc e estado plano de tensoes com E = 1,0 uf/uc* e v = 0,3. Para
modelamento sao utilizados elementos quadrilaterais Q)4 Q8 e Q9 e triangulares T3, T6

e T10, conforme mostra a figura [6.3]



(a) Elementos Q4 (b) Elementos Q8

(c) Elementos Q9 (d) Elementos T3

(e) Elementos T6 (f) Elementos T10

Figura 6.3: Patch Test para elementos planos submetidos a tragao constante
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Os deslocamentos nodais de todas as discretizagoes acima coincidem com o campo de
deslocamentos da solucao exata. Para todas as malhas as tensoes nos pontos de integracao
de Gauss e nos pontos nodais sdo: o, = 1,0 uf/uc® e o,y = 74, ~ 0. Escreve-se aqui
aproximadamente igual a zero para ressaltar que existe um erro computacional de no
méximo 1 x 10710,

Portanto, as discretizacoes acima apresentam um estado constante de deformagao e

conclui-se que tais malhas passam neste Patch Test.

6.2.3 Elementos Planos - Cisalhamento Constante

Neste Patch Test é utilizada a mesma chapa do exemplo anterior, sendo alterado
somente o comprimento de L = 9 uc para L = 6 uc, considerando agora a atuacgao de
uma carga de cisalhamento constante de moédulo unitario atuando ao longo de todo o
contorno da estrutura. Novamente deseja-se aplicar uma carga compativel com estado
de deformacao constante. Para modelamento sao utilizados elementos quadrilaterais ()4,
RS e (9, conforme mostra a figura [6.4]

Os deslocamentos nodais das discretizagoes acima também coincidem com o campo de
deslocamentos da solucao exata. Para todas as malhas as tensoes nos pontos de integracao
de Gauss e nos pontos nodais sao: 7., = 1,0 uf/uc* e o, = o, = 0.

Portanto, as discretizacoes acima apresentam um estado constante de deformagao e

conclui-se que tais malhas passam neste Patch Test.
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£
4 4
A
4 44
(a) Elementos Q4 (b) Elementos Q8
VS
4
A,
< G—i

(¢) Elementos Q9

Figura 6.4: Patch Test para elementos planos submetidos a cisalhamento constante

6.2.4 Outros Exemplos de Patch Test

Os trés testes abaixo, conforme sugeridos em (Zienkiewicz et al. 1986), referem-se ao
problema de estado plano de tensoes com variacao de deslocamentos dada pelas equagoes
uw(z,y) = 0,002 x x e v(x,y) = —0,0006 x y, médulo de elasticidade E = 1000 wf/uc?
e coeficiente de Poisson v = 0,3, cujos valores de tensoes resultam em o,, = 7, = 0
e 0,p = 2uf/uc®. Em todos os casos considera-se a malha da figura , detalhada na

tabela [6.3] com quadratura de Gauss de 2x2 pontos de integragao e espessura unitaria.



E1

E3

E4

ES

Figura 6.5: Malha para os testes A, Be C

Tabela 6.3: Informacgoes para o patch test da figura[6.5

N6 | Coordenadas (uc) | Deslocamentos (uc) | Forgas (uf)
1 Z; Yi Uj V; Fyi Fyi
1 0,0 0,0 0,0 0,0 -2,0| 0,0
2 0,0 2,0 0,0 -0,00120 | -3,0| 0,0
3 0,4 0,4 0,0008 -0,00024 0,0 0,0
4 0,3 1,6 0,0006 -0,00096 0,0 0,0
> 1,4 0,6 0,0028 -0,00036 0,0 0,0
6 1,5 2,0 0,0030 -0,00120 0,0 0,0
7 2,0 3,0 0,0040 -0,00180 2,0 0,0
8 2,0 0,0 0,0040 0,0 3,0 0,0
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a) Teste A

Neste teste todos os nés da malha sao restritos e deslocamentos de apoio sao prescritos
conforme a tabela |6.3], ou seja, sao inseridos os valores exatos dos deslocamentos nodais

(d;) na i-ésima equagao de equilibrio, dada por:

O teste ¢ satisfeito se a igualdade acima for verificada. Apds o processamento deste
modelo, obteve-se os valores de forcas nodais mostrados na tabela[6.3|e tensoes nos pontos

de integragao de Gauss conforme a solugao exata. Portanto este teste é atendido.

b) Teste B

Como no teste A nao hé uso explicito da inversao da matriz de rigidez, propoe-se o teste
B, onde somente os nds externos da malha (1, 2, 7 e 8) sdo restritos e os deslocamentos
de apoio para estes nds sao prescritos conforme a tabela[6.3] Assim, a precisao da matriz
de rigidez é testada e os deslocamentos calculados pelo programa para os noés internos da
malha (3, 4, 5 e 6) coincidem com os valores dados na tabela As tensoes também

coincidem com a solugio exata e o maior erro ocorrido é de 1071°.

c) Teste C

Neste teste o né 1 esta totalmente restrito e o no 2 restrito somente na direcao x. Forcas
nodais sio aplicadas nos nés 7 e 8 para simular o efeito da tragao uniforme o,, = 2uf /uc?.
Os valores das forgas nos nés 7 e 8 também estao na tabela[6.3] Os resultados deste teste
apods processamento no programa coincidem com a solucao exata, sendo os deslocamentos
nodais mostrados na tabela [6.3| e as tensoes nos pontos de integracao de Gauss iguais a

Ope = 2uf Juc?.
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6.3 Tracao Axial

Este grupo de exemplos tem como objetivo testar os elementos finitos isoparamétricos
de linha implementados, obtendo a solugao discreta de uma barra submetida a carrega-
mento distribuido linear na forma de tracao. A barra em questao (ﬁgura ¢ horizontal,
tem comprimento L e secao transversal constante A, sendo o material isotrépico com moé-
dulo de elasticidade longitudinal F. Para este exemplo ¢ utilizado o modelo de analise

LineAnalysisM, os elementos do tipo L2, L3 e L4 e o carregamento LineFElementForce

(ver tabela[6.1)).

A

—>—> > —>—> ] ¥
X
<

Figura 6.6: Barra em estudo

A figura [6.7 mostra a barra em estudo, submetida ao carregamento distribuido linear
de tragao. Para processamento, adota-se L = 60,0 uc, A = 2,0 uc’* e E = 30,0x 106 uf /uc?.
A solugao exata para os deslocamentos u(z) e tensoes o(x) deste problema é dada, res-

pectivamente, por

3EA
5 ule) = (%)3 1 (6.3.1)
A
5 olw) = (%)2 (6.3.2)
b(x) = —10x
H > > > —»
X
<

Figura 6.7: Barra submetida ao carregamento distribuido linear
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Utiliza-se trés malhas com elementos finitos do tipo L2: com 1, 4 e 8 elementos. A
figura (a) mostra os resultados, em unidades adimensionais, para os deslocamentos
nodais calculados pelo programa para as trés malhas, juntamente com a solucao exata.
Os valores das tensoes nos pontos de integracdo sao mostrados no gréafico da figura [6.§
(b). Neste exemplo é utilizado um ponto de integracao de Gauss para o calculo da matriz
de rigidez de cada elemento finito, onde as tensoes sao obtidas.

A discretizacao da barra em estudo com elementos L3 é feita com 2 L3 e 4 L3 e
os resultados, em unidades adimensionais, para deslocamentos nodais calculados pelo
programa aparecem na figura (a) juntamente com a solugao exata. Os valores das
tensoes nos pontos de integragao sao mostrados no grafico da ﬁgura (b). Neste exemplo
sao utilizados dois pontos de integracao de Gauss para o calculo da matriz de rigidez de
cada elemento finito, onde as tensoes sao obtidas.

Utilizando o elemento L4 para modelar a barra em estudo sao adotadas as discretiza-
¢oes com 2 L4 e 4 L, sendo os resultados para os deslocamentos nodais calculados pelo
programa apresentados na figura m (a), juntamente com a solugdo exata. Os valores
das tensoes nos pontos de integragao sao mostrados no grafico da figura m (b). Neste
exemplo sao utilizados trés pontos de integragao de Gauss para o calculo da matriz de
rigidez de cada elemento finito, onde as tensoes sao obtidas.

Observando-se os graficos de deslocamentos nodais e tensoes normais, para os elemen-
tos de linha de dois, trés e quatro nés submetidos a tragao axial, conclui-se que todos

convergem para a solucao exata ao refinar a malha.
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(b) Valores das tensbes nos pontos de Gauss
Figura 6.8: Resultados obtidos com elementos L2
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0,1 1

024

-0,3

0,4

0,5 1

0,6 1

_0‘7 4 - _

08 -

O S.Discreta (2 elm)
O S.Discreta (4 elm)

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
x/L

(a) Valores de deslocamentos

0,9 -

0,8 1

0,7 1

0,6 1

0,5 1

04 -

0,3 1

0,2 1

0,1 1

——S.Exata

O S.Discreta (2 elm)

A S.Discreta (4 elm)

0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
x/L

(b) Valores das tensbes nos pontos de Gauss

Figura 6.9: Resultados obtidos com elementos L3
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A
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(a) Valores de deslocamentos

0,9
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0,7 1

0,6 1
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O S.Discreta (2 elm)

A S.Discreta (4 elm)

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
x/L

(b) Valores das tensoes nos pontos de Gauss

Figura 6.10: Resultados obtidos com elementos 1.4

0,9
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6.4 Viga Parede

Este exemplo tem o objetivo de verificar os elementos triangulares e quadrilaterais
implementados, modelando uma viga parede submetida a um carregamento distribuido
constante.

As configuragoes geométrica e de cargas da viga estdo mostradas na figura [6.11] As
condicoes de apoio devem ser tais que os deslocamentos verticais das faces laterais da
viga sejam nulos. Considera-se material isotrépico com E = 2 x 10° MPa e v = 0, 3.
Assim, sao utilizados o modelo de andlise PlaneStressAnalysisM, carregamento do tipo
LineElementForce e os elementos T3, T6, T10, 4, Q8 e Q9 para discretizar este modelo
(ver tabela[6.1)).

A solugao exata deste problema pode ser encontrada em (Timoshenko & Goodier
1980). O valor da flecha no centro da viga (x =y = 0) é § = 0,7931 mm e a variagao de

tensoes o,, para a secao em x = 0 é dada na equagao [6.4.1].

g=1 MN/m
Y Y Y Y YYYVYYVYYYYYN
c
1,0 m 4{>X
c
y el
L L 0,1 m
- 3,0 m -
Figura 6.11: Viga parede proposta
_aE a2 250 g
Ouz = 57 +21_(3y £C y) = 40y° + 129y (6.4.1)
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6.4.1 Malhas com Elementos Triangulares de Trés Nos

Para discretizar o modelo proposto da viga parede com elementos T3 sao utilizadas

as malhas mostradas nas figuras [6.12} 6.13| e |6.14] com 16, 96 e 192 elementos, respecti-

vamente. Os resultados para o deslocamento ¢ no meio da viga (x =y = 0) aparecem na
tabela [6.4, A variacao das tensoes o,, ao longo da altura da viga é mostrada no grafico
da figura[6.15| e refere-se aos valores de o,, nos pontos de Gauss localizados em uma reta
vertical nos elementos a esquerda do eixo de simetria da viga parede. Para estas trés

malhas é utilizado um ponto de integragao de Gauss em cada elemento finito.

AN

Figura 6.12: Malha com 16 elementos T3

Figura 6.13: Malha com 96 elementos T3



Figura 6.14: Malha com 192 elementos T3

Tabela 6.4: Deslocamentos para as malhas de elementos T3

valor de y (m)

Malha | 6 (mm) | Erro percentual relativo
16 T3 | 0,4019 49,32
96 T3 | 0,6532 17,64
192 T3 | 0,7155 9,78
o -0.4 1 —S.Exata (x = 0)
Oa 034 O 16T3
© | 96T3
A
°© 2.
A m O 19273
SERNGUAENR
-60 -30 Q 30 60
9
0,14 o
0.2 0o A
“ o
03 -
afl
04 -
Oy x (MPa)

Figura 6.15: Variagao das tensoes o,, para as malhas de elementos T3
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6.4.2 Malhas com Elementos Triangulares de Seis N6s

Nas figuras|6.16, [6.17]e[6.18 estao apresentadas as malhas de elementos 76 adotados

para discretizar a viga parede em estudo. Sao utilizados 4, 24 e 48 elementos finitos. Os
resultados para o deslocamento ¢ no meio da viga (x = y = 0) aparecem na tabela[6.5 A
variagao das tensoes ., ao longo da altura da viga é mostrada no grafico da figura [6.19
e refere-se aos valores de o,, nos pontos de Gauss localizados em uma reta vertical nos
elementos a esquerda do eixo de simetria da viga parede. Para estas trés malhas sao

utilizados trés pontos de integracao de Gauss em cada elemento finito.

s

VN YN

Figura 6.16: Malha com 4 elementos T6

Figura 6.17: Malha com 24 elementos T6



valor de y (m)

'
fa'e)

Figura 6.18: Malha com 48 elementos T6

Tabela 6.5: Deslocamentos para as malhas de elementos T6

Malha | § (mm) | Erro percentual relativo
4 T6 | 0,7018 11,51
24 T6 | 0,7863 0,86
48 T6 | 0,7898 0,42
04
—S.Exata (x =0)
03 1 O 4T6
A 24T6
027 O 48T6
0,11
-60 -40 -20 20 40 60
1 1 1 o) < — 1 1 1
SV
0,1
0,2 +
03
04
Oxx (MPa)

Figura 6.19: Variagao das tensoes o,, para as malhas de elementos T6

80
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6.4.3 Malhas com Elementos Triangulares de Dez Noés

Nas figuras e estao apresentadas as malhas de elementos 770 consideradas
para discretizar a viga parede em estudo. Sao utilizados 8 e 10 elementos finitos. Os
resultados para o deslocamento § no meio da viga aparecem na tabela [6.6l A variagao
das tensoes 0., ao longo da altura da viga é mostrada no grafico da figura[6.22| e refere-se
aos valores de o0,, nos pontos de Gauss localizados em uma reta vertical nos elementos a
esquerda do eixo de simetria da viga parede. Para estas trés malhas sao utilizados seis

pontos de integracao de Gauss em cada elemento finito.

1 : : : : : 1
N * ) * X
o i i ) i i ;.\
N z ] 2 b

. : ' - : 3

* ) * .8

- : ' - : .

Figura 6.21: Malha com 16 elementos 710

Tabela 6.6: Deslocamentos para as malhas de elementos T10

Malha | 6 (mm) | Erro percentual relativo
8 T10 | 0,7710 2,79
16 T'10 | 0,7714 2,74
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P
an

04 -

—S.Exata (x =-0,14 m)

031 O 8T10

-0,2 A 16T10

0,1
-80 -60 -40 -20 20 40 60 80

0,1

valor de y (m)
[«

0,2 +

0,3 -

04

Oxx (MPa)

Figura 6.22: Variagao das tensoes 0., para as malhas de elementos T10

6.4.4 Malhas com Elementos Quadrilaterais de Quatro Nos

Para discretizar o modelo proposto da viga parede com elementos ()4 sao utilizadas as

malhas mostradas nas figuras[6.23] [6.24] e [6.25] com 3, 12 e 48 elementos, respectivamente.

Os resultados para o deslocamento 6 no meio da viga (x =y = 0) aparecem na tabela .
A variacao das tensoes o,, ao longo da altura da viga é mostrada no grafico da figura[6.26
e refere-se aos valores de o,, nos pontos de Gauss localizados em uma reta vertical nos
elementos a esquerda do eixo de simetria das malhas. Para estas trés malhas sao utilizados

2 x 2 pontos de integracao de Gauss em cada elemento finito.



Figura 6.23: Malha com 3 elementos (4

Figura 6.24: Malha com 12 elementos (4

Figura 6.25: Malha com 48 elementos 4

83



Tabela 6.7: Deslocamentos para as malhas de elementos (4

'
Py

valor de y (m)

Malha | § (mm) | Erro percentual relativo
3Q4 | 04333 4537
12 Q4 | 0,6816 14,06
48 Q4 | 0,7594 4,25
o 04 | Solucéo Exata (x = -0,289 m)
o 304
o -0,3 4
o 1204
02
A 48Q4
0,1 -
-60 -40 -20 20 40 60
0.1
0.2 -
03 - \%
04 O
Oy x (MPa)

Figura 6.26: Variagdo das tensoes o,, para as malhas de elementos (4
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6.4.5 Malhas com Elementos Quadrilaterais de Oito Nés

Para discretizar o modelo proposto da viga parede com elementos ()8 sao utilizadas as

malhas mostradas nas figuras[6.27} [6.28 e [6.29|com 3, 12 e 48 elementos, respectivamente.

Os resultados para o deslocamento ¢ no meio da viga aparecem na tabela[6.8 A variagao

das tensoes o,, ao longo da altura da viga é mostrada no grafico da figura[6.30] e refere-se

aos valores de o0,, nos pontos de Gauss localizados em uma reta vertical nos elementos

a esquerda do eixo de simetria das malhas. Para estas trés malhas sao utilizados 3 x 3

pontos de integracao de Gauss em cada elemento finito.

VN
A

Figura 6.27: Malha com 3 elementos Q8

Figura 6.28: Malha com 12 elementos Q8




valor de y (m)

L
i

N o O SO SN U SO

e

Figura 6.29: Malha com 48 elementos Q8

Tabela 6.8: Deslocamentos para as malhas de elementos Q8

'
Q

Malha | § (mm) | Erro percentual relativo
3 Q8 | 0,7622 3,90
12 @8 | 0,7989 0,53
48 @8 | 0,7908 0,29
04
Solugéo Exata (x =-0,11 m)
-0,3 1 ¢ 3Q8
02 o 1208
A 4808
_0‘1 4
-60 -40 -20 20 40 60
0.1
02
03
0.4
Oyx (MPa)

Figura 6.30: Variagao das tensoes o, para as malhas de elementos Q8
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6.4.6 Malhas com Elementos Quadrilaterais de Nove Nos

Para discretizar o modelo proposto da viga parede com elementos (9 sao utilizadas

as malhas mostradas nas figuras [6.31], [6.32] e [6.33] representando 3, 12 e 48 elementos,

respectivamente. Os resultados para o deslocamento § no meio da viga aparecem na
tabela [6.9. A variacao das tensoes o,, ao longo da altura da viga é mostrada no grafico
da figura e referem-se aos valores de o,, nos pontos de Gauss localizados em uma
reta vertical nos elementos a esquerda do eixo de simetria das malhas. Para estas tres

malhas sao utilizados 3 x 3 pontos de integracao de Gauss em cada elemento finito.

Figura 6.31: Malha com 3 elementos Q9

Figura 6.32: Malha com 12 elementos Q9

oW B W W
[l ol Sl o Sl ol

Figura 6.33: Malha com 48 elementos Q9



Tabela 6.9: Deslocamentos para as malhas de elementos Q9

Malha | § (mm) | Erro percentual relativo
3Q9 | 07629 3.80
12 Q9 | 0,7889 0,53
48 Q9 | 0,7908 0,29
0,4 - Solugédo Exata (x = -0,05 m)
o 3Q9
_0’3 4
O 12Q9
027 A 48Q9
E -0,1
> -40 60 40 -20 20 40 60
% L L L 0 L 1 I
s
> 0.1
0.2
0.3 -
0.4 -
O, x (MPa)

Figura 6.34: Variagdo das tensoes o,, para as malhas de elementos Q9
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Observando os resultados deste exemplo pode-se constatar que, ao utilizar diferen-

tes elementos triangulares e quadrilaterais, para modelar um mesmo problema, ocorre

convergéncia dos resultados de tensoes o,, para a solucao exata quando as malhas sao

refinadas. Constata-se também que o percentual de erro no deslocamento vertical da

secao estudada diminui ao refinar a malha.
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6.5 Viga de Concreto Armado

Neste exemplo modela-se uma viga de concreto armado com ago, submetida a um car-
regamento distribuido constante vertical conforme a figura A viga tem comprimento
2L = 150 ue, base b = 20 uc, altura 2¢ = 50 uc, 4rea de aco A, = 10uc?, carregamento
distribuido constante ¢ = 1,75 uf/uc e condi¢oes de apoio tais que os deslocamentos
verticais das faces laterais da viga sao nulos. Para o concreto considera-se médulo de
elasticidade E, = 4,4 x 103 uf /uc?® e coeficiente de Poisson v, = 0,2; para o ago adota-se
médulo de elasticidade E, = 2,1 x 10 uf /uc?. Neste exemplo sao utilizados o modelo de
andlise PlaneStressAnalysisM, carregamento do tipo LineElementForce, elementos qua-
drilaterais ()4 para modelar a viga de concreto e elementos de linha L2 para modelar a
armadura de aco. Todos os elementos L2 sao dispostos ao longo da reta horizontal y =

20 uc para modelar a armadura inferior da viga com cobrimento igual a 5 uc.

q
T
N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YV YV Y Y YYYVYYYVYY VI
o o ]
Q > X ,go
As N Al 5P
0 . Slo

L
| ) . R

VY

Figura 6.35: Viga armada proposta

A discretizacao da viga armada é mostrada na figura Os resultados para as
tensoes 0., ao longo da reta x = -1,06 uc, coincidentes com uma fila de pontos de Gauss
sao obtidos no programa e aparecem no grafico da figura para as vigas com e sem
armadura.

No gréfico da figura pode-se verificar tensoes de tracao na parte inferior da viga
e de compressao na parte superior conforme esperado. No mesmo grafico verifica-se a
diminuicao da tensao o,, no concreto ao incluir no modelo o efeito das barras de armadura.

Percebe-se também o valor da tensao de tracao o,, em y = 20 uc, correspondendo a tensao



na barra de aco.

Figura 6.36: Discretizacao da viga armada com elementos @4 e L2

- - ©- - -0xx - concreto com armadura

* oxx - armadura

oxx - concreto sem armadura

y (uc)

P
an

Figura 6.37: Tensoes nos pontos de Gauss na reta x = -1,06 uc - viga da figura [6.35
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6.6 Chapa com Furo Circular

Nesta secao o programa implementado é utilizado para obter a solugao discreta do
problema de uma chapa com furo circular central, submetida a um carregamento de
tracdo em suas extremidades verticais, mostrada na figura [6.38] Sao utilizados os dados
propostos na referéncia (Dawe 1983), ou seja, F = 2x 10* uf /uc?, v = 0,25 e espessura da
chapa t = 1 uc. O carregamento considerado é ¢ = 7 x 107* uf /uc. A solucao exata para
tensoes o, deste problema pode ser obtida pela teoria da elasticidade em (Timoshenko &
Goodier 1980), sendo mostrada na equagao Utiliza-se o modelo de analise PlaneS-
tressAnalysisM, carregamento do tipo LineElementForce e os elementos quadrilaterais ¢)8.
Tirando-se proveito da dupla simetria do problema pode-se discretizar apenas um quarto
da chapa furada e considerar condicoes de apoio coerentes com os dois eixos de simetria.
Assim, é discretizado o quarto superior da chapa, correspondente a x e y positivos, com

as malhas de 11, 25, 40 e 80 elementos do tipo @8, mostradas na figura [6.39

q=7x10"uf /uc

4

40 uc

R

vyvyvevvvy

100 uc

Figura 6.38: Chapa com furo circular

Oer = — (2 + — + 3—) (6.6.1)

Os valores da tensao o,, obtidos no ponto A (x = 0,0; y = 4,0) da figura para
as quatro malhas sdo apresentados, na forma do quociente (0., - t/q), no gréfico da

figura [6.40]
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(c) 40 elementos Q8

A N AN i sk
(d) 80 elementos Q8

Figura 6.39: Discretizagoes para a chapa com furo central com elementos @8
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Figura 6.40: Valores da tensdo o,; no ponto A para as malhas da figura [6.39]

Observando o grafico da figura [6.40| percebe-se que ocorre convergéncia da tensao o,

para a solugao exata ao se refinar as malhas de elementos quadrilaterais de oito nés.
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6.7 Cunha

O exemplo a seguir tem por objetivo obter as tensoes radiais o, atuantes em uma
cunha de espessura unitaria submetida a forca concentrada P no seu vértice.

As configuragoes geométrica e de cargas da cunha estao mostradas na figura [6.41]
sendo L = 3 m, P = 20 kN, médulo de elasticidade E = 1 kN/m? e coeficiente de Poisson v
= 0,3. A solucao exata para as tensoes radiais o, deste problema é fornecida pela teoria da
clasticidade em (Timoshenko & Goodier 1980), sendo mostrada na equacao [6.7.1] Neste

exemplo utiliza-se o modelo de analise PlaneStrainAnalysisM e o elemento triangular T3.

>’< ‘fY
‘P B ‘P/Z
!

r

—l— —oX
J7ETTIANANNN S
Oy
Figura 6.41: Cunha submetida a forca concentrada
P (6.7.1)

r(a+ 1sen2a)

Tirando-se proveito da simetria do problema, sao utilizadas as malhas com 25, 100 e
400 elementos T'3 mostradas na figura[6.42] Como todas as discretizagoes deste exemplo
usam o elemento T3, é utilizado apenas um ponto de Gauss para obter a matriz de rigidez
de cada elemento finito. Os valores da tensao o, obtidos nos pontos de Gauss ja citados,
proximos de # = 0,0, estao representados no grafico da figura [6.43] juntamente com a

solucao exata.



(a) 25 T3 (b) 100 T3

50
(c) 400 T3

Figura 6.42: Discretizagoes com elementos T3 para a cunha
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Figura 6.43: Tensoes o, para a cunha da figura[6.41

Observando o grafico da figura |6.43| conclui-se que ocorre convergéncia da tensao o,

para a solucao exata ao se refinar a malha de elementos triangulares de trés noés.
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6.8 Barragem

Neste exemplo serao mostrados alguns resultados da modelagem de uma barragem, ob-
tida na referéncia (Soriano & Lima 1999), e reproduzida na figura[6.44] abaixo. Considera-
se carregamento hidrostdtico ¢(y) = 180 — 10y com valor maximo de 180 kN/m?. O
material tem médulo de elasticidade E = 20800 x 103 kN/m?, coeficiente de Poisson
v = 0,2 e espessura unitaria. Utiliza-se o modelo de andlise PlaneStrainAnalysisM, car-
regamento variavel do tipo LineElementForce e os elementos triangulares de seis nds (76)

e quadrilaterais de oito nds (@8).

Y
A
6,0m
S
q(y) S
£
(@]
Vo)
. —’X
| 18,0m |

Figura 6.44: Secao transversal da barragem proposta

A secao da barragem é discretizada com quatro malhas. As trés primeiras sao com-
postas de elementos triangulares e estao mostradas nas figuras[6.45(a), [6.45|(b) e[6.45(c).
A outra malha contém 108 elementos @8, discretizando a parte retangular, juntamente
com 144 elementos T6, discretizando a parte triangular da segao da barragem, conforme
a figura [6.45(d). No célculo da matriz de rigidez de cada elemento 76 sdo utilizados
trés pontos de integragao e para os elementos @8 foram utilizados 3 x 3 pontos, onde as

tensoes sao obtidas.



LD A A

(a) 16 elementos T6

L

o

L

(b) 90 elementos T6

(c) 360 elementos T6

(d) 108 elementos Q8 e 144 elementos T6

Figura 6.45: Discretizagoes da secao da barragem
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Os deslocamentos horizontal u, e vertical v4 do ponto nodal A da figura cal-

culados pelo programa sao apresentados na tabela No gréfico da figura estao

representados os valores das tensoes o, nos pontos de Gauss localizados na reta horizontal

Y = 12,0 m.
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Tabela 6.10: Deslocamentos do ponto A da figura [6.44

Malha |us X107* m | vy x107* m
16 T6 2,093 0,092
90 T6 3.041 1,009
360 T6 3,050 1,012
108 Q8 e 3,050 1,012
144 T6
60
40 |
20 |
0 T T T T
< 1 2 3 5
£
Z 0]
=
b
40 -
——16T6
60 | —m—90T6
—A—360 T6
0 | —o—108Q8 com 144T6
-100

x (m)

Figura 6.46: Variacao das tensoes oy, na secao Y = 12 m

Neste exemplo verifica-se que os deslocamentos (horizontais e verticais) e tensoes oy,
convergem ao refinar as malhas de elementos triangulares de seis noés; e ao utilizar uma
combinagao de elementos triangulares de seis nés e elementos quadrilaterais de oito nés

também ocorre convergéncia para a solugao exata.
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6.9 Fundacao

Neste exemplo serao apresentados os resultados obtidos pelo programa com o uso de
integragao reduzida. Para tal é considerado o problema obtido em (Zienkiewicz et al.
1986) que se refere a uma estrutura rigida apoiada sobre o solo. A estrutura com médulo
de elasticidade E = 105 u.f /uc?® e coeficiente de Poisson v = 0, 3 é submetida a uma carga
concentrada de compressao P = 50 uf conforme a discretiza¢ao mostrada na figura [6.47]
Para o solo considera-se médulo de elasticidade E = 100 uf/uc® e coeficiente de Poisson
v = 0,3. Ao modelar o problema, considera-se espessura unitaria tanto para o solo
quanto para a estrutura, utilizando o modelo de analise plana PlaneStrainAnalysisM e
o elemento quadrilateral @)8. Neste modelo cada elemento quadrilateral da figura [6.47]

possui largura de 2 uc e altura de 1 uc.

EV

,Z;, E2 E4 EG ,Z;,
,Z;, A E1 E3 ES a ,Z;,
AN S AN

Figura 6.47: Discretizacao do problema com elementos Q8

Na figura [6.48|(a) é mostrada a configuragao deformada do elemento E7, usado para
modelar a estrutura, quando foram utilizados 3x 3 pontos de integragao e na figura[6.48|(b)
pode-se perceber a esperada inducao de modo espirio de energia, quando utiliza-se a
integracao reduzida com 2 x 2 pontos de Gauss.

Para a malha com 9 pontos de integracao por elemento, as tensoes normais verticais

nos pontos de integracao ao longo da linha A4 (figura[6.47)) estao mostrados na figura[6.49



(a) 9 pontos de Gauss

—_——

(b) 4 pontos de Gauss

Figura 6.48: Configuracoes deformadas do elemento E7

posicdo na reta AA
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0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

-10

oyy (ufluc?)

-12

14 4

-16 -

-18

0,8 0,9

—o—0oVyy

Figura 6.49: Variagao da tensao oy, ao longo da linha AA da figura [6.47]

Observando os resultados obtidos neste exemplo percebe-se a esperada inducao do

modo espurio de energia ao utilizar-se integracao reduzida.
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6.10 Disco Axissimétrico

Nesta segao serao apresentados os resultados das tensoes obtidas pelo programa na
discretizagao do disco axissimétrico encontrado na referéncia (Onate 1995) e reproduzido
na figura[6.50] abaixo. Considera-se raio interno r; = 10 uc, raio externo r. = 20 uc, altura
h=1uc qg=20uf/uc, E=1000 uf/uc® e v =0,3. Tendo em vista que este problema
¢é axissimétrico utiliza-se modelo de andlise AziSymetricAnalysisM e o elemento AziT3.

O carregamento ¢é considerado do tipo LineElementForce.

Figura 6.50: Disco axissimétrico

A solugao exata para as tensoes o, e gy deste problema pode ser obtida, segundo a

teoria da elasticidade (Timoshenko & Goodier 1980), através das equagoes

A
oy = 7"_2+20 (6.10.1)
A
sendo que
2,2 2
qrirs —qr
A= Lleli - 1e 10.
27 © T (6103)

O disco axissimétrico é discretizado com a malha de 20 elementos Az:T3 mostrada na

figura[6.51] Os valores das tensoes o,., 0y e 0, obtidos nos pontos de Gauss sao mostrados



Tensoes (uflucz)
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no grafico da figura [6.52] juntamente com suas respectivas solucoes exatas.

-15

-25

-35

-45

Figura 6.51: Malha utilizada para discretizar o disco axissimétrico

— A‘ -
‘A
.A_ .. .A -----
I ——6————~— 8- —0 ———-—8= =8~ 90 —0-0 -00-00-CO-BD
BN,

D AA-NA- Appp

J — — — Exataoz A Discreta or

------ Exata or (o] Discreta a6

Exata 06 (o] Discreta oz
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

raio (uc)

Figura 6.52: Resultados das tensoes nos pontos de Gauss do disco axissimétrico

Observando o grafico da figura [6.52 percebe-se que os resultados das tensoes o, o, €

0y obtidos neste exemplo coincidem com a solucao exata.
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6.11 Tubo Axissimétrico

Este exemplo mostra os valores das tensoes gy obtidas ao discretizar um tubo subme-
tido a pressao interna P;. O tubo em questao é mostrado na figura e foi proposto
por (Weaver & Johnston 1984), da qual serao utilizados os mesmos dados. Este problema
¢ modelado como axissimétrico com eixo de simetria z conforme a figura [6.53

Discretiza-se apenas a porcao do tubo correspondente a fatia L da figura[6.53] conside-
rando condigoes de contorno que garantam deslocamento nulo da porcao L paralelamente
ao eixo z E considerada pressdo interna P, = 1 uf/uc?, comprimento L = 1 wuc, raio
externo r, = 11 wuc, raio interno 7; = 10 uc, médulo de elasticidade E = 1 x 10* uf /uc?
e coeficiente de Poisson v = 0,3. Utiliza-se também o modelo de andlise AziSymetricA-

nalysisM e o carregamento do tipo LineElementForce para representar a pressao interna

P,

| |
fe | |
|

! I
|/( _|_/l/_|_ »r

Figura 6.53: Tubo submetido a pressao interna

A solugao exata para este problema pode ser encontrada em (Timoshenko & Goodier

1980) sendo dada por

P(tr?) | Pl

22— =

oy = (6.11.1)

Com o proposito de demonstrar a convergéncia das tensoes oy para o valor exato sao
processadas varias malhas de elementos quadrilaterais AziQ)4 e Azi(Q)8 e de elementos

triangulares AxiT3. A ordem de integracao utilizada para os elementos AxiQ)4, AziQ8
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e AriT3 é 2 x 2,3 x 3 e 1 x 1 pontos, respectivamente, em cada direcado. Em todas
as malhas de elementos triangulares e quadrilaterais, cada discretizacao subseqiiente ¢é
formada da divisao de cada elemento da malha anterior em outros quatro elementos de

tamanhos iguais. Assim sao obtidas as malhas mostradas na figura [6.54]

AN
AN
(a) 1 AziQ4 (b) 1 AziQ8 (¢) 2 AziTS
VN £
£ £
(d) 4 AziQ4 (e) 4 AziQ8 (f) 8 AziT3

[PAN. AN, .. A

() 16 AziQ4 (h) 16 AziQ8 (i) 32 AziT3

(j) 64 AziQ/ (k) 64 AziQ8 (1) 128 AziT3

Figura 6.54: Malhas usadas na discretizagao do tubo

Apresenta-se a seguir os valores obtidos nas discretizagoes discutidas acima para a

tensao oy nos pontos de Gauss mais proximos de r = 10 ue, ou seja, mais proximos da
) )

parede interna do tubo. A tabela [6.11] apresenta os resultados obtidos para as referidas

tensoes e a figura mostra graficamente os resultados desta tabela.
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Tabela 6.11: Percentual relativo da tensao circunferencial

Malha Valor Exato oy | Valor Obtido oy | Erro percentual
uf [uc uf Juc relativo
1 AxiQ4 10,288 10,500 2,06
4 AxiQ4 10,410 10,520 1,05
16 AxiQ4 10,467 10,523 0,54
64 AxiQ4 10,489 10,524 0,33
1 AxiQ8 10,399 10,404 0,04
4 AxiQ8 10,455 10,460 0,04
16 AxiQ8 10,489 10,490 0,02
64 AxiQ8 10,508 10,510 0,02
2 AxiT3 10,524 10,807 2,69
8 AxiT3 10,524 10,714 1,81
32 AxiT3 10,524 10,630 1,00
128 AxiT3 10,524 10,580 0,53
2,500
2,000 7@‘ -“.‘
Y
P
| :
g 1,500 11
o \ :
£ \ . — % — AxiQ4
1,000 - \Q\ ~.‘\19--- _:2:1(?:
0,500 i ®
_________ ©
0,000M'_'_""‘*'T'_'_'_'_"_'_'_'_"—"‘ - - -
0 20 40 60 80 100 120

numero de elementos

Figura 6.55: Variacao do erro percentual relativo com o nimero de elementos

Observando os resultados obtidos conclui-se que o erro cometido pelo modelo discreto

na avaliacao da tensao oy diminui ao se refinar a malha.
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6.12 Problema de Boussinesq

Nesta secao o programa implementado é utilizado para obter a solugao discreta de um
problema cléssico da elasticidade, conhecido como problema de Boussinesq (Timoshenko
& Goodier 1980), que descreve o comportamento de um sélido semi-infinito submetido a
uma carga concentrada.

Considera-se que a influéncia da carga concentrada a uma distancia de 4 uc é pouco
relevante, desde que sejam aplicadas restri¢oes adequadas no contorno do sélido. Logo,
ao discretizar o problema, sao consideradas as condicoes de contorno mostradas na fi-
gura , carga concentrada P = 4 x 10* uf, médulo de elasticidade E = 1000 uf /uc?
e coeficiente de Poisson v = 0,2. Utiliza-se o modelo de andlise AziSymetricAnalysisM e

elementos Axi@8 na discretizacao.

uc

™ <R

Figura 6.56: Modelo para o problema de Boussinesq

Na figura [6.57] ¢ mostrada a discretizacao gerada com elementos Azi()8. Com o obje-
tivo de validar os resultados dos deslocamentos obtidos no programa implementado, este
mesmo exemplo é processado no programa de elementos finitos Ansys (Ansys-INC 2004),
utilizando elementos quadrilaterais de oito nds e modelo de andlise axissimétrico.

Os resultados obtidos para os deslocamentos u e w, nas direcoes radial e vertical,
respectivamente, ao longo da reta z = 2,0 uc estao plotados nos graficos das figuras [6.58
e [6.59 Sao mostrados nestes gréficos os deslocamentos obtidos no programa implemen-

tado juntamente com os deslocamentos calculados pelo Ansys. O grafico da figura
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apresenta a variagao da tensao o, calculada pelo programa implementado, nos pontos de
Gauss localizados ao longo da reta z = 0,6 uc, juntamente com a solucao exata obtida

em (Timoshenko & Goodier 1980).

Figura 6.57: Discretizacao do problema de Boussinesq

0,9 1

0,8 1

0,7 1

0,6 1

0,5 1

u (uc)

0,4 1

0,3 1

0,2 1
O desloc. u - ansys

0,14 —@— desloc. u -implementacéo

0@ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ®

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

r (uc)

Figura 6.58: Deslocamentos horizontais ao longo da reta z = 2,0 uc



0
-1 1
-2 1
m
3 3
3
-4
-5 O desloc. v - ansys
—@—desloc. v - implementagao

Oz (ufluc?)

-6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 1,5 2 25 3 35 4
r (uc)

Figura 6.59: Deslocamentos verticais ao longo da reta z = 2,0 uc

-4,00E+03 |
-1,40E+04 |
-2,40E+04 |
o
-3,40E+04 |
-4,40E+04 |
Solugdo Exata
(0] O Solugdo Discreta
-5,40E+04 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 1,5 2 25 3 35
r (uc)

Figura 6.60: Tensoes o, ao longo da reta z = 0,6 uc

109



110

Neste exemplo verifica-se a validade dos deslocamentos horizontais e verticais do mo-
delo, a partir da comparagao com os resultados fornecidos pelo program Ansys (Ansys-
INC 2004). As tensoes o, calculadas nos pontos de Gauss do modelo também coincidem
com a solucao exata, exceto no ponto de Gauss mais proximo da projecao do ponto de
aplicacao da carga, onde o valor da tensao o, tende para o infinito. Por isso o valor obtido

pelo modelo nao coincide com a solucao exata.
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6.13 Barra Prismatica

Neste exemplo sao apresentados os resultados obtidos pelo programa para o modelo
de uma barra prismatica, submetida a diferentes carregamentos. Tais carregamentos
sao aplicados separadamente na barra, sendo os resultados de cada um apresentados em
diferentes sub-itens desta secao.

A barra estd mostrada na figura [6.61] sendo engastada em todo o plano x = 120 uc,
com dimensoes L = 120 uc, b = h = 12 uc, médulo de elasticidade E = 10 uf/uc? e

coeficiente de Poisson v = 0,3.

Figura 6.61: Barra tridimensional analisada

O INSANE (ver secao ainda nao possui um gerador automéatico de malhas tri-
dimensionais. Portanto as informacoes referentes a todas as malhas tridimensionais, tais
como coordenadas, restrigoes, carregamentos nodais, incidéncia dos elementos etc sao
apropriadamente editadas obedecendo a mesma estrutura de documentos xml utilizada
nas malhas bidimensionais (ver apéndice |A)).

Para modelar a barra da figura utiliza-se a discretizagao mostrada na figura [6.62]
sendo considerado o modelo de andlise tridimensional SolidAnalysisM e quatro elemen-
tos hexaédricos H20 com quadratura de Gauss de 3 x 3 x 3 pontos em cada elemento
hexaédrico. O carregamento pode ser do tipo LineElementForce, SurfaceElementForce
ou VolumeFElementForce, dependendo de cada um dos casos de carregamento discutidos

a seguir.

3
Pz

Figura 6.62: Discretizacao da barra tridimensional com 4 elementos H20
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6.13.1 Carga vertical na Extremidade Livre

Aplica-se uma carga de cisalhamento uniformemente distribuida no plano correspon-
dente a extremidade livre da barra tridimensional, ou seja, no plano xz = 0. A carga
tem médulo P = 8,33 x 1072 uf/uc® (Resultante = 12 uf), sendo necessdrio utilizar o
carregamento do tipo SurfaceElementForce para representa-la. Na figura pode ser

vista a representacao da carga de cisalhamento na barra.

’

Figura 6.63: Carga de cisalhamento

A solucao exata para os deslocamentos verticais v do eixo da barra deste problema
pode ser obtida em (Timoshenko & Goodier 1980), sendo dado por
Pa? PL?z PL3

_ _ 131
o) =657 ~ 2Er 1 3EI (6.13.1)

O grafico da figura apresenta os deslocamentos verticais v obtidos pelo programa

implementado juntamente com a solucao exata.

400 T T
| |
| |
(0] I I
350 1> | |
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300 N ‘ |
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250 | \\ !
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° ‘ N !
2 200 | N !
> | \\ |
| AN |
| N |
150 ! N j
| \\ |
| N |
| |
100 ! G\\ !
| \\ |
Il — \\ :
50 1| SolugdoExata | N N
— © — 4H20 = }
[ =
| [ = —
0 ‘ ‘ ‘ ‘ =)
0 20 40 60 80 100 120
X (uc)

Figura 6.64: Deslocamentos verticais para carga de cisalhamento P
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6.13.2 Momento Fletor na Extremidade Livre

Aplica-se um bindrio de forgas concentradas P = 1 uf em dois nds do plano = = 0 para
representar um momento fletor. A figura [6.65 mostra este momento fletor cujo médulo é

M =12 P uf - uc.

7 )
Z M
Figura 6.65: Momento fletor atuante

A solugao exata deste problema é obtida analiticamente utilizando o modelo matemé-
tico unidimensional, sendo dada por
M z? M Lx ML*

— 13.2
v@) =557 ~ Bt 2E1 (6.13.2)

Os deslocamentos verticais v do eixo da barra obtidos pelo programa implementado

sao mostrados juntamente com a solugdo exata no grafico da figura [6.66]

14----1 Solugdo Exata |- - - - - - - - - - - - - — -

— ©— 4H20

—
- —
—_—
o

l
0 20 40 60 80 100 120

X (uc)

Figura 6.66: Deslocamentos verticais devidos ao momento M
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6.13.3 Carga Distribuida Constante

Para representar uma carga distribuida constante atuando na face superior da barra
tridimensional da figura utiliza-se o carregamento do tipo SurfaceElementForce. Tal
carregamento ¢ aplicado na direcao y em toda a area da face superior da barra, ou seja,
no plano y = —6uc. A carga tem médulo @ = 0,01 uf/uc®*. Sendo b = 12uc a largura
da barra obtém-se ¢ = @ x b = 0,01 x 12 = 0,12uf/uc. Na figura pode ser vista
uma representacao esquematica da carga distribuida na barra.

q

bybibveivivy

N

Figura 6.67: Carga distribuida constante ¢

A solucao exata deste problema é obtida analiticamente utilizando o modelo matema-

tico unidimensional, sendo dada por

4 3 4
_qr ql’x qL
V) = 5iET T 6EI T REI (6.13.3)

Os deslocamentos verticais v do eixo da barra obtidos pelo programa implementado

sao mostrados juntamente com a solugao exata no gréfico da figura [6.68]
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140 1 N
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I
I
:
60 | ;
I

I

'S
LU Solugdoexata [~~~ " T T T T T T T TT S ~

204 ----_- —0--4H20 | _________________________ N S

I

| 1= .

0 i ‘ ‘ ‘ —D
0 20 40 60 80 100 120

X (uc)

Figura 6.68: Deslocamentos verticais devidos a carga distribuida constante ¢
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6.13.4 Carga Distribuida Variavel

Para representar uma carga distribuida varidavel triangular atuando na face superior da
barra tridimensional da figura[6.61] utiliza-se o carregamento do tipo Surface ElementForce.
Tal carregamento varia linearmente com z conforme a equagao q(z) = (qo/L) x, sendo
aplicado na direcao y em toda a area da face superior da barra, ou seja, no plano y =
—6uc. O valor maximo da carga atuante é Q = 0,012 uf/uc?®. Sendo b = 12uc a largura
da barra obtém-se go = Q x b= 0,012 x 12 =0, 144 uf /uc. Na ﬁgura pode ser vista

uma representacao esquematica da carga distribuida na barra.

)

q
Y%
m

7

Figura 6.69: Carga distribuida variavel ¢(z)

A solucao exata deste problema é obtida analiticamente utilizando o modelo matema-

tico unidimensional, sendo dada por

’U(:Ij') _ QO«TE’ . qOL?’x QOL4
120E1L 24F1 30ET

(6.13.4)

Os deslocamentos verticais v do eixo da barra obtidos pelo programa implementado
sao mostrados juntamente com a solugao exata no grafico da figura [6.70]
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50 Q.
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20
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—-0--4H20

0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.70: Deslocamentos verticais devidos a carga distribuida varidvel ¢(z)
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6.13.5 Peso Préprio

Para representar a carga relativa ao peso proprio da barra da figura [6.61} é necessario
utilizar o carregamento do tipo VolumeElementForce. O mddulo do peso préprio consi-
derado é pg = 0,01 uf/uc?, onde p é a densidade do material da barra e g é a aceleracio
da gravidade agindo ao longo do eixo z da barra. A carga de massa é aplicada em todo
o volume da barra.

Na figura [6.71] pode ser vista uma representagao esquematica deste carregamento.

P9

— ——> ——> ——> —>

ANNNY

Figura 6.71: Peso préprio pg

A solugao exata para os deslocamentos horizontais u do eixo da barra deste problema

pode ser obtida em (Timoshenko & Goodier 1980), sendo dada por

u(z) = — %(LQ — 2?) (6.13.5)

O grafico da figura [6.72] apresenta a solucao exata juntamente com os deslocamentos

horizontais w obtidos.
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Figura 6.72: Deslocamentos horizontais devidos ao peso préprio pg

Nos exemplos desta se¢cao, modela-se uma barra prisméatica submetida a carregamentos
de linha, area e volume utilizando os elementos hexaédricos de vinte nés. Em todos os

modelos os valores obtidos se aproximam da solucao exata.
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6.14 Viga Biapoiada

Neste exemplo sao apresentados alguns resultados obtidos pelo programa implemen-
tado, modelando-se uma viga tridimensional, com a mesma geometria do exemplo ante-
rior, modificando-se apenas as condigoes de contorno.

Tais condigoes de contorno sao alteradas para representar as restrigoes de apoio para
uma viga tridimensional biapoiada. Ou seja, os nés do plano x = 0 sao impedidos de
deslocar na direcao y e os nés do plano x = 120 uc sao impedidos de deslocar nas direcoes
x e y. Os outros dados do problema, tais como comprimento longitudinal, base, altura,
médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson nao sio alterados. E considerado o caso
de um carregamento distribuido uniforme de médulo @ = 0,01 uf/uc® atuando em toda
a face superior da viga como uma forca por unidade de drea. Sendo b = 12 uc a largura
da viga obtém-se ¢ = Q) x b= 0,01 x 12 =0, 12uf /uc. Neste modelamento é utilizada a
mesma malha de elementos hexaédricos H20 da figura |6.62]

Na figura [6.73| é mostrada a representacao esquemaética do carregamento na viga bia-

poiada.

q

INEEREENRNEN
X 7A

Figura 6.73: Carga distribuida constante ¢

A solucao exata deste problema é obtida analiticamente utilizando o modelo matema-

tico unidimensional, sendo dada por:

v(x) = QZél(xS — 2L2* + L?) (6.14.1)

Os deslocamentos verticais v do eixo da viga obtidos pelo programa implementado

sao mostrados, juntamente com a solucao da equacao [6.14.1}, no gréafico da figura |6.74
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Figura 6.74: Deslocamentos verticais devidos ao carregamento ¢ na viga biapoiada
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6.15 Barra Curva

Este exemplo tem o proposito de mostrar alguns resultados obtidos pelo programa
implementado ao modelar uma barra de eixo curvo com forca cisalhante na extremidade,
conforme a figura[6.75] A barra curva proposta é submetida a um carregamento cisalhante
q = 1 uf/ucresultando em P =5 uf e possui raio externo b = 50 uc, raio interno a = 45
uc, h = 5 uc, espessura unitdria, médulo de elasticidade E = 1000 uf/uc? e coeficiente
de Poisson v = 0, 3.

A barra em estudo é modelada com os elementos bidimensionais quadrilaterais )8
e com os elementos tridimensionais hexaédricos H20. No modelamento bidimensional
utiliza-se o modelo de analise PlaneStressAnalysisM, carregamento do tipo LineFElement-
Force e quadratura de Gauss com 3 x 3 pontos. Para o caso tridimensional utiliza-se o
modelo de andlise SolidAnalysisM, carregamento do tipo SurfaceElementForce e quadra-

tura de Gauss com 2 x 2 pontos.

> x

17

Viy

Figura 6.75: Barra de eixo curvo

A solucao exata para o deslocamento horizontal u da extremidade livre da barra em

questao foi obtida em (Timoshenko & Goodier 1980), sendo dada por:

- Pr(a® + b%)
HO=0" T (@2 = ) + (a2 + b2) x In(b/a)]

As malhas utilizadas para modelar a barra com elementos ()8 consistem de 1, 3, 6,

(6.15.1)

12, 24, 48 e 96 elementos, enquanto a malha de elementos H20 consiste de 3 elementos.
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Na figura sao mostradas as malhas adotadas. Os resultados obtidos pelo programa

para os deslocamentos horizontais (u) na extremidade livre da barra sao mostrados no

gréafico da figura [6.77]

(d) 12 Q8 (e) 24 Q8

(h) 3 H20

Figura 6.76: Malhas adotadas para a barra curva
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Figura 6.77: Deslocamentos horizontais da extremidade livre da barra curva

numero de elementos

Neste exemplo verifica-se que os resultados obtidos para os deslocamentos horizontais

convergem para a solucao exata a medida em que as malhas sao refinadas.
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6.16 Dente de Engrenagem

Este exemplo mostra os resultados obtidos ao discretizar um dente de engrenagem
submetido a uma carga cisalhante agindo em sua extremidade conforme a figura [6.78 O
dente proposto aqui foi sugerido por (Weaver & Johnston 1984) na qual foram descritas as
coordenadas dos nés localizados nas faces curvas do dente. E considerado carregamento
cisalhante de linha ¢ = 10 kN/em, L = 1 em, médulo de elasticidade E = 7 x 103 kN/cm?
e coeficiente de Poisson v = 0, 3. Existe simetria em relacao ao plano zy da figura [6.78]
possibilitando a discretizagao de metade do problema ao restringir os deslocamentos w,
na dire¢ao z, de todos os nés do plano zy. O engastamento da base do dente é garantido

ao restringir todos os deslocamentos dos nos localizados no plano zz.

Figura 6.78: Dente de engrenagem

O dente é discretizado com os elementos bidimensionais quadrilaterais )8 e com os
elementos tridimensionais hexaédricos H20. Para o caso bidimensional é utilizado o mo-
delo de analise PlaneStressAnalysisM, carregamento concentrado nodal para representar
a forca cisalhante ¢ e quadratura de Gauss com 3 x 3 pontos. Enquanto no caso tridimen-
sional utiliza-se o modelo SolidAnalysisM, carregamento distribuido constante de linha
do tipo LineElementForce representando a forca cisalhante ¢ e quadratura de Gauss com

3 X 3 X 3 pontos.
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Na figura [6.79| ¢ mostrada a malha de elementos ()§ e na figura é representada a

malha de elementos H20.

£ Y L Ly

Figura 6.79: Malha de 4 elementos Q8

[

\

Figura 6.80: Malha de 4 elementos H20

No grafico da figura sao mostrados os resultados obtidos pelo programa implemen-
tado para as duas malhas, consistindo dos deslocamentos horizontais u dos nés localizados
sobre o eixo y do dente, bem como os resultados retirados da referéncia usada (Weaver

& Johnston 1984).
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Figura 6.81:

Deslocamentos horizontais dos nés localizados sobre o eixo y

90

Neste exemplo verifica-se que os deslocamentos horizontais obtidos para o modelo

bidimensional e para o modelo tridimensional coincidem. Verifica-se também que os

dois modelos (bidimensional e tridimensional) coincidem com os valores fornecidos pela

referéncia utilizada como fonte.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Uma das propostas do projeto INSANE é trazer para a comunidade académica solu-
¢oes tecnoldgicas para o desenvolvimento de aplicagoes que auxiliem as pesquisas na area
de métodos numéricos e computacionais. A dissertacao aqui apresentada contribui para
o objetivo citado ao disponibilizar um aplicativo de facil expansao, pronto para atender
as crescentes necessidades da pesquisa de modelos discretos de andlise estrutural.

Os resultados obtidos neste trabalho, validados pelos diversos exemplos apresentados,
s6 foram possiveis gragas as solugdes tecnoldgicas empregadas (consideradas no item [7.1))

e ao desenvolvimento colaborativo de varios sub-projetos (citados no item [7.2))

7.1 Solucoes Tecnoldgicas

A programagao orientada a objetos foi uma ferramenta indispensavel neste traba-
lho, uma vez que proporcionou grande agilidade e versatilidade, possibilitando o desen-
volvimento dos diversos recursos disponibilizados no programa, destacando-se os varios
elementos, modelos de andlise e carregamentos implementados.

Os diversos conceitos da programagao orientada a objetos (POO) foram muito bem
aproveitados na implementacao computacional do sistema, principalmente devido a ado-
¢ao da formulagao paramétrica do MEF, cuja generalidade permite a reutilizacao dos
mesmos métodos e procedimentos repetidas vezes para obtencao das propriedades de di-
ferentes entidades. Como exemplo desta vantagem, pode-se citar o procedimento para
obtencao da matriz de rigidez de um elemento finito. Apds a criacao de um método geral

para o cédlculo da matriz de rigidez pode-se utilizar este método para obter a matriz de
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rigidez de qualquer elemento finito.

Outro beneficio da utilizacao da POO, observado durante a realizacao deste trabalho,
foi a grande adaptabilidade dos médulos de software a futuras mudancas. Isto foi possivel
gracas ao encapsulamento dos dados, que permitiu a alteracao de detalhes de partes do
programa sem prejudicar os demais méodulos.

A escolha da linguagem Java mostrou-se totalmente acertada, uma vez que pode-se
explorar o grande potencial desta linguagem no desenvolvimento do trabalho. Como
aspectos que corroboram a adequacao de Java, pode-se citar: a utilizacao de varias bi-
bliotecas de classes prontas e testadas, desenvolvidas gratuitamente por membros da
comunidade de programadores; o suporte a persisténcia de dados, viabilizando a comu-
nicacgao entre os segmentos do projeto INSANE; e ainda a independéncia de plataforma,
evitando que todo o processo de implementacao seja realizado novamente, sempre que for
preciso migrar para outra plataforma.

Outro fato que atesta o acerto na escolha de Java é o seu crescente uso pela co-
munidade de software livre. Estatisticas de dois dos maiores portais para hospeda-
gem de projetos livres (www.freshmeat.net/appindex/development/languages.html)
e (www.sourceforge.net/softwaremap/trove_list.php? form_cat = 160) mostram que
Java estd chegando ao primeiro posto desta competicao, muito proxima da campea C++-.

A persisténcia adequada dos dados também foi um requisito importante, plenamente
atingido neste trabalho. A adocao de um padrao que permitisse a auto-descricao dos
dados, a extensibilidade desta descricao sem dificultar a autoria e a facil transmissao dos

dados pela internet, foi atendida com o padrao XML.

7.2 Desenvolvimento Colaborativo

O desenvolvimento do projeto INSANE ¢é feito de forma colaborativa, envolvendo
alunos em diferentes estdgios de conhecimento ((Fonseca & Pitangueira 2004), (Fonseca,
Pitangueira & Filho 2004), (Gongalves & Pitangueira 2004a) e (Gongalves & Pitangueira
2004b)). Alguns trabalhos, ji em andamento, e sugestdes para trabalhos futuros sao

listados a seguir.
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7.2.1 Trabalhos em Andamento

- Implementacao do pds-processador para analise grafica de resultados;

- Integragao do processador desenvolvido neste trabalho com o pré-processador exis-
tente;

- Implementacao de um processador voltado para o ensino do MEF;

- Expansao do projeto INSANE para contemplar andlise dinamica;

- Expansao do projeto INSANE para contemplar analise nao linear;

- Desenvolvimento de um servidor WEB para o sistema;

- Implementar generalizagoes no sistema para contemplar outros problemas como:

transferéncia de calor, mecanica dos fluidos, problemas de campo etc;

- Iniciar o uso dos testes automatizados para o cédigo através do JUnit
(http://junit.org/index.html);
- Utilizacao de ferramentas para gerenciamento do sistema como o C'VS

(http://www.cvshome.org/docs/manual) e o Maven (http://maven.apache.org).

7.2.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

- Implementacao de elementos finitos para placas e cascas;

- Implementacao de modelos de elementos finitos de fissuras distribuidas;
- Implementagao de modelos de elementos finitos de fissuras discretas;

- Implementacao de modelos de elementos finitos para plasticidade;

- Implementacao de modelo para métodos sem malha;

- Implementacao de modelo para o método dos elementos de contorno.



Apendice A

Formato do Arquivo XML para
Persisténcia

Conforme ja discutido na secao [I.1], a interface entre o usuério e o processador imple-
mentado é realizada por meio da linguagem padronizada de arquivos XML (ver se¢ao .
Sera apresentado a seguir um exemplo da estrutura XML adotada para representar os
dados referentes a um modelo paramétrico de elementos finitos. O exemplo apresentado
refere-se a malha de 2 elementos axissimétricos triangulares de trés nds, usada para o mo-

delo do tubo axissimétrico da segao [6.11} A malha é mostrada novamente na figura [A.T]

Figura A.1: Malha de 2 elementos AziT3 utilizada na segdo [6.11

O formato do arquivo XML é mostrado nas figuras e . E possivel visualizar
este mesmo arquivo em um formato resumido como mostra a figura [A.4]

Apods andlise e resolucao do problema, o processador cria um novo arquivo, no formato
XML, contendo todos os resultados obtidos. Este arquivo é mostrado nas figuras
e[A.6
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<?xml version="1.0" encoding="IS0O-8859-1" ?>
<!DOCTYPE Model (View Source for full doctype...)>
- <Model class="ParametricModel">
- <NodeList>
- <Node label="1">
<Coord>10.0 0.0 0.0</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</mySpring>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="2">
<Coord>10.0 1.0 0.0</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</mySpring>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="3">
<Coord>11.0 0.0 0.0</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000EQ00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</mySpring>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="4">
<Coord>11.0 1.0 0.0</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00
0.000E00</mySpring>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
</NodelList>
- <MateriallList>
- <Material class="Isotropic" label="mat">
<Elasticity>10000.0</Elasticity>
<Poisson>0.3</Poisson>
</Material>
</MaterialList>
- <ElementList>
- <Element class="ParametricElement.Triangular.AxiT3" label="E1">
<Type>T S</Type>
<Incidence>3 4 1</Incidence>
<Thickness>1.0</Thickness>

Figura A.2: Formato do arquivo XML utilizado para representar o modelo da figura (12
parte)
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<IntegrationOrder>1 1 0</IntegrationOrder>
<MyMaterial>mat</MyMaterial>
<MyAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </MyAnalysisModel>
<MyEImPointForce />
<MyElementForce />
</Element>
- <Element class="ParametricElement.Triangular.AxiT3" label="E2">
<Type>T S</Type>
<Incidence>4 2 1</Incidence>
<Thickness>1.0</Thickness>
<IntegrationOrder>1 1 0</IntegrationOrder>
<MyMaterial>mat</MyMaterial>
<MyAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </MyAnalysisModel >
- <MyLineForce>
- <LineElementForce>
- <PointForce>
<PointForceCoords>10.0 1.0 0.0</PointForceCoords>
<Force>1 00 0 0 O</Force>
</PointForce>
- <PointForce>
<PointForceCoords>10.0 0.0 0.0</PointForceCoords>
<Force>1 00 0 0 O</Force>
</PointForce>
</LineElementForce>
</MyLineForce>
<MyElmPointForce />
<MyElementForce />
</Element>
</ElementList>
<GlobalAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </GlobalAnalysisModel>
<Solution>0nePointEq</Solution>
<Driver>StructuralMech</Driver>
</Model>

Figura A.3: Formato do arquivo XML utilizado para representar o modelo da figura (22
parte)

<?xml version="1.0" encoding="IS0O-8859-1" ?>
<!IDOCTYPE Model (View Source for full doctype...)>
- <Model class="ParametricModel">

- <NodelList>
+ <Node label="1">
+ <Node label="2">
+ <Node label="3">
+ <Node label="4">
</NodelList>

- <MaterialList>
+ <Material class="Isotropic" label="mat">
</MaterialList>

- <ElementList>
+ <Element class="ParametricElement.Triangular.AxiT3" label="E1">
+ <Element class="ParametricElement.Triangular.AxiT3" label="E2">
</ElementList>
<GlobalAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM</GlobalAnalysisModel>
<Solution>0OnePointEq</Solution>
<Driver>StructuralMech</Driver>

</Model>

Figura A.4: Forma resumida de visualizacao
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<?xml version="1.0" encoding="IS0-8859-1" ?>
<!DOCTYPE JMefData (View Source for full doctype...)>
- <JMefData>
- <Driver class="class model.discrete.driver.StructuralMech">
<Solution class="class model.discrete.solution.OnePointEq" />
- <FemModel class="class model.discrete.femmodel.FemModel">
<NumberOfEquations>4</NumberOfEquations>
<NumberOfRestraints>4</NumberOfRestraints>
- <NodeList>
- <Node label="1">
<Coord>1.000E01 0.000E00 0.000E00</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Displacements>9.943E-03 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</Displacements>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</mySpring>
<ForceOnSpring>-0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000</ForceOnSpring>
<Reactions>0.000 -91.590 0.000 0.000 0.000 0.000</Reactions>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="2">
<Coord>1.000E01 1.000E00 0.000E00</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Displacements>9.961E-03 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</Displacements>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</mySpring>
<ForceOnSpring>=-0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000</ForceOnSpring>
<Reactions>0.000 91.489 0.000 0.000 0.000 0.000</Reactions>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="3">
<Coord>1.100E01 0.000E00 0.000E00</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Displacements>9.528E-03 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</Displacements>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</mySpring>
<ForceOnSpring>=-0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000</ForceOnSpring>
<Reactions>0.000 -96.905 0.000 0.000 0.000 0.000</Reactions>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
- <Node label="4">
<Coord>1.100E01 1.000E00 0.000E00</Coord>
<Restraints>false true false false false false</Restraints>
<Displacements>9.512E-03 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</Displacements>
<Load>0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000</Load>
<PreDisplacements>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</PreDisplacements>
<mySpring>0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00 0.000E00</mySpring>
<ForceOnSpring>-0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000</ForceOnSpring>
<Reactions>0.000 97.006 0.000 0.000 0.000 0.000</Reactions>
<Angle>0.0</Angle>
</Node>
</NodelList>
<MaterialList>
- <Material class="class model.discrete.material.Isotropic" label="mat">
<Elasticity>10000.0</Elasticity>
<Poisson>0.3</Poisson>
</Material>
</MaterialList>
- <CrossSectionList>
- <CrossSection class="class model.discrete.crosssection.CrossSection" label="cs_1.0">
<Thickness>1.0</Thickness>
</CrossSection>
</CrossSectionList>
- <AnalysisModelList>
<AnalysisModel class="class model.discrete.analysismodel.AxiSymetricAnalysisM"
label="AxiSymetricAnalysisM" />
</AnalysisModelList>
<ElementList>
- <Element class="class model.discrete.element.EImAxiT3" label="E1">
<Incidence>3 4 1</Incidence>
<IntegrationOrder>3 3 0</IntegrationOrder>
<MyMaterial>mat</MyMaterial>
<MyAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </MyAnalysisModel>
- <GaussPointList>
- <GaussPointResults>
<GPCartesianCoords>x y z</GPCartesianCoords>
<GPStrains>epsilonR epsilonZ epsilonTeta gammaRTeta</GPStrains>
<GPStresses>sigmaR sigmaZ sigmaTeta tauRTeta</GPStresses>
</GaussPointResults>
- <GaussPoint label="GP-1">
<GPCartesianCoord>1.0500E01 5.0000E-01 0.0000E00</GPCartesianCoord>

Figura A.5: Formato do arquivo XML criado pelo processador para representar a solucao do
problema (1* parte)
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<GPStrain>-4.152E-04 0.000E00 9.264E-04 -1.611E-05</GPStrain>
<GPStress>-2.446831E-01 2.949322E00 1.007576E01 -6.197177E-02</GPStress>
</GaussPoint>
- <GaussPoint label="GP-2">
<GPCartesianCoord>1.0500E01 0.0000E00 0.0000E00</GPCartesianCoord>
<GPStrain>-4.152E-04 0.000E00 9.272E-04 -1.611E-05</GPStrain>
<GPStress>-2.402566E-01 2.953749E00 1.008609E01 -6.197177E-02</GPStress>
</GaussPoint>
- <GaussPoint label="GP-3">
<GPCartesianCoord>1.1000E01 5.0000E-01 0.0000E00</GPCartesianCoord>
<GPStrain>-4.152E-04 0.000E00 8.655E-04 -1.611E-05</GPStrain>
<GPStress>-5.965163E-01 2.597489E00 9.254813E00 -6.197177E-02</GPStress>
</GaussPoint>
</GaussPointList>
- <NodalStressesAndStrains>
<NodeCoords>x y z</NodeCoords>
<NodeStrains>epsilonR epsilonZ epsilonTeta gammaRTeta</NodeStrains>
<NodeStresses>sigmaR sigmaZ sigmaTeta tauRTeta</NodeStresses>
<Node label="3" />
<NodeCoord>1.100E01 0.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.152E-04 0.000E00 8.647E-04 -1.611E-05</NodeStrain>
<NodeStress>-6.007E-01 2.593E00 9.245E00 -6.197E-02</NodeStress>
<Node label="4" />
<NodeCoord>1.100E01 1.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.152E-04 0.000E00 9.943E-04 -1.611E-05</NodeStrain>
<NodeStress>1.470E-01 3.341E00 1.099E01 -6.197E-02</NodeStress>
<Node label="1" />
<NodeCoord>1.000E01 0.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.152E-04 0.000E00 8.662E-04 -1.611E-05</NodeStrain>
<NodeStress>-5.923E-01 2.602E00 9.265E00 -6.197E-02</NodeStress>
</NodalStressesAndStrains>
</Element>
- <Element class="class model.discrete.element.EImAXxiT3" label="E2">
<Incidence>4 2 1</Incidence>
<IntegrationOrder>3 3 0</IntegrationOrder>
<MyMaterial>mat</MyMaterial>
<MyAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </MyAnalysisModel>
<GaussPointList>
- <GaussPointResults>
<GPCartesianCoords>x y z</GPCartesianCoords>
<GPStrains>epsilonR epsilonZ epsilonTeta gammaRTeta</GPStrains>
<GPStresses>sigmaR sigmaZ sigmaTeta tauRTeta</GPStresses>
</GaussPointResults>
- <GaussPoint label="GP-1">
<GPCartesianCoord>1.0000E01 5.0000E-01 0.0000E00</GPCartesianCoord>
<GPStrain>-4.488E-04 0.000E00 9.952E-04 1.744E-05</GPStrain>
<GPStress>-2.996667E-01 3.152441E00 1.080780E01 6.707934E-02</GPStress>
</GaussPoint>
- <GaussPoint label="GP-2">
<GPCartesianCoord>1.0500E01 5.0000E-01 0.0000E00</GPCartesianCoord>
<GPStrain>-4.488E-04 0.000E00 9.264E-04 1.744E-05</GPStrain>
<GPStress>-6.963620E-01 2.755746E00 9.882181E00 6.707934E-02</GPStress>
</GaussPoint>
- <GaussPoint label="GP-3">
<GPCartesianCoord>1.0500E01 1.0000E00 0.0000E00</GPCartesianCoord>
<GPStrain>-4.488E-04 0.000E00 9.273E-04 1.744E-05</GPStrain>
<GPStress>-6.915706E-01 2.760537E00 9.893360E00 6.707934E-02</GPStress>
</GaussPoint>
</GaussPointList>
- <NodalStressesAndStrains>
<NodeCoords>x y z</NodeCoords>
<NodeStrains>epsilonR epsilonZ epsilonTeta gammaRTeta</NodeStrains>
<NodeStresses>sigmaR sigmaZ sigmaTeta tauRTeta</NodeStresses>
<Node label="4" />
<NodeCoord>1.100E01 1.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.488E-04 0.000E00 9.961E-04 1.744E-05</NodeStrain>
<NodeStress>-2.946E-01 3.157E00 1.082E01 6.708E-02</NodeStress>
<Node label="2" />
<NodeCoord>1.000E01 1.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.488E-04 0.000E00 9.943E-04 1.744E-05</NodeStrain>
<NodeStress>-3.047E-01 3.147E00 1.080E01 6.708E-02</NodeStress>
<Node label="1" />
<NodeCoord>1.000E01 0.000E00 0.000E00</NodeCoord>
<NodeStrain>-4.488E-04 0.000E00 8.647E-04 1.744E-05</NodeStrain>
<NodeStress>-1.052E00 2.400E00 9.051E00 6.708E-02</NodeStress>
</NodalStressesAndStrains>
</Element>
</ElementList>
<GlobalAnalysisModel>AxiSymetricAnalysisM </GlobalAnalysisModel>
</FemModel>
</Driver>
</IMefData>

Figura A.6: Formato do arquivo XML criado pelo processador para representar a solucao do
problema (2% parte)
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