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Resumo

O objetivo desta dissertacao de mestrado é a implementagao computacional de
um modelo capaz de descrever o comportamento do concreto sujeito a fissuragao. A
regiao fissurada do concreto é representada por uma relagao constitutiva baseada no
Modelo de Fissura Coesiva, enquanto o restante do volume nao fissurado é represen-
tado como linearmente eldstico. Tais relagoes constitutivas sao, entao, combinadas
com as hipéteses do Método dos Elementos Finitos Estendido, formando um modelo
que introduz um salto no campo de deslocamentos de um elemento finito padrao.
Assim, a propagacao de uma fissura discreta é simulada devido a descontinuidade
que ¢ induzida nos campos de aproximacao de um elemento-padrao. O critério de
propagacao ¢ baseado no limite de resisténcia a tragao do material e a geometria da
fissura é definida por um conjunto de segmentos lineares. O modelo assim concebido
permite que a fissura se propague livremente pela malha convencional, atravessando
o dominio e a interface dos elementos finitos. O modelo foi implementado no nicleo
numérico do sistema computacional INSANE (INteractive Structural ANalysis En-
vironment), permitindo simular problemas de propagagao de fissuras em pegas de
concreto submetidas a carregamentos nos modos I, II e modo misto. Os resultados
obtidos encontram-se dentro da faixa de resposta esperada. A principal dificuldade
encontrada relaciona-se com o critério de propagacgao escolhido, que nao se mostra
adequado para a predicao da direcao correta de propagacao da fissura quando a
analise alcanga niveis elevados de tensao.

Palavras-Chave: Fissuras Coesivas, Concreto, XFEM, INSANE



Abstract

This master’s thesis is concerned about computational implementation of a mo-
del able to describe concrete behavior under cracking. The concrete cracked region
is represented by a constitutive relation based on Cohesive Crack Model, while the
undamaged bulk keeps a linear elastic response. These constitutive relations are in-
tegrated with eXtended Finite Element Method assumptions to form a model that
introduces a jump in displacements field of a standard finite element. Thus, a dis-
crete crack propagation is simulated due a discontinuity that is induced in standard
finite element approximation fields. The propagation criterium is based on tensile
strength material parameter and the crack geometry is defined by a set of linear
segments. In this way, the conceived model allows freely crack propagation over the
standard mesh, even at the element’s interface. The model was implemented in nu-
merical nucleus of computational system INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), enabling the simulation of crack propagation problems involving con-
crete specimens under modes I, IT and mixed mode loadings. The results are found
within expected response range. The main drawback found is related to the chosen
propagation criterium that is not reliable in predicting the correct direction of crack
when the analysis reaches high stresses levels.

Keywords: Cohesive Crack, Concrete, XFEM, INSANE

x1



Agradecimentos

A meus pais, pelo amor, incentivo e pelo exemplo, ensinando-me desde pequeno
“no caminho em que devia andar”.

A minha esposa, pela compreensao, pelo apoio e companheirismo. Por continuar
ao meu lado na saide, na doenca e nas muitas horas em que nao pude lhe dar
atencao, durante o desenvolvimento deste trabalho.

Ao professor Roque, pela orientacao neste trabalho, pela amizade, pela confianca
depositada em mim e principalmente por seu comprometimento conosco, seus alunos.

Aos meus demais professores, por ampliarem meus horizontes de conhecimento.

A UFMG, pela sélida formacao que me proporcionou na graduacao.

A Escola de Engenharia, por me preparar para uma profissao.

Aos organizadores do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia de Estruturas,
pelas condicoes proporcionadas para o desenvolvimento deste trabalho.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.

Aos meus colegas “insanos”; pela ajuda em cada uma das “milhares” de duvidas
que apareceram em meio as classes, aos objetos e aos métodos.

Ao Samuel, pelo servico desprendido de consultoria 24 horas, em qualquer du-
vida, sobre qualquer assunto.

A Associagao Mineira Central da TASD, a Serra Azul Engenharia, a Poente
Engenharia, a Leme Engenharia, por me incentivarem a continuar os estudos e pela
experiéncia que me deram no mercado de trabalho.

A Deus, por me conceder tudo que foi citado acima, por me emprestar capacidade
intelectual, fisica, e por me dar a sabedoria necessaria para entender que, sem Ele,
“o muito estudar é enfado da carne”, mas, com Ele sendo o Guia no caminho do
conhecimento, “a vereda dos justos é como a luz da aurora, que vai brilhando mais

e mais até ser dia perfeito”.

x1i



Capitulo 1
INTRODUCAO

A Mecanica dos Sélidos e a Elasticidade sao teorias amplamente usadas em ana-
lise estrutural, uma vez que permitem uma descricao matematica consistente do
comportamento mecanico das estruturas. Para isso, elas baseiam-se em algumas
hipéteses simplificadoras, como as hipdteses do meio continuo, material homogéneo
e comportamento elastico-linear isotrépico no dominio estudado.

Tal abordagem, baseada nas hipdteses simplificadoras, é plenamente usada e
aceita pelos analistas de estruturas, uma vez que os resultados tedricos e os ensaios
praticos convergem dentro de uma margem de aproximacao aceitavel.

Os procedimentos de analise consideram que as cargas aplicadas a estrutura
provocam um campo de deslocamentos, o qual estd associado de maneira intrinseca a
um campo de deformagoes, gragas a capacidade da estrutura de “mudar de forma” sob
a acao de forgas. Como consequéncia do campo de deformacoes, é gerado um campo
de tensoes, devido as condi¢oes de contorno ou “vinculos externos” da estrutura.
As tensoes, por sua vez, estao diretamente relacionadas as deformacoes através das
propriedades constitutivas do material, que, quando combinadas, estabelecem sua
lei constitutiva.

Um corpo de material elastico é definido como sendo aquele no qual as tensoes
em um ponto do corpo em um instante de tempo sao completamente determinadas
pelo valor instantaneo das deformacoes e nao sao afetadas pelos valores anteriores

das deformagoes nesse ponto (Mal e Singh! [1991]).



Um material isotropico, por definicao, é aquele para o qual a resposta experimen-
tal das relacoes entre tensoes e deformacoes, para um ponto no dominio, é sempre a
mesma em qualquer diregao (Mal e Singh| [1991)).

Finalmente, um corpo constituido de material homogéneo é aquele no qual a lei
constitutiva nao varia de um ponto para outro no corpo.

As estruturas de concreto sao dimensionadas para trabalhar, de um modo geral,
dentro de um regime de pequenas deformagoes e pequenos deslocamentos. Assim,
espera-se que tais estruturas apresentem comportamento elastico-linear, ou seja, a
estrutura deve trabalhar em um regime de solicitagoes tal que retorne a sua configu-
ragao original, quando houver descarregamento (de modo que nao haja deformagoes
residuais), e que a relagdo entre tensoes e deformagoes seja proporcional, ou linear.

Por outro lado, a hipdtese de que o concreto é homogeéneo leva a expectativa de
que cada ponto de uma estrutura de concreto possua a mesma lei constitutiva, ou
seja, que pontos diferentes da estrutura apresentem as mesmas relagoes entre tensoes
e deformacoes.

Porém, no caso do concreto, as hipdteses acima sao validas somente até que
ocorram fissuras, causadas por deformacgoes de tracao nas regides mais solicitadas
da estrutura.

Assim, as regides danificadas da estrutura deixam de ser elasticas, uma vez que,
nessas regioes, as deformagoes subsequentes se tornam dependentes das deformacgoes
anteriores. O material também deixa de ser isotropico, pois, uma vez que a regiao da
estrutura é danificada, a relagao entre tensoes e deformacoes, ou sua lei constitutiva,
serd uma na direcao da fissura e outra completamente diferente na diregao perpen-
dicular a fissura. Adicionalmente, a estrutura passa a ser composta por regides com
leis constitutivas distintas, pois algumas regices estarao danificadas e outras, nao.
Logo, o material deixa de ser homogéneo. Configura-se entao, devido a fissuragao
em algumas regioes, uma estrutura formada por regioes de caracteristicas diferen-

tes entre si. Automaticamente, a ado¢ao de um modelo constitutivo isotrépico que



represente toda a estrutura ja nao faz mais sentido.

Logo, conclui-se que as teorias da Elasticidade e da Mecanica dos Solidos tornam-
se insuficientes para a descricao completa do comportamento do concreto, uma vez
que este, por natureza, é fisicamente nao linear, apresentando nao homogeneidades,
falhas iniciais e fissuras.

Sob um enfoque macroscopico, o concreto pode ser redefinido como um mate-
rial que apresenta regides de comportamentos distintos: regioes nao fissuradas e
regides com dano, ou fissuras. Assim, uma abordagem possivel para a descri¢ao do
comportamento fisico nao linear do concreto é a de adocao de modelos constituti-
vos distintos: um para a regiao fissurada e outro para o restante do dominio nao
fissurado do material.

Nesse contexto, a Mecanica da Fratura Nao Linear torna-se a teoria que melhor
pode descrever o comportamento mecanico do concreto, pois apresenta o desenvol-
vimento de modelos fisicos que levam em conta a presenca de fissuras no material,
principal responsavel por sua nao linearidade fisica.

A solugao dos modelos fisicos nao lineares através de métodos analiticos é muito
dificil, e, muitas vezes, impossivel. Entao, uma maneira eficiente de modelagem e so-
lugao dos problemas fisicamente nao-lineares é dada pelo uso dos métodos numéricos
e computacionais.

Entre os recursos numéricos e computacionais existentes, o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF) tém permitido a formulagdo de modelos fisicamente nao lineares
apropriados para o estudo do comportamento do concreto. Esses modelos combi-
nam as relacoes constitutivas adequadas para o concreto fissurado e as hipdteses e
técnicas numéricas caracteristicas do MEF'.

Neste trabalho, relacoes constitutivas baseadas na Mecanica da Fratura Nao Li-
near, especificamente no Modelo de Fissura Coesiva, sao adotadas para a descricao
fisica do concreto sujeito a fissuracao. Essas relagoes sao combinadas com as hipdte-

ses do Método dos Elementos Finitos Estendido (eXtended Finite Element Method



- XFEM), e formam um modelo que é capaz de descrever a propagagao da fissura,
através da introducao de um salto no campo de deslocamentos de um elemento finito

padrao.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos Gerais

As possibilidades oferecidas pelos recursos tecnoldgicos para desenvolvimento
de software constituem amplo campo de pesquisa na area de métodos numéricos e
computacionais aplicados a engenharia.

O dominio desses recursos e a aplicacao dos mesmos no aprimoramento pro-
gressivo dos modelos requerem um ambiente computacional segmentado, amigéavel
a mudancas e escalavel em complexidade, como proposto pelo programa INSANE
(INteractive Structural ANalysis Environment), desenvolvido pelo Departamento de
Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Mi-
nas Gerais e disponivel em http://www.dees.ufmg.br/insane.

O ambiente computacional do INSANE é constituido por trés grandes apli-
cagoes: pré-processador, processador e pos-processador, todas implementadas em
linguagem Java. O pré- e o pds-processador sao aplicacoes graficas interativas que
disponibilizam, respectivamente, ferramentas de pré- e pds-processamento de di-
ferentes modelos discretos. O processador é a aplicagdo que representa o nucleo
numérico do sistema e é o responsavel pela obtencao dos resultados de diferentes
modelos discretos de andlise estrutural.

Este trabalho, que estd inserido no projeto de expansao do programa INSANE,
objetiva a ampliacao do nticleo numérico, aperfeicoando o sistema sem recomecar o

processo de implementacao.



1.1.2 Objetivos Especificos

O objetivo especifico dessa dissertacao é a implementacao computacional, no nt-
cleo numérico do programa INSANE, de um modelo fisicamente nao linear para
fissuracao do concreto. Para descrever a fissuragao, adotam-se relagoes constitutivas
de fissuras coesivas (cohesive cracks), usadas para materiais heterogéneos e parcial-
mente frageis como o concreto, em um modelo baseado no Método dos Elementos
Finitos Estendido.

Assim, implementa-se um modelo que introduz um salto no campo de desloca-
mentos do elemento finito triangular de 6 nés, ja existente no INSANE, permitindo
a simulacao do processo de propagacao de fissuras. Através do Método dos Elemen-
tos Finitos Estendido (XFEM), o salto no campo de deslocamentos é representado
por graus de liberdade adicionais nos nés do elemento finito. A fissura, assim simu-
lada, pode caminhar através da malha de elementos finitos de forma completamente

independente da mesma.

1.2 Organizacao do Texto

No presente trabalho, adotam-se relacoes constitutivas, baseadas no Modelo de
Fissura Coesiva ou Ficticia, para a descricao do concreto. Tais relagoes sao prove-
nientes da Mecanica da Fratura Nao Linear e sao descritas no capitulo [2|

No capitulo [3| sao abordados os modelos numéricos baseados no Método dos
Elementos Finitos mais usados para o concreto e sua classificagao de acordo com a
maneira com que cada um descreve a regiao de fissuracao.

No capitulo[d]é descrito o modelo numérico adotado, o qual baseia-se na introdu-
¢ao de um salto no campo de deslocamentos de um elemento finito padrao. Esse salto
de deslocamentos é conseguido através da adigao de termos polinomiais adequados
no campo de deslocamentos do elemento finito, tal como sugerido pelo método da

particao da unidade (Melenk e Babuskal [1996)). Basicamente, acrescentam-se graus



de liberdade aos nés pertencentes ao elemento finito padrao, quando o caminho da
fissura passa por esse elemento. Esse modelo numérico é baseado no Método dos
Elementos Finitos Estendido (XFEM) conforme proposto por Wells e Sluys em seu
artigo “A new method for modelling cohesive cracks using finite elements” (Wells e
Sluys, 2001).

No capitulo 5 sao apresentadas as simulagoes numéricas escolhidas para avaliar
o desempenho do modelo numérico implementado. Assim, os resultados dos ensaios
de tragao unidimensional, compressao diametral, flexao em 3 pontos e cisalhamento
em 4 pontos sao apresentados e discutidos nesse capitulo.

Finalmente, as conclusoes sobre o modelo implementado e suas aplicagoes sao
expostas, e algumas propostas para trabalhos futuros sao sugeridas nas consideracoes

finais.



Capitulo 2

RELACOES CONSTITUTIVAS
PARA A FISSURACAO DO
CONCRETO

2.1 Introducao

A Mecanica da Fratura estuda o comportamento das estruturas levando em con-
sideracao a presenga de falhas ou fissuras. Esse campo de estudos aplica-se ao equa-
cionamento e a analise dos fenomenos fisicos que envolvem o processo de fissuracgao,
desde a sua formacao até a sua propagacao completa.

Simplificadamente, o objetivo da Mecanica da Fratura é a descricao qualitativa
da relacao entre trés fatores fundamentais envolvidos no processo mecanico da fis-
suracao: tensao, tenacidade do material a fratura e tamanho da fissura.

Antes da abordagem de cada um desses fatores, torna-se necessaria a caracte-
rizacao dos materiais usados na engenharia quanto ao seu comportamento meca-
nico. A resposta de cada estrutura estd diretamente relacionada ao material que a
compoem, assim, baseando-se no comportamento constitutivo dos materiais quando
submetidos a esforcos de tracao, eles podem ser classificados como frdgeis, dicteis
ou parcialmente-frageis, como mostrado na Figura 2.1} Nesta figura, percebe-se a
diferenga na relagao tensao-alongamento para cada tipo de material. Na Figura[2.Th,

a tensao cai repentinamente para zero quando o material frdgil chega a ruptura. Ja



na Figura 2.1p, pode-se perceber que o material dictil apresenta um patamar de
escoamento na ruptura, onde a tensao permanece constante durante o incremento do
alongamento. Finalmente, o material parcialmente fragil caracteriza-se pelo decrés-
cimo gradual das tensoes quando atinge a ruptura, apresentando um comportamento

intermedidrio entre o ditil e o frégil, como indicado na Figura 2.Tf.

Tensdo
Tensao
Tensdo

Alongamento Alongamento Alongamento

(a) (b) (©)

Figura 2.1: Diferentes tipos de respostas da tensao uniaxial x deformacao dos materiais:
(a) material elastico-fragil, (b) material elasto-pléstico e (¢) material eldstico-parcialmente-

fréagil (Shah et al. [1995).

Uma forma mais detalhada para que se percebam as diferencas na resposta de
cada material pode ser vista na Figura La estao representadas trés chapas
de largura infinita com um furo eliptico no centro. A geometria do furo é um
dos fatores que caracteriza a fissura e influencia na distribuicdo das tensoes em
sua proximidade. Além disso, quando submetem-se a tensoes de tracao as trés
chapas feitas de materiais diferentes, mas com furos de mesmo tamanho e geometria,
percebe-se claramente que a distribuigdo de tensoes apresenta diferencas junto as
extremidades do furo eliptico.

Por um lado, a influéncia da geometria do furo pode ser percebida pelo valor da
tensao o,,q. que existira na proximidade das bordas. Tal tensao atinge valor maior
que o valor da tensao nominal aplicada oy. A relacdo entre o,,,, € on pode ser

descrita como:



2
Omaz = (1 + ﬂ) ON = Kt OoN (21)
a2

em que a; € ap sao o0 maior raio e o menor raio da elipse, respectivamente, e K; é o
fator de concentracao de tensoes (Shah et all 1995).

Assim, quanto maior o valor de a; e menor o valor de a,, maiores sao as tensoes
nas extremidades do furo. No limite, ao considerar-se uma elipse muito “fechada”,
onde ao tende a zero, matematicamente existirao tensoes infinitas atuando nas ex-

tremidades.

z
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Figura 2.2: Rupturas estruturais em diferentes materiais: (a) ruptura fragil, (b) ruptura

pléstica e (c) ruptura parcialmente frégil (Shah et al., 1995).

Contudo, além da influéncia da geometria do furo nos valores das tensoes, o
material também determina respostas distintas na distribuicao dessas tensoes na
segao da chapa. Assim, se o material é frégil (Figura [2.2h), a chapa ird romper-se
de forma catastréfica sempre que a tensao o,,,, alcancar o valor da resisténcia a

tragdo do material f;. Ja se a chapa for feita de um material ductil (Figura ),
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as tensoes aplicadas pelo carregamento poderao aumentar até ultrapassar o valor de
Omaz = ft, POIS as tensoes nas extremidades serao redistribuidas ao longo da secao.
Nesse caso, s6 ocorrera a ruptura quando toda a secao A-A atingir valores de tensao
iguais ao valor de resisténcia a tragao do material f;. Finalmente, se o material
da chapa for parcialmente fragil, as tensoes serao distribuidas conforme indicado na
Figura 2.2k. Nota-se, nesse caso, o desenvolvimento de uma regido ineldstica nas
proximidades do furo. Nessa regiao, as tensoes atingem o valor maximo de f; e
diminuem gradualmente em direcao a extremidade do furo. Essa regiao inelastica
é chamada de zona de processo de fratura e é a responsavel pelo declinio gradual
das tensoes na resposta tensao-deformacao dos materiais parcialmente frageis. Tal
comportamento é conhecido como amolecimento e é chamado em inglés de softening.

Do exemplo das chapas de largura infinita, pode-se concluir que a caracterizacao
da ruptura de uma estrutura esta relacionada a geometria da peca estudada e ao
material do qual ela é formada. No caso da chapa feita de um material fragil, a
ruptura catastréfica ocorre sempre que o valor da tensao maxima atinge o limite
de resisténcia a tracao do material. Para que esse valor seja atingido, as tensoes
vao depender da geometria da peca e também da geometria da fissura. Assim, a
ruptura dos materiais frageis poderia ser caracterizada por meio de um critério de
energia elastica dissipada no processo de formagao da fissura, até que um ponto da
secao atinja o valor da resisténcia a tracao do material. Quando se trata da chapa
feita de material ductil, a ruptura completa ocorre quando toda a secao atinge o
valor da resisténcia ao escoamento do material. Entao, baseando-se nesse ensaio da
chapa de largura infinita, a ruptura dos materiais dicteis poderia ser caracterizada
simplesmente pelo uso de um critério de resisténcia. Mas, no caso da chapa feita de
material parcialmente fragil, a caracterizacao completa da ruptura depende da zona
de processo de fratura, além de um critério de energia elastica. Assim, além desse
critério de energia elastica dissipada na formacao da fissura, devera existir outro

critério de energia dissipada durante a propagacao da fissura na regiao inelastica.
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Sendo o concreto classificado como um material parcialmente fragil, torna-se
necessario estabelecer os critérios de energia que caracterizam a sua ruptura. Es-
ses critérios sao estabelecidos usando-se os principios da Mecanica da Fratura Nao

Linear.

2.2 Caracterizacao do Comportamento do
Concreto Fissurado

Como ja comentado anteriormente, o concreto é considerado um material parci-
almente fragil e apresenta um mecanismo de ruptura caracterizado pela presenca de
uma zona inelastica na ponta da fissura. Se do ponto de vista matematico as tensoes
da Equacao [2.1] podem ser infinitas em uma fissura muito “fechada”, do ponto de
vista fisico nenhum material real pode suportar tensoes infinitas. Assim, quando
as tensoes aumentam, desenvolve-se uma regiao de dano, ou fissuracao. No caso
do concreto, nessa regiao inelastica, a zona de processo de fratura, desenvolvem-se
mecanismos complexos que sao responsaveis pela resposta caracteristica de amole-
cimento ou softening, conforme visto na Figura [2.1fc.

Esses mecanismos estao representados simplificadamente na Figura [2.3] e serao
brevemente descritos a seguir.

O primeiro mecanismo, indicado na Figura [2.3h, é o da microfissuragao e ocorre
durante a propagacao da fissura, logo adiante da mesma. Essas microfissuras surgem
devido ao estado de tensoes muito altas na regiao imediatamente a frente da zona
de processo de fratura e aparecem como resultado dos vazios deixados pela agua,
durante o processo de cura ou devido a formacao de pequenas bolhas de ar que
surgem no langamento do concreto. Outro mecanismo que ocorre na zona de processo
de fratura ¢ o desvio da fissura (Figura [2.3p). Esse desvio ocorre quando a fissura

encontra uma particula mais resistente em seu caminho.
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Figura 2.3: Alguns mecanismos de tenacidade na zona de processo de fratura: (a) mi-
crofissuras, (b) desvio da fissura, (c) costura da fissura pelos agregados, (d) fechamento da
fissura induzido pela rugosidade da superficie fissurada, (e) ponta de fissura arredondada

por vazios e (f) ramificagao da fissura (Shah et al., [1995).

Na Figura [2.3c esta indicado outro mecanismo importante: a costura dos agre-
gados. Ocorre quando a fissura avanga além de um agregado, mas ainda mantendo
contato entre suas faces devido a coesao gerada pela “costura” do grao. Assim, as
tensoes continuam a ser transmitidas entre as faces da fissura até que o agregado
se solte. Quando o agregado se solta, pode acontecer ainda outro mecanismo de
dissipacao de energia, devido, agora, a friccao que ocorre entre as faces da fissura
e o agregado, por causa da rugosidade dessas interfaces (Figura [2.3). Pode acon-

tecer ainda de a fissura encontrar um vazio no seu caminho, conforme mostra a
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Figura [2.3p. Finalmente, o mecanismo de ramifica¢ao da fissura (Figura 2.3f) com-
pleta o quadro dos processos que sao responsaveis pela dissipacao de energia na zona
de processo de fratura. Todos esses mecanismos acabam dificultando a propagacao
da fissura nessa “zona de processos” e usam uma parcela da energia total gasta no
processo de fissuragao. Por isso, sao chamados mecanismos de tenacidade a fratura.

Todos esses mecanismos ocorrem na zona de processo de fratura. Dai a impor-
tancia de se entender como essa zona influencia a propagacao da fissura e qual o seu
tamanho.

De fato, o tamanho da zona de processo de fratura do concreto e de outros ma-
teriais parcialmente frageis nao é pequeno e tem um papel determinante na resposta
das estruturas de concreto de médio e pequeno porte. A excecao sao as estruturas
de concreto de grande porte, como as barragens, por exemplo, onde o tamanho da
zona de processo de fratura em relacao as dimensoes das secoes estudadas passa
a ser desprezivel e exerce pouca influéncia na resposta nao linear da fratura. Isso
significa que, para grandes estruturas de concreto, devem ser usados os conceitos
da chamada Mecanica da Fratura Linear Eléstica, a qual considera que a zona de
processo de fratura tem pouca ou nenhuma influéncia. Porém, como a maioria das
estruturas usuais de concreto sao de médio e pequeno porte, torna-se necessario levar
em consideracao o tamanho e as caracteristicas dessa zona.

Na Figura [2.4] pode ser observado um esquema ampliado da zona de processo
de fratura de uma viga sujeita a flexao. Considerando-se que a fissura propaga-se
a partir de um defeito inicial, pode-se observar que existe uma regiao sem tensoes
(trecho a), uma regiao com tensoes, onde encontra-se a zona de processo de fratura
(trecho [), e a regiao do material, onde ainda nao atuam tensoes de tragao, ou
atuam tensoes de tracao, mas os mecanismos de tenacidade a fratura ainda nao
se desenvolveram. Os mecanismos de tenacidade a fratura que regem o trecho [

provocam o fendomeno conhecido como localizacdo de deformacaes.
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Figura 2.4: Propagacao da fissura no modo I para o concreto e as rochas (Shah et al.,

1995).

Em seguida, na Figura 2.5] é esbocada graficamente a relacio entre a carga
aplicada e a abertura da fissura. Essa abertura, chamada de CMOD (Crack Mouth
Opening Displacement), é a distancia relativa entre as faces da fissura, medida na
dire¢cao normal a essas faces, a partir da abertura do defeito inicial. Outra abertura
que pode também ser medida é a CTOD (Crack Tip Opening Displacement), que

seria a distancia entre as faces da fissura, medida a partir da ponta do defeito inicial.
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Figura 2.5: Estédgios de propagagao da fissura no modo I: (a) inicio do crescimento estével
da fissura, (b) zona de processo desenvolvida parcialmente e (c¢) comego da propagagao

instdvel da fissura no limite da carga (Shah et al., [1995).

No esquema da Figura [2.5 pode ser observado que, do trecho linear do gréfico,
até a carga atingir o valor Py, CTOD é zero, e CMOD permanece inalterado. Em
seguida, em um trecho intermediario entre P, e P, os mecanismos de tenacidade
a fratura comecam a se desenvolver, e C'TOD > 0. Nesse ponto, a resposta da
relacao entre a carga e a abertura da fissura ja deixou de ser linear. A seguir, o
limite da carga é atingido, e o valor de P comega a decrescer, enquanto CMOD
continua a aumentar. A partir dai, a propagacao da fissura torna-se instavel, ou
seja, a propagacao continua de forma independente do valor da carga P. No caso

de um ensaio experimental, a partir do ponto critico de aplicacao da carga, o valor
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de P pode permanecer constante ou diminuir, mas a propagacao vai continuar, a
menos que seja controlada.

A resposta da viga de concreto sujeita a momento fletor, como mostrado nas
Figuras e 2.5 nos dd uma ideia do comportamento do concreto para essa con-
dic¢ao especifica de carregamento. Mas, e quando as condigoes de carregamento sao
diferentes daquela? O concreto é um material que resiste muito bem a esforcos de
compressao, mas sua resisténcia a tracao é pequena, entre 8 e 15% da sua resisténcia
a compressao. Quando uma estrutura de concreto é sujeita a esforgos de tracao, as
fissuras se desenvolvem na dire¢gao perpendicular ao plano de atuacao das tensoes.
No caso da aplicagao de esforgos de compressao, as fissuras tendem a se propagar
na mesma direcao das tensoes de compressao.

O ensaio que serd mostrado a seguir foi extraido do livro Fracture Mechanics of
Concrete: Applications of Fracture Mechanics to Concrete, Rock, and other Quasi-
Brittle Materials (Shah et al.;[1995), e vai completar as informagdes necessarias para
a compreensao do processo de fissuracao do concreto sujeito a diferentes condigoes

de carregamento!.

Uma chapa de concreto com uma &drea de teste de 126x126 mm sujeita a
tragao uniaxial é mostrada na Figura [2.6h. Os deslocamentos da chapa sob
tracao foram medidos usando-se quatro LVDTs?. A chapa foi carregada em
uma maquina de teste que permite a alternancia do controle de sinais de res-
posta durante o teste. O inicio e a propagacao das fissuras internas foram
localizados usando um sistema de deteccdao de emissao actustica. Os deslo-
camentos medidos de diferentes LVDTs foram gravados em fungao do tempo
decorrido de teste, como indicado na Figura [2.6b. As relagoes corresponden-
tes de tensao-deslocamento medidas do LVDT-3 e LVDT-4 sao mostradas na
Figura Microfissuras localizadas na area testada (ver Figura ) para
diferentes estagios de carga detectadas pelo sistema de emissao acustica estao
indicadas na Figura |2.8

INota: o ensaio foi traduzido na integra, apenas adaptando-se a sequéncia de numeracdo das
figuras.

2LVDT (Linear Variable Differential Transformer) é um sensor usado para medicio de deslo-
camento linear.
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Figura 2.6: Chapa de concreto sujeita a tragao: (a) geometria da amostra e disposigao
dos LVDTs, (b) relacoes entre deslocamentos e tempo decorrido de teste (Shah et al.,
1995)).
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Figura 2.7: Relagoes tensaoxdeslocamento e estigios diferentes da fissuracao (Shah et al.,
1995)).



Pode ser visto que antes do ponto A a amostra comporta-se elasticamente
e os deslocamentos medidos dos quatro LVDTs sao basicamente os mesmos
e aumentam linearmente com o carregamento (Figura ) A medicao das
emissoes acusticas indica que a formacao de fissuras internas antes do ponto A
é desprezivel. A formagao de fissuras internas foi detectada no ponto A. Como
um resultado da formacao de fissuras internas, os deslocamentos dos diferentes
LVDTs comecam a exibir algumas diferencgas, e as leituras do LVDT-3 e do
LVDT-4 sao maiores que aquelas do LVDT-1 e do LVDT-2, como indicado na

Figura [2.6p.

A medida que a carga aumenta, mais e mais fissuras internas sao detectadas.
Assim, as fissuras internas estao isoladas e mais ou menos uniformemente
distribuidas até o ponto B, como mostrado na Figura 2.8a. Depois do ponto
B, o deslocamento do LVDT-4 aumenta mais rapidamente que o deslocamento
do LVDT-3 (Figura [2.6b). De forma correspondente, uma estreita banda
de fissuras internas é detectada dentro da faixa de medida do LVDT-4 pelo
sistema de emissdo actstica (Figura 2.8pb). O aparecimento dessa estreita
banda de fissuras internas indica que o dano comega a se localizar, o qual
equivale ao inicio da formacao de uma fissura maior e continua na regiao da
banda de microfissuras.

O comprimento da banda de fissuras internas aumenta apds o ponto B. Isso
indica que uma fissura maior estd se propagando. O limite do carregamento é
atingido no ponto C (Figura. Apébs o ponto C, o deslocamento do LVDT-
4 aumenta continuamente (Figura [2.6p). Por outro lado, os deslocamentos
dos outros trés LVDTs diminuem (Figura ), o que indica a ocorréncia
de descarregamento em regides fora da banda de microfissuras (Figura .
Assim, como o carregamento retrocede apds o ponto C, uma curva tensao-
deformacao em softening é obtida.

As observacgoes experimentais indicam que uma relacao tensaox deslocamento
para um concreto sujeito & tragao uniaxial pode ser dividida em quatro esté-
gios, baseados na formacao e propagacao das fissuras internas, como mostrado

na Figura 2.7

O primeiro estdgio ocorre antes do ponto A, perto de 30% do limite de carrega-
mento. A formagao de microfissuras é desprezivel durante esse estdgio. O se-
gundo estagio se d4 do ponto A ao ponto B, o qual ocorre a aproximadamente
80% do limite de carregamento. As fissuras internas iniciam-se e propagam-se
durante esse estigio, porém, aparecem de forma isolada e distribuem-se ale-
atoriamente pelo volume da amostra. O terceiro estdgio se encontra entre o
ponto B e o ponto C. As fissuras internas comecam a se localizar em uma
fissura maior, que se propaga com o aumento da carga. KEsse fendmeno é
conhecido como localizacao de dano ou localizacao de deformacaes.

18
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Figura 2.8: Localizagoes das fissuras internas, detectadas pela emissao acustica, para
diferentes estdgios de carga (os sinais em cruz indicam as fissuras internas localizadas na
area testada): (a) estdgio entre A e B, (b) estdgio entre B e C e (c) estdgio depois de
C (Shah et al., [1995).

A propagacao da fissura é estavel até o limite de carregamento, onde o cres-
cimento estavel da fissura indica que a mesma se propaga somente quando a
carga ¢ incrementada. O comprimento da fissura no limite de carregamento
é conhecido como comprimento critico da fissura. O quarto estagio ocorre
depois do limite de carregamento. A fissura maior se propaga continuamente
mesmo que o carregamento seja decrementado. A deformacao de tragdao do
material dentro da banda de dano localizado aumenta, ao passo que em regioes
fora da banda de dano pode ocorrer um descarregamento.

Um comportamento similar para o concreto sujeito & compressao uniaxial foi
observado. Foi relatado que a distribuicao das deformacoes de compressao ao
longo da amostra é mais ou menos uniforme até aproximadamente 80% do
limite de carregamento. Isso indica que a formagao e propagacao de fissuras
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internas até 80% do limite de carga ocorre de maneira aproximadamente ale-
atéria e uniforme. O exame da distribuicao das fissuras internas em amostras
testadas confirma que a localizacao de deformacoes ocorre apés 80% do limite
de carga.

A partir das observacoes feitas sobre os resultados do ensaio da chapa de con-
creto pode-se concluir que o fenomeno de localizacao de deformacoes e o compri-
mento critico da fissura sao fatores determinantes no comportamento de fissuragao
do concreto. Assim, a zona de processo de fratura é responsavel pelo fenomeno de
amolecimento ou softening da curva, que relaciona a carga aplicada com a abertura
da fissura. Isso se deve a acao dos mecanismos de tenacidade a fratura que ocorrem
nessa regiao. Uma parcela consideravel da energia aplicada pelas cargas externas é
absorvida na zona de processo de fratura, e por isso, uma fissura pode se propagar
de maneira estavel antes do limite do carregamento. Apds o limite do carregamento,
a ruptura imediata e catastréfica da estrutura é evitada, porque as superficies da
fissura ainda permanecem em contato, sendo capazes de transmitir tensoes que vao
decrescendo a medida que as superficies vao perdendo o contato. O resultado na
resposta da relagao entre carga aplicada e deslocamento (ou abertura de fissura) é

o decréscimo gradual do valor da carga apds o limite do carregamento.

2.3 Classificacao dos Modelos Constitutivos usa-
dos para o Concreto

Como ja comentado nas secoes anteriores, o concreto pode ser considerado um
material parcialmente fragil, pois apresenta uma resposta de amolecimento ou sof-
tening devido a presenga de uma regiao ineldstica (zona de processo de fratura),
localizada a frente da fissura, onde se desenvolvem os mecanismos de tenacidade a
fratura, os quais sao responsaveis pela dissipacao parcial da energia fornecida pelo
carregamento e explicam a resposta caracteristica do concreto, conforme mostrado

na Figura [2.1c.
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Também foi descrito o comportamento de uma chapa sujeita a esforcos de tracao
na Secao [2.2] na qual observou-se a resposta de cada regido da peca. Desse en-
saio, observou-se que da regiao que apresentou a maior localizacao de deformacgoes
surgiu uma fissura principal com resposta de amolecimento, enquanto nas demais
regioes, nao atingidas pela fissuracao, a resposta pode ter permanecido elastica, e
algumas podem até ter apresentado uma resposta de descarregamento. Um com-
portamento semelhante em relagao a resposta a fissuragao pode ser observado em
outras estruturas usuais de concreto que possuem geometria e condi¢oes de contorno
diferentes daquelas da chapa, uma vez que considera-se que a ruptura do concreto
em relacao ao carregamento aplicado se da principalmente nos modos I, II e III.
Tais modos de ruptura estao relacionados a carregamentos que provocam tragao

(Figura [2.9(a))), cisalhamento no plano ou cisalhamento fora do plano de ruptura

(Figuras [2.9(b)| e 2.9(c

SR

(a) (b) ()

Figura 2.9: Modos de ruptura: [(a)] Modo I, [(b)] Modo II e Modo III (RILEM, |1989).

Assim, de modo geral, a resposta das estruturas de concreto na fissuracao pode
ser descrita de forma completa em um modelo fisico que leve em consideracao a
resposta da regiao nao fissurada, a resposta da regiao fissurada e as caracteristicas
da zona de processo de fratura.

Para fins classificatorios, os modelos fisicos de comportamento do concreto podem

ser definidos a partir de trés aspectos fundamentais (RILEM, 1989):

1. a definicao do comportamento da regiao nao fissurada;
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2. a definicao do comportamento dentro da regiao fissurada; e
3. a escolha de um critério de localizagao.

Normalmente, quando se trata da definicao do comportamento da regiao nao
fissurada das estruturas usuais de concreto, costuma-se dividir os modelos entre
aqueles onde ocorrera dissipacao de energia na regiao nao fissurada e os que nao
apresentarao dissipagao de energia no dominio nao fissurado. Entao, podem ser de-
finidos os modelos de degradac¢ao da rigidez no dominio nao fissurado ou os modelos
de comportamento eldstico no dominio nao fissurado, respectivamente.

Quando se trata, no entanto, da definicao do comportamento dentro da regiao
fissurada, os modelos mais usados sao os que consideram uma degradacao da rigidez
na regiao fissurada e aqueles que consideram que havera uma degradacdo de tensoes
na regiao da fissuragao.

Finalmente, quanto ao critério de localizagao, os modelos mais usados sao aque-
les que consideram que a localizacao de deformagoes ocorrera em uma faixa, ou
banda (Figura 2.10b) e os que consideram que a localizagao de deformagoes estard
condensada em uma linha de fissuracao (Figura [2.10k).

ttt

VY

Figura 2.10: Modos da localizacao de deformacoes: (a) forma regular e arbitraria da
localizagao de deformagoes, (b) localizagao dentro de uma banda e (c) localizacdo em uma

linha de fissuragao (RILEM] [1989).

A partir deste ponto, pode-se distinguir os dois modelos fisicos mais utilizados



23

para o concreto. Sao os modelos que carregam no nome justamente a caracteristica

principal que os diferencia um do outro — o critério de localizagao:
e 0 modelo de Fissuras em Banda, proposto por |Bazant e Ohl (1983); e

e 0 modelo de Fissura Ficticia, proposto por Hillerborg et al.| (1976)).

2.4 Modelo de Fissura Ficticia ou Coesiva

Neste trabalho adotar-se-a4 o Modelo de Fissura Ficticia, também conhecido como
Modelo de Fissura Coesiva. Conforme os critérios de classificacao descritos na se-
cao [2.3] as caracteristicas desse modelo serao descritas de acordo com o comporta-
mento da regiao nao fissurada, da regiao fissurada e do critério de localizacao.

O Modelo de Fissura Ficticia é um modelo muito simples, mas nem por isso
deixa de ser um modelo adequado ao estudo do comportamento do concreto na
fissuracao. A base tedrica desse modelo é definida para sélidos isotrépicos, para o
modo I de abertura de fissura e para um carregamento monotonico (abertura de
fissura aumentando de forma continua). Além disso, simplifica-se a irregularidade
e a tortuosidade naturais do caminho da fissura, e ignora-se a variacao da zona de
processo de fratura ao longo da espessura da peca estudada, fazendo-a constante
nessa diregao.

Nesse modelo, o comportamento do concreto no dominio nao fissurado é con-
siderado eldstico, ou seja, considera-se que nao ha dissipacao de energia na regiao
nao fissurada. E comum também considerar que o concreto apresenta uma resposta
linear nesse dominio. Logo, o comportamento da regiao nao fissurada fica comple-
tamente definido ao ser adotado um maédulo de elasticidade E e um coeficiente de
Poisson v véalidos nesse dominio.

Para a definicao do comportamento do concreto na regiao fissurada, o Modelo
de Fissura Ficticia usa o artificio de simular o modo I de abetura de fissura em

uma linha de fissuracao, limitando, assim, a zona de processo de fratura a uma



24

superficie simples mas bem definida. Esse é o critério de localizacao desse modelo e,
a partir desse critério, fica mais facil definir o comportamento do concreto na regiao
fissurada, que agora estd delimitada a uma linha, ou a uma superficie de espessura
constante.

Em seguida, devem ser estabelecidos os critérios de dissipagao de energia que
serao usados no dominio fissurado. Quando uma estrutura de concreto que possui
uma fissura parcialmente fragil é submetida a um carregamento, a energia da carga
aplicada resulta em uma taxa de energia G, , em que o subscrito ¢ indica materiais
parcialmente frageis. Essa taxa de energia é dissipada na zona de processo de fratura,
na ponta da fissura. A taxa de energia dissipada na fissuragao G, pode ser dividida

em duas parcelas:

e (G7., que seria a parcela de energia necessaria para formar duas superficies

separadas de fissura; e

e (5, , a parcela de energia necessaria para separar as duas superficies da fissura

ja formada.

Logo, a taxa de energia dissipada no modo I de abertura de uma fissura parcial-

mente fragil, G, , pode ser expressa como:
Gy=Gr.+G, . (2.2)

Apesar de o mecanismo de dissipacao de energia ser expresso de forma completa
usando-se as duas parcelas de energia, pode-se adotar apenas um dos dois critérios,
e, na pratica, o Modelo de Fissura Ficticia usa apenas a parcela relativa a G, .
Assim, esse modelo considera que a parcela de energia necessaria para criar as duas
superficies de fissura é desprezivel quando comparada a parcela de energia necessaria
para separa-las.

O subscrito o refere-se as tensoes coesivas, que sao as tensoes que agem na dire¢ao

normal as superficies da fissura, no modo I de ruptura, e decrescem gradualmente
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em funcao da abertura de fissura w, que também é medida na direcao normal as
superficies da fissura. Assim, através das fissuras coesivas, pode-se representar uma
dissipacao de energia gradual na zona de processo de fratura, de forma a representar
matematicamente os processos fisicos que se desenvolvem nessa regiao, através dos
mecanismos de tenacidade a fratura. A Figura [2.11] mostra a curva das tensoes

coesivas o em funcao da abertura de fissura w.

o]

O =f(w)

TENSAO NORMAL, O

We
ABERTURA NORMAL DE FISSURA, W

Figura 2.11: Curva de o(w) (RILEM, |1989).

A parcela G, também pode ser entendida como o trabalho feito pela tensao
coesiva sobre uma unidade de comprimento de uma fissura de espessura unitaria.

Assim, seu valor pode ser calculado da seguinte forma:

1 Aa w 1 Aa w w
Gy =— / o(w)dxdw = — dx / o(w)dw = / o(w)dw
Aa J 0 Aa J 0 0
(2.3)
em que o(w) é a tensao coesiva normal e w; é o deslocamento da separacao da fissura
na ponta da fissura inicial (ver Figura [2.12h).

Por outro lado, a energia de dissipacao da fissura coesiva também pode ser re-
lacionada & drea do grafico mostrado na Figura 2.11] Entao, costuma-se associar a
area sob o grafico de o(w) & energia necessaria para se separar uma fissura coesiva de
area unitaria G g, também chamada de energia de fratura. Essa energia de fratura

Gr é tomada como um parametro de fratura que depende apenas do material.
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Logo, a Equagao pode ser reescrita da seguinte forma, considerando-se Gy,

nulo:

G,=G,=Gp= / o(w)dw . (2.4)
0

trrrrbtbtebtet e

Carga aplicada , p

gw /1

O w) dx

Fissura inicial
Wl

a, Aa

(a)

trrrrbtbtebtet e

Carga aplicada , p A

g

O w) dx

Fissura inicial

w, > W

c

a, Aa

(b)

Figura 2.12: Modelo de fissura parcialmente frégil: (a) uma fissura coesiva com as
superficies fissuradas em contato e (b) uma fissura coesiva com as superficies fissuradas

parcialmente separadas (Shah et al., [1995]).
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Para que o modelo fique completo, basta, entao, que se defina o mecanismo de
inicio e evolucao da fissura coesiva. Para um material isotrépico, o comportamento
de um ponto é normalmente assumido como sendo elastico, até o momento em que
a tensao principal méaxima alcanca o valor da resisténcia a tracao do material f;.
Neste momento, a fissura comega como uma abertura coesiva (com transferéncia de
tensoes) com diregao normal a dire¢do da tensdo maxima de tragdo. Se tomarmos
um ponto localizado exatamente na ponta da fissura inicial, teremos um valor de
abertura de fissura w = w; e um valor o(w) maior que zero. A medida que a carga ¢
incrementada, as tensoes coesivas o(w) vao diminuindo, e a abertura de fissura w vai
aumentando. Nesse mesmo ponto, localizado na ponta da fissura inicial, quando w
atinge um valor que corresponde a tensao coesiva zero, a fissura esta completamente
separada. Em seguida, em outro ponto mais a frente da fissura coesiva, a abertura
de fissura w atinge o valor critico correspondente a o(w) = 0 e passa a ser chamada
de w,., devendo ser colocada no lugar de w,, nas Equacoes e 2.4 No limite
da aplicacao da carga, o valor de w; deve ser bem maior que o valor de w.. A
Figura ilustra bem o mecanismo de evolugao da fissura envolvendo a tensao
coesiva o(w) e a abertura de fissura w. O mesmo processo de evolugao da fissura
coesiva também pode ser visto na Figura [2.13]

Q

ELASTICO-LINEAR

T=0 0= f(w)

ELASTICO-LINEAR

Figura 2.13: Propagagao da fissura no modo I (RILEM, |1989).
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Como ja colocado anteriormente, o Modelo de Fissura Ficticia considera que a
energia de fratura GGy é uma propriedade que depende apenas do material, assim, nao
depende da geometria e do carregamento da estrutura. Logo, o comportamento da
regiao nao fissurada de uma estrutura de concreto fica completamente determinado
se a curva das tensoes coesivas o(w) é completamente definida. Para isso, é suficiente

que sejam definidos os seguintes parametros:
e a resisténcia a tracao do material, f;;
e a energia de fratura do material, Gr; e
e a forma da curva das tensoes coesivas, o(w).

Na pratica, sdo usadas varias formas diferentes de curvas de o(w). As mais
usadas sao as curvas com forma bilinear, trilinear, exponencial e funcao de poténcia.
A forma da curva o(w) influencia diretamente a resposta da estrutura na fissuragao,
e a sua correta determinacao é muito importante. Isso deve ser feito mediante ensaios
experimentais, e na pratica, é uma tarefa dificil, uma vez que os resultados podem
variar de acordo com o tamanho e a forma da amostra. Dal uma grande quantidade
de pesquisadores da drea nao aceitarem que a forma da curva de o(w) seja uma
propriedade do material.

Uma vez definidos o médulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson v para
um comportamento eldstico-linear da regiao nao fissurada e definidos os parametros
fi, Gr e a forma da curva de o(w) para a regido fissurada, o modelo de fissura
coesiva fica completamente definido.

Para a regido fissurada, se a forma da curva de o(w) é dada, podem-se relacionar

os outros dois parametros (f; e Gr) a um “comprimento caracteristico” :

EG
ln = —ot (2.5)
fi

em que F é o médulo de elasticidade do material. O comprimento caracteristico

do material [, €é simplesmente uma propriedade do material e é proporcional ao
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comprimento da zona de processo de fratura baseada no modelo de fissura ficticia.
O valor de [, para o concreto varia de 100 mm a 400 mm. O comprimento da zona
de processo de fratura na completa separacao da ponta da fissura inicial (w; = w, )
do concreto é da ordem de 0.3 I, a 0.5 I, , de acordo com esse modelo (Shah et al.|
1995)).

Um exemplo de aplicagao do modelo de fissura ficticia em uma modelagem nu-
mérica usando elementos finitos foi extraido de|Shah et al.| (1995) e serd reproduzido
a seguir, com o objetivo de fornecer um ponto de partida para a abordagem dos
modelos numéricos apresentados no capitulo E o ensaio de uma viga fletida em 3
pontos com uma fissura inicial, conforme indicado na Figura [2.14] Neste exemplo,

somente a metade da viga é considerada, devido a simetria do problema.
lP
/ Fissura inicial

e Z
(a)
P2 Carga, P

8

7

6 L

s 1

: P

3 L

2 ! !

7/ F | i

& a, a; Comprimento da fissura, a

(b) (©

Figura 2.14: Ilustracdo do uso do modelo de fissura ficticia na andlise de elementos
finitos: (a) viga fletida por trés pontos, (b) malha de elementos finitos da viga e (c) curva
da carga x comprimento da fissura (Shah et al., [1995).

Pode-se assumir que a carga P = P4 produz 0,1 = f;, em que 0, ¢ a tensao
normal de tragdo no ponto 1, como mostrado na Figura[2.14p. Isso indica que
a fissura inicial comega a se propagar no nivel de carga igual a P4. Como



Figura 2.15: Comparacao entre as curvas carga-deslocamento:
medida, para viga fletida por 3 pontos (Shah et al., |1995]).

resultado, a forga coesiva F; deve ser introduzida no ponto 1, onde o valor
de I} é determinado baseado na relagao de o(w) e tende a fechar a fissura.
Entao, uma nova andlise pode ser realizada para a viga sujeita tanto a F}
quanto a carga incremental P.

Nota-se que, desde que a tensao coesiva o(w) é uma fungao do deslocamento
de abertura de fissura, o valor de F} pode mudar com o incremento de P como
resultado de mais deslocamento de abertura de fissura. Depois que a carga
Pp, que conduz a o0 = f; no ponto 2, é determinada, outra forca coesiva,
F5 , deve ser introduzida no ponto 2. Procedendo com célculos similares ao
mudar o valor da carga e a forca coesiva, o comportamento de fissuracao da
viga pode ser previsto. Nota-se que a propagacao da fissura é determinada se
a tensao principal ultrapassa a resisténcia a tracao do material, no lugar do
uso de um critério de energia.

Uma comparagao das curvas de carga-deslocamento previstas pelo Modelo
de Fissura Ficticia e os valores experimentais para uma viga fletida em 3
pontos sao mostrados na Figura O vao, a altura e a espessura da viga
sao 400 mm, 100 mm e 100 mm respectivamente. Uma curva bilinear de
tensao-separagao recomendada pelo Cédigo CEB-FIP (CEB-FIP, [1990) foi
usada. O tamanho méaximo do agregado usado foi de 16 mm. Os valores de
E =352 GPa, Grp = 84.4 N/mm e f; = 3.25 M Pa foram usados para a
previsao tedrica. Vé-se que, através da selecao apropriada de parametros de
fratura, o modelo de fissura ficticia é capaz de prever o comportamento de
fissuragao de uma estrutura.

18 Previsao pelo modelo de fissura ficticia com
/ G, = 84.4 N/mm,
16 F /) f, = 3.25 MPa,

E = 352 GPa

14

N

Carga (Nx107)

12

Faixa dos experimentos
G; = 76 N/mm,

f, = 3.67 MPa,

f.= 43.7 MPa

| |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Deflexdo (mm)

30

curva prevista e curva



Capitulo 3

MODELOS NUMERICOS PARA
A FISSURACAO DO
CONCRETO

3.1 Introducao

No final da Segao 2.4], foi mostrado um exemplo de aplica¢gdo numérica do Mo-
delo de Fissura Coesiva usando-se uma malha de elementos finitos para modelar o
comportamento de uma viga fletida em 3 pontos. Nesse exemplo, para se chegar
aos resultados, foram necessarios varios processamentos da mesma malha. Assim, a
cada processamento, foram obtidos os valores de abertura de fissura w, bem como
os valores de forca coesiva F' a ser aplicado em cada um dos nés a medida que a
fissura caminhava. A cada vez que, em um no, o valor da tensao de tracao atingia o
valor de f;, uma nova forca coesiva F' era aplicada nesse nd, enquanto novos valores
da forca coesiva F', atualizados em relacao a abertura de fissura w, eram atribuidos
aos nds anteriores. Assim, a mesma malha foi processada varias vezes, de maneira
que cada novo processamento era carregado com os resultados do processamento
anterior. Apesar de os resultados alcancados terem sido satisfatorios, uma vez que a
resposta numeérica da viga fletida em trés pontos com uma fissura coesiva apresentou
resultados muito proximos aos resultados do ensaio experimental, pode-se afirmar

que o processo numérico de recarregar e reprocessar a mesma malha varias vezes

31
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¢ muito penoso e certamente inviabilizaria a resolugao numérica de outros ensaios
mais complexos e com maior nimero de nés envolvidos.

Além disso, no caso da viga fletida em 3 pontos, o caminho da fissura iniciada
na parte inferior da viga é conhecido, tem trajetéria retilinea e pode ser facilmente
simulado usando-se 0 método numérico citado na Secao 2.4l Porém, como estudar
numericamente uma estrutura de concreto a partir de um determinado modelo fisico
quando nao se conhece o caminho da fissura a priort? Ou quando a geometria da
estrutura e as condicoes de contorno sao complexas? Como transformar o modelo
fisico escolhido em um modelo matemaético consistente, que possa ser usado de forma
generalizada? A partir dessas questoes, surgiram os primeiros modelos numéricos
e, para resolver novas dificuldades que surgiram posteriormente, tais modelos foram
sendo aperfeicoados com o passar do tempo. E continuam sendo melhorados até
hoje.

Nas préximas secoes, serao abordados os principais modelos numéricos baseados
no Método dos Elementos Finitos que foram e ainda sao usados na simulagao nu-
mérica dos modelos fisicos de fratura. Apesar de existirem varios outros métodos
capazes de tratar numericamente os modelos de fratura, como por exemplo o Mé-
todo das Diferencas Finitas, os Métodos Sem Malha, ou as Técnicas de Elementos de
Contorno, neste trabalho, serao abordados apenas os métodos numéricos baseados

no MEF.

3.2 Classificacao dos Modelos Numéricos

Ingraffea ¢ Wawrzynek| (2004) apresentam uma classificacdo muito interessante
dos principais métodos numeéricos usados em diversas aplicagoes da Mecanica da
Fratura nas iltimas décadas. Nessa classificacao, os autores preocupam-se em di-

vidir os diversos métodos numéricos em dois grupos principais, que se distinguem
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pela maneira como representam a propagacao da fissuracao. O primeiro grupo re-
presenta a propagacao da fissuragao de forma geométrica e o segundo, de forma nao
geométrica. Assim, nos modelos numéricos do primeiro grupo, a fissura é uma en-
tidade geométrica inserida na geometria do modelo, e tanto a geometria do modelo
quanto a discretizacao do mesmo, se necessario, mudam conforme a propagacao da
fissuragao. J4 no segundo grupo, os modelos numéricos representam a propagagao
da fissuracao dentro do modelo constitutivo do material ou através de um modelo
cinematico, no qual a fissura é representada através de saltos ou descontinuidades
no campo de deslocamentos e/ou deformagdes. Assim, nesse segundo grupo, nem
a geometria do modelo nem sua discretizagao contém a fissura ou precisam sofrer
alteracoes durante a propagacao da mesma.

A partir da classificacao proposta por Ingraffea e Wawrzynek! (2004)), serao abor-
dados aqui neste trabalho somente aqueles métodos numéricos baseados no MEF.
Para uma visao mais completa de todos os métodos numéricos disponiveis para apli-
cagoes da Mecanica da Fratura, ver Ingraffea e Wawrzynek (2004). A Figura
apresenta de forma simplificada a classificagao dos métodos numéricos (baseados no
MEF), de acordo com a forma de representacao da propagacao da fissuracao. Nas
proximas segoes, esses métodos serao abordados de forma geral e serao apontadas

suas principais vantagens e desvantagens.
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Figura 3.1: Classificacdo dos métodos numéricos baseados no MEF segundo a represen-

tacdo da propagacao da fissuragao (Ingraffea e Wawrzynek, [2004]).
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3.2.1 Métodos de Representacao Geométrica

Os Métodos de Representacao Geométrica podem ser divididos em dois gru-
pos: aqueles que representam a fissuragao de forma geométrica-restritiva e aqueles
que representam a fissuracao de forma geométrica-arbitraria. Do primeiro grupo,
destaca-se aqui neste trabalho o subgrupo dos Métodos Prescritos. Nesses métodos,
a fissura estd limitada a face, ou contorno dos elementos e, apesar de nao haver
alteracao na geometria dos elementos, a malha acaba sendo alterada, pois os nos
sao duplicados e separados a medida que a fissura se propaga entre os elementos.
Provavelmente esses métodos tenham sido os primeiros a serem usados em estudos
numeéricos baseados no MEF para simular o processo de fissuracao.

Nesses métodos, a geometria da fissura depende do tamanho dos elementos, e
o caminho de propagacao da mesma depende da topologia! da malha de elementos
finitos, tornando necessario o conhecimento antecipado do caminho da fissura para
que a discretizacao seja ajustada convenientemente. Assim, tais métodos prescrevem
a propagacao da fissuracao limitando-a a discretizagao. Na época em que esses
métodos comecaram a ser usados, ainda haviam outros agravantes: a capacidade e a
velocidade de processamento dos computadores eram bem limitadas e o aumento do
tamanho das matrizes de rigidez provocado pela duplicacao dos noés dificultava mais
ainda o processamento desses modelos. Essas dificuldades e limitagoes motivaram,
naquela mesma época, o surgimento dos modelos de fissuras distribuidas, que serao
abordados posteriormente. Um exemplo de aplicacao dos métodos numéricos de
propagacgao né a né com duplicagao nodal pode ser visto em [Ngo e Scordelis| (1967).

Apesar das limitagoes dos primeiros modelos de representacao geométrica pres-
crita, o aumento da capacidade de memoria e de processamento dos computadores,
aliado ao desenvolvimento de rotinas para minimizar a largura de banda e a novas
estratégias de solugoes iterativas, tem permitido o uso desses modelos atualmente.

Uma versao moderna derivada dos modelos numéricos de propagacao né a né com

INas Engenharias, o conceito de topologia esta associado & disposicao légica de elementos.
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duplicacao nodal sao os modelos de elementos de interface. Tais modelos inserem
os elementos de interface entre os elementos-padrao da malha. Os elementos de
interface precisam se ajustar as faces dos elementos-padrao e podem ser usados em
um modelo nao linear de fissura coesiva, por exemplo, para separar gradualmente as
faces dos elementos-padrao. Além disso, o caminho da fissura pode ser determinado
a partir de uma andlise de um numero limitado de provaveis caminhos por onde a
fissura possa passar, para que se escolha, entre estes, o que melhor se encaixa a solu-
¢ao. Um exemplo atual do uso de elementos de interface na simulacao numérica do
comportamento de materiais parcialmente frageis, como o concreto, pode ser visto
em |Lépez et al.| (2008).

O segundo grande grupo de modelos de representagao geométrica sao aqueles
que representam a fissuragao de forma arbitraria (Figura e, entre os modelos
pertencentes a esse grupo, destaca-se aqui o subgrupo dos modelos que seguem
métodos adaptaveis. Nesses modelos, baseados no MEF ou no MEC, a discretizagao
precisa ser modificada para se adaptar a geometria da fissura a medida que esta se
propaga. Os métodos de redefinigao de malha pertencem a essa categoria e permitem
que uma fissura seja modelada de forma completamente arbitraria dentro de uma
malha de elementos, uma vez que a geometria e, se necessario, a topologia da malha
sao modificadas e atualizadas para se ajustarem a geometria da fissura durante a
sua evolucao.

Atualmente, os métodos de redefinicao de malha usam as ferramentas mais mo-
dernas que estao disponiveis no MEF e no MEC para a resolugao dos campos de
deslocamentos, deformagoes e tensoes, aliadas ao uso de avangadas tecnologias para
geracao automatica de malhas e para o mapeamento das informacoes do estado
da discretizacao antes e depois de cada redefinicao da malha. Dois componentes
fundamentais desses métodos sao o banco de dados topoldgico e o banco de dados
geométrico. O banco de dados topoldgico organiza e controla a troca de informagoes

entre a geometria do sélido em estudo e cada configuracao da malha que representa a
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estrutura fissurada. Devido a complexidade desse tipo de andlise, onde a geometria
e, as vezes, a topologia da malha sao alteradas, tornam-se necessarios o armazena-
mento e a atualizacao das informacoes da geometria do corpo em estudo de forma
independente da discretizacao numérica. Assim, é mantido um banco de dados geo-
métricos que contém uma descri¢ao explicita do modelo sélido e também da fissura.
O exemplo de um algoritmo de redefinicao de malha com possiveis aplicacoes em
diversos problemas fisicos pode ser visto em |Anderson et al.| (2005), e uma aplicagao
do mesmo algoritmo no estudo da interface de interacao de fluidos pode ser vista
em [Zheng et al.| (2005). Um exemplo de aplicacdo dos métodos de redefinicao de
malha para a simulacao da corrosao do ago em estruturas de concreto armado pode

ser visto em |Dao et al. (2010).

3.2.2 Meétodos de Representacao Nao Geométrica

Passando aos métodos de representacao nao geométrica, os modelos pertencentes
a essa classe podem ser divididos em dois grupos principais: os modelos numéricos
que representam a fissuracao no modelo constitutivo e os modelos numéricos que
representam a propagacao da fissura através dos campos cinematicos. No primeiro
caso, a rigidez do material em estudo sofre uma degradacao na regiao fissurada,
de forma a simular a descontinuidade do campo de deslocamentos provocada pela
fissuracao. No segundo caso, o efeito da fissuracao nos campos de deslocamentos
e deformacoes é embutido dentro dos elementos, seja nas fungoes de aproximagao
dos elementos, de forma local, ou seja nos nés dos elementos, de forma global. O
principal objetivo desses métodos é evitar o uso de redefinicao de malha, e, nos dois
grupos de modelos, tanto nos constitutivos quanto nos cinemaéticos, a fissuragao é
simulada sem a necessidade de alteragoes na geometria e na topologia da malha.

Os Métodos Numéricos Constitutivos sao aqui representados em um grupo muito
popular, o dos Modelos de Fissuras Distribuidas. Nesses modelos, o material é ide-

alizado como um meio continuo, com dano devido ao processo de fissuragao. De um
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modo geral, os Modelos de Fissuras Distribuidas consideram que a regiao fissurada é
formada por um conjunto de pequenas fissuras paralelas entre si. Assim, uma regiao
fissurada seria representada por um conjunto de elementos finitos com comporta-
mento ortotrépico. Ou seja, posicionando-se o sistema local do tensor constitutivo
desses elementos nas diregoes perpendicular e paralela ao plano de fissuracao, res-
pectivamente, podem-se adotar valores diferentes para o modulo de elasticidade des-
sas diregoes, caracterizando-se, assim, um elemento finito ortotrépico (Pitangueira,
1998)). Logo, usando-se um tensor constitutivo ortotrépico, a rigidez dos elementos
da regiao fissurada representa uma deterioracao gradual, e o efeito da fissuragao é
reproduzido numericamente sem a necessidade de modificagdes na malha.

Esses modelos téem a vantagem de permitir um estudo da estrutura de forma
global e nao local, além de eliminarem a necessidade de redefinicoes de malha. Por
outro lado, os Modelos de Fissuras Distribuidas apresentam uma dificuldade que
diz respeito ao parametro de fratura adicional relacionado a largura de banda da
fissura. Esse parametro, introduzido pelo critério de energia que rege a propagacao
da fissura, acaba criando uma dependéncia entre o volume do material, representado
em um ponto de Gauss, e a energia de fratura. FKEssa interdependéncia entre o
modelo constitutivo e a malha cria uma complicagao para a simulacao da propagacao
da fissuragao nos Modelos de Fissuras Distribuidas (Ingraffea e Wawrzynek, 2004).
Além disso, outros aspectos negativos tém sido relatados sobre os modelos de fissuras

distribuidas:
e tendéncia direcional: o caminho da fissuracao depende da topologia da malha;

e modos cinemaéticos invalidos: o amolecimento artificial dos elementos pode

resultar em autovalores negativos, perda de estabilidade numérica;

e stress locking: os resultados apresentam rigidez muito grande, e a resisténcia

residual é sempre muito alta.
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3.2.2.1 Modelos de Fissuras em Banda

E ressaltada aqui a maior subclasse de modelos numéricos pertencentes aos Mo-
delos de Fissuras Distribuidas: os modelos de fissuras em banda, em que a abertura
de fissura é distribuida sobre uma banda de comprimento prescrito. E importante
citar o modelo de fissuras em banda de [Bazant e Oh| (1983) para o concreto, que
representou a zona de processo de fratura através de uma banda de microfissuras

distribuidas, de forma continua e uniforme, em uma largura fixa h., como mostrado

na Figura [3.2h.
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Figura 3.2: Modelo de fissuras em banda para a fissuragdo do concreto e rocha: (a)
fratura em banda de microfissuras e (b) curva tensdo-deformagao para banda de microfis-

suras (Shah et al., [1995).

No modelo de Bazant e Oh (1983), a propagacao da fissuragao ¢ entao simulada
por uma microfissuracao progressiva dentro dessa banda h.. O comportamento do
concreto nessa regiao € descrito por uma relacao simples de tensao-deformacao, como
mostra a Figura[3.2b. O deslocamento de abertura de fissura ¢ igual ao produto da
deformagao de fratura e da largura da banda da fissura. Baseada na Equagao (2.4),
a energia consumida, devido ao avanco da fissura, por unidade de area da banda da

fissura, Gy , é o produto da drea sob a curva tensao-deformagao dada pela Figura[3.2b
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e da largura da banda da fissura h.. Isso leva a:

_ E\ £
Gf—hc (1+E) ﬁ , (31)

em que F é o moédulo de elasticidade, E; é o médulo de deformacao-softening e
ft ¢é a resisténcia a tragao do material. Os valores de E e E; sao definidos como
positivos.

Pode ser visto que, adicionalmente ao valor de E, trés parametros de fratura do
material, h., f; e E;, sao necessarios no modelo de fissura em banda. Uma fungao
aproximada, h. = n,d,, é proposta para calcular o valor de h., em que d, ¢é o
tamanho méaximo do agregado no concreto ou o tamanho maximo de grao na rocha
e n, € uma constante empirica. Sugere-se que o valor de n, seja igual a 3 para o

concreto e 5 para a rocha (Shah et all [1995).

3.2.2.2 Métodos Cinematicos

Finalmente, da classificagao indicada na Figura [3.I] pode ser visto o segundo
grupo de Métodos de Representacao Nao Geométrica. Sao os métodos que repre-
sentam a fissuracao através do comportamento cinemético? da regiao fissurada.

Segundo |Jirasek (2001)), o processo de fissuracao pode ser representado tanto
nos modelos fisicos quanto nos modelos numéricos de forma direta, através de des-
continuidades no campo de deslocamentos. Assim, o comportamento cinematico da
regiao da fissuracao pode ser descrito de trés formas distintas, conforme indicado na
Figura (3.3]

A primeira incorpora as descontinuidades fortes, isto é, saltos no campo de deslo-
camentos (uma curva descontinua — em duas dimensoes; ou uma superficie descon-
tinua — em trés dimensdes). O campo de deformagoes e(x), entao, é formado por
uma parte regular, obtida pela diferenciacao padrao do campo de deslocamentos, e

outra parte singular, possuindo o carater de um maultiplo da distribuicao delta de

2Cinemética é o ramo da Fisica que se ocupa da descricdo dos movimentos dos corpos, sem se
preocupar com a analise de suas causas.
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Dirac. Essa descrigdo é representada para o caso unidimensional na Figura [3.3h.
Em termos fisicos, a descontinuidade forte corresponde a uma macrofissura com as

faces muito “fechadas”.
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Figura 3.3: Descricao cinemética da zona de fissuragdo com (a) uma descontinuidade
forte, (b) duas descontinuidades fracas e (c¢) um perfil continuo sem nenhuma descontinui-

dade (Jirasek, 2001).

Outra possivel descricao cinematica representa a regiao de localizacao de de-
formagoes por uma banda de tamanho pequeno, mas espessura finita, separada do
restante do corpo por duas descontinuidades fracas, isto é, curvas ou superficies do
campo de deformagoes através das quais certos componentes de deformacgao tém um
salto, sendo que o campo de deslocamentos permanece continuo. Isto é ilustrado pela
Figura[3.3p. Uma vez que o campo de deslocamentos é continuo, as componentes de
deformagao do plano tangencial a superficie de descontinuidade precisam permane-
cer constantes. Logo, somente os componentes fora desse plano podem ter um salto.
Em termos fisicos, a banda entre as descontinuidades fracas corresponde a uma zona
de processo de fratura com uma densidade de microfissuras quase constante.

Finalmente, a descricao mais regular usa um campo de deslocamentos continuo
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e um campo de deformagoes continuo. A localizacdo de deformagoes é manifes-
tada através de uma alta concentracao de deformagoes em uma banda estreita, com
uma transicao continua a partir das deformacoes mais baixas na regiao adjacente a
banda. Um perfil tipico dessa descricao ¢ dado na Figura |3.3c. Em termos fisicos,
essa representacao corresponde a uma zona de processo de fratura com uma alta
concentracao de defeitos proximos ao seu centro.

Assim, a partir das descrigoes cinematicas da zona de fissuracao, os modelos nu-
méricos cinematicos, baseados no MEF, sao capazes de representar o comportamento
da fissuracao através de “saltos” ou descontinuidades no campo de deslocamentos ou
no campo de deformacoes, sem a necessidade de alterar a geometria e a topologia da
malha. Isto é possivel através do chamado “enriquecimento” dos elementos-padrao,
que é realizado com a introdugao de fungoes descontinuas (por exemplo, a fungao de
Heaviside) nas equagoes de interpolagao dos campos de deslocamento e deformagao.

Na Figura 3.1 os métodos cinematicos estao divididos em dois grupos principais:
os métodos de enriquecimento de elementos e os métodos de enriquecimento de nos.
Tomando-se inicialmente o grupo de métodos de enriquecimento de elementos, sao
destacados aqui os métodos de descontinuidade forte embutida e os de localizagao
em banda embutida.

Os métodos de enriquecimento de elementos com descontinuidade forte embu-
tida permitem a captura de um salto no campo de deslocamentos ao longo de um
segmento que possui posicao e orientagao arbitraria em relagao ao elemento finito
basico utilizado. Tais formulagoes sao baseadas no enriquecimento das fungoes de
forma padrao através de fungdes descontinuas especiais (fungao de Heaviside e delta
de Dirac).

No caso dos métodos de enriquecimento de elementos com localizagao em banda
embutida, a ideia é similar a do grupo anterior, exceto pelo fato de que, nesse caso, o
salto é no campo de deformacoes, caracterizando-se entao uma descricao cinematica

de descontinuidade fraca. Assim, os elementos com localiza¢do em banda embutida
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permitem a modelagem das bandas de localizacao de deformacoes em uma direcao
arbitraria em relacao a malha basica, permitindo também uma espessura arbitraria
da banda.

Porém, todos os modelos que usam descontinuidade embutida (tanto os modelos
de elementos com descontinuidade forte embutida quanto os modelos de elementos
com localiza¢ao em banda embutida), lidam com interpolagoes nao conformes. Ou
seja, a compatibilidade é satisfeita apenas parcialmente; assim, o campo de deforma-
¢oes de um elemento que possui a descontinuidade embutida nao apresenta valores
equivalentes de deformacao entre um lado e outro da descontinuidade. Esse aspecto
negativo, em contrapartida, possibilita que os graus de liberdade adicionais, que
correspondem a parte descontinua enriquecida, sejam tratados como graus de liber-
dade internos. Assim, eles podem ser eliminados no nivel dos elementos. A principal
vantagem é que somente os graus de liberdade normais (deslocamentos nodais) sao
mantidos no nivel global da estrutura, e o nimero das equagoes globais de equilibrio,
bem como a matriz de rigidez global, nao mudam de tamanho quando a fissura se
propaga e novos elementos sao enriquecidos.

Entretanto, existe um preco a ser pago por essa conveniéncia. Uma andlise deta-
lhada do comportamento de um simples elemento que possui uma descontinuidade
embutida revela que severas restrigoes precisam ser feitas quanto ao tamanho do ele-
mento, bem como em relagao a forma do elemento. Essas restri¢coes tornam-se mais
severas na presenca de multiplas descontinuidades em um tnico elemento e também
no caso tridimensional. Outra inconveniéncia é que a matriz constitutiva tangente do
elemento com a descontinuidade embutida é, em geral, assimétrica (Jirasek, 2001).

Durante a década de 1990, os pesquisadores deram atencao especial aos mo-
delos numéricos que tratam das descontinuidades no campo de deslocamentos de
forma flexivel de maneira independente da malha de elementos finitos. Assim, de-
vido as restrigoes encontradas nos modelos numéricos de descontinuidade embutida,

surgiu, no final da década de 1990, um método numérico que prometia melhorar
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substancialmente a robustez numérica e a versatilidade dos modelos que apresentam
descontinuidades no campo de deslocamentos. Logo, desenvolveu-se um método que
incorporou as descontinuidades dentro das interpolagoes enriquecidas dos elementos
finitos, usando o conceito da partigdo da unidade (Melenk e Babuskal 1996). A
ideia original do método da particao da unidade é de que a aproximacao do espaco
abrangido por uma base padrao (nesse caso, pelas fung¢oes de forma convencionais
dos elementos finitos) pode ser facilmente enriquecida pelos produtos das fungoes
da base padrao com fungoes especiais selecionadas pelo usuario e construidas, por
exemplo, a partir da solugao analitica do problema sob alguns pressupostos simplifi-
cados. Isso permite a incorporagao de um conhecimento antecipado sobre o cardter
do problema e suas solugoes. A multiplicagcao pelas fungoes de forma convencionais
assegura que as fungoes de enriquecimento possuam um suporte limitado e que os
graus de liberdade correspondentes possam ser vinculados aos nés da malha conven-
cional de elementos finitos. Essa ideia foi adaptada inicialmente para a Mecanica
da Fratura Linear-Elédstica, com o enriquecimento construido através do uso das
solucoes assintéticas da ponta da fissura, e a funcao de Heaviside. O método foi
chamado mais tarde de Método dos Elementos Finitos Estendido (XFEM).
Esse método pode lidar eficientemente com fissuracao em trés dimensoes e ainda
com ramificagoes e intersecoes de fissuras.

Apesar da aparente semelhanca na forma de enriquecimento entre o grupo de
enriquecimento de elementos e o grupo de enriquecimento de nés, mostrados na
Figura [3.1], esses grupos possuem uma diferenca conceitual enorme relativa a forma
com que as funcgoes-padrao de interpolacao dos elementos finitos sao enriquecidas.

O grupo de enriquecimento de elementos aplica uma combinacao linear da fun-
¢ao de Heaviside com as fungoes de forma padrao do elemento enriquecido mais as
funcoes de forma dos demais elementos da vizinhanca que estejam associadas aos
nos separados pela descontinuidade, de tal maneira que a funcao resultante anula-se

em todos os nés. Esse tipo de enriquecimento cria a possibilidade da adigao de graus
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de liberdade em um contexto local, associados ao elemento enriquecido apenas. Dai
pertencerem ao grupo de enriquecimento de elementos.

Ja o grupo de enriquecimento de nos multiplica a funcao de Heaviside apenas
pelas fungoes de forma padrao associadas aos nés do elemento enriquecido que sao
separados pela descontinuidade. Assim, o enriquecimento possui um carater global,
pois os graus de liberdade adicionais (que descrevem os deslocamentos entre as faces
da descontinuidade) ficam associados aos nés enriquecidos. Por esse motivo, tais
métodos sao classificados como métodos cinematicos de enriquecimento de nas.

Uma grande vantagem dessa técnica usada no XFEM é que a interpolacao do
campo de deslocamentos é conforme, sem apresentar incompatibilidades entre ele-
mentos, além do que as deformacgoes em ambos os lados de uma fissura aberta sao
completamente equiparadas, o que nao acontece com os elementos com descontinui-
dade embutida. Os graus de liberdade adicionais sao globais, porém eles podem ser
vinculados aos nos existentes na malha convencional de elementos finitos sem que
haja a necessidade de mudanca na topologia da mesma. Tais graus de liberdade
sao inseridos facilmente no conjunto de equagoes globais, e a matriz de rigidez re-
sultante mantém seu carater de banda. O método pode ser usado juntamente com
os modelos de fissura coesiva, logo, devido a auséncia de singularidade de tensoes,
nao sao necessarios os enriquecimentos em torno da ponta da fissura; sendo que as
funcoes de enriquecimento sao construidas como produtos da funcao de Heaviside
com as fungoes de forma convencionais daqueles elementos finitos que sao cruzados
pela fissura. Além disso, o modelo de fissura coesiva baseado no método da parti-
¢ao da unidade, além de superar as dificuldades associadas com a interpolacao do
campo de deslocamentos (existentes nos modelos de descontinuidades embutidas),

pode também restaurar a simetria da matriz de rigidez (Jirasek, [2001]).
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3.3 Evolucao dos Modelos Numéricos

Nesta secao, serd apresentado um resumo simplificado da evolucao dos principais
modelos numéricos baseados no MEF que foram e ainda tém sido usados para re-
presentar o comportamento da regiao fissurada. O objetivo desse resumo é justificar
a escolha do XFEM para a descricao numérica do modelo fisico de fissura coesiva
adotado neste trabalho. Assim, os modelos numéricos ja abordados no capitulo
serao repassados de forma sequencial ao longo da linha do tempo (Figura , de

acordo com o seu aparecimento e caracteristicas principais.
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Figura 3.4: Evolugao dos principais modelos numéricos de elementos finitos usados para
representar a zona de processo de fratura através da descontinuidade no campo de des-
locamentos (lado esquerdo da linha do tempo) e através de deformagoes inelasticas (lado

direito da linha do tempo).
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No inicio da linha do tempo (Figura, os modelos numéricos baseados no Mé-
todo dos Elementos Finitos, usados para o tratamento de fissuras coesivas, concentram-
se em dois grandes grupos: os Modelos de Fissuras Discretas e os Modelos de Fissuras
Distribuidas.

No primeiro grupo, o modelo de elementos finitos é reconstruido através da mo-
vimentacao da malha a cada passo, fazendo com que os elementos de interface po-
sicionados entre os elementos finitos coincidam com a descontinuidade. Os nos
localizados nessas interfaces sao duplicados e distribuidos para ambos os lados da
descontinuidade, de tal maneira que a aproximacao do campo de deslocamentos pode
ser explicitamente descontinua ao longo da fissura.

Paralelamente, o segundo grupo, representado pelos modelos de fissuras distri-
buidas, possibilita uma representacao implicita da descontinuidade na aproximacao
do campo de deformacoes. Assim, através da modificacao da equacao constitutiva,
dada pela Lei tensao coesiva x abertura de fissura, as tensoes coesivas na fissura em
banda sao relacionadas a deformacoes inelasticas distribuidas pela largura da banda.

O uso dos modelos de fissuras distribuidas evita a redefinicao da malha, aspecto
presente nos modelos de fissuras discretas. Entretanto, os modelos de fissuras distri-
buidas produzem resultados com certa sensibilidade a malha: uma vez que a largura
da banda de microfissuras é definida pelo tamanho do elemento finito padrao, o
caminho da fissura fica limitado ao tamanho e ao arranjo dos elementos na malha,
além do aspecto indesejavel de variagao dos resultados com o refinamento da malha.

Por esse motivo, os modelos numéricos posteriores aos modelos de fissuras dis-
cretas e distribuidas, na sequéncia da linha do tempo (Figura , propoem novas
técnicas de aproximacao, permitindo a resolucao explicita de uma descontinuidade
com trajetoria arbitraria ao longo da malha de elementos finitos. Inicialmente, foi
desenvolvida uma técnica de enriquecimento das aproximacgoes dos elementos finitos
por funcoes que permitissem a captura de uma descontinuidade fraca cruzando um

elemento. Assim, capturou-se uma banda de softening entre duas linhas paralelas
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de descontinuidade fraca (descontinuidade do campo de deformagcoes) dentro de um
simples elemento. Em seguida, tal ideia foi ampliada para a descontinuidade forte
(descontinuidade do campo de deslocamentos). Esses modelos sdo conhecidos como
Modelos de Descontinuidade Embutida.

Os modelos de descontinuidade embutida podem ser divididos em trés grupos
principais, conhecidos como estaticamente otimizado e simétrico (SOS), cinemati-
camente otimizado e simétrico (KOS) e estatica e cinematicamente otimizado e nao
simétrico (SKON). A formulagao do SOS trabalha com uma condi¢do natural de
continuidade das tensoes, porém nao reproduz corretamente a cinematica de uma
fissura completamente aberta. Por sua vez, a formulagao do KOS descreve os as-
pectos cineméticos de forma satisfatéria, porém conduz a uma relagao imprépria
entre as tensoes da parte nao fissurada do elemento e as tensoes coesivas ao longo
da linha de descontinuidade. O desempenho 6timo é alcancado com a formulagao
nao simétrica do SKON, que usa uma condicao de continuidade de tensoes bastante
natural e representa a separacao completa dos ultimos estagios do processo de fissu-
ragao (Jirasek e Belytschko|, 2002)). Porém, apesar das vantagens da formulacao do
SKON;, sua aplicacao limita-se a modelagem de uma interface simples, com modos
de descontinuidade uniformes no elemento (abertura normal e tangencial constan-
tes). Dependendo da andlise estrutural, um modo de descontinuidade nao uniforme
pode ser essencial para evitar distorgdes nos resultados numéricos (Manzoli e Shing,
2006)). Um modelo de descontinuidade forte embutida que introduz um modo de des-
continuidade nao uniforme em um elemento finito padrao pode ser visto em Manzoli
e Shing| (2006).

Porém, apesar dos modelos de descontinuidade embutida apresentarem uma des-
cricao cinematica do campo de deslocamentos descontinuo bem melhor que os mo-
delos de fissuras distribuidas, eles também possuem algumas limitacoes. Assim,
com a expectativa da superacao de alguns aspectos negativos apresentados por esses

modelos, desenvolveu-se o Método dos Elementos Finitos Estendido, o qual pode
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ser considerado um caso particular do Método da Partigao da Unidade (Melenk e
Babuska), |1996). Apesar de ndo ser um método perfeito, o XFEM apresenta algu-
mas caracteristicas superiores em relacao aos métodos anteriores, dai a escolha desse
método para ser implementado neste trabalho. Particularmente, comparando-se a
formulacao dos elementos finitos estendidos com a formulacao dos elementos com

descontinuidade forte embutida, podem ser ressaltadas as diferencas indicadas na

Figura [3.5] (Jirdsek e Belytschkol, 2002).

Descontinuidade Elementos finitos
forte embutida estendidos
graus de liberdade adicionais
associados com elementos internos noés globais
aproximacdo dos deslocamentos ndo conforme conforme
matriz de rigidez sempre ndo simeétrica pode ser simétrica
deformacdes nas partes separadas |parcialmente vinculadas independentes
esfor¢o de implementacdo pequeno grande
robustez numérica limitada boa

Figura 3.5: Principais diferengas entre a formulagao dos elementos finitos estendidos e
a formulagao dos elementos com descontinuidade forte embutida (Jirdsek e Belytschkol

2002).



Capitulo 4

MODELO NUMERICO
ADOTADO

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é a descricao do modelo numérico adotado para a im-
plementagao do XFEM no niicleo numérico do INSANE. O XFEM ¢ o método dos
elementos finitos padrao acrescido de ferramentas complementares que permitem
o tratamento numérico de diversos problemas aplicados da ciéncia dos materiais,
principalmente na modelagem numérica de problemas com caracteristicas de des-
continuidades acentuadas que ocorrem em pequenas partes do dominio. Assim, o
XFEM torna-se muito eficaz em aplicagoes que precisam descrever descontinuidades
e singularidades no dominio, por isso tem sido usado nos campos da Mecanica da
Fratura, Mecanica dos Sélidos Geral, Mecanica dos Fluidos e Biomecanica. Como
exemplo de algumas aplicacoes especificas, podemos citar as aplicagoes da fratura
de materiais, de defeitos cristalograficos e da interface entre fases (Belytschko et al.|
2009). Esse método tem recebido recentemente muita atengao dos pesquisadores da
area da Mecanica Computacional, por isso muitos avancos tém acontecido e muita
discussao sobre o XFEM tem trazido cada vez mais luz sobre o método e suas apli-
cagoes.

Neste trabalho, o XFEM foi implementado no INSANE, com as ferramentas

49
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necessarias a analise de propagacao de fissuras coesivas, dentro do campo da Me-
canica da Fratura Nao Linear. Tal implementacao baseou-se no modelo proposto
por Wells e Sluys (2001)), que foi escolhido por sua relacao simples e direta com o
modelo fisico de fissura coesiva, usado por sua vez para a descricao da fissuragao
do concreto. Nessa implementagao, uma macrofissura coesiva pode se propagar li-
vremente pela malha de elementos finitos a partir de um ponto predeterminado. A
fissura coesiva ¢ inserida no contexto dos elementos finitos convencionais como uma
entidade geométrica simples, um conjunto de segmentos de reta, capaz de trans-
mitir tensoes coesivas entre suas faces. O método foi implementado para o uso de
elementos triangulares de seis nés em Estado Plano de Tensoes.

Como o objetivo do INSANE ¢ disponibilizar um ambiente de implementacao
amigavel, escalavel em complexidade e capaz de ser facilmente expandido para dar
lugar a novas aplicacoes, foi usada a metodologia de implementacao do XFEM su-
gerida por Bordas et al| (2006), na qual é descrita a estrutura geral de um cédigo
orientado a objeto para o uso em aplicacoes diversas do XFEM no campo da Meca-
nica da Fratura e Mecanica dos Sélidos. Dessa maneira, o XFEM foi implementado
no INSANE dentro de uma estrutura modular, extensivel e robusta. Logo, torna-
se facil o acréscimo de novas ferramentas que sejam necessarias ao XFEM para o
tratamento de outros problemas que ainda nao foram implementados no INSANE.

As préximas segoes deste capitulo descrevem o modelo de [Wells e Sluys| (2001)).
Inicialmente, na segao 4.2} é descrita a cinemdtica do salto no campo de deslocamen-
tos que é inserido na base de interpolacao dos elementos cruzados pela fissura. Em
seguida, na segao [1.3], é feita a generalizagao do campo de deslocamentos, baseando-
se no Método de Partigao da Unidade (Melenk e Babuskal, |1996)), para possibilitar a
inclusao das funcoes descontinuas na formulacao. Logo depois, na secao [4.4], a partir
da inclusao das funcoes de interpolagao enriquecidas na equagao dos trabalhos vir-
tuais, as matrizes de rigidez e os vetores de forca sao redefinidos para levar em conta

a presenga da descontinuidade no campo de deslocamentos. Na segao [£.5 o modelo
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constitutivo é definido, e é deduzida a matriz tangente constitutiva nao elastica,
que contém a lei coesiva que rege o dominio fissurado. Finalmente, na secao |4.6),
os principais aspectos da implementacao do modelo numérico de fissuras coesivas

baseado no XFEM sao abordados.

4.2 Cinematica do Salto de Deslocamentos

Considerando-se o s¢lido Q (" U Q7 ), mostrado na Figura 4.1} o campo de
deslocamentos u pode ser decomposto em duas partes, uma continua e a outra
descontinua:

u(x,t) = a(x,t) + Hr, [u(x,t)] . (4.1)
em que 0 e [u] sao fungdes continuas em €2, e Hr, é a fungao de Heaviside' cen-
tralizada na descontinuidade I'y (Hr, = 1 sex € QT , Hp, =0 se x € Q7). Os

componentes do salto de deslocamentos na descontinuidade sao dados por [u]
r
/ I L
F
z /

Figura 4.1: Corpo {2 cortado por uma descontinuidade I'y (Wells e Sluys, [2001)).

xely *

LOliver Heaviside (1850 —1925), nascido na Inglaterra, foi um engenheiro eletricista autodidata,
matemético e fisico. Em Matemadtica e Estatistica, a fun¢ao de Heaviside (fungao degrau) é a fungao
descontinua de valor 0 para argumento negativo, e 1 para argumento positivo.
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Para encontrar o campo de deformacoes do corpo 2, cruzado pela descontinui-

dade, basta que o gradiente da equacao seja calculado. Logo,

e = Va+Hr,(V[u])+ (VHr, ® [u])’

— Vb He(VE u]) + o, ([u] @ n)° (42
limitado nao-limitado

em que or, é a fungao delta de Dirac? centralizada na descontinuidade, n é o vetor
normal unitdrio da superficie de descontinuidade (apontando para Q1) e o opera-
dor ® é o produto de Kronecker®. Como todas as deformacoes sao consideradas
infinitesimais, a simbologia ()® indica que somente a parte simétrica dos tensores
estd sendo considerada. A funcao delta de Dirac aparece no campo de deformacoes
devido ao salto imposto no campo de deslocamentos. Uma vez que a funcao delta de
Dirac nao é limitada (tem valor infinito), torna-se impossivel dar um sentido fisico
a ela; entretanto, ela se tornara muito util posteriormente, quando for necessaria a

insercao do campo de deformacoes na equacao dos trabalhos virtuais.

4.3 Um Caso Particular das Funcoes de Particao
da Unidade

De forma simplificada, pode-se considerar que um conjunto de fungoes ¢;(x),
cada qual pertencendo a um né, definidas ao longo de um corpo 2 (x € ), formam

uma particao da unidade se:

20 delta de Dirac é uma distribuicio ou medida matematica introduzida pelo fisico teérico Paul
Dirac. Informalmente, é uma fungao generalizada 6(x) que vale zero para qualquer x, exceto para
x = 0, onde seu valor tende ao infinito, de tal maneira que o valor total de sua integral vale 1.

3Sejam as matrizes A € R™*" ¢ B € RPX?. Entdo, o produto de Kronecker de A e B é definido
como a matriz

allB e alnB
A®B= : .. : c Rmpxng

amB ... amnB
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em que n é o numero de pontos nodais. Demonstra-se que um campo qualquer pode
ser interpolado em termos de valores nodais usando particoes da unidade. Através
do uso das fungoes p;, a interpolagdo de um campo de deslocamentos u(x) ao longo

do corpo pode ser construida por

u(x) = Z ol (x) (ai + Z bij %’(X)> 7 (4.4)

em que ¢F sdo fungoes de particao da unidade de ordem k (para fungoes de partigao
da unidade polinomiais, k indica a ordem do polinomio), a; sdo os graus de liberdade
regulares do no, b;; sao os graus de liberdade adicionais e v; ¢ a base adicional
composta de m termos. Para que a dependéncia linear seja evitada, a ordem de
qualquer um dos termos polinomiais da base adicional deve ser maior que k.

No caso de elementos finitos padrao, suas fungoes de forma também podem ser

consideradas como casos particulares de particoes da unidade, uma vez que

Z Ni(x)=1 , (4.5)

em que NV; sao as fungoes de forma de elementos finitos padrao. Assim, a interpolacao
do campo de deslocamentos de um elemento finito padrao pode ser vista como um
caso particular da equagao se as fungoes de particao da unidade ¢;(x) forem
substituidas pelas funcoes de forma; a ordem da funcao de particao da unidade for
tomada igual a ordem polinomial das func¢oes de forma e a base adicional for nula.
Logo, nao ha razao para que a base adicional nao possa ser usada com elementos
finitos padrao. A equagao [4.4] garante uma interpolagao bem-sucedida adicionando-
se ao termo da base convencional de elementos finitos (func¢oes de forma) os termos
relacionados a base adicional 7;. Assim, usando-se a notagao de elementos finitos e
aproveitando-se a propriedade da particao da unidade, a interpolacao do campo de

deslocamentos pode ser escrita como:

ux) = Nxa + NN, (xb) . (4.6)
—— —_——

termo convencional termo adicional
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em que N é a matriz que contém as fungoes de forma (polinomiais) usuais de ordem
k, a é o vetor que contém os graus de liberdade nodais convencionais, N, ¢ a matriz
que contém os termos da base adicional e b é o vetor que contém os graus de
liberdade nodais adicionais. O numero de graus de liberdade adicionais por né é
igual ao nimero de termos na base adicional multiplicado pela dimensao espacial.
O vetor campo de deformagoes em funcao dos deslocamentos nodais pode entao ser

escrito como:

e=V'u=Ba+B,b |, (4.7)

em que B=LN e B, = L(NN,). A matriz L contém os operadores diferenciais e

¢ dada, para o caso tridimensional, por:

o

20 0
0

0 £ 0

0o 0 2

L= (4.8)

o 0

5z oy U
0 0

0 0

L 2: 0 & ]

Assim, a base adicional pode ser usada para melhorar a interpolacao do campo
de deslocamentos. O aspecto critico da interpolagao na equagao [£.6] é o fato de
que ela é construida em uma base “ndé a nd”, isto é, cada nd precisa ser tratado
individualmente. Apesar desse aspecto dificultar um pouco a implementacao, é
possivel aplicar a base adicional aos nés de forma individual. Logo, a solucao pode
ser aperfeicoada sem que a malha original de elementos finitos seja modificada.

A seguir, para que o campo de deslocamentos possa incluir uma descontinuidade,
acrescenta-se uma funcao descontinua na base adicional. Examinando-se a decom-

posicao do campo de deslocamentos dada pela equagao [4.1], conclui-se que essa tem
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forma similar a interpolagdo do campo de deslocamentos dado pela equagao [4.6]
A matriz N e os graus de liberdade regulares dados pelo vetor a representam a
parcela continua G(x,t), enquanto o produto matricial NN, juntamente com os
graus de liberdade adicionais dados pelo vetor b, representam a parcela descontinua
Hr, [u(x,t)]. Adicionalmente, para a parte descontinua, a fungao continua [u(x,t)]
¢ interpolada por N e a funcao de Heaviside Hr, fica embutida dentro da matriz
N,,. Inserindo-se a funcao de Heaviside na base adicional da equagao[.6, o campo de
deslocamentos para um elemento finito ao qual se acrescentam os graus de liberdade

adicionais pode ser escrito como:

u(x) = N(xa + Hr, Nx)b . (4.9)
a [u]

De forma andaloga, o campo de deformagoes de um elemento finito, onde os graus

de liberdade adicionais sao ativados, pode ser expresso por:
e =Ba+Hr,Bb+ (6r,n)Nb |, (4.10)

em que n é a matriz que contém os componentes do vetor normal a superficie de

descontinuidade, dada por:

n"=10n 0 n, n. 0 : (4.11)

0 0 n, 0 ny ng
Efetivamente, os graus de liberdade regulares a representam a parte continua,
enquanto os graus de liberdade adicionais b representam o salto de deslocamentos ao
longo da descontinuidade. O acréscimo da fungao de Heaviside H a base adicional dos

elementos finitos resulta em um salto de deslocamentos ao longo da descontinuidade.

Esse salto dos deslocamentos é da mesma ordem polinomial que as fungoes de forma.
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4.4 Formulacao Variacional

A equacao dos trabalhos virtuais, sem considerar-se as forcas de corpo, é dada

por:
/Vsn:a'dQ:/ n-tdl (4.12)
Q Iy

em que M sao as variagoes admissiveis de deslocamentos, o é o campo de tensoes e t
sao as forcas relacionadas as tensoes externas aplicadas no contorno I',. Inserindo-se

o campo de deformacgoes da equagao 4.2\ na equagao dos trabalhos virtuais, obtém-se:

/ Veh: o dQ +/ Hr, (V*[n]) : o dQ +/ or, ([n] ® n)* : o dQ :/ n-tdl.
) ) " B (4.13)

Uma condicao imposta por razoes praticas a parcela adicional do campo de deslo-
camentos [u], é que ela seja nula onde as condig¢oes de contorno naturais e essenciais
sao prescritas (em I',). Esta condigao simplifica o método e evita o aparecimento
de [n] no lado direito da igualdade na equagao . Assim, integrando-se a funcao
delta de Dirac na equagao[4.13]ao longo do corpo §2, o termo nao limitado desaparece

(por definigao, a integral da fungao delta de Dirac tem valor unitério), obtendo-se:

/Vsﬁ:a'dQ +/ Hr, (V2 [nl) o d + [ [n]p,-tdl :/ n-tdl , (4.14)
Q Q

1—‘d u

em que t = (on)p, sdo as forgas relativas as tensoes coesivas agindo na desconti-

d
nuidade (fissura).
Tomando-se apenas as variagoes [n], a fungdo de Heaviside Hr, pode ser eli-

minada da equacao m pela integragao somente em QF (Hr, = 1 se x € QF).

Assim:
/m (V4 [n]) : o d2 +/F [n]p, - tdl =0 . (4.15)

A equacao assegura que a continuidade das tensoes coesivas seja satisfeita
no nivel variacional, ou no nivel das deformacoes.
Em seguida, definindo-se I'} e T'; como as superficies da descontinuidade I'y

dos lados Q e Q7 , respectivamente (ver Figura [4.1]), pode-se concluir, a partir da
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decomposicao dos deslocamentos na equacao , que a contribuigao de [n] é sempre
zero sobre a superficie I'; (Hp, = 0 se x € Q7) e pode ser diferente de zero na

superficie '} . Assim:

l/(Vﬂﬂ%aﬂ)+/ [y, - tdl =0 . (4.16)
Q+ rf

Como consequéncia, pode-se concluir da equacao que as forcas relativas as
tensdes coesivas agindo na descontinuidade I'y estao atuando em I'} (ver Figura |4.2))

e sofrem resisténcia de uma forca equivalente no volume continuo Q+.

Figura 4.2: Forcas relativas as tensoes coesivas agindo na descontinuidade I'y:

t = (on)r, (Wells e Sluys| |2001]).

A seguir, para que a matriz de rigidez e o vetor de forgas internas sejam
obtidos, as interpolacoes devem ser inseridas na equacgao dos trabalhos virtuais. As-
sim, da equacao , as variagoes 7 e [n], em termos das variagoes dos deslocamentos

nodais, podem ser escritas como:

7n = Na' (4.17a)

[n] =Nb" | (4.17b)
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em que a’ e b’ sdo as variacoes dos graus de liberdade nodais a e b, respectivamente.

O gradiente das variagdes 7 e [n] pode ser escrito na forma discreta como:

V°#fH =LNa' = Ba' (4.18a)
V?[n] = LNb' = Bb' . (4.18b)
Inserindo-se a forma discreta das variacoes dos deslocamentos nodais na equa-

gao e separando-se os termos relativos a 7 e [n] na forma de um sistema de

equacoes, tém-se:

/ B'od)= [ N'tdl (4.19a)
Q Fu

deBTJdQ+/ N'tdl =0 |, (4.19D)
Q* Ty

em que o dominio de integragao da primeira integral na equacao é Q. o que
indica que o dominio de integragao considera as partes do corpo €2, no qual [n] é
diferente de zero.

A partir das equagoes (4.19), as forcas nodais equivalentes correspondentes as
variacoes dos graus de liberdade regulares a e dos graus de liberdade adicionais b

sao escritas como:

fint — / B o df (4.20a)
Q

f = [ Hp, BT o dQ+ / NTtdl | (4.20D)
Q* Iy

em que os subscritos “a” e “b” denotam as variagoes das partes regulares e adicionais,
respectivamente.

O vetor de forgas internas £ na equacao ([4.20a]) tem a mesma forma do vetor de
forgas internas usual dos elementos finitos, enquanto o vetor de forgas internas ;™
na equacao ([4.20b)) precisa ser zero (ver equacao (4.15])), impondo-se a continuidade
das tensoes coesivas no nivel variacional. Para desenvolver-se um procedimento

incremental da solucao de maneira eficiente, as relagoes constitutivas devem ser

colocadas na forma de taxa ou razao. A taxa de tensoes no dominio do continuo
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pode ser expressa, em termos das velocidades dos deslocamentos nodais regulares,

CO1mo:

& = Dé = D(Ba + Hr,Bb) | (4.21)

em que D corresponde a relacao instantanea entre as tensoes e as deformacoes.
De forma similar, a taxa de tensoes coesivas na descontinuidade pode ser ex-

pressa, em termos das velocidades dos deslocamentos nodais adicionais, como:
t = T[u] = TNb (4.22)

em que T corresponde a relacao instantanea entre as tensoes coesivas e os desloca-
mentos na descontinuidade ou fissura.

A substituicao da taxa de tensoes e da taxa de tensoes coesivas na equacao
discreta dos trabalhos virtuais, dada pela equacao ([£.19), conduz & obtencao da

matriz de rigidez K em funcao dos deslocamentos incrementais (da, db),

Ji, BTDB A Ji- Hr,BTDB dQ { da }_ { poxt } { fin }

int
Jor Hr,B'DBAQ [, Hr,B'DBdQ + [, N'TNar | (P 0 £

-~

K

J/

(4.23)
em que f™' é a matriz das forgas externas aplicadas no contorno externo I, (ver o

lado direito da igualdade na equacao (4.19a))), dada por:

foxt = / NTtar . (4.24)

4.5 Modelo Constitutivo Discretizado

O modelo constitutivo discretizado (relagao entre as tensoes e os deslocamen-
tos no caminho da fissura) baseia-se no conceito de fissura coesiva ou ficticia, em
particular no modelo de fissura ficticia de Hillerborg, no qual todas as deformacgoes

inelasticas (aquelas que ocorrem na zona de processo de fratura) sdo representadas
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em uma linha através das forcas coesivas que agem na fissura, ou em uma extensao
ficticia da fissura. O modelo constitutivo é definido por um sistema de coordenadas
local, ortogonal, no qual os vetores n e s representam as dire¢oes normal e paralela
a fissura, respectivamente (Figura . No restante do dominio nao fissurado da
amostra, considera-se que o material possui comportamento eldstico. Assim, a rela-

¢ao instantanea entre as tensoes e as deformacoes D, dada na equacao (4.21)), é a

tangente constitutiva elastica.

Elemento
Finito

Fissura

Figura 4.3: Sistema de coordenadas locais da descontinuidade dentro de um elemento

finito (Wells e Sluys, [2001)).

A relacao instantanea entre as tensoes coesivas e os deslocamentos na regiao
da fissura T, em duas dimensoes, é definida como uma rigidez tangente, podendo
ser chamada de tangente constitutiva nao elastica. KEsta, por sua vez, considera
que o dano na regiao da fissura envolve os modos I e II de abertura de fissura,
ou tracao e cisalhamento, respectivamente. Logo, para a definicao da tangente
constitutiva nao elastica T, consideram-se as tensoes coesivas normais e tangenciais
entre as superficies da fissura como fungoes dependentes da separagao normal entre

as superficies da fissura.
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Inicialmente, define-se a funcao de carregamento f, dada por:

[, k) = [u], =k (4.25)

em que [u], é a separacdo normal entre as superficies fissuradas (deslocamento
positivo indica abertura da fissura) e x é um parametro histérico, dado pelo maior
valor de [u], alcangado até o ponto atual da andlise. Quando o carregamento é
incrementado, ocorre o aumento da abertura da fissura, indicado por f > 0. Por
outro lado, se houver descarregamento, com o respectivo “fechamento” da fissura,
entdo f < 0. Uma fissura fechada é indicada por [u], < 0. Em seguida, definem-se
a tensao coesiva normal t,, e a tensao coesiva tangencial .

A tensao coesiva normal t,, transmitida ao longo da descontinuidade, é aproxi-

mada por uma funcao exponencial decrescente do parametro historico «:

t, = frexp (—Gitf/f) , (4.26)

em que f; é a resisténcia a tracao do material e G ¢ a energia de fratura, aqui
considerada como uma propriedade constante do material.

Considera-se que a rigidez da fissura ao cisalhamento também seja uma funcao
do parametro historico. Assim, define-se a tensao coesiva tangencial t,, que age nas

superficies da descontinuidade, como:
ts = dine exp(hs k) [u], (4.27)

na qual diy, é a rigidez inicial da fissura ao cisalhamento (quando x = 0), [u], é o

deslocamento tangencial da fissura e hg é dado por:
hs - ln(dRZI.O/dint) ) (428)

em que dy—1 € a rigidez da fissura ao cisalhamento quando x = 1.0. O comporta-
mento de softening na interface é dirigido somente pela separagao normal entre as
superficies fissuradas, sem considerar o fato de que, a medida que as superficies da

fissura se separam, a rigidez da fissura ao cisalhamento tende a zero.



62

Finalmente, para a obtencao da tangente constitutiva nao elastica T, tomam-se

os diferenciais das equagoes anteriores (equagao (4.26) e equagao (4.27))) em relagao

ao tempo e forma-se a tangente constitutiva nao elastica linearizada:

[ul,

2tn:i,hb:—f—te:x:p (—Gitf/i) ;/n\:—é—tfe p(——ﬁ) [«], =

= {,= —é—Zce p (—Gitfm) [4],,

—ty =1, = hg diny exp(hg k) [ul, + dine exp(hs k) %[u]]s =

ot
= hs diny exp(hs k) [u],, [u], + dine exp(hs &) [u], =

= 1, = hediny exp(hs k) [u], [a],, + dine exp(hs k) [i],

ty ft —exp (—é—;/ﬁ) 0 [4],,
= . (4.29)
iy hs diny exp(hs k) [u], ding exp(hs k) [],
T

Nota-se que a dependéncia da rigidez da fissura ao cisalhamento em relacao a
separacao da fissura na direcao normal n produz uma tangente constitutiva T nao
simétrica. Assim, pode ser adotada uma simplificacdo do modelo acima exposto,
com uma vantagem computacional significativa, fazendo-se a rigidez da fissura ao
cisalhamento um valor constante. O beneficio imediato é que a tangente constitutiva
nao linear T torna-se simétrica; como consequéncia, a matriz de rigidez global K
também serd simétrica:

ts = diny exp(hsr) [u],
constante arbitraria
ts = diny exp(hs k) [u],

Rigidez da fissura ao cisalhamento = constante
7\

i ~Lew (&) 0 [i],
_ . (4.30)
i 0 e exp(her) | | Tl

(. J

~
T
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O risco que se corre ao se usar a rigidez da fissura ao cisalhamento constante
é que, se essa é feita muito pequena, sera prevista uma resposta global pds-limite
excessivamente fragil. Por outro lado, se a rigidez da fissura ao cisalhamento ¢ feita
muito grande, serd observado um fechamento excessivo da fissura (tensoes coesivas
oferecendo muita resisténcia a abertura da fissura).

O comportamento de descarregamento na descontinuidade é simulado através
da rigidez secante S. Esta ultima ¢é calculada fazendo-se todos os termos fora da
diagonal principal da matriz T iguais a zero e trocando-se o termo (1,1) da matriz
T por (ft exp((—f:/Gy) Ii)/li). Assim:

Rigidez Secante usad/zi no descarregamento

tn % exp <—é—; /<a> 0 [u],
_ . (4.31)
ts 0 dine exp(hs K) [u],

S

Quando uma fissura que anteriormente estava aberta volta a estar completa-
mente fechada (Ju], < 0 e f < 0), assume-se que os termos de rigidez normal e
tangencial retomam seu valor, recuperando a rigidez na regiao da descontinuidade e
tornando-a elastica. Assim, para que um elemento que possui uma fissura fechada e,
consequentemente, possui os termos adicionais de deslocamento referentes a descon-
tinuidade possa voltar a possuir um comportamento elastico, usam-se valores muito
altos para a rigidez da fissura nas direcoes n e s. Como consequéncia, os desloca-
mentos adicionais da fissura antes aberta e agora fechada tendem a zero, enquanto
os deslocamentos normais continuam vinculados a tangente constitutiva elastica D.
O fato de [u], ser negativo implica fisicamente que as duas superficies da fissura
estao empurrando-se simultaneamente uma em direcao oposta a outra.

Para ilustrar o efeito das relagoes constitutivas aqui descritas, mostra-se na Fi-
gura 4.4] a resposta de de uma chapa sujeita a carregamento e descarregamento em

tracao e, logo em seguida, carregamento em compressao.
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Figura 4.4: Resposta de uma chapa a condicdao de carregamento e descarregamento em
tragao, seguido de carregamento em compressao: (a) estagio I — carregamento em tracao:
incremento da carga q de tragao — chapa sem fissura, (b) estdgio II — carregamento em
tragdo: incremento da carga q de tragdo — chapa com fissura, (c) estagio III — descarrega-
mento em tragao: decremento da carga q de tragao — chapa com fissura e (d) estagio IV —

carregamento em compressao: incremento da carga q de compressao — chapa com fissura.

4.6 Implementacao Computacional

O procedimento numérico implementado neste trabalho usa apenas o triangulo
de seis nés como o elemento finito base. Nada impede, porém, que posteriormente
seja implementado para os demais elementos planos existentes no INSANE.

Durante o calculo, as tensoes principais de tracao sao verificadas em todos os
pontos de integracao do elemento logo adiante da ponta da descontinuidade, ao final
de um incremento de carga. Se a tensao principal maxima de tragdo em qualquer
dos pontos de integracao do elemento adiante da ponta da fissura excede o valor da
resisténcia a tragao do material, introduz-se uma descontinuidade através de todo

o elemento. Uma vez que o concreto possui baixa resisténcia a tracao, alinha-se a
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normal & descontinuidade (vetor n) com a tensdo principal maxima de tragao. As-
sim, no final de um passo de carregamento, se em um ponto de integragao qualquer
o valor da tensao principal maxima de tracao ultrapassar o valor da resisténcia a
tracao do material, uma descontinuidade é introduzida. A descontinuidade é intro-
duzida apenas no final do incremento de carga, uma vez que torna-se indesejavel a
introducao de uma descontinuidade em um sistema nao equilibrado.

As descontinuidades sao introduzidas como linhas retas dentro dos elementos (o
vetor n normal a descontinuidade é uma constante dentro de cada elemento). Uma
vez que, no contexto tedrico de fissura coesiva, a energia total de fratura é dissipada
com a separacao entre as superficies fissuradas e nao com a criagao dessas superfi-
cies (como ¢ tratada na Mecanica da Fratura Linear-Elastica), o resultado numérico
do método aqui descrito nao é particularmente sensivel a quando exatamente uma
descontinuidade é estendida, ou mesmo a qual o valor do comprimento dessa exten-
sio. E possivel (e inevitavel sob o refinamento da malha) que uma descontinuidade
propague-se por mais de um elemento finito ao final de um incremento de carga. A
introducao de uma descontinuidade através de um elemento inteiro pode conduzir a
saltos de tensao na introducao da descontinuidade, porém, a experiéncia indica que
isso nao tem influéncia na robustez do algoritmo, além do que, sob o refinamento
da malha, os saltos de tensao tendem a ser minimizados. Por outro lado, tais saltos
de tensao podem trazer problemas no célculo da direcao correta de propagacao da
fissura, uma vez que esse calculo depende dos valores das tensoes que se desenvolvem
nas proximidades da ponta da fissura. Esse problema é tratado posteriormente, no
capitulo [5] na secao [5.4.2]

Diferente de outros modelos, nesse modelo, uma fissura precisa propagar-se a
partir de um ponto discreto. Entao, existem duas formas de uma fissura comecar:
a primeira é pela escolha de um ponto antes do inicio do calculo e a segunda é
executando um passo de carregamento elastico em toda a estrutura e verificando

onde exatamente as tensoes principais sao maiores. Na implementacao feita neste
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trabalho, a fissura se propaga a partir de um ponto escolhido antecipadamente, que
deve ser informado na entrada de dados do programa.

A consideracao mais importante na propagacao da descontinuidade é a escolha
correta da direcao da mesma. Uma vez que, normalmente, a ponta da desconti-
nuidade nao se localiza em um ponto onde as tensoes sao conhecidas com precisao
(como nos pontos de Gauss), o campo de tensoes local nao é confidvel para produzir
com precisao o vetor normal a descontinuidade de forma correta. Para superar esse
problema, tensoes nao locais sao calculadas na ponta de uma descontinuidade para
serem usadas na definicao das diregoes principais. O tensor de tensdes nao local
é calculado como uma média ponderada das tensoes, usando uma funcao de peso

Gaussiana:
2

1 r
W= -———7= exp|—=—= 4.32
(2m)3/2 I3 Xp( 2z2> ’ (432)
em que w € o peso, | determina quao rapidamente a fun¢ao de peso diminui longe

da ponta da descontinuidade e r é a distancia de um ponto até a ponta da fissura

(ver Figura [L.5).

2>
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T
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T
o
...’.:. L F LS

Figura 4.5: Funcao de peso gaussiana (Dumstorff e Meschke, 2007).

Ressalta-se que o uso da funcao de peso nao implica em uma nao localidade
no modelo, mas é um método para regularizar as tensoes locais, de modo a definir
com maior precisao a direcao das tensoes principais. Considera-se que o parametro [

tem valor igual a aproximadamente trés vezes o tamanho tipico do elemento. Alguns
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pesquisadores comprovaram que o uso de uma medida nao local para a determinacao
da direcao de propagacao da descontinuidade conduz a uma previsao mais confidvel
do caminho da fissura.

Até entao, nao foi feita nenhuma mencao sobre quais nés devem ser enriquecidos
(né enriquecido = né que possui os graus de liberdade adicionais além dos graus
de liberdade convencionais) quando o elemento ao qual pertencem é cruzado por
uma descontinuidade. Como as fungoes na base adicional v sao multiplicadas pelas
funcoes de forma de um noé particular, a base adicional de um né particular tem
influéncia somente sobre o suporte desse né (suporte do né = o(s) elemento(s) ao(s)
qual(ais) o né pertence). Logo, a fungao de Heaviside é acrescentada somente na
base adicional v dos nés cujo suporte é cruzado por uma descontinuidade.

A Figura ilustra o processo de enriquecimento dos nés passo a passo, para

cada incremento completo de carga.

1° INCREMENTO 2° INCREMENTO 3°INCREMENTO
DE CARGA DE CARGA DE CARGA

v

ponta da

descontinuidade ‘\

4° INCREMENTO 5° INCREMENTO 6° INCREMENTO
DE CARGA DE CARGA DE CARGA

Figura 4.6: Processo de enriquecimento de nds. Os nés enriquecidos sao indicados por

quadrados, e os nds regulares sao indicados por circulos.

Nesse processo, a condi¢ao que deve ser satisfeita é que o salto de deslocamentos
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na ponta da fissura seja zero. Para garantir isso, os nds pertencentes a um elemento
cujo contorno é apenas “tocado” por uma descontinuidade nao sao enriquecidos,
nenhum deles, mesmo que sejam compartilhados por outros elementos cruzados pela
descontinuidade. Somente quando a descontinuidade se propaga para o proximo
elemento é que todos os nés localizados atras da ponta da fissura sao enriquecidos
(ver Figura [4.6).

Trata-se agora da questao da integracao numérica. Quando usam-se fungoes
de forma diferentes das fungoes de forma padrao, surge a questao de como a inte-
gragao numeérica deve ser realizada. O requisito mais importante quando se usam
fungoes descontinuas é que o campo de deformacoes seja integrado adequadamente
em ambos os lados da descontinuidade. A falha de integracao em ambos os lados da
descontinuidade resulta na dependéncia linear do sistema de equagoes, uma vez que
a funcao de Heaviside nao pode ser distinguida de uma simples funcao constante.
Por isso, quando uma descontinuidade cruza um elemento, normalmente o esquema
inicial de integracao de Gauss nao é suficiente para garantir que as fungoes de forma
permanecam linearmente independentes.

Assim, um esquema especial de integracao proposto por Wells e Sluys (2001) é

ilustrado na Figura [4.7]

elemento triangular
de seis nos

ponto de integragéo no
dominio ndo-fissurado
do elemento

ponto de integragado
na descontinuidade

Figura 4.7: Esquema de integracao para o elemento triangular de 6 nds cortado por uma
descontinuidade (linha cheia). As cruzes representam pontos de integracao para o meio
continuo e as cruzes dentro de um circulo indicam os pontos de integracao para as tensoes

coesivas na descontinuidade (Wells e Sluys, 2001]).
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Os elementos que nao sao cruzados pela descontinuidade sao integrados pela
quadratura-padrao de Gauss; logo, no caso do elemento triangular de seis nés, sao
trés pontos de integracao. Porém, quando um elemento triangular de seis nés é cru-
zado por uma descontinuidade, os dominios 2} e ©_ do elemento, em cada lado da
descontinuidade, sao divididos em subdominios triangulares (ver Figura. Dentro
de cada subdominio triangular, aplica-se uma quadratura de Gauss de trés pontos.
Adicionalmente, além dos pontos de Gauss criados no dominio nao fissurado Q0 e
(2_ do elemento, acrescentam-se dois pontos de integracao sobre a descontinuidade,
para a integracao das tensoes coesivas.

O esquema de integracao proposto requer 23 pontos de integragao por elemento,
0 que pode parecer um excesso a primeira vista. Entretanto, uma vez que somente
os elementos cruzados pela descontinuidade precisam do esquema de integracao mo-
dificado, o esforgo computacional é pequeno. No dominio nao fissurado QF e Q
do elemento, o esquema proposto integra o campo de tensoes de forma redundante.
Porém, adota-se o esquema de integracao modificado para permitir a maxima fle-
xibilizagao do modelo, uma vez que pode-se desejar o acréscimo de outras funcoes
enriquecedoras além da funcao de salto de Heaviside (por exemplo, os campos pro-
ximos a ponta da fissura usados pela Mecanica da Fratura Linear-Eléstica). Como
¢ indesejavel que o esquema de integracao seja modificado para cada grupo dife-
rente de fungoes de enriquecimento que se queira usar, o custo computacional da
integracao redundante em um pequeno nimero de elementos torna-se desprezivel.

De forma complementar, para se ter uma visao geral da estrutura usada na
implementagao computacional do modelo proposto neste trabalho, o Apéndice [A]
deve ser consultado. Nele, dentro de um contexto de Projeto Orientado a Objeto,
sao indicados, esquematicamente, cada um dos elementos numéricos necessarios a
montagem do modelo de fissuras coesivas baseado no XFEM, conforme cada um dos

aspectos descritos aqui neste capitulo.



Capitulo 5

SIMULACOES NUMERICAS

5.1 Introducao

Neste capitulo, serao apresentados os resultados de alguns exemplos numéricos
que foram processados no INSANE, usando-se elementos finitos planos de seis
nos, no Estado Plano de Tensoes, capazes de suportar uma fissura coesiva. Os
exemplos foram extraidos de artigos publicados em periédicos internacionais que
apresentam métodos numéricos de implementacao de fissuras coesivas baseados no
XFEM. Assim, foi possivel comparar os resultados encontrados neste trabalho com os
resultados apresentados por outros pesquisadores. No caso da compressao diametral,
as referéncias tomadas foram a NBR-7222 (ABNT) 1994) e a NBR-6118 (ABNT]
2003). Os exemplos de aplicagdo numérica foram selecionados e apresentados em
ordem crescente de complexidade.

Na sec¢ao[5.2] o ensaio de tragao é repetido conforme proposto porMergheim et al.
(2005)), e os resultados obtidos com o INSANE sao aqui apresentados e comparados
aos resultados da referéncia citada.

Em seguida, na se¢ao [5.3] simula-se o ensaio de compressao diametral, conforme
proposto por [Carneiro e Barcellos| (1949), para a verificacao da validade da relagao
entre os esforcos aplicados e a resisténcia a tracao do material que foi proposta por
ele a partir dos ensaios de compressao feitos em cilindros de concreto carregados em

seu plano diametral.
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Na secao |b.4, uma viga biapoiada sujeita a uma carga concentrada vertical,
aplicada no meio do vao, ¢é estudada, e uma limitacao do modelo relativa ao critério
de célculo da direcao da fissura é explorada. Para esse ensaio de flexao em 3 pontos,
verifica-se a capacidade do modelo em descrever a propagacao de uma fissura com
trajetoria linear (secdo e com trajetdria curva (secao . Nessas secoes,
os resultados aqui obtidos sao comparados aos resultados apresentados por |Wells e
Sluys| (2001)).

Finalmente, na se¢ao apresenta-se o ensaio de cisalhamento em quatro pon-
tos, no qual a propagacao da fissura esta sujeita aos Modos I (Figura e Il
(Figura de abertura de fissura. Nessa secao, os resultados obtidos com o
INSANE também sao comparados com os resultados publicados por [Wells e Sluys

(2001).
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5.2 Tracao - Modo 1

Neste exemplo, o objetivo é avaliar a reposta de uma chapa quadrada de concreto,
de espessura unitaria, engastada na base e submetida a um carregamento uniforme
distribuido na parte superior. As informacoes da geometria e das condigoes de
contorno estao indicadas na Figura [5.1 O ensaio é controlado pelo deslocamento
vertical Dy. Uma fissura coesiva é introduzida na parte esquerda da chapa, conforme
indica a linha tracejada mostrada na Figura [5.1, propagando-se da esquerda para a
direita quando as tensoes na se¢ao atingem o valor da resisténcia a tracao f;. Como
as tensoes de tragao sao uniformes ao longo da secao, a fissura propaga-se ao longo
de toda a secao da chapa. Os valores usados para os parametros do material sao:

E =100 N/mm?; v =0.0; f; = 1.0 N/mm? e G; = 0.02 N/mm.

i

1.0 N/mm

1.0 mm

espessura = 1.0 mm

1.0 mm

Figura 5.1: Geometria e condi¢oes de contorno da chapa quadrada.

Duas malhas distintas foram usadas para a discretizacao do problema: uma
malha de 32 elementos (Figural5.2)) e outra de 128 elementos (Figura[5.3)). O objetivo
do uso de duas malhas, uma mais grosseira e outra mais refinada, foi averiguar se

os resultados apresentavam alguma dependéncia da discretizacao.
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Figura 5.2: Discretizagao da chapa em malha de 32 elementos.

Figura 5.3: Discretizacao da chapa em malha de 128 elementos.
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A propagacao da fissura na malha de 32 elementos pode ser vista na Figura
e, na malha de 128 elementos, pode ser vista na Figura Como ja era esperado,
a fissura se propaga em uma linha reta ao longo de toda a segao transversal das

malhas.

Figura 5.4: Propagagao da fissura com malha de 32 elementos.

Figura 5.5: Propagagao da fissura com malha de 128 elementos.

A deformada de cada malha é mostrada nas Figuras [5.0] e Nessas figuras,
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para fins de visualizacao, os valores dos deslocamentos foram multiplicados por um

fator de escala igual a 10.

Figura 5.6: Deformada da malha de 32 elementos.

Figura 5.7: Deformada da malha de 128 elementos.

Os resultados do fator de carga total e deslocamento vertical Dy de cada malha
foram plotados no gréfico da Figura[5.8l A partir da inspegao desse grafico, pode ser

constatado que os resultados nao dependem da discretizagao. Os resultados obtidos
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pelo INSANE coincidem com os resultados publicados por Mergheim et al.| (2005).

Além do teste de dependéncia de malha, no qual o modelo mostrou-se independente
da discretizacao, é importante mostrar também, neste exemplo, outro resultado
interessante relativo ao modelo constitutivo de fissura coesiva, usado na regiao da
fissura.
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Figura 5.8: Chapa Quadrada - Relacao Fator de Carga x Deslocamento.

Na Mecanica da Fratura, por defini¢ao, a energia de fratura Gy ¢ considerada
um parametro de fratura para o material e corresponde a energia necessaria para
separar completamente uma fissura de area unitaria (no caso do modelo de fissura
coesiva, que é aqui adotado). A energia de fratura G é igual a area sob o gréfico
o(w), conforme mostrado na Figura . Assim, no exemplo da chapa quadrada de
espessura unitaria, sujeita unicamente a esforcos de tracao, tem-se uma reproducao
exata do modo I de abertura de fissura, no qual a area da superficie da fissura
que é separada possui valor unitario (1.0mm de espessura da chapa x 1.0mm de
comprimento da se¢ao). Logo, a curva de amolecimento ou softening da Figura ,

dada pela parte decrescente do gréfico, reproduz exatamente a relagao o(w) da
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Figura[2.11] Ou seja, a drea sob a curva de amolecimento da Figura[5.§ tem que ser
igual ao valor de Gy fornecido nos parametros do material, que, neste exemplo, vale

Gy = 0.02N/mm (ver Figura[5.9).
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Figura 5.9: Chapa Quadrada - Area equivalente a G .

Nota-se que o valor de Gy usado por Mergheim et al| (2005) em sua publicagao

parece ser inconsistente com o grafico de softening 14 encontrado. Na verdade, o
valor adotado para a espessura da chapa quadrada nao foi mencionado naquela
publicacao. Assim, partindo-se do principio de que o valor da espessura usado 14
tenha sido unitario, o valor que deve ter sido usado para a energia de fratura é
Gy = 0.02 N/mm, apesar de ter sido publicado um valor de Gy = 0.1 N/mm.

Colocando-se de outra maneira: se a area sob a curva de amolecimento que foi

publicada por [Mergheim et al.| (2005)) for calculada, encontrar-se-4 o valor de 0.02,

diferente do valor 14 indicado nos parametros do material de Gy = 0.1 N/mm.
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5.3 Compressao Diametral

O ensaio de compressao diametral, registrado por (Carneiro e Barcellos| (1949), é
um ensaio simples de verificacao da resisténcia a tragao de um corpo de prova cilin-
drico de concreto que é deitado e submetido a esforcos de compressao, rompendo-se
em tracao, devido a formacao de uma fissura vertical em seu plano diametral. Ape-
sar de também ser usado para rochas, o ensaio de compressao diametral, também
conhecido como “ensaio brasileiro”; foi inicialmente usado para o concreto e esta nor-
matizado pela NBR-7222 (ABNT} 1994)). Esse ensaio é usado para a determinagao
indireta da resisténcia a tracao do concreto, fe sy, € é aceito pela NBR-6118 (ABN'T,
2003) como um dos métodos para se determinar o valor da resisténcia a tragao di-
reta do concreto, f.. Conforme o item 8.2.5 da NBR-6118, o valor de f. pode ser
considerado igual a 0,9 fe sp-

Neste exemplo, o objetivo é simular numericamente o ensaio realizado por (Car-
neiro e Barcellos| (1949)), para a verificagao da validade da relagdo matemaética, pro-
posta por eles, entre a forga aplicada P e a tensao .., (ver Figura . Essa
tensao esta relacionada a resisténcia a tragao do material e, consequentemente, a

formacao da fissura vertical no corpo de prova.

Fissura
vertical

2P
cstrac;eio "nDL

L = comprimento do
corpo de prova = 30cm

D = diametro do corpo
P de prova = 15cm

Figura 5.10: Ensaio de compressao diametral proposto por |Carneiro e Barcellos| (1949).
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De acordo com a NBR-7222; a férmula para o calculo da resisténcia a tragao por

compressao diametral, f; p, ¢ dada por:

2-F

oo =20T (51)

em que F' é a carga maxima obtida no ensaio, d é o diametro do corpo de prova e L
é a altura do corpo de prova.
Aqui, o exemplo consiste em verificar se, fornecidos os valores de d, L e f; p, a

carga maxima serd equivalente a

_ft,D'7T‘d~L
N 2

F (5.2)

Adotam-se, entao, os seguintes valores para os parametros indicados na Equa-
¢ao : d=15em; L =30cm e f; p = 21.22066 kg f/cm?.

Substituindo-se os valores acima na Equagao [5.2], obtém-se F' = 15000 kg f. As-
sim, o modelo numérico de compressao diametral é carregado no INSANE com os
valores acima indicados (ver Figura e com os seguintes parametros do material:

E =219273.6202 kg f/cm?; v = 0.2; f; = 21.22066 kg f/cm? e Gy = 0.05 kg f/cm.

15000 Kgf

30 cm

espessura =

15000 Kgf

15 cm

Figura 5.11: Geometria e condigoes de contorno do ensaio de compressao diametral.
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A expectativa é de que o limite de carga seja atingido com um fator préximo
ou igual a unidade, uma vez que se aplica uma carga F' = 15000 kgf ao cilindro.
Aproveitando-se a simetria do problema, somente a parte superior do cilindro é
discretizada. O controle do ensaio ¢é feito pelo deslocamento Dz, indicado na Fi-
gura [5.17]

A malha de elementos finitos é composta por 358 elementos e é mostrada na
Figura [5.12] Neste exemplo, a fissura se propaga a partir de uma pequena falha
inicial colocada no centro do cilindro (no meio da borda inferior da malha) e segue
seu caminho numa trajetoria vertical retilinea até proximo ao ponto de aplicagao
da carga. No INSANE, a fissura é impedida de atravessar qualquer elemento que
esteja posicionado nas fronteiras da malha. Isso evita que uma fissura separe comple-
tamente a malha em duas partes independentes, o que, se acontecesse, resultaria em
uma singularidade no sistema de equagoes do problema, indicando que o movimento

de corpo livre nao foi evitado.

Figura 5.12: Discretizacao da secao do cilindro em malha de 358 elementos.

Os resultados da simulago numérica sao mostrados nas Figuras [5.13] e [5.14 O

no 112 corresponde ao ponto de aplicagao da carga, localizado na parte superior da
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malha. A Figural|b.13| mostra a relacao entre o fator de carga total e o deslocamento
do né 112 na diregao y. Ja o né 122 esta localizado na parte inferior da malha, a
extrema direita da mesma, e corresponde ao né que foi utilizado para controlar a
obtencao da trajetoria de equilibrio do problema.

A Figura mostra a relacao entre o fator de carga total e o deslocamento do

no 122 na direcao x.

—4—No 112 10
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0,010 -0,008 0,006 -0,004 0,002 0,000
Deslocamento Dy (cm)

Figura 5.13: Compressao Diametral - Relacao Fator de Carga x Deslocamento - N6 112.
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Figura 5.14: Compressao Diametral - Relacao Fator de Carga x Deslocamento - N6 122.
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Pode-se averiguar facilmente das Figuras e que o fator de carga total
ficou muito proximo de 1,0. Isso confirma a validade da equacao |5.1| e, a0 mesmo
tempo, indica que a simulagao numérica feita no INSANE produz resultados com-
pativeis com os ensaios experimentais de compressao diametral.

Na Figura [5.15, mostra-se o caminho percorrido pela fissura, e, na Figura [5.10],
a deformada da malha pode ser vista. Como era esperado, a fissura percorre um
caminho retilineo desde o seu ponto inicial, no meio da parte inferior da malha, até
o pentltimo elemento da parte superior da malha, proximo ao ponto de aplicagao

da carga.

Figura 5.16: Compressao Diametral - deformada da malha.
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E interessante ainda destacar o diagrama do campo de deslocamentos da malha

na direcao x gerado pelo INSANE e mostrado na Figura [5.17. Nesta figura, o
“salto” no campo de deslocamentos induzido pela formulacao do XFEM na simulagao

do processo de fissuracao pode ser claramente percebido.

-0.000018 0.00077 0.001555 0.002341 0.003028 Walue: Displacement-Dx-XFEM
= Min.; -0.000018

Max.: 0.003028

Figura 5.17: Compressao Diametral - deslocamentos na diregao x.



84

5.4 Flexao em 3 Pontos

5.4.1 Introducao

Para que haja propagacao de uma fissura coesiva dentro de um elemento, é neces-
sario que existam tensoes de tragao atuando no mesmo e que essas tensoes excedam
o valor da resisténcia a tragao do material. Assim, no processo de propagacao da
fissura dentro da malha, as tensoes principais nos pontos de Gauss dos elementos
que estao a frente da fissura sao constantemente avaliadas, e a fissura vai se propa-
gando elemento a elemento enquanto houver tensoes de tracao acima do valor de f;.
Quando sao encontradas tensoes de compressao ou tensoes de tracao inferiores ao
limite de resisténcia a tracao do material, a fissura é impedida de continuar até que
tais valores ultrapassem o valor de f;.

Nas secoes e foram apresentados exemplos numéricos que possuem uma
caracteristica comum relativa as condigoes de propagacao da fissura: um estado de
tensoes de tragao uniforme na regiao da estrutura atravessada pela fissura ao longo
de toda a secdo. Assim, tanto no caso da chapa quadrada sujeita a tracao quanto
no caso do cilindro sujeito a compressao diametral, a fissura se propaga quase que
instantaneamente, atravessando varios elementos de uma sé vez. Isso permite que a
fissura se propague praticamente por toda a secao, elemento a elemento, dentro de
um unico passo incremental de carga, no caso da chapa quadrada, e dentro de dois
ou trés passos incrementais, no caso do cilindro. Logo, no processo de propagacao
da fissuracao dos casos citados, as tensoes dentro de cada elemento a ser atravessado
pela fissura nao sofrem a influéncia de uma variacao de tensoes do elemento anterior.
Consequentemente, a propagacao da fissura da-se sem nenhuma dificuldade.

No exemplo desta secao, serd abordado um problema mais complexo do ponto de
vista da propagacao da fissura: a flexao em 3 pontos. Esse problema, por produzir
um estado de tensoes nao uniforme ao longo da secao estudada, torna a propagacgao

de uma fissura coesiva dentro de um elemento finito um processo dependente da
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variacao de tensoes do elemento anterior. Nesse caso, a propagacao da fissura de um
elemento para outro depende da mudanca no estado de tensoes desses elementos.
Assim, no caso da flexdo em 3 pontos, a propagacao pode encontrar elementos a sua
frente que estao inteiramente comprimidos e precisam passar a um estado tracio-
nado para que o processo de propagacao continue. Essa transicao natural no estado
de tensoes de um elemento que possui uma fissura coesiva pode trazer dificuldades
na avaliacao correta da direcao de propagacao da fissura. Assim, calcular correta-
mente a direcao da fissura em cada etapa da propagacao é fundamental para que os
resultados da andlise sejam confidveis.

O método para o calculo da direcao de propagacao da fissura implementado neste
trabalho é muito simples e pode ser considerado um método local de avaliacao da
diregao de propagacao. A direcao de propagacao é tomada como a média ponderada
das direcoes principais avaliadas nos pontos de Gauss pertencentes a um ou mais
elementos a frente da fissura. Tal processo esta descrito na secao (4.6

Além desse método, que se baseia em um critério local de média ponderada de
tensoes, existem outros métodos, usados para o calculo da dire¢ao de propagagao
da fissura, que se baseiam em premissas da LEFM ou em critérios globais, como
o de energia (Meschke e Dumstorff, 2004). Uma comparagao entre esses critérios,
num contexto de propagacao de fissuras no concreto usando-se o XFEM, pode ser
vista em Meschke et al| (2006). L& sdo mostrados os resultados da propagagao
de uma fissura em alguns exemplos numéricos diferentes, nos quais a abertura de
fissura ocorre no Modo I e no Modo Misto (I + II). Assim, para cada exemplo, sao
comparados os resultados dos diferentes critérios de propagacao. Nesse comparativo,
dependendo do exemplo, os resultados do modelo baseado no critério local de média
ponderada de tensoes apresenta resultados diferentes e pouco confidaveis em relacao
aos demais.

A seguir, essa limitacao relativa ao critério de propagacao da fissura baseado na

média de tensoes, como implementado neste trabalho, é abordada no exemplo da
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flexao em 3 pontos.

A Figura[5.1§ mostra a geometria e as condigoes de contorno de uma viga biapoi-
ada. Este exemplo é extraido do trabalho de Wells e Sluys| (2001)) e, de acordo com
essa publicacao, adotam-se aqui os seguintes valores para os parametros do material:

E =100 N/mm?; v = 0.0; f; = 1.0 N/mm? e G; = 0.1 N/mm.

llN

i espessura = 1 mm

D
5 mm 5 mm

Figura 5.18: Geometria e condigoes de contorno do ensaio de flexdo em 3 pontos.

Usando-se os dados acima, sao adotadas quatro malhas distintas:

e Malha I — Malha estruturada formada por 150 elementos dispostos em faixas

inclinadas a 45° & esquerda (Figura [5.19));

e Malha IT — Malha estruturada formada por 150 elementos dispostos em faixas

inclinadas a 45° a direita (Figura |5.20));

e Malha III — Malha nao estruturada formada por 184 elementos com uma

coluna central estruturada de elementos (Figura [5.21)) e

e Malha IV — Malha nao estruturada formada por 622 elementos (Figura [5.22]).



Figura 5.19: Flexao em 3 pontos - Malha I - 150 elementos.

Figura 5.22: Flexao em 3 pontos - Malha IV - 622 elementos.

87
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Inicialmente, uma fissura é inserida na regiao central da viga, na parte inferior,
e sua propagacao € estudada usando-se as Malhas I, II e III. Espera-se que a sua
propagacao aconteca de baixo para cima, em uma trajetéria retilinea. As malhas
usadas sao grosseiras, mas suas topologias foram estrategicamente preparadas. As-
sim, percebe-se que as Malhas I e Il sao assimétricas em relacao ao eixo vertical
central da viga e sao espelhadas uma em relagao a outra, enquanto a Malha III
possui simetria em relagao ao eixo vertical na parte central. Essas trés malhas sao
usadas para exemplificar a deficiéncia do critério usado para o calculo da direcao da
fissura. Os resultados e observagoes sao mostrados na segao [5.4.2}

Em seguida, estuda-se o comportamento de uma fissura inicial deslocada 0.7 mm
a direita do eixo central vertical da viga. Sua propagacgao nas Malhas I, IT e IIT é
mostrada na se¢ao [5.4.3] Nessa mesma se¢ao, a Malha IV é usada com o mesmo ob-
jetivo e, por ser mais refinada, sua trajetoria de fissuracao é usada para comparacao

com os resultados apresentados por [Wells e Sluys| (2001]).

5.4.2 Fissura de Trajetéria Linear

Na Malha I, observa-se que a fissura iniciada no centro da viga, na parte inferior,
propaga-se na direcao vertical, em uma trajetéria linear, até a metade inferior da
viga. A partir dai, sua propagacao sofre um desvio para o lado esquerdo até a parte
superior, no final da propagagao (Figura . Um comportamento semelhante
pode ser observado na propagacao da fissura na Malha II, com a diferenga de que a
fissura sofre um desvio para o lado direito no trecho superior da viga (Figura .
Somente na Malha III a propagacao ocorre de forma correta: a fissura percorre uma

trajetéria retilinea desde a base até o topo da secdo central (Figura [5.25)).
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Figura 5.25: Flexao em 3 pontos - Malha III - propagagao linear da fissura.

O comportamento distinto apresentado pela propagacao da fissura em cada uma
das malhas pode ser entendido através de uma investigacao do processo de enrique-

cimento dos nés da malha. O enriquecimento de um né, no contexto do XFEM,
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consiste simplesmente no acréscimo de graus de liberdade ao né, além daqueles que
ele ja possui. Esses graus de liberdade adicionais levam em conta os deslocamentos
da superficie da fissura, tornando os nds responsaveis por repassar para todos os de-
mais elementos que o possuem o efeito do salto criado no campo de deslocamentos
do elemento atravessado pela fissura.

Assim, quando os nés de um elemento fissurado sao enriquecidos, o campo de
deslocamentos desse elemento é modificado, tornando-se descontinuo, enquanto o
campo de deslocamentos dos demais elementos que possuem os mesmos nds enri-
quecidos permanecem continuos, mas recebem o efeito dos graus de liberdade adici-
onais. A partir de um campo de deslocamentos descontinuo, um elemento fissurado
adquire a capacidade de se deslocar de forma completamente independente de um
lado e de outro da fissura. De um ponto de vista cinematico, pode-se dizer que
os noés de um lado da fissura estao desacoplados dos nds que estao do outro lado.
Assim, um elemento fissurado, cujos nés foram enriquecidos, pode possuir valores
de deslocamentos nodais completamente diferentes e independentes de um lado e
do outro da fissura. Consequentemente, os campos de deformagao e de tensao vao
reproduzir o mesmo efeito a partir dos valores dos deslocamentos nodais.

De acordo com o modelo adotado neste trabalho, a fissura propaga-se elemento a
elemento, atravessando completamente um elemento de cada vez. A partir dessa de-
finicao, quando uma fissura atravessa um novo elemento, todos os nés desse elemento
sao enriquecidos, excluindo-se os nés que se encontram na face que contém a ponta
da fissura recém-formada. Este procedimento é necessario para que se garanta que
os valores de abertura de fissura permanecam nulos na ponta da fissura e o critério
de continuidade seja atendido na inteface entre o elemento fissurado e o elemento
seguinte, que ainda nao esta fissurado. Porém, quando a fissura atravessa para o ele-
mento seguinte, entao esses nés da interface anterior podem ser enriquecidos. Este
processo esta descrito na secao [4.6]

Logo, o processo de enriquecimento dos nés de um elemento atravessado por uma
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fissura se da basicamente em duas etapas: inicialmente, somente alguns nés sao en-
riquecidos quando a fissura atravessa o elemento e posteriormente os demais nos
sao enriquecidos quando a fissura atravessa o préximo elemento a frente da ponta
da fissura. Nesse processo, uma etapa e outra podem estar separadas por um ou
mais passos incrementais dentro da analise numérica. A depender do estagio da
analise, podem ser necessarios varios passos para que a fissura atravesse o proximo
elemento. Assim, se o elemento a frente da ponta da fissura esta sujeito a esfor-
¢os de compressao, por exemplo, podem ser necessarios varios passos incrementais
para efetuar a transicdo do estado comprimido para o tracionado. Durante esses
passos de transicao, entre uma etapa e outra do enriquecimento dos néds, tém-se
alguns nds enriquecidos dentro do elemento e outros nao. O fato de que, devido ao
enriquecimento dos nos, os deslocamentos de um lado e do outro da fissura estao de-
sacoplados, somado ao fato de que alguns nés estao enriquecidos e outros nao, pode
produzir valores de deslocamentos, deformacoes e tensoes muito diferentes entre si,
de um e do outro lado da fissura, préximo a ponta da mesma, durante a transicao
das etapas de enriquecimento.

As Figuras [5.20] [5.27] e [5.28 mostram alguns estégios no processo de enriqueci-

mento dos ndés da Malha I. Os nés enriquecidos sao destacados para que se perceba
o processo de enriquecimento de um estagio para o outro. Nota-se uma assime-
tria no enriquecimento dos nés em relacao a linha de fissuracao, tanto no estagio 1
(Figura quanto no estagio 3 (Figura . Foi observado que os valores das
tensoes nos pontos de Gauss localizados simetricamente de um lado e do outro da
ponta da fissura, durante os passos incrementais de transicao entre o estagio 1 e o
estdgio 2 de enriquecimento, apresentam valores muito diferentes entre si. Assim,
enquanto as tensoes o,, do lado direito apresentam valores positivos, as tensoes 0,
do lado esquerdo apresentam valores negativos. Esperava-se encontrar valores simé-
tricos de tensoes, no entanto, foram encontrados valores muito diferentes em modulo

e sinal.



Figura 5.28: Flexao

em 3 pontos - Malha I - nés enriquecidos - estégio 3.
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Percebe-se a influéncia dessas disparidades dos valores das tensoes na direcao do
trecho da fissura que atravessa o elemento no estagio 2 (Figura , que inclina-se
para a esquerda. Como no estagio 2 o enriquecimento dos nds torna-se simétrico, a
disparidade entre as tensoes de um lado e de outro da ponta da fissura, na transigao
do estégio 2 para o estdgio 3, diminui. Assim, a inclinagdo do novo trecho da fissura
que aparece no estagio 3 é amenizada. Porém, novamente aparece a assimetria no
enriquecimento dos nés no estagio 3, e o proximo trecho da fissura sofrera uma
inclinagao mais acentuada a esquerda. Uma vez que a direcao de propagacao de
cada trecho da fissura é calculada por uma média ponderada das tensoes préximas
a ponta da mesma, os valores distorcidos de tensoes nessa regiao provocam direcoes
de propagacao distorcidas.

A alteragao da direcao correta da propagacao da fissura em cada trecho de en-
riquecimento assimétrico, aliada ao fato de que cada novo trecho da fissura comeca
no final do ultimo trecho, produz um resultado de propagacao impreciso na parte
superior da Malha I, conforme pode ser visto da Figura [5.23

Um comportamento andlogo pode ser observado na Malha II, onde a fissura se
propaga seguindo uma direcao inclinada para a direita na parte superior da viga
(Figura . De maneira semelhante a Malha I, os estdgios de enriquecimento de
alguns nds sao mostrados nas Figuras [5.29] [5.30| e [5.31] A mesma assimetria no

processo de enriquecimento dos nés da Malha II pode ser observada. Analisando-se
os valores das tensoes em pontos de Gauss simetricamente posicionados em relagao a
linha da fissura e localizados a sua frente, foram encontradas as mesmas disparidades
nos tensores de tensao. A diferenca agora é que a fissura é desviada para o lado

direito em relacao a sua trajetoria central.



Figura 5.31:

Flexao em 3 pontos - Malha IT -

nos enriquecidos - estégio 3.
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Em seguida, observa-se a trajetéria da fissura seguindo seu caminho corretamente
na Malha III (Figura . Uma inspegao das Figuras e mostra que, nesse
caso, o processo de enriquecimento dos nés da Malha IIT acontece de forma simétrica
em relacao a linha de fissuracdo. Assim, apesar de os nés dentro de um elemento
fissurado continuarem a ser enriquecidos em dois estagios, a cada estégio, ao longo
de todo o processo de propagacao, o enriquecimento mantém-se simétrico. Como
resultado, os tensores de tensao avaliados proximos a ponta de cada trecho da fissura
também apresentam-se simétricos em relacao a linha da fissura e, consequentemente,

os valores calculados da direcao da fissura em cada trecho sao corretos.

Figura 5.33: Flexao em 3 pontos - Malha III - nds enriquecidos - estagio 2.
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E importante ressaltar que o processo de enriquecimento dos nés de um elemento
em duas etapas distintas e as disparidades que podem existir entre os valores das
tensoes nas proximidades da ponta da fissura sao caracteristicas do modelo numérico
escolhido e nao sao, em si mesmas, um defeito do modelo. Na verdade, é natural
que dentro da analise numérica existam essas disparidades de tensoes na regiao da
ponta da fissura, uma vez que o processo ¢ nao linear e a solugao vai sendo ajustada
passo a passo. Assim, ao longo do processo de enriquecimento de um elemento para
o outro, as disparidades vao sendo minimizadas a medida que os nds que ainda
nao tinham sido enriquecidos dentro do elemento passam a ser enriquecidos. Essas
disparidades, que foram ressaltadas nesse exemplo, sao localizadas em uma regiao
definida, a ponta da fissura, e sao automaticamente ajustadas durante o processo
nao linear. O problema aqui exposto estd relacionado exclusivamente ao método
usado para calcular a direcao dos trechos da fissura, durante sua propagacao, o qual
lanca mao justamente das tensoes localizadas na ponta da fissura e busca tais tensoes
exatamente no momento em que elas podem apresentar disparidades.

E por esse motivo que os métodos citados em Meschke et al. (2006)) buscam
sanar esses problemas no célculo da direcao da fissura, seja evitando o uso do efeito
dos enriquecimentos nodais na hora do calculo da direcao da fissura, como é o
caso do critério baseado na LEFM; seja através do uso de uma abordagem global,
considerando as tensoes em toda a malha, e nao apenas na ponta da fissura, como
faz o critério do algoritmo de rastreamento global; ou ainda minimizando a energia
total do corpo em estudo para determinar a direcao da fissura, como faz o critério
global de energia.

Por outro lado, observa-se ainda, na analise das Malhas I, II e III, que, apesar
dos problemas encontrados na direcao de propagacao da fissura a partir da metade
superior da viga, a direcao da propagacao na parte inferior praticamente nao foi
afetada pelas disparidades de tensao nesse trecho. Na verdade, no inicio da propa-

gacao, pelo fato de a regiao inferior da viga ja possuir predominantemente tensoes
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de tracao, nao ha a necessidade de uma transicao do estado de tensoes dos elemen-
tos dessa regiao, logo, a propagacao depende muito pouco da agao da fissura nessa
regiao. J4a a parte superior da viga esta inicialmente toda comprimida e depende to-
talmente da agao da fissura para que, gradativamente, passe do estado predominante
de compressao para o de tragao, a medida que a fissura se propaga. Logo, os valores
dos deslocamentos associados aos graus de liberdade adicionais dos nés enriquecidos
de elementos que estao localizados nessa regiao sao muito elevados e, consequente-
mente, as disparidades nos valores das tensoes associadas sao bem maiores durante
o processo de enriquecimento dos nos.

Nota-se, porém, que o uso de uma malha mais refinada nessas regioes onde a
transicao do estado de tensoes é acentuada minimiza o problema das disparidades
nos valores das tensoes nas proximidades da ponta da fissura, resultando em uma
aproximacao um pouco melhor dos valores corretos da direcao da fissura. Porém,
mesmo diante do refinamento da malha, o critério de cédlculo da direcao da fissura
baseado na média ponderada de tensoes é pouco confiavel para descrever correta-
mente a propagacao, uma vez que depende de uma simetria perfeita no processo
de enriquecimento dos nods, conforme mostrado na Malha III. Tal simetria foi in-
duzida nesse exemplo para que a limitagao desse critério de calculo da direcao da
fissura fosse claramente exposta. Na pratica, o uso de malhas nao estruturadas ou
de condigoes de contorno assimétricas tornam praticamente impossivel a ocorréncia
de um enriquecimento de néds simétrico. Consequentemente, a direcao correta da
fissura nao pode ser garantida com o uso do critério aqui adotado, mesmo diante do
refinamento da malha.

Focando-se a atencao na malha III, na qual foi possivel descrever corretamente
a propagacao da fissura de trajetoria retilinea, ressaltam-se, a seguir, os resultados
obtidos por essa discretizacao.

A Figura [5.34] mostra a relacao entre o fator de carga global e o deslocamento

na direcao y do né no qual foi aplicada a carga. Esse resultado pode ser comparado
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ao resultado obtido por [Wells e Sluys| (2001)). Percebe-se que no trabalho desses
autores foi usada uma malha bem mais refinada que a Malha III para a descricao
da fissura vertical na segao central da viga. Mesmo assim, os resultados mostrados
pela curva de softening das duas malhas sao praticamente os mesmos. Isso mostra

a capacidade do modelo de reproduzir resultados confiaveis de forma independente

da discretizacao.
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Figura 5.34: Flexao em 3 pontos - Malha III - Relagao Fator de Carga x Deslocamento.

Na Figura [5.35] mostra-se ainda a deformada da Malha III. Por dltimo, ressalta-
se o salto no campo de deslocamentos na direcao x, provocado pela fissura da Malha

IIT e mostrado na Figura [5.36]

Figura 5.35: Flexao em 3 pontos - Malha III - deformada da malha.
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Figura 5.36: Flexao em 3 pontos - Malha III - deslocamentos na direcao x.

5.4.3 Fissura de Trajetéria Curva

Nessa secao, o problema de flexao em 3 pontos continua em questao, mas agora
é apresentada a resposta das Malhas I, II e III, quando sujeitas a uma fissura que
se inicia na parte inferior da viga, em um ponto deslocado de 0.7 mm para a direita
a partir do eixo vertical no centro da mesma. Assim, o objetivo agora é mostrar
que o modelo é capaz de descrever uma fissura curva que se propaga livremente,
atravessando os elementos finitos de uma malha.

Usando-se as mesmas discretizagoes anteriores, as Malhas I, II, e III foram pro-
cessadas com a fissura inicial na nova posicao, e o resultado da trajetoria da fissura

em cada uma delas estd indicado nas Figuras [5.37 (.38 ¢[5.39 Da inspecgao dessas

figuras, percebe-se que, apesar das diferencas no tracado da fissura e dos desvios na
direcao da mesma na regiao superior da viga, todas as trés malhas sao capazes de
descrever uma trajetéria curva.

A causa das diferencas apresentadas em cada trajetéria é a mesma ja explicada
na secao [p.4.2l Devido aos mesmos motivos ja apresentados no caso da fissura de
trajetoria linear, a trajetéria da fissura curva sofre desvios do seu tragado correto,

principalmente na parte superior da malha, onde ocorre uma transicao acentuada
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no estado de tensoes dos elementos fissurados dessa regiao.

Figura 5.39: Flexao em 3 pontos - Malha III - propagagao da fissura curva.

Resultados melhores de propagacao sao obtidos com o uso de uma malha mais
refinada na regiao superior da malha, exatamente onde os valores dos deslocamento

associados aos graus de liberdade dos nds enriquecidos sao maiores e tém maior
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influéncia na transicdo do estado de tensdes dos elementos. Assim, usando-se a
mesma geometria, as mesmas condicoes de contorno e os mesmos parametros do
material das demais malhas, foi usada a Malha IV (Figura[5.22)) para a descriao da
fissura de trajetéria curva.

A propagacao da fissura na Malha IV estd indicada na Figura[5.40, Comparando-
se a trajetéria aqui mostrada com a trajetdria da fissura encontrada por[Wells e Sluys|
, verifica-se que o caminho percorrido pela fissura na Malha IV é muito seme-
lhante a trajetoria da fissura 14 indicada. Mais uma vez, constata-se a capacidade

do modelo de descrever uma fissura de trajetéria curva.

AN AT = ==
N /! /

Figura 5.40: Flexao em 3 pontos - Malha IV - propagacao da fissura curva.

Ainda s@o mostrados outros resultados relativos a Malha IV. Na Figura [5.41] é
mostrada a relagao entre o fator de carga global e o deslocamento do né de aplicagao
da carga, na direcao y. Ja na Figura ¢ mostrada a relagao entre o fator de
carga global e o deslocamento, na direcao x, do né coincidente com o ponto de apoio

da viga, localizado na extremidade direita da malha.
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Figura 5.41: Flexao em 3 pontos - Malha IV - Relagao Fator de Carga x Deslocamento
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Figura 5.42: Flexao em 3 pontos - Malha IV - Relagao Fator de Carga x Deslocamento
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Finalmente, a Figura [5.43| apresenta a deformada da Malha IV, e a Figura [5.44
mostra o salto no campo de deslocamentos x, na qual percebe-se claramente o efeito
da presenca da fissura de trajetéria curva refletido na regiao descontinua do campo

de deslocamentos.

Figura 5.43: Flexao em 3 pontos - Malha IV - deformada da malha.

[] 0.080888 0181775 0242863 031344 Value: Displacement-Dx-XFEM
Win. 0
Max.: 0.31344

Figura 5.44: Flexao em 3 pontos - Malha IV - deslocamentos na direcao x.
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5.5 Cisalhamento em 4 Pontos

O trabalho de Schlangen (1993) é um estudo muito interessante sobre os meca-
nismos que se desenvolvem no processo de fissuracao do concreto. Nesse trabalho,
o autor realiza varios ensaios experimentais de propagacao de fissuras em vigas de
concreto de diferentes propriedades e apresenta, entre outros, o ensaio de cisalha-
mento em 4 pontos, usando vigas com um tunico entalhe. A Figura [5.45 mostra a

geometria de um dos grupos de vigas usado por |Schlangen| (1993) em seu trabalho.

concreto

100 mm

ago
espessura = 100 mm

P/11
10P/11

| 180 mm
T T

20mm 20 mm 20 mm

180 mm

51— —b

20 m

Figura 5.45: Geometria e condigoes de contorno do ensaio de cisalhamento em 4 pontos.

Uma das conclusoes mais importantes do trabalho de |Schlangen| (1993)), foi veri-
ficar que, mesmo usando um carregamento misto de tracao e cisalhamento no ensaio
de cisalhamento em 4 pontos, o mecanismo de propagacao da fissura é regido unica-
mente pelo modo I de abertura de fissura. Assim, constata-se que a direcao de pro-
pagacao da fissura é perpendicular a tensao maxima de tracao, como era esperado,
mas nao hé deslocamentos relativos entre as faces da fissura na diregao tangencial.
A fissura abre-se perpendicularmente as superficies fissuradas, unicamente no modo
I de abertura de fissura. O efeito do carregamento de cisalhamento percebido nos
experimentos parece se refletir apenas em uma rotagao das tensoes principais na
viga, porém nao héa deslocamento cisalhante ao longo das faces da fissura.

Entre outras conclusoes, [Schlangen (1993) também verificou a influéncia das



105

condicoes de contorno na resposta de propagacao de fissuras nas vigas sujeitas ao
cisalhamento em 4 pontos e constatou que as mudancas nas condigoes de contorno,
mais precisamente nas vinculagoes, afetam diretamente o mecanismo de fissuracgao.
Assim, ao mudar algumas condi¢oes de contorno das vigas, o autor verificou diferen-
¢as na propagacao da fissura, na distribuicao das cargas e na resposta de softening.

Wells e Sluys| (2001)) simularam numericamente o ensaio de Schlangen para testar
se um modelo numérico de fissuras coesivas, baseado no XFEM, é capaz de descrever
o processo de propagacao da fissura que se desenvolve no ensaio de cisalhamento em 4
pontos. |Schlangen| (1993) também simulou numericamente o ensaio de cisalhamento
em 4 pontos usando um modelo de fissuras distribuidas, porém o modelo nao foi
capaz de descrever corretamente o caminho percorrido pela fissura.

Como os resultados do ensaio numérico de Wells e Sluys (2001) reproduziram
muito bem os resultados do ensaio experimental de [Schlangen! (1993), procura-se
repetir aqui o mesmo ensaio de Wells e Sluys. Logo, o objetivo desta secao é
apresentar os resultados numéricos do INSANE para o ensaio de cisalhamento
em 4 pontos conforme proposto por [Wells e Sluys (2001). Assim, de acordo com
os parametros do material usados naquele trabalho, adotam-se aqui os seguintes
valores para o concreto: E = 3.5 x 104 N/mm?; v = 0.2; f; = 3.0 N/mm?
Gy = 0.1 N/mm; diniy = 1.0 N/mm = Rigidez ao cisalhamento = constante.
E os parametros do material usado para as placas de carga foram tomados iguais
aos do aco: B = 2.1 x 10° N/mm?; v = 0.3.

Para a defini¢do dos valores das cargas concentradas, indicadas na Figura [5.45],
foi adotado P = 1.0 N.

A Figura [5.46| mostra a discretizagao usada. A malha foi montada e carregada

conforme a geometria e as condi¢oes de contorno indicadas na Figura [5.45]
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Figura 5.46: Discretizacao da viga em malha de 1206 elementos.

Usa-se uma malha composta de 1206 elementos e um maior refinamento na regiao
proxima ao entalhe para que se possa reproduzir melhor a propagacao da fissuragao,
minimizando-se o erro no calculo da diregao da fissura. No exemplo processado pelo
INSANE, adota-se um valor nao nulo e constante para a rigidez ao cisalhamento
na regiao da fissura, conforme indicado nos parametros do concreto.

Neste ponto, é importante destacar o método de controle usado para a realizacao

do ensaio numérico no INSANE. No ensaio feito por Wells e Sluys| (2001), foi usado

um método de controle de deslocamentos nao disponivel no INSANE. Segundo os
autores, a diferenca relativa entre os deslocamentos tangenciais da abertura inicial
da fissura, CMSD (Crack Mouth Sliding Displacement), foi usada para controlar o

incremento de carga, aliada a uma estratégia de iteracao de comprimento de arco.

No ensaio experimental de [Schlangen (1993)), o ensaio é controlado por incrementos

de carga até um certo estagio e, em seguida, o circuito passa a ser controlado pelos
deslocamentos relativos a superficie da viga.

No ensaio numérico aqui realizado, por nao ser possivel reproduzir as mesmas

condicoes de controle de deslocamentos de Wells e Sluys| (2001) e nem as condi-

¢oes de controle de carga/deslocamento de |Schlangen| (1993) no INSANE, usou-se

simplesmente o controle de deslocamento vertical do né 2419, localizado no ponto
de aplicagao da carga vertical de maior valor, na parte inferior e central da viga.

Assim, os incrementos de carga no ensaio sao feitos através da prescricao desses
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Figura 5.47: Cisalhamento em 4 pontos - propagacao da fissura.

A Figura[5.47] mostra a propagagao da fissura na malha usada. Percebe-se que a
propagagcao segue uma trajetoria curva, compativel com o trajeto da fissura principal

que se propaga nas vigas ensaiadas por [Schlangen| (1993), comecando no entalhe

inicial e terminando préximo a placa de carga na parte inferior da viga. Nota-se
que, no final da propagacao, a fissura sofre um desvio brusco para a direita. Tal
comportamento reflete a incapacidade do critério adotado de calculo da direcao da
fissura em reproduzir a direcao correta da propagacao em regioes de altos gradientes
de tensdo, conforme ja discutido na segao [5.4.2]

A deformada da malha é mostrada na Figura [5.48 e pode ser comparada & de-

formada da viga mostrada por |Schlangen| (1993)), em seu ensaio experimental, e a

deformada da viga de [Wells e Sluys (2001), em seu ensaio numérico. A deformada

indica que o ensaio no INSANE foi reproduzido de maneira semelhante aos ensaios
de referéncia, apesar do uso do método de controle do ensaio no INSANE ter sido

diferente em relacao aos outros ensaios citados.
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Figura 5.48: Cisalhamento em 4 pontos - deformada da malha.

Na Figura [5.49, mostra-se a relacao entre o fator de carga global e o desloca-
mento do né 66, localizado na quina superior direita do entalhe. Comparando-se
esse grafico com os graficos apresentados nas referéncias, percebem-se algumas dife-
rencas. Inicialmente, nota-se que o limite de carga do grafico aqui mostrado nao é
coincidente com os demais. Enquanto o limite de carga das referéncias ocorre por
volta de 40 kN, encontra-se aqui o valor de 48 kN. Tal fato pode ser atribuido a
uma diferenca de condigoes de contorno na execuc¢ao do ensaio feito no INSANE
em relagao aos outros, uma vez que o método de controle usado aqui foi diferente
dos demais. Outra diferenca clara é na faixa de valores de deslocamento, no eixo x
do grafico da Figura Isso é facilmente explicado pelo fato de que, nos ensaios
de referéncia, os valores de deslocamentos verticais plotados no eixo x sao relativos,
ou seja, sao a diferenca entre os valores dos deslocamentos verticais absolutos entre
as quinas do entalhe inicial. Ja em nosso grafico, foram plotados os valores absolutos
do deslocamento vertical da quina direita do entalhe, por isso sao valores maiores
em relacao aos outros. Outra discrepancia pode ser observada no final da curva de
softening, mostrada na Figura [5.49, que torna-se menos acentuada. Tal comporta-
mento é o reflexo da mudanca brusca da direcao da fissura no final da propagacao,

que acrescenta uma ductilidade artificial a curva de softening nesse trecho.
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Figura 5.49: Cisalhamento em 4 pontos - Relagao Fator de Carga x Deslocamento Dy.

Apesar das diferencas entre os resultados aqui obtidos e os resultados mostrados
nas referéncias, fica bastante evidente a capacidade do modelo numérico implemen-
tado no INSANE de representar, com uma precisao razoavel, a propagacao da
fissura no ensaio numeérico de cisalhamento em 4 pontos. Assim, acredita-se que,
usando-se um critério de calculo da direcao da fissura mais confiavel e um método
de controle do ensaio compativel, os resultados encontrados pelo INSANE seriam
precisamente equivalentes aos resultados referenciais.

Nas Figuras e sao mostrados ainda os campos de deslocamentos da viga
sujeita ao cisalhamento em 4 pontos nas direcoes = e y, respectivamente. Mais uma
vez, nota-se a capacidade de descri¢ao cinematica do modelo numérico implementado
no INSANE, capaz de provocar uma descontinuidade nos campos de deslocamentos,

devido a agao da fissuracao.
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Figura 5.50: Cisalhamento em 4 pontos - deslocamentos na direcao x.
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Figura 5.51: Cisalhamento em 4 pontos - deslocamentos na direcao y.



Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Contribuicoes deste Trabalho

Neste trabalho, um modelo para descrever a fissuracao do concreto foi implemen-
tado no ntucleo numérico do INSANE. O modelo fisico baseou-se no conceito de
fissura coesiva, e o modelo numérico conjuga este modelo fisico com o Método dos
Elementos Finitos Estendido, XFEM. O nicleo numérico do INSANE foi ajustado
para permitir a inclusao de graus de liberdade adicionais aos nés de um elemento
finito padrao. Assim, o INSANE passou a ter uma ferramenta adicional, que per-
mitiu a aproximacao numérica de problemas fisicos caracterizados por acentuadas
nao regularidades em pequenas regioes, como € o caso das descontinuidades e singu-
laridades inseridas em um meio continuo.

O elemento finito triangular de 6 nds, ja existente no cédigo do INSANE, foi
preparado para ser capaz de receber uma fissura coesiva. Assim, quando uma fissura
atravessa um elemento finito padrao, seus nds sao enriquecidos, recebendo graus de
liberdade adicionais. Estes sao usados para descrever os deslocamentos relativos das
faces da fissura e, devido ao seu carater nodal, permitem que uma descontinuidade
seja inserida no campo de deslocamentos do elemento.

Os recursos implementados permitem uma aproximacao com precisao razoavel
da resposta de fissuracao do concreto, sendo capaz de modelar fissuras discretas que
atravessam a malha de forma independente de sua geometria e topologia. A geo-

metria da fissura, formada por segmentos lineares, permite a propagacao de fissuras
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curvas ou retilineas. Além disso, resultados satisfatorios sao alcancados mesmo com
o uso de malhas grosseiras.

Os resultados numéricos permitem concluir que o modelo aqui implementado
apresenta caracteristicas superiores em relagao aos modelos de elementos de interface
e fissuras distribuidas na representacao numérica da fissuracao do concreto, uma vez
que a propagacao nao se limita as interfaces dos elementos, e o método nao apresenta
dependéncia de malha. Seu uso é apropriado para a descricao de macrofissuras e,
embora aqui tenha sido implementado de forma a permitir que apenas uma tunica
fissura atravesse um elemento, nada impede que seja usado para descrever multiplas
fissuras no material estudado (Budyn et al. 2004).

Uma ressalva deve ser feita, porém, com respeito ao critério usado neste trabalho
para o calculo da direcao de propagacao da fissura. Tal critério baseia-se na média
ponderada das tensoes de pontos localizados nas proximidades da ponta da fissura e
mostrou-se pouco confidvel na correta predicao da propagacao em regioes com altos

gradientes de tensao.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

O Método dos Elementos Finitos Estendido tem sido alvo de muita pesquisa e
desenvolvimento nos ultimos anos. Varios avancos tém acontecido, e novas aplica-
¢oes tém sido apresentadas com o uso do XFEM. Atualmente, o campo mais maduro
de aplicagao do XFEM ¢é o de modelagem de fissuras estacionarias e sujeitas a pro-
pagagao (Belytschko et al., [2009). Porém, devido ao aprimoramento da capacidade
trazido ao Método dos Elementos Finitos pelo XFEM, a expectativa é de que ainda
muitas aplicacoes do XFEM sejam feitas em problemas de interesse da Mecanica
dos Materiais.

Algumas das aplicagoes que tém sido apresentadas com o uso do XFEM podem
ser vistas na revisao feita por [Yazid et al. (2009). Assim, o XFEM tem sido usado

na analise de interface entre materiais, na descricao de fissuras coesivas, no estudo
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de superficies sujeitas a friccao e na propagacao dinamica de fissuras, s6 para citar
algumas aplicagoes.

Além disso, o XFEM pode ser usado junto com o Método de Conjunto de Ni-
veis ou Planos (Level Set Method), para a descricio da geometria de interfaces ou
descontinuidades complexas (ver |[Sukumar et al. (2001) e Bordas e Moran, (2006)).
Essa é uma técnica numérica que evita a parametrizacao de entidades geométricas,
como superficies ou curvas, em uma malha cartesiana. Adicionalmente, ela permite
a modelagem simplificada do movimento das superficies de interface.

Portanto, de forma geral, muito ha para se pesquisar, aperfeicoar e aplicar no
uso do XFEM para a aproximacao de problemas fisicos da Engenharia. Contudo, de
forma mais especifica, relacionadas a continuidade e aperfeicoamento deste trabalho,

algumas sugestoes imediatas sao enumeradas a seguir:

1. Implementar um critério de calculo da diregao da fissura que seja mais confiavel

do que o critério baseado na média das tensoes ponderadas;

2. Ampliar a capacidade de suporte a fissuracao coesiva para os demais elementos

planos existentes no INSANE;

3. Estender a capacidade do método para a modelagem de propagacao de fissuras

multiplas em elementos planos;

4. Adicionar o Método de Conjunto de Niveis (Level Set Method) ao cédigo do
INSANE, de modo a permitir a descricao geométrica de fissuras e desconti-

nuidades complexas tridimensionais;

5. Aplicar o XFEM na descricao de fissuras coesivas em elementos solidos tridi-

mensionais;

6. A partir do uso do XFEM, implementar outros modelos capazes de descrever o
comportamento fisico nao linear de outros materiais, como o ago em situacao

de fadiga, por exemplo.
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Em resumo, o método aqui implementado para a descricao do processo de fissu-
racao do concreto, apesar de ja ter apresentado resultados satisfatorios, tem muito
ainda para ser aperfeicoado e ampliado. Além do mais, fora do escopo do estudo da
propagacao de fissuras no concreto, ha um amplo conjunto de aplicagoes na Mecanica

dos Materiais que esta aberto pelo XFEM.



Apeéendice A

O Modelo de Fissuras Coesivas, o
XFEM e o Nucleo Numérico do
INSANE

A.1 Introducao

O INSANE é um conjunto de aplicativos implementados usando-se a metodo-
logia de Classes e Objetos, de acordo com o paradigma de Programagao Orientada
a Objetos (POO). Dentre as linguagens de programagao que suportam a POO, a
linguagem Java foi escolhida para ser usada no INSANE por apresentar todas as
vantagens das linguagens de POO somadas a outra vantagem: a sua caracteristica de
portabilidade, que pode ser traduzida como a sua independéncia de plataforma (Fon-
seca, [2008)).

Os aplicativos que compoem o INSANE formam basicamente um programa
pré-processador, um pos-processador e um processador. Os dois primeiros sao res-
ponsaveis por oferecer recursos gréaficos interativos para a geragao de malhas e visu-
alizacao de resultados, respectivamente. J& o processador é o aplicativo responsavel
pelo gerenciamento e execugao de todo o célculo numérico que envolve a solucao de
um modelo discreto. Assim, o processador pode ser considerado o nicleo numérico
do INSANE.

Para a realizacao deste trabalho, foram necessarios alguns ajustes localizados

principalmente no nucleo numérico do programa. Esses ajustes compreendem a
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implementacao de classes adicionais que foram incorporadas ao cédigo de forma a
permitir que um modelo discretizado em elementos finitos triangulares de seis nos
possa tratar a propagacao de uma fissura coesiva. Como o método adotado para a
modelagem numérica desse problema especifico ¢ o XFEM, tornou-se necessario que
o nucleo numérico pudesse incorporar a suas ferramentas existentes a capacidade
de processamento de malhas compostas por elementos sujeitos a uma variagao do
numero de graus de liberdade de seus nés. Além disso, foi necessaria a criacao de
classes capazes de representar a geometria da fissura, a propagacao da mesma, o
modelo constitutivo de fissura coesiva e o processo de integracao numeérica especial,
entre outras. Também tornou-se necessaria a adi¢ao de ferramentas a algumas classes
ja existentes no ntcleo numérico, responsaveis por manipular os modelos discretos
montados com essas novas caracteristicas. Logo, novas classes, derivadas dessas
classes ja existentes, foram criadas para completar todas as ferramentas necessarias
ao tratamento do problema especifico de propagacao de fissuras.

Cabe aqui ressaltar que o ambiente de programacao do INSANE ¢é adequado a
esse tipo de ajuste, pois permite que novas caracteristicas sejam incorporadas aos
aplicativos sem a necessidade de modificagao do codigo existente. Assim, no caso de
classes que foram modificadas, o que acontece é a simples adi¢ao de novos métodos e
parametros a essas classes através de mecanismos de heranca, proprios do ambiente
de programacao adotado no INSANE. Devido a esse ambiente, o INSANE permite
que todas as suas funcionalidades ja existentes sejam aproveitadas e exige que sejam
implementadas nos aplicativos apenas as novas caracteristicas desejadas.

Com o objetivo de apresentar um panorama bem geral da implementacao feita
neste trabalho, procura-se descrever esquematicamente cada uma das principais clas-
ses que foram acrescentadas ao nicleo numérico do INSANE. Dentro de cada classe,
sao ressaltados apenas alguns métodos, considerados mais relevantes para a visuali-
zagao do funcionamento do modelo aqui implementado.

A Unified Modeling Language (UML) é uma linguagem de modelagem usada
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por desenvolvedores de software que permite a visualizacao do produto do trabalho
do desenvolvedor em diagramas padronizados. Entre os varios diagramas que sao
usados para representar graficamente o conjunto de informacgoes que constitui um
modelo UML, existe o Diagrama de Classes. O Diagrama de Classes é uma repre-
sentacao da estrutura e relacoes das classes que compoem o codigo de um aplicativo.

A seguir, para a descricao esquematica da implementacao realizada neste tra-
balho, sao apresentados os Diagramas de Classe das principais classes que foram
acrescentadas ao nucleo numérico do INSANE para possibilitar o uso do modelo

numérico de fissuras coesivas no contexto do XFEM.

A.2 Ntucleo Numérico

o java.util.Observer

AN
G java.util.Observable G Persistence G java.util.Observable
€9 Model {® solution
ﬁ' Assembler

Figura A.1: Organizacao do nicleo numérico do INSANE.

A Figura mostra a organizacao do nticleo numérico do INSANE. Para uma
visao mais detalhada de cada uma das classes e principais métodos que formam o
ntcleo numérico, o trabalho de Fonsecal (2008) pode ser consultado.

De acordo com a Figura o nucleo numérico é composto basicamente pelas
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interfaces Model e Assembler e pela classe Solution. Dentre essas trés, apenas Mo—
del e Assembler foram ajustadas para permitir a incorporacao do modelo numérico

de fissuras coesivas baseado no XFEM.

A.3 Assembler

A Figura[A.2) mostra o diagram da classe XFemAssembler, que foi acrescentada
a hierarquia de Assembler. Os métodos de XFemAssembler sao responsaveis pela
montagem do sistema de equacoes matricial do problema, levando em consideragao
a modificacao do tamanho das matrizes envolvidas ao longo do processamento, uma
vez que novos graus de liberdade podem ser acrescentados durante o processo de

propagacao da fissura.

ﬁ' Assembler

>

@ FemAssembler 'ﬁ' Model
o femModel: Model

0O método numberEquations()
numera as equacdes dos nés
(® XFemAssembler da malha levando em
consideracdo os graus de
liberdade adicionados ao
longo da analise.

@ numberEquations(): void

Figura A.2: Diagrama de classe para XFemAssembler.

A.4 Model

No caso da interface Model, as alteracoes foram mais amplas e a Figura [A.3]

mostra o diagrama de classe de XFemModel, que foi adicionada a hierarquia de Model.
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Nessa figura, mostram-se além da hierarquia de Model, as demais dependéncias
das classes FemModel e XFemModel.

De acordo com o esquema de cores indicado na Figura[A.3] as classes mostradas
sao classificadas como inalteradas, alteradas ou novas. Assim, as novas classes das
quais depende a classe XFemModel sao mostradas a esquerda do diagrama, enquanto
as classes inalteradas e as alteradas, das quais dependem as classes FemModel e
XFemModel, sao mostradas a direita do diagrama.

Tomando-se inicialmente as classes indicadas como alteradas, conforme o es-
quema da Figura[A.3] mostra-se na Figura[A.4] a hierarquia parcial da classe Cons-
titutiveModel, onde acrescenta-se a classe CohesiveCrackConstModel. Essa classe
é responsavel pela caracterizacao do modelo constitutivo de fissura coesiva usado na

regiao fissurada do dominio.

& constitutiveModel

@ mountC(am: AnalysisModel, mat: Material, cv: HashMap<Object, Object>): IMatrix
@ mountDuallnternalVariableVector(e: IVector, am: AnalysisModel, mat: Material, cv: HashMap<Object, Object>, pr: HashMap<Object, Object> ): IVector

T

(& CrackingConstModel

i

@ CohesiveCrackConstModel

@ mountC(e: IVector, am: AnalysisModel, mat: Material, cv: HashMap<Object, Object>): IMatrix
@ mountDualInternalVariableVector(e: IVector, am: AnalysisModel, mat: Material, cv: HashMap<Object,Object>, pr: HashMap<Object,Object>): IVector

0O método mountC() retorna a Matriz Tangente 0 método mountDuallnternalVariableVector() é
Constitutiva Ndo-Linear, usada para descrever usado para calcular as tensdes coesivas que atuam
0 comportamento constitutivo da regido da nas diregBes normal e tangencial as superficies da
fissura. fissura.

Figura A.4: Diagrama de classe para CohesiveCrackConstModel.

Em seguida, a Figura mostra a hierarquia parcial da classe Degeneration,
onde aparece a classe XFEMPrescribedDegeneration, que foi acrescentada para que
os Pontos de Integragao do modelo discretizado possam ser mapeados em relagao a

linha de fissura na malha.
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(8 Degeneration

i

@ PrescribedDegeneration

T

@ XFEMPrescribedDegeneration

o position: int
@ getPosition(): int

@ setPosition(position: int): void

O argumento position € usado
para mapear a Degeneragao em
relacdo a geometria da fissura.

Figura A.5: Diagrama de classe para XFEMPrescribedDegeneration.

A Figura mostra o diagrama da classe ConcreteCohesiveCrack, que ¢é adi-
cionada a hierarquia da classe Material com o objetivo de caracterizar o concreto
fissurado.

Ainda no caso das classes alteradas, a Figura [A7] indica o diagrama de classe
de CohesiveCrackProblemDriver, que foi acrescentada a hierarquia de Problem-
Driver com o objetivo de montar as matrizes de forca e rigidez dos elementos de

maneira adequada, sejam eles enriquecidos ou nao.



@ Material

o materialValues: HashMap<String, Double>

i

G LinearMaterial

T

{9 LinearElasticIsotropic

T

@ ConcreteCohesiveCrack  |--———"""

A classe Material possui 0 argumento
materialValues, que armazena todos os
parametros necessarios a caracterizacdo do
material. Na classe ConcreteCohesiveCrack,
além do Mddulo de Elasticidade e Coeficiente
de Poisson, sdo acrescentados a esse
argumento os valores de Energia de Fratura,
Rigidez Inicial da Fissura ao Cisalhamento e o

valor da Resisténcia a Tracdo do material. /

Figura A.6: Diagrama de classe para ConcreteCohesiveCrack.

@ ProblemDriver

T

8 SolidMech

T

@ Parametric

Na classe CohesiveCrackProblemDriver, os
métodos getC e getF foram sobrescritos
para que fornecam a matriz de rigidez e o
vetor de forgas, respectivamente, de um
elemento qualquer, seja ele enriquecido ou
nao. Se o elemento for enriquecido, a sua
matriz de rigidez e o seu vetor de forgas
terdo o tamanho e a distribuicdo dos
valores internos ajustados para levar em

conta os graus de liberdade adicionais. 4

@ getC(e: Element): IMatrix

@ getF(e: Element): IVector

é%

Gl PhysicallyNonLinear

T

{3 CohesiveCrackProblemDriver

@ getC(e: Element): IMatrix
@ getF(e: Element): IVector

Figura A.7: Diagrama de classe para CohesiveCrackProblemDriver.
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Na Figura ¢ mostrado o diagrama de XFEMElement, classe que foi inserida
na hierarquia de Element para que capacitasse os elementos triangulares de seis nos
a interagir com uma fissura coesiva. Assim, uma instancia de XFEMElement ¢é capaz
de reconhecer uma fissura coesiva e, a partir da geometria dessa fissura e das suas
demais caracteristicas, pode redefinir seus pontos de integracao levando em conta
a presenca da fissura, extrair os valores das tensoes coesivas que estao agindo na
superficie de fissuragao e marcar quais de seus nés devem ser enriquecidos ou nao,

sO para citar algumas das funcionalidades implementadas.

@ FElement

ZF

@ ParametricElement & Enrichmentitem

T T

@ XFEMElement

< enrichmentItemList: List<EnrichmentItem>

@ setEnrichmentForMyNodes(enrltem. Enrichmentitem, model: XFemModel). void

T

{8 XxreMTriangular

@ setEnrichmentForMyNodes(enrltem: EnrichmentItem, model: XFemModel ): void

0O método setEnrichmentForMyNodes é ZF
responsavel por marcar os nds que {9 XFEMElementT6
devem ser enriguecidos no elemento.
Isso é feito a partir das informacdes
fornecidas pelos parametros enrltem e
model.

Figura A.8: Diagrama de classe para XFEMElement.

A partir da hierarquia j& existente para a classe Node, foi acrescentada a classe
XFEMElementNode, como mostra a Figura [A.9 No processo de enriquecimento de
nos, as instancias dessa classe sao capazes de adicionar graus de liberdade aos ja

existentes, além de guardar todas as informacoes pertinentes ao enriquecimento para
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que sejam repassadas aos demais elementos que compartilham de um mesmo noé

enriquecido.

{2 Node

@ ElementNode

o node: Node

AN

{8 XFEMElementNode

@ update(): void

0O método update acrescenta
graus de liberdade ao né que é
marcado para ser enriquecido.

Figura A.9: Diagrama de classe para XFEMElementNode.

Até aqui, foram citadas as classes acrescentadas a hierarquia de superclasses ja
existentes dentro da estrutura do ntucleo numérico do INSANE. Esses acréscimos,
apesar de nao significarem nenhuma alteracao no codigo das classes ja existentes,
alteram as instancias criadas a partir da nova hierarquia, uma vez que acrescentam
funcionalidades que antes nao existiam. Dali tais superclasses terem sido classificadas
como alteradas no diagrama da Figura [A.3]

A seguir, baseando-se ainda na classificacao da Figura [A.3] sdo mostradas as
classes novas que foram adicionadas ao nticleo numérico do INSANE. Essas classes
foram criadas para que novas entidades numéricas relacionadas ao modelo de fissura
coesiva baseado no XFEM pudessem ser tratadas pelo processador. Conforme o
esquema proposto por Bordas et al.| (2006), essas novas entidades sao descritas a

seguir:
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PhenomenaDetector - uma estrutura numérica para identificar um fenémeno

fisico, no caso, a propagacao de uma fissura coesiva (Figura [A.10));

CrackGrowthDirectionLaw - uma estrutura numérica para definir uma ou

mais leis que regem o calculo da diregao de propagacao de uma fissura discreta

(Figura [X.11);

CrackGrowthIncrementLaw - uma estrutura numérica para definir uma ou

mais leis que regem o cdculo do incremento de uma fissura discreta (Fi-

gura |A.12);

EnrichmentItem - uma estrutura numérica capaz de montar uma fissura dis-

creta com todas as informagcoes e funcionalidades necesséarias a sua formacao

e propagacao (Figura|A.13);

EnrichmentDetector - um mecanismo numeérico para coordenar o enrique-

cimento dos ndés de um modelo de fissuras discretas baseado no XFEM (Fi-

gura [A.14));

EnrichmentFunction - uma estrutura numérica para definir uma ou mais

fungdes matemadticas de enriquecimento usadas no contexto do XFEM (Fi-

gura [X.15);

GeometryDescription - uma estrutura numérica para definir uma ou mais for-

mas de descrigdo da geometria de uma descontinuidade qualquer (FiguraA.16|);

GeometryEntity - uma estrutura numérica para definir os elementos geomé-

tricos que compdem uma descontinuidade qualquer (Figura|A.17));

IntegrationRule - um mecanismo para definir regras especiais de integragao
numeérica, necessarias no tratamento de problemas que envolvem calculos de

integrais em dominios descontinuos. (Figura [A.18]).
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G PhenomenaDetector

T

® CohesiveCrackPropagation

@ verifyPhenomenonOccurrence(elm: XFEMElement): boolean

0O método verifyPhenomenonOccurrence testa se o
critério de propagacdo foi ou nao atendido para o
elemento fornecido. Assim, quando a tensao em
qualquer ponto de Gauss do elemento ultrapassa o
valor da resisténcia a tragdo do concreto, o0 método
retorna true.

Figura A.10: Diagrama de classe para PhenomenaDetector.

superficie da fissura.

0 método getWeightedAverageOfEigenVectors calcula a
média ponderada das diregdes principais nas proximidades
da ponta da fissura e retorna o valor da diregdo normal a

G CrackGrowthDirectionLaw

@ NonLocalPrincipalStressDirection

@ getWeightedAverageOfEigenVectors(elements: List<XFEMElement>, crackTipPoint: IPoint3d, radius: double, tensileStrengthFactor: double, cTip: CrackTip): IVector
@ getWeightedFunction(gaussPoint: IVector, crackTipPoint: IPoint3d): double

(9 GaussFunctionDirection

{® BellShapedFunctionDirection

@ getWeightedFunction(gaussPoint: IVector, crackTipPoint: IPoint3d ): double

@ getWeightedFunction(gaussPoint: IVector, crackTipPoint: IPoint3d): double

0 método getWeightedFunction define a forma da fungdo matemdtica de
peso usada no calculo da média ponderada das diregSes principais.

Figura A.11: Diagrama de classe para CrackGrowthDirectionLaw.
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G CrackGrowthiIncrementLaw

I

@ BoundaryElementIncrement

@ getCrackTip(tipElement: XFEMElement, crackDirection: IVector, cTip: CrackTip): IPoint3d

0O método getCrackTip calcula o ponto de localizacdo da ponta
da fissura. Esse ponto esta localizado no contorno do elemento
que esta sendo atravessado pela linha de fissura e é calculado a

partir do Gltimo ponto da ponta da fissura usando-se a direcdo
fornecida pelo parametro crackDirection.

Figura A.12: Diagrama de classe para CrackGrowthIncrementLaw.

& Enrichmentitem

@ CrackTip
® crackinterior > 2 myCrackInterior: CrackInterior
o myTips: List<CrackTip> | @ updateMyGeometry(model: XFemModel ): void

@ updateEnrichment(model: XFemModel ): void

T
’

0O método updateMyGeometry é responsavel
por gerenciar o célculo e atualizar a geometria
da fissura a medida que esta atravessa cada

elemento durante o processo de propagacao
da fissura ao longo da malha.

\
\
\
\
\
\
\
1
\
\
\
!
\
\
\
\

\

0O método updateEnrichment coordena o

processo de enriquecimento dos nds de cada
elemento que é atravessado pela linha de
fissuracdo, indicando quais nds devem ser

enriquecidos a cada etapa da propagacao.

Figura A.13: Diagrama de classe para EnrichmentItem.
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@ EnrichmentDetector

@ setEnrichedNodes(enritem: Enrichmentitem, model: XFemModel ): void

T

(8 PolyLineDetector

@ setEnrichedNodes(enrltem. Enrichmentitem, model: XFemModel ): void

T

Gl SplitElementDetect

@ setEnrichedNodes(enrItem: EnrichmentItem, model: XFemModel ): void

0O método setEnrichedNodes percorre cada elemento da malha
para detectar inicialmente qual é o primeiro elemento atravessado
pela fissura e orienta o enriquecimento dos nds desse elemento.

Figura A.14: Diagrama de classe para EnrichmentDetector.

¥ EnrichmentFunction (8 Enrichmentitem

T ™~

{® DiscontinuousFunction

@ evaluateYourSelfAt(e: XFEMElement, gp: Degeneration ): double
& evaluateYourGradAt(gp: Degeneration ): IMatrix

Uma instancia da classe DiscontinuousFunction representa a
Funcdo de Heaviside. Tal funcdo é responsavel pela introducdo
de uma descontinuidade no campo de deslocamentos de um
elemento atravessado pela fissura. Os principais métodos
indicados retornam o valor da funcdo de Heaviside e de sua
derivada no ponto de Gauss fornecido pelo parametro gp.

Figura A.15: Diagrama de classe para EnrichmentFunction.
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@ GeometryDescription

@ /InteractsWith(e: XFEMElement, gE: GeomelryEntity ). boolean

i

{9 StandardDescription

STl
II =
/s :
/ i
/ i
i

0O método interactsWith testa se a
entidade geométrica fornecida interage & GeometryEntity
com o elemento e. Assim, para uma
descricdo padrao da geometria da
fissura, o método verifica se a linha de
fissura cruza o elemento ou ndo.

Figura A.16: Diagrama de classe para GeometryDescription.

® GeometryEntity @ GeometryDescription

4= myGeoDescription: GeometryDescription

@ Vertex

o myParent: PiecewiselLinear

© PiecewiseLinear isInside(e: XFEMElement): boolean

+]

+]

isOnEdge(e: XFEMElement): boolean
isOn(node: XFEMElementNode ): boolean

vertexList: List<Vertex>

o @0

segmentList: List<Segment>

As instancias de PiecewiseLinear e Vertex compdem as entidades geométricas
necessarias a caracterizagdo da fissura, que nesse caso é um conjunto de
--------- segmentos lineares ligados entre si em suas extremidades, ou vértices. Os
principais métodos da classe Vertex testam a posicdo da geometria da fissura
em relagdo a um elemento ou no fornecido.

Figura A.17: Diagrama de classe para GeometryEntity.
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& mtegrationRule

@ setUplntegrationPoints(e: XFEMElement, nPoints. int): void

G SplitGaussLegendreQuadrature

@ setUplntegrationPoints(e: XFEMElement, nPoints: int): void

0 método setUpIntegrationPoints cria novos pontos de
integracdo em um elemento que é atravessado por uma fissura.
Os novos pontos de integracdo sdao mapeados de acordo com a
geometria da fissura e do elemento, sendo posicionados em cada
um dos lados da linha que representa a fissura; adicionalmente
sao criados dois pontos de Gauss ao longo dessa linha.

Figura A.18: Diagrama de classe para IntegrationRule.
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