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Em pequena escala, os objetos se
comportam de modo diferente da-
quilo de que temos uma experién-
cta direta; eles nao se comportam
como ondas, nem como particulas,
nem como nuvens, ou como bolas
de bilhar, ou pesos sobre uma mola,
ou 0 que quer que seja que jd te-

nhamos visto.

(Richard Feynman)

...e a verdade ¢ que nunca se vé
com exatidao o que ocorre muito de

perto.

(Mério Palmério)

Dedico este trabalho aos meus ines-

queciveis pais.

Todo o meu amor e reconhecimento!
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Lista de Simbolos

A lista de simbolos a seguir é organizada por capitulo, de forma que um simbolo
com o mesmo significado em mais de um capitulo é definido somente no primeiro
capitulo em que aparece.

Capitulo 2 - Solucao de Equacoes Nao-Lineares de Equili-

brio
{U}
A
(K5
{oU}}
Y
1P}
{@Yj
{6U}f

{6U}9

{F}
k
oUk

J

SUF"

J

Qk
SU

Vetor de deslocamentos
Fator de carga proporcional

Matriz de rigidez tangente na iteracao 3-1 do passo
Vetor de deslocamentos incrementais da iteracao 7 do passo ¢
Incremento do fator de cargas na iteracao 3 do passo ¢

Vetor de cargas de referéncia

Vetor de forcas residuais da iteracao j-1 do passo

Vetor de deslocamentos incrementais da iteracao j associado a carga de
referéncia

Vetor de deslocamentos incrementais da iteracao j associado a carga
residual

Vetor de forgas equivalentes as tensoes internas ao final da iteracao j
Componente de deslocamento como parametro de controle

Incremento de deslocamento para a componente k na iteragao j

Incremento de deslocamento para a componente k associado a carga de
referéncia na iteracao j

Incremento de deslocamento para a componente k associado a carga re-
sidual na iteracao j
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(AU}
AN

AW
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Constante a ser controlada no método de comprimento de arco
Vetor de deslocamentos incrementais

Fator de carga incremental

Deslocamento generalizado da iteragao j

Incremento de trabalho

Fator de escala do controle de residuo ortogonal

Capitulo 3 - Continuo de Cosserat

U;

Xij

Vij

AV

AS

Microexpansao volumétrica
Vetor de deslocamentos

Tensor que contém os graus de liberdade (microrrotagoes e microdefor-
magoes) dos microcontinuos

Tensor associado a variacoes das dimensoes e distorgoes

Tensor relacionado as medidas de deformacao dos microcontinuos
Vetor de microrrotacoes

Tensor alternante

Tensor relacionado as curvaturas e as tor¢oes da microestrutura
(Classico tensor de deformacoes

Tensor gradiente de deformagoes

Grau de liberdade

Medida de deformacao

Posigao inicial do centro de massa da macrorregiao de um continuo mi-
cromorfico

Sistema fixo de eixos ortogonais

Volume da macrorregiao de um continuo micromorfico na configuragao
de referéncia

Superficie da macrorregiao de um continuo micromoérfico na configuracao
de referéncia

Centro de massa da macrorregiao de um continuo micromérfico na con-
figuracao de referéncia
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Centro de massa da microrregiao o na configuracao de referéncia
Posicao inicial do centro de massa da microrregiao Q(®
Posicao inicial de Q(®) em relacdo a P

Volume da macrorregiao de um continuo micromérfico na configuragao
deformada

Superficie da macrorregiao de um continuo micromoérfico na configuracao
deformada

Tempo

Posicao deformada do centro de massa P

Volume da microrregiao o na configuracao de referéncia
Superficie da microrregiao o na configuragao de referéncia
Posicao final do centro de massa Q@)

Representacao de Q@ na configuracio deformada
Representagao de P na configuracao deformada

Posicao final do centro de massa ¢'®) em relacdo a p
Volume da microrregiao « na configuracao deformada
Superficie da microrregiao o na configuragao deformada

Matriz de transformacao da configuracao de referéncia para a configura-
¢ao deformada

Classico tensor gradiente de deformacao
Tensor gradiente de microdeformagcao

Vetores infinitesimais

Comprimento inicial do segmento infinitesimal
Comprimento final do segmento infinitesimal
Delta de Kronecker

(Classico tensor de Lagrange das deformacoes
Tensor de microdeformacao relativa

Tensor de microcurvatura
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Vetor de macrodeslocamento

Vetor de microdeslocamento

Tensor de microdeformacoes

Tensor simétrico de deformacao

Tensor anti-simétrico de deformagao
Macrorrotagao

Densidade de energia de deformacao
Componentes do tensor de tensao
Componentes do tensor de tensao-momento
Tensor constitutivo

Diferencial total da energia potencial de deformagao

Aijkl; Bijkl; Cijkl Tensores constitutivos do material

Ay, Ay, As, (', Cy, ('3 Parametros do material eldstico, linear e isotrépico

A
E

Constante de Lamé

Moédulo de elasticidade longitudinal
Coeficiente de Poisson

Médulo de elasticidade transversal

Médulo de cisalhamento rotacional
Tensor simétrico de tensao

Tensor anti-simétrico de tensao

Metade da aresta do cubo que representa o volume de controle submetido
a flexao

Metade da aresta do cubo que representa o volume de controle submetido
a torcao

Momento de inércia

Momento fletor

Comprimento caracteristico do material a flexao
Comprimento caracteristico do material a torcao

Momento de inércia polar
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Parametro que relaciona os tensores anti-simétricos de microcurvatura e
de tensao-momento

Tensor anti-simétrico de microcurvatura

Tensor anti-simétrico de tensdo-momento

Forga de volume prescrita

Momento de volume prescrito

Parte da superficie S onde o vetor de tensao é prescrito
Parte da superficie S onde o vetor de tensao-momento é prescrito
Valor prescrito do vetor de tensao

Valor prescrito do vetor de tensao-momento

Regiao da superficie S onde prescrevem-se deslocamentos
Regiao da superficie S onde prescrevem-se microrrotacgoes
Valor prescrito do vetor de deslocamento

Valor prescrito do vetor de microrrotacao

Vetor normal unitario

Taxa de deformacao total

Parcela elastica da taxa de deformacao total

Parcela plastica da taxa de deformacao total

Taxa de variacao do tensor de tensao

Tensor constitutivo elastico do material

Superficie de plastificacao

Multiplicador pléstico

Segundo invariante do tensor desviador das tensoes
Tensao de escoamento corrente

Parametro de endurecimento (ou amolecimento)
Tensor desviador das tensoes

Vetor de tensao generalizada

Vetor de deformagao generalizada



poel

Preditor elastico para as tensoes

Tensao no inicio do passo incremental
Vetor total dos incrementos de deformacgao
Matriz constitutiva elastica

Parametro de endurecimento (ou amolecimento) corrente
Tensao de escoamento inicial

Modulo pléstico

Vetor de tensao corrigido

Parametro de endurecimento (ou amolecimento) corrigido
Incremento do multiplicador plastico

Incremento do parametro de endurecimento (ou amolecimento)
Matriz identidade

Matriz que ajuda a definir o segundo invariante do tensor desviador das
tensoes

Vetor de deslocamentos generalizados em um ponto qualquer no interior
do elemento finito

Vetor de deslocamentos nodais generalizados

Matriz das fungoes de forma do elemento finito

Matriz de operadores diferenciais

Matriz que relaciona as deformagoes aos deslocamentos nodais

Matriz constitutiva

Capitulo 4 - Continuo com Microexpansao

P
(0
Ai

Gradiente de microexpansao volumétrica
Escalar de microtensao

Vetor de microforca

Aiint, Bijit, Cij, Liji, Eijk, Fij, Giji, H, 1;, Jij Tensores constitutivos do ma-

terial

Ay, Ag, A3, Eh, Es, E5, J Parametros do material eldstico, linear e isotrépico
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C Parametro elastico do material que combina os efeitos da macro e da
microescala

H Parametro elastico do material que relaciona a microtensao com a mi-
croexpansao

K Médulo volumétrico

d, Metade do tamanho da aresta do cubo que representa o volume de con-

trole submetido a tracao

L, Comprimento caracteristico do material a tragao

[7] Microforca de volume prescrita

S\ Parte da superficie S onde o escalar de microforca é prescrito
A Valor prescrito do escalar de microforga

SSD Regiao da superficie S onde prescreve-se microexpansao

p Valor prescrito do escalar de microexpansao

Capitulo 5 - Modelo Constitutivo de Microplanos para o
Continuo Classico

EN Vetor de deformacao normal aos microplanos

ET Vetor de deformacao tangencial aos microplanos

Eij Tensor macroscopico de deformagao

n Vetor normal ao microplano

ey Parcela volumétrica da deformagao normal nos microplanos
€D Parcela desviadora da deformacao normal nos microplanos
EM Componente M da deformagao tangencial nos microplanos
€L Componente L da deformacao tangencial nos microplanos
oy Parcela volumétrica da tensao normal nos microplanos

o)) Parcela desviadora da tensao normal nos microplanos

oM Componente M da tensao tangencial nos microplanos

oy, Componente L da tensao tangencial nos microplanos

m Vetor unitario que indica a direcao M sobre o microplano
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Vetor unitario que indica a direcao L sobre o microplano

Funcao de descontinuidade que provoca uma relaxacao na restrigao cine-
matica quando ha predominancia do estado de tragao dominante

Tensao principal maxima
Valor limite minimo para a tensao principal maxima

Funcao que garante uma suave transicao do estado descontinuo para o
estado continuo

Parametros empiricos do material utilizados nas curvas de tragao volu-
métrica e desviadora.

Parametros empiricos do material utilizados na curva de compressao des-
viadora.

Parametros empiricos do material utilizados na curva de compressao vo-
lumétrica.

Parametros empiricos do material utilizados nas curvas de tragao e com-
pressao tangencial

Modulo elastico da relagao tensao-deformacao volumétrica nos micropla-
nos

Médulo elastico da relagao tensao-deformacao desviadora nos micropla-
nos

Médulo elastico da relagao tensao-deformagao tangencial nos microplanos
Parametros empiricos do material

Incremento (ou decremento) de deformagao

Emazy Emin Valores maximo e minimo da deformacao efetiva que ocorreu até o mo-

Oij
Q
dO’ij
deg

tan

ijkl

tan
E 1%

mento no microplano

Tensor macroscépico de tensoes

Metade superior da superficie de uma esfera unitaria
Incremento de tensao macroscopica

Incremento de deformagao macroscopica

Tensor constitutivo tangente macroscopico

Médulo tangente da relacao tensao-deformacao volumétrica nos micro-
planos



tan
E D

XxXiv

Modulo tangente da relacao tensao-deformagao desviadora nos micropla-
nos

Ef\a{[n, Ezcm Moédulos tangentes das relacoes tensao-deformacao tangenciais nos mi-

\ymac

croplanos

Vetor de deformagao no microplano

Tensor de deformacao macroscépico

Tensor de deformacao volumétrica macroscdpica
Tensor de deformacao desviadora macroscépica
Tensor identidade de segunda ordem

Vetor de deformagao desviadora nos microplanos
Tensor de projegao volumétrica (segunda ordem)

Tensor de projegao desviadora (terceira ordem)

Tensor identidade simétrico (quarta ordem)
Parcela desviadora do tensor identidade simétrico (quarta ordem)

Parcela volumétrica do tensor identidade simétrico (quarta ordem)
Superficie de uma esfera unitaria

Primeiro invariante das deformagoes macroscopicas

Segundo invariante das deformacoes macroscépicas desviadoras
Parametro de dano nos microplanos

Vetor das varidveis internas

Energia livre nos microplanos

Energia livre elastica nos microplanos

Parcela volumétrica da energia livre nos microplanos
Parcela desviadora da energia livre nos microplanos
Modulo elédstico volumétrico nos microplanos

Modulo elastico desviador nos microplanos
Vetor de tensao desviadora nos microplanos

Energia livre macroscopica de Helmholtz
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prmac Dissipacao macroscopica

Dre Dissipa¢ao nos microplanos

g Tensor de tensao macroscopico

Egec Tensor de quarta ordem que denota o médulo secante elasto-dano ma-
croscopico

Eiéc, Eel Tensor de quarta ordem que denota o médulo eldstico macroscépico

Kmace Modulo volumétrico macroscépico

Gmace Modulo cisalhante macroscépico

Kmie Médulo volumétrico nos microplanos

Gmic Médulo cisalhante nos microplanos

Eglan Modulo tangente elasto-dano macroscopico

y mie Forca termodinamica nos microplanos

pmic Funcao de carregamento de dano nos microplanos

gbmic Fungao que relaciona a variavel de dano as deformacoes equivalentes

maximas nos microplanos

mic

n Deformacao equivalente nos microplanos

KM Deformacao equivalente maxima nos microplanos

Ko'¢ Valor da deformagao equivalente que determina o inicio do processo de
dano nos microplanos

[me Parametro do material que representa a taxa de crescimento do dano nos
microplanos

o' Parametro do material que representa sua méxima degradacdo nos mi-
croplanos

n"mee Deformacao equivalente macroscépica

ko, k1, ko Parametros necessérios para calcular as deformacoes equivalentes devidas
a de Vree et al. (1995)

r Razao entre as resisténcias a tracao e a compressao do material

dmee Parametro de dano macroscépico

ngéincw Deformacao equivalente nos microplanos devida a Simo e Ju (1987)
d

Modulo tangente elasto-dano devido a Simo e Ju (1987)

= tanSimo
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mic

M ree Deformacao equivalente nos microplanos devida a de Vree et al. (1995)
EglanVree Médulo tangente elasto-dano devido a de Vree et al. (1995)
Wg Peso de integracao numérica para o microplano k

Capitulo 6 - Modelos Constitutivos de Microplanos para
Continuos Generalizados

L, Vetor de deformagao (de Cosserat) nos microplanos
i, Vetor de microcurvatura nos microplanos

Tensor de deformacao (de Cosserat) macroscépico

K Tensor de microcurvatura macroscopico

Yvol Tensor de deformagao (de Cosserat) volumétrica macroscopica

Ydev Tensor de deformagcao (de Cosserat) desviadora macroscopica

K™ Tensor de microcurvatura simétrico macroscépico

o Tensor de microcurvatura anti-simétrico macroscopico

o4 skuw Tensor identidade anti-simétrico (quarta ordem)

Yv Deformacao (de Cosserat) volumétrica nos microplanos

YD Vetor de deformacao (de Cosserat) desviadora nos microplanos

KN Microcurvatura normal nos microplanos

K1 Vetor de microcurvatura tangencial nos microplanos

l:) Tensor de projegao desviadora (terceira ordem)

f;’ Tensor de projecao tangencial (terceira ordem)

*’Z Tensor identidade de quarta ordem

cgvol Parcela volumétrica do tensor identidade de quarta ordem

cgdev Parcela desviadora do tensor identidade de quarta ordem

"_y%/m Parcela simétrica do vetor de deformacao (de Cosserat) desviadora nos
microplanos

’_y%fw Parcela anti-simétrica do vetor de deformagao (de Cosserat) desviadora

nos microplanos
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Parcela simétrica do vetor de microcurvatura tangencial nos microplanos

Parcela anti-simétrica do vetor de microcurvatura tangencial nos micro-
planos

Tensor de projecao normal (segunda ordem)

Parcela simétrica do tensor de projegao desviadora (terceira ordem)
Parcela desviadora do tensor identidade simétrico de quarta ordem

Parcela simétrica do tensor de projegao tangencial (terceira ordem)
Parcela anti-simétrica do tensor de projegao desviadora (terceira ordem)
Parcela anti-simétrica do tensor de projegao tangencial (terceira ordem)

Parcela da energia livre elastica nos microplanos relacionada as deforma-
¢oes de Cosserat

Parcela da energia livre elastica nos microplanos relacionada as micro-
curvaturas

Modulo elédstico volumétrico nos microplanos

Modulo eléstico desviador simétrico nos microplanos
Moédulo eléastico desviador anti-simétrico nos microplanos
Modulo eléstico normal nos microplanos

Médulo eléstico tangencial simétrico nos microplanos
Modulo eléstico tangencial anti-simétrico nos microplanos
Vetor de tensao desviador simétrico nos microplanos
Vetor de tensao desviador anti-simétrico nos microplanos
Tensao-momento normal nos microplanos

Vetor de tensao-momento tangencial simétrico nos microplanos

Vetor de tensao-momento tangencial anti-simétrico nos microplanos

Tensor de tensao-momento macroscépico

Parcela da dissipacao nos microplanos relacionada as deformacoes de
Cosserat

Parcela da dissipagao nos microplanos relacionada as microcurvaturas
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Parcela das variaveis internas relacionada as deformacoes de Cosserat

Parcela das varidveis internas relacionada as microcurvaturas

Tensor de quarta ordem que denota o moédulo elastico macroscépico re-
lacionado as deformacoes de Cosserat

Tensor de quarta ordem que denota o modulo elastico macroscépico re-
lacionado as microcurvaturas

Parametro de dano nos microplanos relacionado as deformagoes de Cos-
serat

Parametro de dano nos microplanos relacionado as microcurvaturas

Parcela da energia livre nos microplanos relacionada as deformagoes de
Cosserat

Parcela da energia livre nos microplanos relacionada as microcurvaturas

Forga termodinamica nos microplanos relacionada as deformacoes de
Cosserat

Forga termodinamica nos microplanos relacionada as microcurvaturas

Tensor de quarta ordem que denota o médulo secante elasto-dano ma-

croscopico devido as deformacoes de Cosserat

Tensor de quarta ordem que denota o mddulo secante elasto-dano ma-
croscopico devido as microcurvaturas

Tensor de quarta ordem que denota o moédulo tangente elasto-dano ma-
croscopico devido as deformacoes de Cosserat

Tensor de quarta ordem que denota o moédulo tangente elasto-dano ma-
croscopico devido as microcurvaturas

Funcao de carregamento de dano nos microplanos relacionada as defor-
macoes de Cosserat

Funcao de carregamento de dano nos microplanos relacionada as micro-
curvaturas

Parametro do material que representa a taxa de crescimento do dano
devido as deformagoes de Cosserat nos microplanos

Parametro do material que representa a taxa de crescimento do dano
devido as microcurvaturas nos microplanos

Parametro do material que representa sua maxima degradagao devido as
deformagoes de Cosserat nos microplanos
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Parametro do material que representa sua maxima degradacgao devido as
microcurvaturas nos microplanos

Parametro do material que representa o valor da deformagao equivalente
correspondente ao inicio do processo de dano devido as deformagoes de
Cosserat nos microplanos

Parametro do material que representa o valor da deformagao equivalente
correspondente ao inicio do processo de dano devido as microcurvaturas
nos microplanos

Tensor simétrico de deformagao (de Cosserat) desviadora macroscépica

Tensor anti-simétrico de deformagao (de Cosserat) desviadora macroscé-
pica

Tensor de microcurvatura volumétrica macroscopica

Parametro de dano macroscopico relacionado as deformacgoes de Cosserat
Parametro de dano macroscopico relacionado as microcurvaturas

Deformacao equivalente nos microplanos correspondente as deformagoes
de Cosserat

Deformacao equivalente nos microplanos correspondente as microcurva-
turas

Deformagao equivalente macroscépica relacionada as deformagoes de Cos-
serat

Deformacao equivalente macroscopica relacionada as microcurvaturas

Parcela da energia livre elastica macroscopica relacionada as deformagoes
de Cosserat

Parcela da energia livre eldstica macroscopica relacionada as microcur-
vaturas

Deformagao equivalente nos microplanos devida a Simo e Ju (1987) e
relacionada as deformacoes de Cosserat

Deformagao equivalente nos microplanos devida a Simo e Ju (1987) e
relacionada as microcurvaturas

Segundo invariante das deformacoes macroscopicas desviadoras relacio-
nado as deformacoes de Cosserat

Segundo invariante das deformagoes macroscépicas desviadoras relacio-
nado as microcurvaturas
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Deformacao equivalente nos microplanos devida a de Vree et al. (1995)
e relacionada as deformacoes de Cosserat

Deformacao equivalente nos microplanos devida a de Vree et al. (1995)
e relacionada as microcurvaturas

Fungao que relaciona a variavel de dano as deformacoes equivalentes
maximas correspondente as deformacoes de Cosserat

Funcao que relaciona a variavel de dano as deformacoes equivalentes
maximas correspondente as microcurvaturas

Deformacao equivalente maxima nos microplanos correspondente as de-
formacgoes de Cosserat

Deformacao equivalente maxima nos microplanos correspondente as mi-
crocurvaturas

Microexpansao nos microplanos
Microexpansao macroscopica

Vetor do gradiente de microexpansao no ponto material (ou macroscé-
pico)

Gradiente de microexpansao nos microplanos

Parcela da energia livre elastica nos microplanos relacionada as deforma-
¢oes de Cosserat e a microexpansao

Parcela da energia livre eldstica nos microplanos relacionada ao gradiente
de microexpansao

Modulo eléastico devido as deformagoes de Cosserat e a microexpansao
Modulo elastico devido a microexpansao

Modulo eléstico devido ao gradiente de microexpansao

Microtensao nos microplanos

Microfor¢a nos microplanos

Escalar de microtensao macroscépica

Vetor de microfor¢a macroscopica

Parcela da dissipacao nos microplanos relacionada as deformagoes de
Cosserat e a microexpansao

Parcela da dissipacao nos microplanos relacionada ao gradiente de mi-
croexpansao



mic
28

XXX1

Parcela das variaveis internas relacionada as deformagoes de Cosserat e
a microexpansao

Parcela das variaveis internas relacionada ao gradiente de microexpansao

Tensor de segunda ordem que denota o mddulo elastico macroscépico,
relacionando tensao com microexpansao

Modulo eldstico macroscopico relacionado a microexpansao

Tensor de segunda ordem que denota o médulo elastico macroscépico,
relacionando microtensao com as deformagoes de Cosserat

Tensor de segunda ordem que denota o moédulo elastico macroscépico
relacionado ao gradiente de microexpansao

Parametro de dano nos microplanos relacionado as deformacoes de Cos-
serat e a microexpansao

Parametro de dano nos microplanos relacionado ao gradiente de micro-
expansao

Parcela da energia livre nos microplanos relacionada as deformacoes de
Cosserat e a microexpansao

Parcela da energia livre nos microplanos relacionada ao gradiente de mi-
croexpansao

Forga termodinamica nos microplanos relacionada as deformacoes de
Cosserat e a microexpansao

Forga termodinamica nos microplanos relacionada ao gradiente de mi-
Croexpansao

Tensor de segunda ordem que denota o médulo secante elasto-dano ma-
croscopico, relacionando tensao com microexpansao

Moédulo secante elasto-dano macroscopico relacionado a microexpansao

Tensor de segunda ordem que denota o médulo secante elasto-dano ma-
croscopico, relacionando microtensao com as deformacgoes de Cosserat

Tensor de segunda ordem que denota o médulo secante elasto-dano ma-
croscopico relacionado ao gradiente de microexpansao

Funcao que relaciona a variavel de dano as deformacoes equivalentes
maximas nos microplanos correspondente as deformacoes de Cosserat e
a microexpansao
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Fungao que relaciona a varidvel de dano as deformacoes equivalentes
maximas nos microplanos correspondente ao gradiente de microexpansao

Deformacao equivalente méxima nos microplanos correspondente as de-
formacoes de Cosserat e a microexpansao

Deformacao equivalente maxima nos microplanos correspondente ao gra-
diente de microexpansao

Deformacao equivalente nos microplanos correspondente as deformagoes
de Cosserat e a microexpansao

Deformacao equivalente nos microplanos correspondente ao gradiente de
microexpansao

Funcao de carregamento de dano nos microplanos relacionada as defor-
macoes de Cosserat e a microexpansao

Funcao de carregamento de dano nos microplanos relacionada ao gradi-
ente de microexpansao

Parametro do material que representa a taxa de crescimento do dano
devido as deformacoes de Cosserat e a microexpansao nos microplanos

Parametro do material que representa a taxa de crescimento do dano
devido ao gradiente de microexpansao nos microplanos

Parametro do material que representa sua maxima degradagao devido as
deformagoes de Cosserat e a microexpansao nos microplanos

Parametro do material que representa sua maxima degradacgao devido ao
gradiente de microexpansao nos microplanos

Parametro do material que representa o valor da deformagao equivalente
correspondente ao inicio do processo de dano devido as deformagoes de
Cosserat e a microexpansao nos microplanos

Parametro do material que representa o valor da deformagao equivalente
correspondente ao inicio do processo de dano devido ao gradiente de
microexpansao nos microplanos

Parametro de dano macroscépico relacionado as deformagoes de Cosserat
e a microexpansao

Parametro de dano macroscopico relacionado ao gradiente de microex-
pansao

Deformacao equivalente nos microplanos devida a Simo e Ju (1987) re-
lacionada as deformacoes de Cosserat e a microexpansao
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Deformacao equivalente nos microplanos devida a Simo e Ju (1987) re-
lacionada ao gradiente de microexpansao

Segundo invariante das deformacoes macroscopicas desviadoras relacio-
nado ao gradiente de microexpansao

Deformacao equivalente nos microplanos devida a de Vree et al. (1995)
relacionada as deformacoes de Cosserat e a microexpansao

Deformacao equivalente nos microplanos devida a de Vree et al. (1995)
relacionada ao gradiente de microexpansao

Parametros necessarios para calcular as deformagcoes equivalentes devidas
a de Vree et al. (1995) do modelo de microplanos para o continuo com
microexpansao

Apéndice A - Exemplos Lineares Analiticos com Continuos
Generalizados
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Unidade de comprimento

Unidade de forca

Tensao

Tensao-momento

Momento fletor resultante de uma distribuicao linear das tensoes o

Momento fletor resultante de uma distribuicao uniforme das tensoes-
momento p

Tensao méaxima

Comprimento da peca

Altura da secao transversal da viga

Largura da secao transversal da viga

Area da secao transversal da peca

Tensao-momento constante na altura da viga

Deslocamentos

Microrrotacoes

Fator de escala que permite transitar entre os varios niveis de observacao

Forga resultante
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P Forca aplicada

P Simbolo matematico que mostra a redugao do efeito da carga aplicada
nos campos de tensao e de deslocamento

Yl(y), Yg(y) Funcoes resultantes de integragoes que dependem da ordenada y

Ch,Cy, K1, K9, K Constantes de integracio

@

Constante que surge na solucao exponencial da equacao diferencial

w Rotagao média da segao transversal

w Rotacao da secao transversal

EW Modulo de elasticidade longitudinal do material 1
E® Modulo de elasticidade longitudinal do material 2
v Coeficiente de Poisson do material 1

e Coeficiente de Poisson do material 2

2 Fator de parametrizacao do material 1

22 Fator de parametrizacao do material 2

H (1), C(D Parametros eldsticos do continuo com microexpansao do material 1

H (2), C®) Parametros eldsticos do continuo com microexpansao do material 2

h,c Fatores de escala
Y
(1) : - N - :
a
L Comprimento caracteristico do material a tracao do material 1
2 . ;s PN ~ .
L((;L ) Comprimento caracteristico do material a tracao do material 2
AW Area da secao transversal da barra composta pelo material 1
A®) Area da secao transversal da barra composta pelo material 2
W Microtensao
A Microforga

k1, ko, k3, ks Constantes de integracao
P Constante que surge na solucao exponencial da equacao diferencial

£ Fator que determina quais os trechos da barra sao compostos pelo mate-
rial 1 ou 2
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Apéndice B - Metodologia de Obtencao dos Parametros
dos Modelos Propostos

Jo Segundo invariante das deformacoes macroscépicas desviadoras

ko, k1, ko Parametros necessérios para calcular as deformacoes equivalentes devidas
a de Vree et al. (1995)

r Razao entre as resisténcias a tracao e a compressao do material
fi Resistencia do material a tracao

fe Resisténcia do material a compressao

d Parametro de dano

E Médulo secante

Ey Médulo eléstico do material

o Tensao generalizada

€ Deformacao generalizada



Resumo

Este trabalho refere-se a andlise nao-linear de meios parcialmente frageis por
meio do Método dos Elementos Finitos, procurando-se definir descri¢oes cinematicas
e estaticas apropriadas para estes meios.

Apontam-se as limitacoes da teoria do continuo classico, bem como as de modelos
constitutivos locais, na representacao de problemas onde ocorrem localizacao de
deformagoes. Propoe-se formulagoes termodinamicamente consistentes que retinem
as vantagens do modelo de Microplanos em considerar o comportamento anisotrépico
do material com aquelas dos Continuos Generalizados, que possuem comprimentos
caracteristicos intrinsecos a sua concepcao, sendo capazes de descrever materiais
cuja microestrutura precisa ser evidenciada para o entendimento do comportamento
estrutural.

Inicialmente, o modelo constitutivo de microplanos é formulado para o continuo
de Cosserat e, numa segunda fase, apresenta-se um refinamento do modelo proposto,
com a utilizacao do continuo com microexpansao.

Discutem-se as implementacoes dos modelos constitutivos propostos, daqueles
tomados como referéncia e de todos os recursos necessarios a completa solucao do
problema nao-linear. Estas implementagoes sao introduzidas no nicleo numérico
do sistema computacional INSANE, desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da UFMG, que utiliza a metodologia de programacao orientada a
objetos.

Simulagoes numéricas sao apresentadas. A andlise dos resultados permite discutir

a adequagao das teorias classicas e dos modelos propostos.
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Abstract

This work describes the non-linear analysis of the quasi-brittle media through
the Finite Elements Method, targeting to define appropriate kinematic and static
descriptions to these medias.

The limitations of the classical continuum theory, as well as those of the lo-
cal constitutive models, on the representation of strain localization problems, are
pointed out. In addition, are proposed thermodynamically consistent formulations
that gather the advantages of the Microplanes model for considering the material’s
anisotropic behavior together with the Generalized Continuums, that have intrin-
sic characteristic lengths, being able to describe materials which need to have its
microstructure highlighted for the understanding of the structural behavior.

Initially, the microplane constitutive model is formulated for the Cosserat con-
tinuum and, in one second phase, a refinement of the proposed model is presented,
with the use of the microstretch continuum.

The implementations of the proposed constitutive model are discussed, as well as
of those taken as reference, and also all the necessary tools to the complete solution of
the nonlinear problem. These implementations are included in the numerical core of
the INSANE computing system, a software developed at the Structures Engineering
Department of UFMG, that uses the object-oriented programming approach.

Numerical simulations are presented. The analysis of the results is followed by

a discussion of the adequacy of classic theories and proposed models.
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Capitulo 1

Introducao

Materiais granulares e heterogéneos, normalmente formados a partir da combi-
nacao de diferentes constituintes, tém sido classificados como materiais parcialmente
frageis, devido a natureza de seu fraturamento. Dentre os materiais que fazem parte
deste grupo, citam-se: argamassa, concreto simples, concreto armado, concreto com
fibras (naturais ou artificiais) e outros geomateriais.

A complexidade do comportamento desses materiais é essencialmente causada
pela composicao de seus constituintes e por suas propriedades na microescala. A
maneira com que a microestrutura do material afeta seu comportamento estd, na
maioria das vezes, relacionada a nao-uniformidade no tamanho, forma e rugosidade
de suas particulas, como mostra a figura [1.1], entre outras caracteristicas adversas.

Em estruturas de materiais parcialmente frageis, ¢ comum o surgimento de pro-
blemas de fissuracao, esmagamento, rigidez residual em regioes danificadas, perda de
aderéncia, entre outros. Na andlise do comportamento dessas estruturas, geralmente
estes materiais sao considerados como inicialmente homogéneos, eldsticos e isotro-
picos, admitindo-se que, com a aplicagao de cargas e conseqiientes deformacgoes, os
materiais deixam de ser eldsticos e isotropicos e tornam-se heterogéneos, pela ocor-
réncia de dano em tragdo e compressao nas regioes mais solicitadas. O fenomeno
ocorre de tal maneira que, durante o processo de deterioracao da estrutura, al-
guns pontos do dominio apresentam caracteristicas mecanicas distintas dos demais,

observando-se que esta combinacao de materiais com caracteristicas muito diversas



(algumas regides danificadas junto a outras com as caracteristicas do material ho-

mogéneo inicial) causa efeitos nao-lineares pronunciados na resposta da estrutura.

(c) Tamanho e forma em alta definigdo

Figura 1.1: Microestrutura de um material parcialmente fragil (Voyiadjis et al., 2005)

Em uma anélise nao-linear, via Método dos Elementos Finitos (MEF), de meios
parcialmente frageis heterogéneos, as hipdteses relativas a obtencao das deformacoes
(descri¢ao cinematica do meio) e aquelas necessérias a obtengao da resposta cons-
titutiva do material (descrigao estatica do meio) sdo de importancia fundamental.
Neste caso, faz-se necessario a concepcao de uma teoria constitutiva que permita a
formulagao de modelos baseados em aspectos relevantes da microestrutura do ma-
terial.

O estudo de meios parcialmente frageis, considerando-os como continuos e ho-
mogeneos, tem sido feito pela caracterizacao de uma dimensao estrutural, suficien-

temente grande para o tratamento como continuo e suficientemente pequena para



a ocorréncia de “softening” estavel — reducao da capacidade resistente acompa-
nhada de aumento de deformacoes —, que é funcao da natureza heterogénea do
material. Tal dimensao é muitas vezes referida como comprimento caracteristico do
material (Pitangueira, [1998)).

A introducao desta dimensao caracteristica na analise com o uso do método dos
elementos finitos é devida a Hillerborg et al. (1976]), que utilizaram o modelo de
fissuras discretas. Baseado em suas proposigoes, Bazant e Oh| (1983) formularam o
modelo de dano distribuido com inclusao de parametros de Mecanica da Fratura e
comprimento caracteristico.

Os modelos de plasticidade com gradientes representam uma outra proposta para
inserir um comprimento caracteristico a andlise, adicionando gradientes das variaveis
de estado a formulacao. Nesta aproximacao, a funcao escoamento ou multiplicador
plastico depende de derivadas espaciais de segunda ordem da deformagcao plastica
efetiva, que introduz um fator de comprimento (Aifantis, [1984)).

A associacao das caracteristicas geométricas da discretizacao com o comprimento
caracteristico do material (Bazant e Ohl [1983; Bazant, 1986) reflete a preocupagao
em representar a natureza heterogénea do material, quando o mesmo é tratado como
continuo e homogéneo, e modelar de forma satisfatéria os fenomenos associados ao
tamanho estrutural. Entretanto, esta pratica nao é recomendada, pois o compri-
mento caracteristico é uma propriedade do material e nao uma grandeza associada
ao tamanho dos elementos finitos.

Em lugar da associacao entre comprimento caracteristico do material e caracte-
risticas geométricas da malha de elementos finitos, uma outra proposta (Pitangueiral,
1998) introduz a heterogeneidade do material na anélise numeérica de estruturas, con-
siderando a aleatoriedade da distribuicao das caracteristicas mecanicas do material
no volume estrutural e a associacao entre uma dimensao caracteristica e o efeito de
escala.

Alguns autores optam pela utilizagdo de um comprimento caracteristico em um



enfoque nao-local (Bazant e Lin, [1988)). A hipdtese central deste enfoque é que a
tensao em um ponto nao é uma funcao da deformacao neste mesmo ponto, mas uma
funcao das deformagoes em um determinado volume centrado no referido ponto,
cujas dimensoes dependem do comprimento caracteristico.

Devido as deficiéncias do modelo de dano distribuido, mais recentemente o en-
foque nao-local tem sido usado, juntamente com o modelo constitutivo de micro-
planos, que assume a decomposicao do dano em parcelas volumétrica, desviadora
e cisalhante (Bazant e Ozbolt, |1990; [Bazant et al. 1996; [Kuhl et al. 2000). Em
lugar de especificar as propriedades constitutivas segundo dire¢oes ortogonais como
nos modelos ortotréopicos (Valliappan e Doolan, 1972 Hillerborg et al., [1976; Ba-
zant e Oh, (1983)), varios pesquisadores (Bazant e Gambarova, |1984; (Carol et al.|
1992; Ozbolt et al., [2001) tém proposto especificar tais propriedades por meio de
relacoes tensao-deformacao admitidas validas sobre planos de orientacao arbitraria
no material, os microplanos.

Outros pesquisadores propuseram conjugar descri¢oes estaticas consagradas com
teorias do continuo generalizado, que permitem considerar, nas relagoes constitutivas
macroscopicas, o comportamento da microestrutura do material, como por exem-
plo, os modelos elastopldsticos do continuo micropolar (ou de Cosserat) (Miithlhaus
e Vardoulakis, 1987; [Miihlhaus| |1989; de Borst| (1991 Lages, 1997). Nestes mode-
los, a inclusao do comprimento caracteristico surge naturalmente com a descri¢ao

cinematica do continuo.

1.1 Motivacao

Os meios parcialmente frageis, freqiientemente, exibem o fenémeno de amoleci-
mento ou “softening”. A aproximacao classica utilizada para descrever este com-
portamento consiste, simplesmente, em converter a curva carga-deslocamento, re-

presentativa da estrutura, numa curva tensao-deformacao, representativa do ponto



material. Numa andlise numérica, constata-se que este procedimento torna o pro-
blema de valor de contorno mal formulado, resultando em solugoes dependentes do
refinamento da malha de elementos finitos (de Borst, 1993)). Além disso, para um
caso limite de discretizagao, as deformacgoes tendem a se localizar numa regiao de
volume infinitesimal e a energia dissipada é incorretamente considerada nula (Li e
Tang, [2005)).

Para compreender este problema denominado localizacao de deformagoes nu-
mericamente induzida, muito freqiiente em modelagens numéricas de meios parci-
almente frageis, toma-se um exemplo de tracao pura (figura , cujos resultados
obtidos por meio de andlise numérica sao representados por curvas carga (F) x
deslocamentos (u) diferentes para cada discretizagao por elementos finitos adotada,
mostrando a ineficiéncia do modelo numérico utilizado. Isto geralmente ocorre por
alguma inconsisténcia no modelo adotado, de forma que, quanto maior o ntimero de
elementos finitos, maior o “erro” introduzido por esta inconsisténcia, fazendo com
que as deformacoes se localizem em uma determinada regiao da malha, quando,
para este exemplo, elas deveriam ser uniformes. Se estas localizacoes forem repre-
sentadas pelas regides destacadas nas malhas de elementos finitos da figura [1.2] o
comportamento dessas regioes é descrito pelo ramo descendente da curva tensao
(o) x deformagao (¢), enquanto as demais regioes da malha descarregam, conforme
mostra a figura[I.2] Isto explica a obtengao de diferentes respostas para cada malha
de elementos finitos utilizada, ja que, em cada uma delas, a razao entre as dimensoes
das regioes carregadas e descarregadas é distinta. Esta falta de objetividade da ma-
lha pode ser atribuida a utilizagao do continuo cléssico e/ou de modelos constitutivos
locais.

Para simular de maneira correta o fenéomeno de localizacao de deformagoes, caso
este ocorra pela existéncia de alguma regiao menos resistente do material, e impedir
a ocorréncia de localizacao de deformacoes numericamente induzida é necessario

introduzir algum tipo de mecanismo de regularizacao na teoria do continuo classico.



Uma vez que neste as tensoes e deformacoes sao definidas localmente, seria preciso
considerar uma regiao finita de envolvimento para o ponto do continuo, definida
por meio de uma dimensao caracteristica. Neste sentido, as teorias do continuo
generalizado podem ser utilizadas, destacando-se os continuos de Cosserat e com

Microexpansao.
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Figura 1.2: Localizacao de deformagbes numericamente induzida

A mecénica generalizada de Cosserat tem sido aplicada com éxito na modelagem
continua de problemas referentes a meios com algum tipo de microestruturagao
intrinseca, tais como materiais granulares de qualquer espécie (Figueiredo e Vargas,
2002). Em problemas que exibem localizacao de deformagoes, a objetividade com

relacao ao tamanho e orientacao da malha de elementos finitos pode ser garantida



se a mecanica de Cosserat é também empregada (de Borst|, [1993)).

O que diferencia a cinematica de Cosserat daquela do continuo classico e a torna
apropriada a modelagem de tais problemas é a introducao de graus de liberdade
rotacionais, independentes dos translacionais classicos, que levam a existéncia de
tensoes-momento (momento por unidade de drea) e de microcurvaturas (gradientes
das rotagoes introduzidas) que, quando conjugados energeticamente, possibilitam
o aparecimento de parametros com dimensao de comprimento nas relagoes consti-
tutivas. Através destes parametros, o continuo de Cosserat permite contemplar a
influéncia das dimensoes e a forma da microestrutura na resposta macroscéopica do
meio. Contudo, os graus de liberdade rotacionais do continuo de Cosserat nao sao
ativados em quaisquer situagoes. Para problemas onde ocorram somente tensoes e
deformagcoes normais, este continuo comporta-se como o cléssico.

Neste sentido, o continuo com Microexpansao aparece como uma outra alter-
nativa. Isto porque, além de possuir todas as grandezas cinematicas e estaticas do
continuo de Cosserat, ele introduz como grau de liberdade uma microexpansao volu-
métrica, que faz surgir parametros com dimensao de comprimento correspondentes
aos esforcos de tracao ou compressao, auxiliando na descricao de alguns fenomenos
que o continuo de Cosserat nao consegue descrever.

As descrigoes macroscopicas podem considerar também o comportamento da res-
posta anisotrépica do material utilizando-se o conceito de Microplanos, que consiste
em varios planos de orientacao arbitraria gerados sobre uma esfera com centro no
ponto material. Conhecendo-se as deformacgoes de um ponto material, as deforma-
¢oes nestes microplanos podem ser obtidas pela aplicacao de uma restricao cinema-
tica ao tensor macroscopico de deformagoes. Através de relacoes tensao-deformacao,
validas para os microplanos, calculam-se as tensoes em cada microplano. Depois de
aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais ou as Leis da Termodinamica, obtém-se
o estado macroscopico de tensoes e uma avaliacao da degradacao da rigidez.

O modelo de microplanos tem sido aplicado na modelagem via MEF, a partir



da descricao cinematica classica. Assim, a principal motivacao deste trabalho é
enriquecer a cineméatica microscopica da formulagao de microplanos, associando-a

as teorias do continuo generalizado.

1.2 Objetivos do Trabalho

Esta Tese pretende viabilizar a andlise nao-linear, via MEF, de meios parcial-
mente frageis utilizando descrigoes cinematica e estatica que permitam a inclusao
consistente de algum parametro dimensional caracterizador da natureza heteroge-
nea do meio. Para tanto, sao apresentadas formulacoes que reinem as vantagens do
modelo constitutivo de microplanos em considerar o comportamento anisotropico
do material com aquelas dos continuos generalizados, que possuem comprimentos
caracteristicos intrinsecos a sua concepcao, sendo capazes de descrever materiais
cuja microestrutura precisa ser evidenciada para o entendimento do comportamento
estrutural.

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de modelos constitutivos
que associem a descricao cinemdética de continuos generalizados com a descri¢ao
estatica do modelo constitutivo de microplanos. Apresentando-se este objetivo de

forma detalhada, esta Tese tem como objetivos especificos:

1. Implementar processos incrementais-iterativos para a solucao de problemas

nao-lineares em um programa de elementos finitos;

2. Formular um modelo constitutivo que associe a descricao cinematica de Cos-

serat a descricao estatica de microplanos;
3. Implementar o modelo do item 2 em um programa de elementos finitos;

4. Formular um modelo constitutivo que associe a descricao cinematica do con-

tinuo com Microexpansao a descricao estatica de microplanos;

5. Implementar o modelo do item 4 em um programa de elementos finitos;



6. Testar os modelos implementados no que diz respeito a capacidade de descrever

trajetorias de equilibrio de problemas diversos.

1.3 Organizacao do Texto

Este trabalho estd organizado em 9 capitulos e 2 apéndices. Os capitulos [2] [3], (4]
e [5| constituem a revisao bibliografica deste trabalho, a qual oferece o suporte neces-
sario para as formulagoes propostas nesta Tese. No capitulo[2|é detalhada a formula-
¢ao usada para solucao de equagoes incrementais de equilibrio, segundo o algoritmo
genérico proposto por Yang e Shieh (1990). Discutem-se os métodos de obtengao
de trajetérias de equilibrio com a finalidade de destacar as principais vantagens e
desvantagens de cada um. O capitulo [3] trata da teoria do continuo de Cosserat,
apresentando-se as formulagoes para modelos eldsticos, lineares e isotrépicos e para
modelos de plasticidade associada, empregando-se o critério de escoamento de von
Mises, e ressaltando-se as principais alteragoes na formulacao do MEF para esta
teoria. O capitulo [4] apresenta a teoria da elasticidade para o continuo com Micro-
expansao, bem como suas particularidades para a formulacao do MEF. O capitulo
trata do funcionamento do modelo constitutivo de microplanos, que consiste na apli-
cagao da restrigao cinematica ao tensor macroscopico de deformagoes, da obtencao
das relagoes constitutivas nos microplanos e da definicao dos tensores de tensao e
constitutivo tangente macroscépicos. Como a obtencao destes tensores exige que
seja efetuada uma integragao sobre uma esfera, neste capitulo é também apresen-
tada uma técnica de integragao numérica que usa férmulas de integracao Gaussiana
adequadas para a superficie da esfera. Sao apresentados neste capitulo o Modelo
de Microplanos com Relaza¢ao Cinemdtica (Ozbolt et al., |2001) e o Modelo de
Microplanos com Deformagao Equivalente (Leukart e Ramm)| [2006), ambos para o
continuo classico.

No capitulo[6] as formulagdes para os modelos constitutivos de Microplanos para
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o Continuo de Cosserat e de Microplanos para o Continuo com Microexpansdo sao
desenvolvidas. Estas formulacoes baseiam-se em: leis termodinamicamente consis-
tentes, leis constitutivas de dano escalar nos microplanos e deformacoes equivalentes
como grandezas controladoras do processo de degradacao do meio. As teorias ado-
tadas para a concepcao destes modelos sao justificadas nesse capitulo.

O capfitulo [7] trata das implementagdes computacionais realizadas no INSANE
(Interactive Structural Analysis Environment), sistema que utiliza a metodologia
de programacao orientada a objetos (POO) como técnica de implementagao. Esse
capitulo inicia-se apresentando uma visao geral do nicleo numérico do INSANE;,
onde as implementagoes deste trabalho foram realizadas. Em seguida, as expansoes
feitas no programa sao detalhadas abrangendo as solugoes das equagoes nao-lineares
de equilibrio com suas estratégias de iteracao, a descricao da cinematica de continuos
generalizados, a plasticidade associada para o continuo de Cosserat, os modelos de
microplanos com o continuo cléssico e os modelos de microplanos com os continuos
generalizados (Cosserat e Microexpansao).

No capitulo apresentam-se simulagoes numéricas relacionadas aos modelos
discutidos nesta Tese, tanto os aqui propostos quanto os existentes na literatura.
Destacam-se as vantagens do continuo generalizado em relagao ao continuo classico,
no que se refere a objetividade da malha de elementos finitos e a possibilidade de
melhor descrever a extensao da zona de localizacao de deformagoes. Ao final desse
capitulo, apresenta-se uma discussao dos resultados obtidos.

A apreciagao dos resultados das andlises feitas permite enumerar algumas con-
clusoes. Estas conclusoes, bem como sugestoes para futuros trabalhos de pesquisa,
sao apresentadas no capitulo [9

No apéndice[A] exemplos eldsticos lineares sao desenvolvidos analiticamente para
os continuos de Cosserat e com Microexpansao. No apéndice [B] é proposta uma
metodologia de obtencao dos parametros dos modelos formulados nesta Tese para

trabalhos futuros.
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1.4 Notacao

Adota-se o sistema de referéncia Cartesiano ortogonal e a notacao indicial em
grande parte do desenvolvimento das equagoes, valendo-se das regras segundo as
quais os indices livres variam de 1 a 3 e os indices repetidos representam somatério.
Ao se referir a parte simétrica de um tensor, seus subindices encontram-se entre
parénteses e ao se referir a sua parte anti-simétrica seus subindices encontram-se
entre colchetes. Nas equagoes matriciais, as letras entre chaves representam vetores
e as letras entre colchetes representam matrizes.

Nos capitulos [ e [, quando as Leis da Termodinamica sao aplicadas, sdo utili-
zadas letras em negrito para designar tensores, exceto os de ordem zero (grandezas
escalares). Estes tensores podem ser de primeira, segunda, terceira ou quarta or-
dem, e sao representados por letras sublinhadas, respectivamente, por: -, ~, < e ~.
Nestas formulacoes, as operagoes se baseiam nos seguintes simbolos:

“x” (produto vetorial entre dois vetores) - A x B = C ou €;;;A;B;, = C;

onde €5, € o tensor alternante, dado por

+1, para permutagao ciclica
€k = § —1, para permutacao anticiclica

0, para indices repetidos

(132

(produto escalar correspondente a uma contragao) - A- B = X ou A;B; = A
“: 7 (produto escalar correspondente a duas contragoes) - A: B = X ou A;;B;; = A

“®@” (produto de Kronecker) - A® B =8 ou A;B; = S;;



Capitulo 2

Solucao de Equacoes Nao-Lineares
de Equilibrio

2.1 Introducao

A representacao do comportamento nao-linear de estruturas no espaco fator de
carga X deslocamentos envolve fenémenos de aumento de deslocamentos com decrés-
cimo de cargas ou mesmo decréscimo de deslocamentos com decréscimo de cargas
como mostram as trajetdrias de equilibrio da figura[2.1] Para a representacao com-
pleta de tais trajetérias, os procedimentos numéricos empregados devem ser capazes
de detectar a ocorréncia de pontos limites de carga (ponto B na figura e de

pontos limites de deslocamento (ponto D na figura [2.1]).

Fator de Carga

U U Deslocamento

Figura 2.1: Trajetorias de equilibrio tipicas em problemas nao-lineares

Dado um campo de deslocamentos {U} e um fator de carga proporcional A,

12
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equivalentes a um ponto da trajetdria de equilibrio (ponto A na figura , deseja-
se encontrar outro ponto de equilibrio (ponto B na ﬁgura de modo que a variacao
de determinadas grandezas do problema no passo incremental (do ponto A ao ponto
B) seja controlada.

A seguir, apresenta-se uma revisao histérica e a formulacao usada para solugao de
equagoes nao-lineares de equilibrio, segundo o algoritmo genérico proposto por|Yang

e Shieh (1990), juntamente com os métodos classicos de controle.

2.2 Histodrico

O Método dos Elementos Finitos é uma poderosa ferramenta para analise fisica
e/ou geometricamente nao-linear de estruturas, permitindo a modelagem de dife-
rentes fenomenos. Tal modelagem requer a solugao de um conjunto de equacoes
algébricas nao-lineares. Varios procedimentos tém sido propostos para obtencao
da solucao que atenda aos requisitos impostos pelas relagoes cinematicas, as condi-
¢oes de equilibrio e o modelo do material. Estes procedimentos sao normalmente
denominados métodos de obtencao de trajetorias de equilibrio.

A fim de obter as referidas trajetorias, normalmente, executa-se um processo
incremental-iterativo de tal maneira que uma variavel ou um conjunto de variaveis
do problema seja controlado. Por este motivo, os métodos também sao denominados
métodos de controle da andlise nao-linear.

Diferentes métodos incrementais-iterativos tém sido empregados para analise
nao-linear de estruturas, destacando-se os métodos de controle de carga, de con-
trole direto de deslocamento, de controle de comprimento de arco e de controle de
deslocamento generalizado.

Como as iteragoes sao processadas a carga constante, a utilizacao do método de
controle de carga falha na passagem por pontos limites.

Mesmo utilizando o controle direto de deslocamento (Batoz e Dhat [1979; |[Yang e
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Shieh|, [1990; Yang e Kuo, |1994)) nao é possivel a descri¢ao de trajetérias de equilibrio
pos-critico, onde ocorra reducao de carga acompanhada de redugao de deslocamento.

Para solucionar as dificuldades destes métodos, o uso de combinagoes de deslo-
camentos e fator de carga, para controlar a trajetoria de iteracao, tem sido adotado
nos métodos de controle de comprimento de arco (Ricks, (1972, [1979; Ramm), |1981
Crisfield, 1981} [1983).

Modificagoes do método de comprimento de arco consideram somente alguns
graus de liberdade, ditos dominantes, na combinacao dos deslocamentos incremen-
tais. O método, assim concebido, recebe o nome de método por controle indireto
de deslocamentos (de Borst, [1986a)). Tal processo tem a deselegancia da escolha dos
graus de liberdade controladores da analise.

Além dos métodos de comprimento de arco, outros métodos, que também utili-
zam combinagoes de deslocamentos e fator de carga, tém sido adotados com éxito na
solucao de problemas geometricamente nao-lineares. Dentre estes métodos podem
ser citados o de controle de deslocamento generalizado (Yang e Shieh| [1990)), o de
controle por trabalho (Yang e McGuire, [1985]) e o de controle de residuo ortogonal
(Krenk e Hededal, 1993; Krenk, |1995).

Os métodos de controle mencionados acima (métodos cldssicos), em virtude de
serem baseados nos valores dos deslocamentos nodais, sao ineficientes para descre-
ver trajetorias de equilibrio de problemas fisicamente nao-lineares, particularmente
quando da ocorréncia de localizagao de deformagoes (Fuina, [2004)).

Na tentativa de superar essas limitacoes, o método de controle de deformagoes
baseado nos trabalhos de (Chen e Schreyer| (1990)) e [Pitangueira, (1998) é proposto
por Fuina (2004). Este método possui um embasamento fisico que contempla a
mecanica do processo de deterioracao do material, utilizando uma combinacao das
deformagoes em um ou mais pontos do dominio do problema como parametro de
controle. As combinacoes representam medidas de deformagao tais como: média,

invariantes, componentes principais, desviadoras, dentre outras. Os sub-dominios
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sao caracterizados como agrupamentos de pontos de Gauss, uma vez que no Método
dos Elementos Finitos, normalmente, as deformacoes sao obtidas nestes pontos.
Tais agrupamentos podem representar: toda a malha, um ou mais elementos ou
apenas um ponto de Gauss de determinado elemento. O método apresenta ainda
a possibilidade de alterar o sub-dominio de controle (um ponto de Gauss ou um
elemento finito) durante a andlise. Esta alteracdo é baseada na investigacao da
regiao que experimentou o maior aumento da combinacao de controle estabelecida
no ultimo passo incremental.

A escolha de grupos de elementos como sub-dominio de controle mostra-se, em
geral, mais eficiente que o uso de combinagoes em toda a malha. Este fato é extre-
mamente relevante se observada a atual preocupacao de pesquisadores em formular
os métodos classicos em dominios locais, como nos trabalhos de [Yang e Chen| (2004)

e Yang e Proverbs| (2004)), onde se propoe o método de comprimento de arco local.

2.3 Meétodos Incrementais-Iterativos

Numa analise nao-linear, confronta-se com o problema de resolver o sistema de
N+1 incégnitas (N deslocamentos incrementais e um incremento no fator de carga)
e N+1 equagoes (N equagoes de equilibrio e uma equagao de restrigao).

Um processo incremental-iterativo ¢ adotado para solucionar o problema. Para
este fim, utiliza-se aqui o método de Newton-Raphson Padrao, o qual pressupoe que
a matriz de rigidez tangente é recalculada a cada iteragao. Assim, a equacao de
equilibrio incremental correspondente a iteracao 3 do passo ¢ pode ser escrita na

forma abaixo:
(K5 - {0U}; = oX; - {P} +{Q};, (2.1)

onde,
[K ];_1 ¢ a matriz de rigidez tangente na iteracao j-1 do passo ¢, funcao do campo

de deslocamentos {U}}_; ;
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{6U }; é o vetor deslocamentos incrementais da iteracao 5 do passo ;
5>\§ ¢é o incremento do fator de cargas na iteracao 7 do passo %;
{P} é o vetor de cargas de referéncia;
{Q}§—1 é o vetor de forcas residuais da iteracao 3-1 do passo 2.

Inicialmente, estabelece-se, em funcao do parametro de controle, um valor para
o incremento do fator de carga 0, podendo-se entao obter {dU};, o qual pode ser
decomposto nas parcelas associadas a carga de referéncia, {0U }f , e a carga residual

{5U}?, na forma:

{0U}; = ;- {0UY +{sU}¢ (2.2)
[K]j—1 - {6U}Y, = {P} (2.3)
(K] - {6U = {Q}; (2.4)

Ao final de cada iteracao, a convergéncia é verificada por meio da magnitude
do vetor de forcas residuais {@)}; e/ou da magnitude do vetor de deslocamentos
iterativos {0U}; e o processo iterativo continua até que determinado critério de
convergéncia seja atendido. Se uma nova iteragao for necessaria, apos calculados
{oU}! e {6U }? utilizando-se as equagoes e , o valor de 0); deve ser obtido
com uma equacao de restricao que envolve combinagoes das grandezas do problema.

A atualizagao das varidveis é feita da seguinte forma:
Aj = Ajo1 +0A (2.5)
{U};, ={U}; +{oU}; (2.6)

O vetor de cargas residuais da iteracao 5 ¢ dado por:
Q=X -{P} = {F}; (2.7)

onde {F'}; é o vetor de forgas equivalentes as tensoes internas ao final da iteracao

j. Observa-se que, na primeira iteragao de cada passo, o vetor de cargas residuais

({Q}j—l) é nulo.
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O diagrama de atividades da figura[2.2) mostra os principais passos do algoritmo

genérico proposto por Yang e Shieh| (1990).

!

[Montagem do vetor de cargas de referéncia: {P}j

Loop sobre o n° de incrementos (i=i+1)

— > Loop sobre o n° de iteragdes (j=j+1)

[Matriz de rigidez: [K] ;1 J

l

Deslocamentos incrementais associados
\ N P \ . Q
a carga de referéncia, ( {0U}; ), e a carga residual, ( {OU})
(Equagdes 2.3 € 2.4)

J

Incremento do fator de cargas 5%;
(Dependente do Método de Controle) T

Vetor deslocamentos incrementais {6U}2
(Equagao 2.2)

y

[Atualizagéo das variaveis: A;e {U}j]

Novo incremento
Nova iteracao

(Equagdes 2.5 € 2.6)

y

(Vetor de forgas internas: {F }j J

{

Vetor de forgas residuais {Q};
(Equagao 2.7)

Converge ?

Sim

Figura 2.2: Diagrama de atividades do algoritmo genérico para métodos de controle

Pode-se observar que o diagrama de atividades da figura possui um pro-
cedimento em destaque. Este refere-se a obtencao do parametro de carga 5A§-, que

depende do método de controle adotado.
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A formulacao acima descrita é bastante genérica e se aplica a varios métodos de
controle, bastando que se redefina a equacao de restricao. Entretanto, dentre aqueles
apresentados a seguir, o método de controle de residuo ortogonal exige pequenas

modificagoes neste algoritmo.

2.3.1 Controle de Carga

Neste método a carga externa é incrementada de um valor constante somente
na primeira iteracao (j = 1) de cada passo. Para as demais iteragoes (j > 1), o
incremento de carga é feito igual a zero, implicando em um carregamento externo
sempre constante. Assim a varidvel d\; pode ser obtida por
Constante, para j=1
5)\]' - .
0, para j>1

A figura [2.3] mostra um esquema do processo iterativo deste método.

S
80
-
<
@)
Q
el
—
% Trajetoria de
=~ Iteragdo
Ko Ki
X /
[~
B
Qs |
|
|
-7 |
oA } } Trajetoria de
} } Equilibrio
\ \
\ \
_ I |
i—1 A |
————— Qo=0 | }
\ \
\ \
oUr | 6Uz |
<—>’<—>‘
‘ ‘ Deslocamento
L L
U Ui U2 U

Figura 2.3: Processo incremental-iterativo com controle de carga
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Quando a carga externa ultrapassa o valor correspondente ao ponto limite
(ponto B na figura|2.3)), a linha horizontal que controla a trajetéria de iteracao nunca
cruza a trajetéria de equilibrio e nenhum ponto de convergéncia pode ser obtido.

Evidentemente, uma instabilidade numérica deve ocorrer proximo aos pontos limites.

2.3.2 Controle Direto de Deslocamento

Este método (Batoz e Dhat| |1979)) supde que as iteragoes sao processadas a
um deslocamento constante. Uma componente (k) do vetor de deslocamentos é
escolhida como o parametro de controle. Se (5Uf ¢ o incremento de deslocamento

para a componente k, a equacao de restricao para este método é

Constante, para j=1
U = { bare) (2.9)

0, para j>1
Tomando a equagao {6U}; = 6A; - {0U}) + {(SU}E2 e substituindo o vetor
de deslocamentos incrementais por sua componente k, escolhida para controlar o

processo, tem-se:
k
SUF — oU?

o\,
J 5U]pk

(2.10)

O vetor de cargas residuais ({@},_1) é nulo para a primeira iteracdo de cada
passo, de modo que os deslocamentos a ele associados ({0U }jQ) também sao nulos,
conforme a equagao [2.4, Dessa forma, a equagao [2.10] para a primeira iteragao,
torna-se

5Uf

VS W, para j =1 (2.11)

Como nas demais iteragoes (j > 1) 6U. J"‘ é nulo, o incremento nas cargas pro-

porcionais €
k
sU?

5/\j - _Wv

para j > 1 (2.12)

O método de controle direto de deslocamento requer do analista o conheci-
mento aproximado da estrutura a ser analisada, para que possa escolher adequa-

damente o grau de liberdade a ser usado para o controle, o que pode nao ser uma



20

grande desvantagem, uma vez que permite que a experiéncia do analista contribua
para resolver o problema.

A figura ilustra o procedimento iterativo deste método e através dela
percebe-se que, da mesma forma que o método de controle de carga nao permite
a passagem por pontos limites de carga, o controle direto de deslocamento é inefi-
ciente se o deslocamento de controle experimenta diminuigao (“snap-back”) de um
nivel de carga para outro. Isto se deve ao fato da trajetoria de iteragao, controlada

por uma linha vertical, nunca cruzar a trajetéria de equilibrio.
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' Iteracdo
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! |
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Ko/ | S [
A |
B |
O\ |
|
|
|
SU 20} Trajetoria de
1 A = Equilibrio
1__A_ Qo
vh
Deslocamento
i1k ik
u Ui

Figura 2.4: Processo incremental-iterativo com controle direto de deslocamento

Apesar das limitacoes dos métodos de controle de carga e de deslocamento,
estes métodos passaram a constituir um padrao para o desenvolvimento de outros
métodos mais gerais e eficazes, nos quais combinam-se deslocamentos e fator de

carga. Apresentam-se alguns destes métodos a seguir.
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2.3.3 Controle de Comprimento de Arco

Nos métodos de comprimento de arco, o processo iterativo é controlado por
uma combinacao geométrica entre as varidveis deslocamentos e fator de carga pro-
porcional. A figura[2.5|ilustra o procedimento para a obtengao do ponto de equilibrio

B, a partir do ponto de equilibrio A.

Fator de Carga

) Trajetoria de
,,,,)ﬁ,,,,,, ,,B’ j-1 Iteragdo
Ko
ol

ERGLL
A || N Q-1
J Pz
O S }
|
| |
} } Trajetéria de
I A | 15} U,-} Equilibrio
Y__A B
Ly
6Ur ||
|
|
AUt |
Deslocamento
Ui—1 Ur

Figura 2.5: Processo incremental-iterativo com controle de comprimento de arco

Para os métodos de comprimento de arco, a seguinte combinagao precisa ser

controlada na primeira iteracao definindo o ponto inicial da trajetéria de iteragao

(ponto B’ da figura
{SUM - {0U}; + 6\ - 6\ = AS?, (2.13)

onde AS é uma constante a ser controlada.
No inicio de cada passo incremental (j = 1) nao haverd forcas residuais, o que
implica em {Q};_1 = {0}. De acordo com a equagao o vetor deslocamentos

({6U}9) também se anula.
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O vetor de deslocamentos incrementais para a primeira iteracao pode ser obtido
da equacao [2.2| como
{6UY, = 6A; - {0UY. (2.14)
O vetor de deslocamentos incrementais acumulados é dado por
{AU}; = {AU};1 +{0U};. (2.15)
Entao, a equacao pode ser escrita na forma

{AU}, =6\ - {0U, (2.16)

uma vez que {AU} é nulo no inicio do passo.
Substituindo o resultado de na equacao [2.13] obtém-se o fator de carga

proporcional para a primeira iteracao como

A
oA\ ==+ o , para j =1 (2.17)

VISUM - (8UY + 1.0

Como pode-se perceber, o sinal do fator de carga é indeterminado, portanto,

outras informagoes precisam ser adicionadas ao processo. Dessa forma, é comum o
uso dos pivots da matriz de rigidez para definir-se sobre o incremento ou decremento
das cargas externas, uma vez que estes servem como indicadores da mudanca da
positividade da referida matriz.

Apesar do pivoteamento da matriz de rigidez ser uma alternativa muito utili-
zada para a escolha correta do sinal do fator de carga, em algumas situacoes, onde
ocorrem mudangas acentuadas na dire¢ao da trajetéria de equilibrio, o sinal esco-
lhido pode nao resultar na correta descricao da trajetoria. Entao, um outro método
para a escolha do sinal foi proposto por [Feng et al| (1996), que estabeleceu um
critério no qual o sinal do fator de carga da primeira iteragao de qualquer passo in-
cremental coincide com o sinal do produto interno entre o deslocamento incremental
convergido no passo anterior, {AU}"!, e o deslocamento da primeira iteracao do

passo atual devido a carga de referéncia, {0U }Zf Assim,

sinal(6A) = sinal({AUY ™" {5U}7) (2.18)
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Neste critério, o valor de {AU}! traz informagoes do histérico da trajeté-
ria de equilibrio atual. Dessa forma, o sinal positivo do produto {AUY L. {5U}iT
indica que o fator de carga esta crescendo e, portanto, deve assumir valor positivo
(figura [2.6[a)). O sinal negativo indica que o fator de carga estd decrescendo e,

portanto, deve assumir valor negativo (figura [2.6(b)).

U sul’

(a) (b)

Figura 2.6: Direcao da trajetoria de equilibrio

O método de comprimento de arco geralmente é utilizado desprezando-se a uni-
dade em presenca do produto escalar entre os vetores de deslocamentos no denomi-
nador da equagao [2.17] pois este nao possui unidades fisicas consistentes, resultando
em

oA =+ A5 , para j =1 (2.19)
VIS - (oUyE

Através da equagao acima pode-se definir o ponto inicial da trajetoria de ite-

ragao, que deve ser percorrida (j > 1) impondo-se restri¢oes a sua forma. Assim,
algumas possibilidades para o método de comprimento de arco sao apresentadas a

seguir.

2.3.3.1 Trajetoria de Iteragao Ortogonal a Tangente Inicial

Este método atribuido & Ricks (1972} |1979) mantém a trajetdria de iteragao

sempre ortogonal a tangente inicial em cada passo. Portanto, o produto escalar dos

vetores ({AU}y, ANy) e ({06U};,6);) deve se anular, ou seja (ver figura [2.7)).

(AU}, AN - ({80, 80;) = 0. (2.20)
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Fator de Carga

Ko Trajetoria de
Y
i Iteracao
_ 2‘;1 ,,,,,,,, g -1,/ N
S T _

A } 1 = Qi-1
Oj AT
| |
O 7= i i
|
} i } Trajetoria de
XA i | i Equilibrio
su; |1
|
EURERNE
AUt |
Deslocamento
Ui—1 U'

Figura 2.7: Comprimento de arco com trajetoria de iteracao ortogonal & tangente inicial

Desenvolvendo a equacao tem-se
{AU} - {oU}; + ANy -0M; =0, (2.21)
e substituindo {0U}; pela expressao dada em [2.2] obtém-se:
{AUY, - (6X; - {6U + {6UYF) + ANy -6, = 0, (2.22)

resultando em
{AUY - {5U}?
{AU}M . {6U}f + AN

SN = (2.23)

Desprezando-se A);, em presenca do produto escalar {AU} - {6U}, obtém-se

o {auT- Uy

= TIAUYT {00 para j > 1 (2.24)
j
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2.3.3.2 Trajetoria de Iteragcao Ortogonal a Tangente da Iteragcao Ante-

rior

Este método proposto por Ramm| (1981)) mantém a trajetéria de iteragao orto-
gonal a tangente da iteracao anterior. Portanto, tem-se nulo o produto escalar (ver

figura .
({AU}—1, AX1) - ({6U}5,645) = 0 (2.25)

Desenvolvendo|[2.25] substituindo {dU }; pela expressao dada em[2.2|e adotando

a mesma simplificagao anterior, obtém-se

(AU, - {6U}?

o\ = —
AR NG ER riip

para j > 1 (2.26)

A figura 2.§ mostra o procedimento.

Fator de Carga

Ko Trajetéria de
i Iteragao
_ 2\i ,,,,,, —f B
0 I

|
,,,,,,, S
e
o
O - 7 } }
\ [
|
i i } Trajetoria de
X_ . A | | } Equilibrio
77777 | |
sU || i
| } }
5Uj } I
4
‘ |
—ﬂﬂ‘ Deslocamento
UT—i Ul

Figura 2.8: Comprimento de arco com trajetéria de iteracao ortogonal a tangente anterior
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26

Este método, proposto por Crisfield (1981} [1983]), controla a norma dos deslo-

camentos incrementais dada por

N

Figura 2.9: Comprimento de arco com trajetoria de iteracao cilindrica

(AUYT - {AU}; = AS?

<
oy
<
@)
0
o
=
g
<
[
) Trajetoria de
N j\i ,,,,,,,,, j—1 Iteracdo
}/\ (I | O
) Ko/ /1 ;
N Qi AL/ Q-1
/1
/1 |B
Y N TR T
+- \
yanm AN
/ P i
A ‘ | ‘ .
7 Loy Trajetéria de
X A / } } Equilibrio
A — 1 _
| |
|
oUs | |
<—>‘ ‘
|
\
AU; !
S ————
! Deslocamento
i-1 i
U U

(2.27)

A substituigdo de {dU}; pela expressdao dada em na equagao e do

resultado na equagao [2.27} leva a uma equacao de segundo grau que permite obter

a incognita 0);. A escolha da raiz da referida equagao de segundo grau, a ser

adotada, é feita baseando-se no angulo formado entre os vetores de deslocamentos

incrementais das tltimas iteracoes ({AU} ;1 e {AU};) e na proximidade da raiz

com a solucao linear da equagao de segundo grau (Crisfield, [1981)).
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2.3.4 Controle de Deslocamento Generalizado

Este método, proposto por Yang e Shieh| (1990)), tem como objetivo automa-
tizar o ajuste do tamanho do passo incremental, pelo acompanhamento da variacao
da rigidez, e a troca do sinal do incremento de carga proporcional na ocorréncia de
pontos limites. Assim, os autores propuseram relacionar deslocamentos incrementais
em dois passos sucessivos, utilizando-se a seguinte expressao para o fator de carga

proporcional.
H; — 0\ - {0U - {oU) %

SN = 1 :
! oA - {oUNT sUy

, (2.28)

Pi—-1 ., . . . . ~
onde {0U};"*"" é o incremento de deslocamento resultante da primeira iteracao do
ultimo passo incremental e H; pode ser interpretado como um deslocamento gene-
ralizado.

Uma vez que {5U}JQ ¢ nulo para a primeira iteracao (j = 1), tem-se

0,5
H,y .
oA\ = — . , para j =1 (2.29)
<{5U}f’z ' '{5U}f”>

Para as demais iteragoes, H; deve se anular para garantir o controle estabele-

cido na primeira iteracao. Assim, da equacao tem-se

BRI TR 0 i
{sUy - {oud)

;= para j > 1 (2.30)

Para o primeiro passo incremental, toma-se {6U}1" = {6U}"' e substituindo
em [2.29 obtém-se
Hy = (0OA){sU" - {oUy ! (2.31)

O incremento do fator de carga proporcional para a primeira iteracao de um

passo genérico é obtido substituindo-se 2.31] em [2.29

PAT P10\ %P
SA1 = O\ {5U};31. T {5U}1P. , para j =1 (2.32)
{oun™ {oUh”

O termo entre parénteses em [2.32|é definido pelos autores como um parametro

de rigidez generalizado (GSP), de modo que o incremento no fator de carga, para a
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primeira iteracao de um passo genérico pode ser escrito como
SA1 = £6A] || GSP ||°? (2.33)
O GSP, como definido acima, possui varias caracteristicas importantes:

1. O numerador e o denominador da expressao do parametro de rigidez genera-
lizado representam, respectivamente, os deslocamentos no primeiro passo e,
aproximadamente, os deslocamentos no passo corrente. Assim, o GSP é re-
presentativo da variacao da rigidez da estrutura e seu uso torna automaético o

ajuste do tamanho do passo incremental;

2. O valor do GSP ¢ negativo somente proximo de pontos limites, pois seu sinal

pPi—1T
1

depende somente do produto escalar {0U } {oU} f " Assim, o parametro,

por si 86, fornece a indicagao da mudanca no sinal do incremento de carga.

2.3.5 Controle por Trabalho

O método de controle por trabalho proposto por [Yang e McGuire (1985) se

baseia na seguinte equacao de restrigao
{oUYT(6M\{P}) = AW (2.34)
onde o incremento de trabalho AW é definido como

AW — { Constante, para j=1 (2.35)

0, para j>1
Para a primeira iteracao (j = 1), o incremento no fator de carga d\; é deter-
minado com base no incremento de trabalho constante AW.
Desde que {Q};-1 = {0} e {6U}¥ = {0} para j = 1, pode-se utilizar a
equacao ({6U} = 6 - {6U}Y), substituindo-a na equagao para obter o

incremento do fator de carga d)\;

AW .
5/\1 = ﬂ:\/m, para j = 1 (236)
1
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Observa-se que, assim como no controle de comprimento de arco, a equagao
acima possui um sinal indeterminado e, novamente, faz-se o uso dos pivots da matriz
de rigidez para definir-se sobre o incremento ou decremento das cargas externas.

Para as demais iteragoes (j > 1) o incremento de trabalho é feito nulo. Por-
tanto,

{6U}] (6M{P}) =0 (2.37)

Substituindo a equagao [2.2] na equagao [2.37], tem-se

PG Rt

=>4 v/ P> 1 2.38
LU () para j (2.38)

2.3.6 Controle de Residuo Ortogonal

No controle de residuo ortogonal, proposto por Krenk e Hededal| (1993)) e|Krenk
(1995), o fator de carga para a primeira iteracdo (AX\; = dA;) de cada passo é
incrementado de um valor constante e o vetor deslocamentos incrementais é obtido
pela seguinte equacao

[K]o - {AU}; = o) - {P} (2.39)

Nas demais iteragoes (j > 1), o nivel de carga é ajustado por um fator (§).

Este fator oferece um melhor ajuste das forcas internas, de modo que o vetor de

forcas residuais é escrito na forma
{QY; ={Q}; +& - (oM - {P}) (2.40)
onde {Q} é dado por {Q}; = ), - {P} — {F}, (ver equacio .

Uma vez que o vetor de forcas residuais nao é nulo em problemas nao-lineares,
este induzira a deslocamentos adicionais. A magnitude do deslocamento incremental
serd entao aumentada ou diminuida de acordo com o sinal do produto {Q}T-{AU};,
isto é, o sinal da projecao da forca residual na direcao do deslocamento incremental
corrente. A escolha do deslocamento incremental corrente é, entao, otimizada sob a
seguinte condicao:

{Q} {AU}; =0 (2.41)
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Substituindo a forga residual da equacao [2.40] na condicao de ortogonalidade

anterior, chega-se ao fator de escala (&):

B {Q} - {AUY},
on{P}-{AU},

£ = (2.42)

Uma vez determinado o fator (§) pode-se obter o vetor das forgas residuais {Q}
pela equacao [2.40, Conhecendo este vetor, avaliam-se os deslocamentos iterativos

utilizando-se a seguinte expressao:

[K]j—1 - {oU}; = {Q}; (2.43)

A expressao para o calculo do incremento de carga para as iteragoes j > 1 é a

{Q} - {AUY,
5\, = A, - <_5A1 it {AU}j) (2.44)

seguinte:

ou

No final de cada iteracao, atualizam-se os incrementos de deslocamento e o

fator de carga, respectivamente, utilizando-se as equacoes
{AU}; ={AU};-1 +{0U}; (2.46)

/\j = )\j—l + é.jA)\l (247)

Entretanto, alguns testes devem ser realizados durante a implementacao deste

algoritmo. A seguir, estes testes sao apresentados com suas respectivas justificativas:

Umax . s . . .
1. Se || AU, ||> Upae entao AU, = mAUl, pois préximo aos pontos limites
1

a rigidez pode ser muito pequena e, assim, é conveniente impor um limite

maximo a magnitude do incremento de deslocamento;

2. Se AUOT - AU; < 0 entao AU; = —AU; e ANy = —A)\y, onde AU, = AU;
no fim de cada passo. Assim, assegura-se que a trajetéria de equilibrio serd

percorrida corretamente mesmo se houver uma reversao do deslocamento;
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Umaz . o .
3. Se || 6U; ||> Upae entao 6U; = méUj, novamente evita-se que a rigidez
J

muito pequena divirja o processo.

Os itens 1 e 3 sao semelhantes ao uso dos pivots da matriz de rigidez mencio-
nado no controle de comprimento de arco e no controle por trabalho.

A figura mostra o procedimento.

Fator de Carga

|
|
AN \ =
t } 61 } Trajetoria de
| ~ ! \ .
| | Equilibrio
t Qo | ‘
\ } }
Ao A t I |
r - ———— ,,T,,,}
|
L oU 165 Us)
- " \
{ L Deslocamento
| | !
Us| ! L
| AU | o
r—»t } |
| AUz o
[ o |
\
| AUs |

Figura 2.10: Processo incremental-iterativo com controle de residuo ortogonal

2.3.7 Resumo

A figura mostra um detalhamento da parte destacada no diagrama de
atividades da figura 2.2l O detalhamento refere-se aos parametros de carga obtidos

para cada método de controle nas iteragoes j =1e j > 1.
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(veritem 2.3.3.3).
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o

Figura 2.11: Detalhamento do diagrama de atividades da figura
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Capitulo 3

Continuo de Cosserat

3.1 Introducao

Segundo a teoria de Cosserat, nao somente forgas, mas também momentos po-
dem ser transmitidos por uma superficie elementar. Similar ao tensor de deformagao
convencional (definido como o gradiente do vetor deslocamento), que é conjugado ao
tensor de tensao, o gradiente do vetor das microrrotagoes é definido como o tensor
de microcurvatura, que esta relacionado por uma relagao constitutiva ao tensor de
tensao-momento. As relagoes tensao-deformacao para os termos das tensoes normais
permanecem essencialmente as mesmas como no caso de um meio elastico convenci-
onal, mas para as tensoes cisalhantes sao diferentes, incluindo as microrrotacoes, que
por sua vez, sao diferentes das macrorrotagoes do continuo classico. Em geral, am-
bos os tensores de tensao e tensao-momento sao nao-simétricos. Neste capitulo, apos
um breve histérico, o continuo de Cosserat é descrito para um meio elastico, linear
e isotropico. Em seguida, uma formulacao de plasticidade associada para descrever
o comportamento nao-linear do continuo de Cosserat é apresentada, permitindo-se
compreender o tratamento da nao-linearidade para este continuo. Ao final, sdo apre-
sentadas matrizes e vetores resultantes da discretizagao deste continuo utilizando-se
o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Os conceitos apresentados neste capitulo tiveram como fonte principal o tra-

balho de Lages| (1997)).

33
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3.2 Histodrico

Os primeiros estudos visando incorporar efeitos da microestrutura do material
na elasticidade refere-se ao trabalho de [Voigt| (1887)). Neles, sugeria-se que a intera-
¢ao entre as partes materiais poderia se dar por meio de vetores de tensao-momento,
além do classico vetor de tensao.

Em 1909, os irmaos Eugene e Francois Cosserat apresentaram uma teoria da
elasticidade assimétrica nao-linear (Cosserat, [1909). Porém, os conceitos discutidos
nao receberam a devida atencao, dada a complexidade da exposicao.

Apéds um siléncio de aproximadamente meio século, os conceitos do “continuo
de Cosserat” foram retomados no notavel trabalho do professor |Giinther| (1958),
que marcou o inicio de novas interpretacoes para os efeitos da microestrutura nos
anos de 1960. No trabalho de [Truesdell e Toupin| (1960) foi apresentada uma teoria
incompleta, revisada por Mindlin e Tiersten| (1962), denominada, posteriormente,
teoria do continuo das tensoes-momento (couple-stress theory). Nesta teoria, as mi-
crorrotagoes foram consideradas iguais as macrorrotagoes. Uma teoria linear mais
geral é abordada no trabalho de |[Mindlin| (1964)), existindo um desacoplamento entre
macrodeformacoes e microdeformacoes e dando origem a teoria do gradiente de de-
formacao, na qual todos os componentes do primeiro gradiente de deformacao sao
introduzidos na fungao de energia de deformagao. |Green e Rivlin| (1964) estabe-
leceram as bases de uma teoria mais abrangente incluindo todos os gradientes de
deformagao de ordem superior na funcao de energia de deformagao e a denominou
teoria multipolar. Mindlin (1965) desenvolveu uma teoria em que somente o primeiro
e o segundo gradientes de deformacao sao considerados, chamada teoria do sequndo
gradiente de deformagao, como um caso especial da teoria multipolar.

No trabalho de Eringen| (1966)), apresentou-se a teoria micropolar linear, ca-
racterizada pela consideracao de microrrotacoes independentes das macrorrotacoes.

Uma colecao de trabalhos relacionados ao assunto foram apresentados no histérico
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simpésio IUTAM - International Union of Theoretical and Applied Mechanics (Kro-
ner, 1968) sobre a Mecanica do Continuo Generalizado, em 1967. Neste simp6-
sio, [Eringen| (1968a) apresentou a teoria do continuo micromdrfico.

Ao contréario da mecanica do continuo classico, onde o movimento (macromo-
vimento) de uma particula material é totalmente descrito por uma funcao de argu-
mento vetorial chamada deformacao, as particulas materiais micromérficas sofrem
um micromovimento adicional, correspondente a rotacao e deformacgao da parti-
cula material na microescala (os microcontinuos). De acordo com [Eringen| (1968al),
este micromovimento pode ser descrito por trés “diretores” deforméveis (x;;) que
introduzem nove graus de liberdade adicionais: trés microrrotagoes e seis microde-
formagoes, que provocam mudanca de volume e de forma dos microcontinuos. x;; ¢
uma grandeza adimensional.

A teoria micromérfica possui dois casos especiais que sao obtidos ao se aplicar
restri¢oes aos diretores y;;, o primeiro é o continuo com microexpansao (Eringen,
1990), que possui quatro graus de liberdade adicionais em relagao ao classico, trés
microrrotagdes (¢;) e uma microexpansao (¢), isto ¢, seus microcontinuos podem
sofrer expansao ou contragao isotropica, mas nao podem sofrer mudanga de forma.
O segundo é o continuo de Cosserat (ou continuo micropolar) (Cosserat, 1909; Tou-
pin, [1962; Eringen| |1968b), que é um caso especial de continuo com microexpansao,
e conseqiientemente, de continuo micromorfico, apresentando somente mais trés mi-
crorrotacoes (¢;) em relacao ao classico. Para o continuo micropolar, os diretores x;;
sao considerados rigidos e até a mudanga de volume dos microcontinuos ¢ impedida.

A primeira aplicacao computacional nao-linear do continuo micropolar em
mecanica dos solidos ocorreu nos trabalhos desenvolvidos por Miihlhaus (1989)
e de Borst| (1991)), que analisaram os potenciais da teoria constitutiva micropolar
elastoplastica. A partir dai, comecaram a surgir varios trabalhos utilizando a teoria
micropolar nao-linear para tratamento dos fenomenos de localizacao de deformacoes

e/ou efeitos de tamanho (Lages, 1997; |Adhikary e Dyskin, [1998; |Jog, [2004; |Li e
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Tang, 2005; Liu e Hul [2005; |Voyiadjis et al., [2005; [Hu et al., |2005)).

Atualmente a teoria micropolar é usada em descri¢oes macroscopicas de mate-
riais com microestrutura rigida, incluindo cristais liquidos, meios granulares e ma-
teriais porosos (Eringen| (1997 |Walsh e Tordesillas, [2004a; Liu et al., [2007). Além
disso, formulacoes do continuo micropolar tém sido, nas ultimas décadas, intensa-
mente estudadas dentro do contexto de localizacao de deformacoes, constatando-se
que, na modelagem numérica do comportamento de materiais que apresentam o
fenomeno de amolecimento, a introdugao da microrrotagao como grau de liberdade
tem provocado um efeito de regularizacao do problema de dependéncia da malha
de elementos finitos durante o processo de amolecimento (Miihlhaus e Vardoulakis,
1987; |de Borst|, [1991). Entretanto, ressalta-se que a microrrotagao somente é ativada
sob carregamento cisalhante e o referido efeito de regularizagao nao é esperado na
solucao de problemas de estado de tragao dominante, uma vez que, neste caso, a
microrrotagao nao é ativada (Kirchner e Steinmann) |2007)).

Como mencionado anteriormente, a teoria do continuo micromérfico, bem
como seus casos especiais, se destaca por inserir novos graus de liberdade ao conti-
nuo classico, enquanto as demais se destacam por associar a funcao de energia aos
gradientes de deformacao. Contudo, existem relagoes entre estes dois conjuntos de
teorias do continuo generalizado. A figura mostra estas relagoes. Nela pode-se
perceber que a teoria micropolar se reduz a teoria das tensoes-momento quando se
admite a igualdade entre a micro e a macrorrotagao, ¢ = €;;,u;,;/2. Esta, por sua
vez, é um caso especial de teoria do gradiente de deformacao, pois somente o gra-
diente do vetor rotacao entra na fungao de energia de deformagao, isto é, apenas
alguns componentes do primeiro gradiente de deformacao. A teoria micromérfica
também se reduz a teoria do gradiente de deformagcao se x;; forem definidos iguais
ao gradiente de deslocamento u; ;, neste caso, ocorre a fusao do meio micro com o

meio macro.
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Na figura [3.1], os seguintes simbolos foram adotados:

u; - vetor de deslocamentos;
Xi;j - tensor que contém os graus de liberdade (microrrotagoes e microdeformagoes)
dos microcontinuos;
vi; - tensor associado a variagoes das dimensoes e distorcoes;
Kiji - tensor gradiente de microdeformacoes;
ei; - tensor relacionado as medidas de deformagao dos microcontinuos;
¢; - vetor de microrrotacao;
¢ - expansao (ou contragao) volumétrica;
€k - tensor alternante;
ki; - tensor relacionado as curvaturas e as torcoes da microestrutura;
€i; - classico tensor de deformagoes;

nijk - tensor gradiente de deformacoes;
GL - grau de liberdade;

MD - medida de deformacao;

Tanto o continuo com microexpansao quanto o micropolar, que sao utilizados
nesta Tese, podem ser obtidos ao se aplicar restricoes a cinematica dos microcon-
tinuos que compoem o continuo micromorfico. Entao, este é apresentado, a seguir,

com o objetivo de facilitar a correta compreensao dos primeiros.



Teoria Micromorfica Teoria Multipolar
GL: u;; 4 ] GL: u;
MD: ¥ij=uj;i- % 5 2¢5= X + X ; : MD: 2&; =u;;+uyj 5 TyE €k s
Kiik= Zij i Mia = €xij 5 Tijim = Eimyijk -
! (todos os gradientes de deformagao)
l
' ; ;
Teoria com Microexpansao i Teoria do Segundo Grad. de Deformacao
GL: ui;9¢;;0 : GL: u;
MD: % =uj;-Sii P 5 K= 955 i MD: 2&5=uj;+uyj ; TpE € s
A i Mkl = €
:
Zij =Ujj

Teoria Micropolar ou de Cosserat
GL: u;; ¢,
MD: %;=uj;-Siik b ; Ky

=i

r-—-—---4

Teoria do Gradiente de Deformagao

»  GL: y;

MD: 2&j; =uj;i+ujj ; Mje ik

¢k = eijk uj’i /2

Y

Teoria das Tensdes-Momento

> GL: u;

MD: 2‘9ij =Uj; + Uij, 2Kij: 6klj Ul ki

GL: u;

Teoria do Continuo Classico

MD: 2gij =Uj;ituyj

Figura 3.1:

Relagoes entre as teorias do continuo generalizado

3.3 Continuo Micromorfico
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Em um continuo classico, o meio é uma distribuicao continua de particulas,

cada uma representada geometricamente por um ponto material X de coordenadas

cartesianas, com referéncia a um sistema fixo de eixos ortogonais X;(i = 1,2, 3).

Além disso, tais particulas sdo caracterizadas cinematicamente por um vetor de

deslocamentos u;. Ja no continuo generalizado, tal como o micromoérfico, cada ponto
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é visto como uma particula de dimensao reduzida, a qual constitui, por si prépria, um
pequeno continuo em torno do ponto X. Por conseguinte, a caracterizacao cinematica
dessa particula requer um refinamento com relacao aquela do continuo classico.
A diferenga entre os continuos cldssicos e os continuos generalizados se estende a
descricao constitutiva do material, que considera a presenca de um comprimento
intrinseco representando a dimensao da particula. Caso o comprimento intrinseco
seja desprezivel, o continuo generalizado degenerar-se-4 para um continuo classico.
No caso contrario, se for significativo, nao sera possivel descrever a cinematica das
particulas dentro de um continuo convencional.

A seguir, apresentam-se a cinematica do continuo micromorfico e suas me-
didas de deformacao finita, empregando-se os conceitos da mecanica do continuo.
Linearizando-se estas medidas, chega-se aos tensores de deformagao correspondentes

a teoria linear.

3.3.1 Cinematica do Continuo Micromorfico

Um corpo micromorfico é composto por uma colecao de microcontinuos cha-
mados microrregioes. Como mostra a figura [3.2] em sua configuracao de referéncia,
a macrorregiao considerada apresenta volume AV e superficie AS, supondo-se que
seja constituida por N microrregives AV (@) + AS@ (o = 1,2,...,N). Nesta configu-
racao, X corresponde a posicao de referéncia do centro de massa P da macrorregiao

e X 3 posicio de referéncia do centro de massa Q(® da microrregido, entiao

X = X, + X (3.1)

onde X corresponde a posicao de referéncia de Q® com relagao a P.

Sob a influéncia de cargas externas, o corpo se deforma e a macrorregiao ocupa
um novo volume Av de superficie As (figura . Por simplicidade, admite-se que
a configuracao deformada ¢é definida a partir do mesmo sistema de coordenadas da

configuragao de referéncia.
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Configuragdo de Referéncia Configuragdo Deformada
AV +AS AV @y p 8@
X3>X3\\ N
a Av+As
OF <
X@ > <O\
(o
X () x \
<@ \
> X
/ 2:X2 Ay @Oppg@

X1.X;
Figura 3.2: Cinemaética do continuo micromérfico

A posicao deformada do centro de massa P de AV pode ser expressa como

uma funcao da posicao original X e do tempo t, ou seja,

x; = x;(X, 1) (3.2)

Assume-se um mapeamento univoco, cujas fungoes apresentam continuidades de
ordens quaisquer, exceto possivelmente em alguns pontos, curvas e/ou superficies
ditas singulares (Eringen) [1968a)). Assim, cada ponto na configuragao de referéncia
de posicao X é mapeado para a posicao x da configuracao deformada no tempo t.
Dessa forma, a posicao deformada do centro de massa Q® de AV pode ser

escrita como

X = (X, 1) + = (X, X 1) (3.3)

No trabalho de |[Eringen| (1968al), foi desenvolvida toda uma formulacao para
o que se denomina teoria do continuo micromorfico. Nesta teoria, adota-se que a
segunda parcela na equacao [3.3 seja dada por uma transformagao linear da posigao

X©@ ou seja,
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2 = T;(X, 1) X (3.4)

)

onde Tj; é a matriz de transformagcao.

Substituindo-se [3.4 na equagao [3.3], tem-se

Y = 3 (X, 1) + Ty (X, 1) X (3.5)

)

3.3.2 Medidas de Deformacao do Continuo Micromérfico

As medidas de deformacao sao definidas estudando-se um segmento diferencial
em uma microrregiao « na configuracao deformada (figura .

Conforme a equagao tem-se

(@) (@)
(@ _ 0% o 0% o 0% o)
dx\) = andX]+ e dX]+aX(a)de (3.6)
J

Utilizando-se [3.4], a equagao [3.6] pode ser reescrita como

dx\®) = Fij(X, t)dX; + Fiy(X, )dX; + Ty (X, t)d X\ (3.7)
onde
0%,
Fiy(X,t) = —- =x (3.8)
J 0X] J

é o classico tensor gradiente de deformagao e

_ 05\ OTw(X, 1)

Fi(X, 1) = — X =7, X 3.9
J( a) an an k kg ( )

é o tensor gradiente de microdeformagao.

A figura é utilizada para compreensao das contribuigoes Fj; e Fj;. O vetor
infinitesimal dx® em x(® corresponde ao mapeamento de dX® em X®. Da equa-
¢ao , percebe-se que dX @ relaciona-se com os vetores dX e dX®. Utilizando-se

o tensor gradiente de deformacao, mapea-se dX em X, para o vetor infinitesimal dx
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na posicao x da configuracao deformada. O tensor gradiente de microdeformacao
corrige este mapeamento, uma vez que na composicao de referéncia dX se posiciona

em X, O mapeamento de dX® é equivalente ao dltimo termo na equacio .

dX dX = F dX
KZdX@
dX
X X @
X (F + F) dX
(@)
X
@ dx (@
X TdX @

Figura 3.3: Mapeamento do vetor infinitesimal dx(®

A diferenca entre os quadrados dos comprimentos final e inicial do segmento

infinitesimal é dado por

dl®? — qL@? = ax!dx\® — 4x@ax© (3.10)

onde substituindo-se a equagao [3.7], tem-se

" — L@ = [(Fy + Fy)(Fae + Fu) — 8;)dX;d X +
+ 2[Ty(F + Fu) — 5jk]dX;a)ka +

+ [Ty Ty — 8)d X Vd X (3.11)

onde d;; ¢ o delta de Kronecker.
Esta equagao pode ser reescrita em funcao de trés tensores de medida de de-

formacao como

—dL" = 2B 4 2Ky X\ + KpmiKinj (2B + 61) " X9 X9 dX,d X, +
+ 2[F2j + (st + 5sj)Krmi<2Ers + 5rs)71X7S$)]dXide('a) +

+ [(Toni + 0i) (Tag + 00) (2B + 0yn) ™+ — 6,)AXVdX (™ (3.12)
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onde

1
Eij(X7t) = §<Xr,ixr,j - 52_]) (313)

é o cléssico tensor de Lagrange das deformacoes e

FiJ(Xa t) = Xr,iTrj - 5ij (314)

Kijp(X,t) =% Trjk (3.15)

sao tensores referentes as microdeformacoes. Ao contrario do classico tensor de
Lagrange das deformacoes, os novos tensores I';; e Kjj, dependem da cinemética da
microestrutura, representada pelas parcelas T, e T, k.

Os vetores de macrodeslocamento u e de microdeslocamento @(® podem ser
introduzidos para descrever, respectivamente, os deslocamentos de P (macrorregiao)

e de Q@ (microrregidao), como mostra a figura .

P u P <@
< (@)
X Q® L@
< @
X @ @
L@

Figura 3.4: Macro e microdeslocamento
De acordo com a equagdao [3.4] pode-se reescrever como
a™ = (T — 0i) X\ = @, X (3.18)

onde

(I)ij = ﬂj — 51']' (319)
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Retornando-se as equacoes [3.13], [3.14] e [3.15], chega-se a

1
Ei; = 5( ij  ugi + U ) (3.20)
Lij = uji + Pij + up,; Py (3.21)
Kijk = Pijr +u,i Pk (3.22)

Desprezando-se os termos de ordem superior (em produtorio), chega-se aos

tensores de deformacao e de microdeformacao em uma teoria linear

1
Ez'j gy = E(um + Uj’i) (323)

3.4 Elasticidade para o Continuo de Cosserat

Nesta se¢ao, apresenta-se a cinematica do continuo de Cosserat com suas rela-
¢Oes constitutivas eldsticas e lineares. Apds uma redefinicao dos parametros eldsticos
do material, sdo obtidas as equagoes diferenciais de equilibrio. No apéndice [A] sao

apresentados dois exemplos analiticos lineares que utilizam esta teoria.

3.4.1 Cinematica do Continuo de Cosserat

Uma vez que o continuo de Cosserat (ou continuo micropolar) é uma parti-
cularidade do continuo micromoérfico, sua cinematica é descrita aplicando-se uma
restricao a cinematica da microestrutura do continuo micromoérfico. Esta restrigao
é feita de forma a descrever um movimento de corpo rigido correspondente a uma
rotacao em torno do centro de massa do macrovolume na configuracao deformada
(ponto p na figura [3.5).

Nas equagoes [3.24] e [3.25] a grandeza que define as microdeformagoes é o tensor

®;;. Como a teoria de Cosserat considera a particula rigida, a parcela simétrica deste
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tensor se anula e a sua parcela anti-simétrica coincide com o tensor de microrrotacoes
de Cosserat, que é a unica parcela nao nula do gradiente de microdeslocamentos, e
¢ definido aqui como a contragao, sobre o terceiro subindice, do produto do tensor

alternante €;;;, pelo vetor das microrrotagoes ¢y.

P, = _q)ji = _Eijkgbk (326)

ij

q@

GO ¢ K@

Figura 3.5: Cinemadtica do continuo de Cosserat

Substituindo-se a equagao [3.26 nas equagoes [3.24] e obtém-se, juntamente
com a equagao [3.23] os novos tensores linearizados de deformagao e de microdefor-

magao

1
eij = 5 Uiy +ujs) (3.27)
Vij = Wji — €ijkPr (3-28)
Kijk = —€ij10Lk (3.29)

Pode-se perceber que a parcela simétrica de v;; coincide com o tensor de de-
formagoes classico, €,
1
Vig) = 5(%’;’ +75i) = €ij (3.30)

e que no desenvolvimento do tensor x;j;, apenas nove componentes sao independentes.

Assim, as informagoes tensoriais necessarias para definir as deformagoes do continuo
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de Cosserat sao
"}/Z'j = uj,i — 6ijk¢k (331)

Kij = ©ji (3.32)

O tensor 7;; esta associado a variacoes das dimensoes e distor¢oes, enquanto o
tensor k;; esta relacionado as curvaturas e as torgoes da microestrutura.
Percebe-se também que a parte anti-simétrica de v;;, vem a ser a diferenca

entre as macrorrotagoes, wy, € as microrrotagoes de Cosserat, ¢y.

1
Vig) = 5(%‘3’ — Vji) = Wk — €ijur (3.33)
onde
1
Wk = E(ujl — Ui ;) (3.34)

Pela equacao(3.31], nota-se que as deformagoes normais no continuo de Cosserat
sao iguais aquelas do continuo classico. Por outro lado, as deformacoes cisalhantes

sao diferentes e nao simétricas.

3.4.2 Relacoes Constitutivas

As leis constitutivas descrevem a relagao tensao-deformacao num continuo.
Nesta secao, definem-se estas relagoes para o continuo micropolar quando seu mate-
rial apresenta um comportamento elastico, linear e isotrépico, negligenciando-se os
acoplamentos com processos térmicos no decorrer da deformacao.

A partir de uma generalizacao da elasticidade classica, sob o regime das defor-
macoes infinitesimais, os tensores de tensao e de tensao-momento podem ser deriva-

dos de uma funcao potencial, denominada densidade de energia de deformacao Uy,

como
Uy
Hij = 0% (3.36)

8:%2-]-
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A ﬁguramostra as componentes dos tensores o;; (for¢a por unidade de area)
e i;; (momento por unidade de area). Devido a diferenga dimensional entre essas
componentes, deve ser introduzido um parametro de comprimento, permitindo que
todas as componentes num vetor tensao tenham a mesma dimensao. Este parametro
pode ser visto como uma dimensao de comprimento interna, por exemplo, para

representar o tamanho da microestrutura.

Figura 3.6: Componentes dos tensores de tensao e de tensao-momento

Utilizando-se a Lei de Hooke Generalizada, da Teoria da Elasticidade, para
uma relacao constitutiva linear, na auséncia de “tensoes” e “deformacoes” iniciais,

tem-se

Oij = Dz‘jklé?kz (3-37)

onde D;j; € o tensor constitutivo.
Sabe-se que o diferencial total da energia potencial de deformagcao (dU) é dado
por

dU = O-ijdgij (338)

que utilizando-se a equagao [3.37] pode ser escrita como
dU = D,;jklﬁkldéij (339)
Integrando-se esta equagao, tem-se

€ 1
U :/ Dijjricp deij = §Dijk15kl€ij (3.40)
0
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Retornando-se ao continuo micropolar e procedendo-se de forma andloga a

elasticidade classica, U, adquire o seguinte formato

1 1
Uy = §Aijkl%‘ﬂkl + Bijrvijkn + §C’z‘jkz/€z‘ﬂikl (3.41)

onde A;jii, Biju e Ciji sao os tensores constitutivos do material.

Note que ;; € um pseudo-tensor, isto é, um tensor cujas componentes invertem
de sinal sob uma inversao do sistema de coordenadas. Para poder ter uma densidade
de energia de deformagao objetiva, o tensor B;j;i; deve ser um pseudo-tensor também.
A independéncia dos coeficientes de rigidez de um meio com respeito a uma inversao
do sistema de coordenadas é chamada centro-simétrica. Se o meio for assim tratado,
Bijii se anula.

Para o material isotrépico, cujas componentes dos tensores constitutivos nao
se alteram com as transformacgoes préprias e improéprias (Malvern, 1969) no sistema

de coordenadas, reduz-se o nimero de parametros do material. Assim sendo, tem-se

Ajjir = A10i501 + A20:505 + Az0id (3.42)
Cijii = C10450 + C20i105; + C30410 (3.44)

Retornando-se as equagoes e 3.36], obtém-se

i = A1dijYer + Axvig + Az (3.45)
pij = Ci0iiker + Cakiij + Cshijg (3.46)

onde Aq, Ay, A3z, C1, C5 e (5 sao os seis parametros necessarios para caracterizacao
do material elastico, linear e isotrépico no continuo de Cosserat. Na elasticidade
classica, apenas dois parametros sao necessarios (G e \), denominados constantes
de Lamé (Malvern, 1969).

Os parametros A; e C; possuem dimensoes de forca por unidade de area e de

forca, respectivamente.
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Impoe-se que a matriz constitutiva seja positiva definida a fim de garantir a
positividade da densidade de energia de deformacao, obtendo-se, assim, as seguintes

restricoes para os parametros elasticos do material:

3A1+ A+ A5 >0

Ay + A3 >0

Ay — A3 >0 (3.47)
3CT+Cy+C3>0

Co+C5>0

CQ—C3>0

3.4.3 Redefinicao dos Parametros Elasticos do Material

Para definir os parametros elasticos do material no continuo micropolar, uma
barra, cujo eixo longitudinal é definido ao longo do eixo x;, é considerada estar

submetida a trés estados de tensao diferentes, como mostrado a seguir.

3.4.3.1 Barra submetida ao estado uniaxial de tensao oy; = 713

Utilizando a relacao constitutiva em e considerando o9 = 0 e 033 = 0,

obtém-se

11 = (A1 + As + Az) v + A1yee + Aryss (3.48)
0= A1y + (A1 + As + A3)yoe + A17s3 (3.49)
0= A1y + Aryae + (A + As + Az)yss (3.50)

Definindo-se, como na elasticidade classica, o modulo de elasticidade longitudinal

011

E="1 (3.51)
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o coeficiente de Poisson

Y11 7117
o modulo de elasticidade transversal
E
G=—-— 3.53
21+v)’ (3:53)
a constante de Lamé
E
\ = v (3.54)

(1—2v)(1+v)

e uma nova constante «, tal que A, — A3 = 2a, tem-se

Ev
A=aTass ) (3:55)
Am T 0 (3.56)
2Ty Y '
E
A3:m—a:G—OZ (357)

Para um melhor entendimento dos resultados acima, tomam-se as parcelas
simétrica e anti-simétrica do tensor o;; na equacao [3.450 Na equacao de o(;; (tensor
simétrico de tensao), introduz-se 7(;;) (tensor simétrico de deformagao)

Tij + 04
O(ij) = % = A10ij vk + (A2 + Az)735) (3.58)

Como 7(;j) = €;; (tensor simétrico de deformacao no continuo classico), iguala-se a

equacao anterior com a equacao das tensoes do continuo classico
O(ij) = Aléijskk + (AQ + Ag)i—fij = Aéz‘jf‘:kk + 2G€ij (359)

Daqui percebe-se que A1 = A e Ay + A3 = 2G, como consta nas equagoes de [3.55
aB.57

Da mesma forma, por meio de o) (tensor anti-simétrico de tensao), pode-
se compreender o significado do parametro «, desenvolvendo-se a equacao para
oy55) € introduzindo-se ;) (tensor anti-simétrico de deformacao) no resultado obtido,
obtendo-se

Oij — Oji
Olij] = % = (A2 — Az)yjij) = (A2 — Az)(wk — €x ) (3.60)
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Percebe-se, entao, que a equacao acima relaciona as tensoes anti-simétricas com
a parte anti-simétrica das deformacoes cisalhantes, ou melhor, com a diferenca entre
a macro e a microrrotacao. Necessita-se definir um novo parametro do material que
descreva esta relagao. Assim, fez-se Ay — A3 = 2a e a recebeu 0 nome de modulo de
cisalhamento rotacional (ou anti-simétrico, ou de Cosserat), este parametro controla
a influéncia da microestrutura na distribuicao de tensoes macroscopicas, agindo como
uma medida de rigidez entre a macro e a microrrotacao. Introduzindo « na relagao
acima tem-se

Olij) = 200(55) = 20wk — €ijiPk) (3.61)

O que se observa, na literatura, é que determinacoes de valores tipicos para «
ficam aquém da preocupacao com a caracterizacao das dimensoes da microestrutura,
e nao sao ainda bastante estudadas. Na maioria das situagoes fisicas em que vale o
comportamento eldstico, o valor de o podera ser tal que 0 < o < G, ou um pouco

superior (Mendozal, 2003]).
3.4.3.2 Barra submetida ao estado de tensao 13 = jii3
Utilizando a relacao constitutiva em e considerando uz; = 0, obtém-se

IEL13 = Cglilg + Cg:‘i31 (362)

0= Cgligl + 031113 (363)

Resolvendo-se o sistema de equagoes anterior, resulta

Cy + C3)(Cy — C
/_ng = ( 2 3252 2 3) K13 (364)

Supoe-se que, na figura [3.7] esteja representado um volume de controle com o
formato de um cubo, cujo comprimento da aresta é igual a 2d; (Lages, [1997). Assim

sendo, é possivel a seguinte relacao:

Mz = Elkqs (3.65)
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onde I é o momento de inércia e M3 é o0 momento mostrado na figura [3.7]

;/I\‘x
X3 |

M13
Figura 3.7: Introducao do parametro elastico dy do material

Dividindo-se ambos os membros da equacao [3.65] pela drea da segao do cubo,

tem-se a tensao-momento fii3

B M3 EI E(2dy)* Ed; )
M3 = e = d)R™ T Ta(ad,p T T3 e 20k (3.66)
onde
1
12 = ( +V)df£ (3.67)

3
O parametro Ly, definido pela equacao , ¢ denominado comprimento ca-
racteristico do material a flexao.
Uma viga biapoiada submetida ao ensaio de flexao pura, mostrada na fi-
gura [3.8] apresenta todas as tensoes-momento e curvaturas nulos, exceto 13 € Ki3.
Através deste ensaio e com o exposto acima, é possivel imaginar uma maneira de se

determinar o comprimento caracteristico do material a flexao (Lages, |1997)).
P P
TY
(1) (2) I—’ X j d
AN L

L] L]

Figura 3.8: Ensaio de flexao pura para a determinacao de Ly
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O exemplo de flexao pura é estudado com detalhes no apéndice [A] onde as
equacoes do campo de deslocamentos sao obtidas, entre elas a equagao dos desloca-

mentos verticais apresentada abaixo:

M
onde
2d,
= — -69
r== (3.69)

representa um fator de escala entre a dimensao do volume de controle e a altura
da viga. M é o momento fletor causado pela forca P. £ é o médulo de elasticidade
longitudinal, v é o coeficiente de Poisson e I é o momento de inércia.

Chamando de Av o deslocamento vertical relativo entre os pontos (1) e (2) da

—ML?

viga, localizados na linha neutra (y=0), tem-se que v =0 e v(® = SEI(LE) entao
—MIL?

Av = 5@ — ) — e 3.70

Y Y T REIL ) (3:70)

Substituindo-se, na equagao acima, o valor de r dado pela equagao [3.69] e isolando-se

d [=ML2
=4 1 71
dr =3 SETAv (3.71)

Substituindo-se este valor de df ¢ M = —PL; na equagao [3.67 obtém-se

dy no resultado obtido, tem-se

d\/(l +v) PL,L?

F=3 3 S8EIAv (3.72)

Logo, o valor de L; pode ser obtido por um ensaio experimental de uma viga sob
flexao pura, desde que se conheca todas as grandezas na equacao acima e se faca
a medigao do deslocamento vertical relativo entre os pontos (1) e (2), ou seja, da

flecha da viga no meio do vao.
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3.4.3.3 Barra submetida ao estado de tensao 11 = [ii;

Utilizando a relagao constitutiva em |3.46| e considerando pioo = 0 e pgz = 0,

obtém-se

/_LH = (01 + CQ + Cg)/ﬁn + 01522 + 01533 (373)
0= 01:‘111 + (01 + 02 + Og)ligg —+ 01I€33 (374)
0= 01/<J11 + 011{22 + (Cl + CQ + 03)/{33 (375)

Resolvendo-se o sistema de equacoes anterior, resulta

(G4 C5) (30 4 Oy + C3)
par = 20, + Cy + Cy i (3.76)

Anélogo ao caso da flexao, supoe-se que a figura [3.9] esteja representando o

volume de controle no formato de um cubo, com arestas de comprimento 2d;. Dessa

forma, tem-se
My = Gk (3.77)

onde J; é o momento de inércia polar e Mj; é o momento mostrado na figura [3.9

X}‘)\A x1
M, ‘

MII

Figura 3.9: Introducao do parametro elastico d; do material

Novamente, dividindo-se esta equagao pela area da secao do cubo agora con-

siderado, chega-se a i1

M kG (2d,)*
/_Lll - 1 == ( t) K11 = 4kGd?:‘i11 = QGL?HJH (378)
(2d,)? (2d,)?

onde

L? = 2kd? (3.79)
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e L; é denominado comprimento caracteristico do material a tor¢ao. Para uma
secao transversal quadrangular, a constante k vale aproximadamente 0,140577 (Ti-
moshenko e Goodier, |1970)).

Utilizando-se as equacoes [3.64] [3.66] [3.76] e [3.78 e admitindo-se ainda que

Cy — C5 = 21, tem-se

2GLin[n(L; — 2L7) + GL3L7]

' (GLE - 2p)n(3L7 — 4L7) + 2GL2L7] (380)
2772
Cy=—=-1__ (3.81)
2n — GL}
2n(GL} —n)
= (3.82)
2n — GL}

Semelhante ao parametro «, que relaciona tensoes e deformacoes anti-simétricas,
o parametro 7 foi escolhido para descrever a relagao entre os tensores anti-simétricos
de curvatura k[;; e de tensao-momento ;). A parcela anti-simétrica das tensoes-
momento pode ser obtida pela equacao |3.46| resultando em

ij — Hji Kij — Kji
umzﬂﬁﬂﬁﬂa—@%JﬁJJ (3.83)

Se Cy — C3 = 21, obtém-se pij;;) = 21K[;).

Nesta secao, os parametros Ay, A,, A3, C1, Cy e C3 foram definidos em funcao
das grandezas F, v, Ly, o, Ly e . Estas grandezas sao, agora, definidas como os
parametros elasticos do material micropolar isotrépico.

Pesquisas sobre os parametros L; e n sao raras na literatura, pois eles sé influen-
ciam em aplicacoes tridimensionais. No plano, somente £, v, Ly e a sao necessarios.
Uma vez que nesta Tese serao apresentadas somente aplicagoes bidimensionais, nao
serao discutidas aqui formas de obtencao de valores para L; e n. Entretanto, é
possivel que um ensaio de torcao pura, assim como foi feito para o parametro Ly

utilizando-se o ensaio de flexao pura, possa contribuir para a determinacao de L;.
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As equacoes podem ser escritas como

E
T, 0 (3.84a)
E
84D
— >0 (3.84b)
a > 0 (3.84c¢)
2GIL2L?
AL? —3L% < % (3.84d)
GL?
n > (3.84¢)

3.4.4 Equacoes Diferenciais de Equilibrio

Para determinar as equagoes diferenciais de equilibrio, considera-se um pro-
blema de valor de contorno para um continuo de Cosserat de volume V e superficie

S, sujeito & acdo dos vetores prescritos de forca de volume f; e de momento de volume

;.

¢ 1,
e

uj = uj S
S
A

Figura 3.10: Condigoes de contorno para um continuo de Cosserat

Conforme mostra a figura [3.10, as condig¢oes de contorno do problema sao

onj =t em Sy ou wu;=u; em S, (3.85)
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piin; =m; em S, ou ¢ =¢; em S, (3.86)

onde S; e S, sao as partes da superficie S onde, respectivamente, os vetores de
tensao t; e de tensdo-momento m; sdo prescritos e agem num elemento de superfi-
cie de normal unitéria n;. Por outro lado, S, e S, sao as regioes da superficie S
onde prescrevem-se, respectivamente, os deslocamentos %; e as microrrotacoes ¢;.
Estas equacoes mostram que onde as tensoes sao prescritas, os deslocamentos sao
incognitas e vice-versa, 0 mesmo ocorre para as tensoes-momento e microrrotagoes.

Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
5VVint = 6Wewt (387)

e incluindo-se as contribuig¢oes das novas parcelas do continuo de Cosserat nos tra-

balhos virtuais das acoes internas 6W;,,; e externas 0W,,;, obtém-se
1% 1%

5Wemt = / ﬁéul dV —|—/ L5¢1 dv + / fléul dS + ?7_%5@ dS (389)
\%4 14 St

Sm
Utilizando-se as equacoes |3.31], e desenvolvendo-se a parcela de trabalho

interno em funcao dos campos de deslocamentos e de microrrotacoes virtuais, tem-se
(n/th = / O'ij((s’u]’,i — e,-jkégbk) dV +/ [Lij(sQSjJ' dV (390)
1% 1%
Empregando-se o teorema de Green-Gauss, obtém-se
(5VV7;nt = / OijnicSuj dS — / aijjiéuj dV — / Eijkgij6¢k dV +
S 1% 1%
s 1%

[gualando-se as equagoes e [3.91] e agrupando-se os termos em comum,

tem-se

/ (Uﬁ’j + ﬁ)(SUZ dV + / (,uji,j + €ijk0jk + L)(Sd)l dV +
\% 1%

S S
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Uma vez que a equacao [3.92| deve ser satisfeita para quaisquer fungoes cinema-
ticamente admissiveis, considerando-se deslocamentos e microrrotagoes, conclui-se
que

O-ji,j + fz =0 (393)
Hiji g + €iik0 jk + ZZ =0 (394)
correspondem as equagoes diferenciais de equilibrio.

Para reescrever as equacoes diferenciais de equilibrio em funcao dos campos
de deslocamentos e de microrrotagoes utilizam-se as medidas de deformagao (equa-

goes e , as relagoes constitutivas (equagoes e [3.46) e as equagoes
diferenciais de equilibrio (equagoes e , obtendo-se

(A1 + Ag)uyji + Agui jj + (As — Ag)eijudn; + fi =0 (3.95)

(C1 + C3)pjji + Cotbijj + (Ay — Az)espun; — 2(Az — Az)pi +1; =0 (3.96)
Admitindo-se o valor nulo para «, que corresponde a igualdade de Ay e As,
viola-se a condicao v > 0 imposta em |3.84] isto acarretaria um desacoplamento
das equacoes e [3.96] Para certos problemas, este fato possibilitaria multiplas
solugdes (Lakes| 1985). Se a é tomado como um valor infinito, as equagoes

e [3.96] recairiam na condigao de igualdade entre a micro e a macrorrotagao, isto é

1

O; = 5 CiikUk.j (3.97)

que representa a condigdo imposta na teoria das tensdes-momento (couple-stress
theory). Isto é ainda mais facilmente observado na equagao m pois se o — o0,

tem-se (wy, — €;1¢x) — 0 para qualquer valor de op;).
3.5 Plasticidade Associada para o Continuo de

Cosserat

Apresenta-se, nesta secao, uma formulacao de plasticidade associada para des-

crever o comportamento nao-linear do continuo de Cosserat. Para este fim, o vetor
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de deformagoes {7}, o vetor de tensoes {o}, a definigdo do segundo invariante das
tensoes desviadoras e a lei de encruamento sao generalizados para considerar as
microcurvaturas e as tensoes-momento. Uma extensao do algoritmo de retorno ra-
dial (Simo e Taylor, [1985) é apresentada para determinagao do incremento de tensao
e atualizacao das varidveis internas. Consistente com este algoritmo, é definido um
modulo tangente elastoplastico, que garante uma taxa de convergéncia quadratica
quando o método de Newton-Raphson ¢ usado.

Como na plasticidade convencional, a taxa de deformagao total 7;; ¢ decom-

posta numa parcela elastica 7;; e numa parcela pldstica %’j, isto é,
Yij = ’YZ + ';ija (3.98)

enquanto que a taxa de variagao do tensor de tensao é determinada exclusivamente

pela parcela elastica do tensor de deformagcao
0ij = ijm}iz = ijkl(%’j - %‘Dj) (3~99)

onde Dfj;, é o tensor constitutivo elastico do material.

A taxa de variacao das deformacoes plasticas é determinada pela lei de fluxo.
No caso da plasticidade associada, o fluxo se desenvolve ao longo da normal a super-
ficie de plastificacao f, a qual define sob que condi¢oes um ponto material apresenta

deformacoes inelasticas para um estado geral de tensao. Assim, tem-se

Po— \ 3.100

=L (3.100)
\ s . . , . . :p af

onde A ¢ o multiplicador pldstico que define a magnitude de ;; e 5 define sua
Uij

direcao.
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3.5.1 Superficie de Plastificacao

Utilizando-se o critério de plastificacao de von Mises, introduzem-se as novas
parcelas referentes ao continuo de Cosserat. Neste critério, a superficie de plastifi-
cagao ¢ definida por

f=3h—-ap) (3.101)

onde () corresponde a tensdo de escoamento corrente, cujo valor é fungao do
parametro de endurecimento (ou amolecimento) 3, e J; ao segundo invariante do
tensor desviador das tensoes, que pode ser generalizado (Miithlhaus e Vardoulakis,

1987)) como
Jo(04j, pij) = Jo(Sij, pij) = a18i58i5 + 254555 + a3,uij,uij/L? (3.102)

onde s;; é o tensor desviador das tensoes (s;; = 0;; — op0ij/3), Ly é o compri-
mento caracteristico do material a flexao e a;(i=1, 2 e 3) sdo parametros do modelo.
A expressao teve origem na modelagem de problemas bidimensionais, onde
nao foram incorporados os possiveis efeitos tridimensionais gerados pelo compri-
mento caracteristico do material a tor¢ao (L;). Este tratamento pode ser encontrado
em (Groen et al. (1994)).

Considerando-se estado plano de deformacoes, as componentes de tensao e

deformagao podem ser, convenientemente, reunidas nos seguintes vetores

{U}T:[Un 012 021 022 033 ,U13/Lf M23/Lf] (3.103)

{V}T: [%1 Y2 Y1 Y2 V33 Kizly H23Lf} (3'104)

Nota-se que a deformagao normal 733 também foi incluida no vetor de deforma-
cao {y}7. Isto foi feito porque, embora esta componente de deformacao seja nula sob
condigoes de deformacao plana durante todo o processo de carregamento, este nao
¢ necessariamente o caso para as contribuicoes elastica e plastica desta componente

de deformagao (de Borst, [1993)). Percebe-se também a presenga do comprimento
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caracteristico L; nos vetores acima, isto ocorre para que todas as suas componentes
tenham a mesma dimensao.

Dessa forma, pode-se reescrever a equagao [3.102| na forma

1
Jg == §Uipij0j (3105)

onde F;; é dado por

2/3 0 0 -1/3 —1/3
0 2@1 2@2 0 0
0 2@2 2@1 0 0

o o o o O
o O o o o o

Pl=1|-1/3 0 0 2/3 -1/3 (3.106)
~1/3 0 0 -1/3 2/3
0o 0 0 0 0 2as
0O 0 0 0 0 0 2a3

Na auséncia de tensées-momento, p;; = 0 e s;; = sj;, a equacao [3.102 reduz a
JQ = (a1 + ag)SijSij (3107)

que implica na restricao

1
al + a2 — 57 (3108)

a qual deve ser imposta tal que a expressao de J, para o continuo classico possa ser
recuperada.
Na literatura, encontram-se estudos sobre a escolha dos parametros a; (de Borst,
1991}, 1993; [Miihlhaus e Vardoulakis, 1987)). Aqui, adotam-se os valores sugeridos
por de Borst| (1991)), sendo eles: a; = 1/4, as = 1/4 e ag = 1/2. Para este conjunto
de valores, observa-se a existéncia de dois estados de tensao nao nulos, onde J; se
anula. Sao eles:
{a}{:7[1 00110 o] (3.109)

{U}QTZT[O 1 1000 0} (3.110)

que correspondem, respectivamente, ao estado hidrostédtico de tensao e a um estado

de tensao cuja componente de cisalhamento do tensor simétrico é nula (Lages, |1997)).
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Durante o fluxo plastico, a condicao de consisténcia A f =0 (ou f = 0) deve
ser atendida, isto significa que durante o carregamento plastico o estado de tensao
corrente deve permanecer na superficie de carregamento corrente (f = 0).

Substituindo-se a equacao [3.105| em [3.101] notando-se que durante o fluxo

plastico f = 0 e adotando-se a regra de fluxo associativa (equagao [3.100f), tem-se

para a deformacao plastica infinitesimal

L, 3A
7T 26(5)

A taxa de variacao do parametro (3, energeticamente conjugada a definicao de

: 2, :
B =1/ 37 Py (3.112)

Substituindo-se a expressao|3.111jem[3.112|e observando-se algumas igualdades

P,o, (3.111)

Jy (de Borst|, [1991)), é dada por

matriciais envolvendo a matriz P (ver |de Borst| (1991) e lde Borst| (1993)), tem-se
B=\ (3.113)

O critério de carregamento-descarregamento é baseado nas condig¢oes de Kuhn-

Tucker (Simo e Hughes, |1988))
(i) <0, (i) A>0,  (i5i) fA=0 (3.114)

onde a condigao (i71) é conhecida como condi¢ao de complementaridade e é entendida
da seguinte maneira: quando a fungao de plastificagao é negativa (f < 0), a taxa
de variacao do multiplicador pléstico é zero ()\ = 0), ocorrendo comportamento
elastico, por outro lado, quando f = 0, ocorre fluxo plastico e A > 0. Uma condicao
de complementaridade adicional pode ser estabelecida: A f =0, que é a condicdo de

consisténcia citada anteriormente.

3.5.2 Algoritmo de Retorno

Um dos passos mais importantes na andlise nao-linear da teoria de plasticidade

¢ a determinacao do incremento de tensao e a atualizacao das variaveis internas,
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para um dado incremento de deformacao. Sendo assim, no processo de solucao
incremental, sdo utilizados algoritmos de retorno (Ortiz e Simo), 1986; |Simo e Hughes,
1988), onde o procedimento padrao preditor-corretor é geralmente aplicado. Na
primeira fase deste procedimento, utiliza-se um preditor elastico, onde admite-se
que o incremento de deformacoes se da totalmente no regime elastico e a forma

incremental da relacao constitutiva pode ser escrita como

oy = 0} + Dj;An; (3.115)

onde o} é o preditor eldstico para as tensoes, o} ¢ a tensao no inicio do passo, A~;
¢ o vetor total dos incrementos de deformagao e Df; é o tensor constitutivo eléstico,

o qual em formato matricial é dado por

I R A
0 G+a G—a 0 0 0 O
0 G-a G+a 0 0 0 0
[D] = 12—0_21; 0 0 201(_12—111/) 12—(;21:/ 0 0 (3.116)
2 0 0 200 000 g
0 0 0 0 0 2G 0
0 0 0 0 0 0 2G|

A tensao resultante, todavia, pode sair da superficie de plastificacao corrente,
isto ¢, f(ot, 8%) > 0, onde 3° é o parametro de endurecimento (ou amolecimento) cor-
rente. Tal estado de tensao é inaceitavel e deve ser retornado a superficie, verifica-se,
entao, a necessidade de uma correcao plastica, que é a segunda fase deste procedi-
mento.

Adota-se uma lei de encruamento linear, onde a tensao de escoamento corrente

¢ uma funcao linear do parametro 3, obtendo-se
a(f) =0,+ hp (3.117)

sendo o, a tensao de escoamento inicial, definida em um ensaio uniaxial de tensao,

e h o médulo pléstico.
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Retornando-se a superficie de plastificacao pela condigao f(of, ") = 0, onde o
sobrescrito n denota um valor apés a corregao do fluxo plastico, expande-se a fungao

de plastificagao em série de Taylor na vizinhanca do ponto (o, 3%):

af of i
do; Utﬁo)@f )+% - (B=3°)+R(0:,3) =0 (3.118)

floi, ) = f(oy, %)+
Demonstra-se (de Borst|, [1991)) que a funcao residuo, R(o;, 3), anula-se para a su-
perficie de plastificacao de von Mises.

Desenvolvendo-se a equagao |3.118| tem-se

o)
floi,B) = [f(ol.8°) + &f (0, — oY — DS Ayy) — hAB =
_ o, Of A e A A —
- f( z75) 80' ( Uj_Djk ’Yk)_h A=
i l(ot,60)
= f(oi,8° of DS (AYE — A hAN =
= ‘71‘75)4‘%( | e (Ave — Ay) — =
J 1(at,89
)
= et - 2L peayr —har=
do; (,3°)
of of
= f(of, 8" — AN DS —— —hAXN=0  (3.119)
00; (gt g0y 7" Ok |51, g0)

O incremento do multiplicador plastico pode agora ser definido por meio da
equacao acima
f(oi, %)
D, Bf
Jk doy,
(o8 (e,
Dessa forma, atualiza-se o parametro de endurecimento (ou amolecimento)

AN = (3.120)

h+ 5

através das seguintes expressoes
ApG = AN (3.121)

g =3+ A (3.122)
A corregao do estado de tensao é feita a partir da seguinte equacao
of =0} + DAY = 0 + Df;j(Avy; — AyP) = o — DAY (3.123)

Empregando-se o algoritmo regressivo de Euler (Simo e Hughes, [1988)), define-

se o incremento de deformacgoes plasticas.
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No desenvolvimento da equagao [3.123] utilizam-se as equagoes |3.100] e [3.111},

obtendo-se

3AN
=0, — =———D{;Pjxo} (3.124)
(o767 20(5n> IRV k

Reescrevendo-se o novo estado de tensao, em notagao matricial, tem-se

o :O' — AMNDS. —— of

Yo ;

3AN

el ) IRCO) (3.125

) = (1n1+

onde [I] simboliza a matriz identidade.

3.5.3 Modbdulo Tangente Elastoplastico Consistente

A solugao das equagoes de equilibrio nao-lineares é freqiientemente baseada em
métodos iterativos do tipo Newton-Raphson. Simo e Taylor| (1985) apontaram que a
perda de convergéncia quadratica para estes métodos ocorre principalmente devido a
utilizagao do médulo tangente “continuo”, que é continuo no tempo e definido a partir
do modelo constitutivo elastoplastico por meio da diferenciacao da relagao explicita
incremental entre tensao e deformacao, e mostraram a necessidade da deducao do
modulo tangente elastoplastico consistente com o algoritmo numérico empregado
para a atualizagao das tensoes, onde uma seqiiéncia discreta de intervalos de tempo
(pseudo-tempo) sao utilizados.

Para a definicao deste moédulo, diferencia-se a equacao [3.124] com relacao ao

tempo. Adotando-se a notacao matricial, obtém-se

" = () S DR} - SRRl -
= (DY) — 57 + D Pl — 2 (D ple) =

= D) - (35 250 ﬁ)[ UPNo") — 222 (D) PYo" (3,120

Explicitando-se {¥} e omitindo-se os sobrescritos n, por simplificagao, tem-se

) = ([Derl S 1){ b 22 (- hag)[Plo) (3.127)
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Aplica-se a condicao de consisténcia f = 0 (Simo e Hughes|, [1988) e chega-se a

{af} { }+ (3.128)

(oY [P(5} ~ b =0 (8.129)

3
= —{o}"[P){c} (3.130)
2ho
Substituindo-se [3.130| na equacao |3.127, chega-se a

=6+ (- 22) () PenerenT s e

onde

[H]"' = [D] ! + =[P (3.132)

Para explicitar {¢}, aplica-se a férmula de Sherman-Morrison (Schweizerhof e Wrig-

gers|, [1986)), obtendo-se

o 3\’ H]([PHo )([P]{o})"[H] } |
Gy =4 H -2 : (3.133
7 {” (20) (L —22)7" 4 (2)* (IP){o})T[H]([P]{o}) o )

onde o termo entre chaves corresponde ao médulo tangente elastoplastico consis-

tente.

3.6 O MEF para o Continuo de Cosserat

A formulacao do Método dos Elementos Finitos (MEF) para um continuo de
Cosserat é, em grande parte, idéntica aquela para um continuo classico. Portanto,
aqui nao sao apresentados os detalhes do método, mas apenas mostradas as diferen-
cas existentes para o caso bidimensional.

No MEF, o dominio do problema ¢ dividido em sub-dominios de dimensoes
finitas, denominados elementos finitos. Escrevendo-se o campo de deslocamentos de

cada elemento em funcao dos deslocamentos nodais, tem-se

{a} = [N{u} (3.134)
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onde [N] é a matriz das funges de forma do elemento, {a} é o vetor de desloca-
mentos generalizados em um ponto qualquer no interior do elemento e {u} é o vetor
de deslocamentos nodais generalizados. Para o continuo de Cosserat, cada né do
elemento finito plano apresenta trés graus de liberdade: deslocamento horizontal,
deslocamento vertical e microrrotacao em relagao ao eixo perpendicular ao plano do
elemento. Assim, o vetor de deslocamentos nodais e a matriz das funcoes de forma

sao dados por

W =lul v ooh @ wd . W WY | (3.135)
Ny 0O 0 Ny 0 0 Nyx 0 0

INJ=]1 0 N, 0 0 Ny, O .. 0 Nyy 0 (3.136)
0 0 Ny 0 0 N 0 0 Nyy

onde NN representa o ntimero de nés do elemento e cada N; representa uma fun-
¢ao das coordenadas naturais, unitaria no né i e nula nos demais nés, na forma
convencional de elementos finitos.

As deformacoes sao calculadas a partir dos deslocamentos como:

{7} = [LH{u} = [L[N]u} = [Bl{u} (3.137)

onde {7} é o vetor das componentes de deformacao, [L] é a matriz de operadores
diferenciais, distinta daquela do continuo convencional, e [B| é a matriz que relaciona
as deformacoes aos deslocamentos nodais.

O estado de tensao, {o}, no elemento pode ser avaliado através das deformagoes

e da matriz constitutiva [D], definindo-se a relagao

{o} = [Dl{~} (3.138)

As matrizes [B] e [D] sdo dependentes do tipo de andlise do problema. A seguir,

essas matrizes sao apresentadas para os estados planos de tensao e de deformacao.
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3.6.1 Estado Plano de Tensao

{U}T = [ 011 012 021 022 M13/Lf ,U23/Lf } (3.139)
{V}T = [ Y1 M2 Y21 Y2 kisly KosLy } (3.140)
com
v
V33 = (711 + 722) (3.141)
v—1
[ N, 0 0 DMNyy O 0 Nyne O 0o |
0 Nz —-NM 0 Nop —N, 0 Nynz —Nnn
B — Niy, O Ny Noy 0 Ny . Nnny 0 Nyn
0 Ny 0 0 Ny 0 0 Ny 0
0 0 L{Ni, O 0 LyNy, 0 0 LiNNNng
| 0 0 LiNiy O 0  LyNy, 0 0 LyNyn,y |
(3.142)
0 0 £ 0 0]
G+a G—a 0 0 O
0 G—a G+a 0 0 O
(D] = (3.143)
2 0 0 £ 0 0
0 0 0 0 2G 0
|0 0 0 0 0 2G|

para o caso linear, elastico e isotrépico.

3.6.2 Estado Plano de Deformacao

{U}T:[Ull 012 021 0322 033 M13/Lf M23/Lf] (3.144)

{(n}" = [’Yll Y2 Y21 Y22 Y3z kisly HQSLf} (3.145)



com
_Nl,x
0
Niy
[B]=1 0
0
0
|0
[D°] =

2Gv
033 = 7 2I/(’Yll + 722)
0 Ny, O 0 NNN g
N1 0 Noyw —Np 0
0 Noy 0 N, Ny
N, 0 Npy O 0
0 0 0 0 0
0 LiNiy 0 0 LiNas 0
0 LNy, O 0 LNy, 0
=l U = S =
0 G+a G—a 0 0 0
0 G—a G+« 0 0 0
B0 o mom g
00 2 HER 0
0 0 0 0 0 2G
0 0 0 0 0 0

para o caso linear, elastico e isotrépico.

NNN
0
Nyny
0
0
0

o O o O o o
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(3.146)

—Nnn
Ny
0
0
LiNnn g

LfNNN,y ]
(3.147)

(3.148)



Capitulo 4

Continuo com Microexpansao

4.1 Introducao

Alguns autores (de Borst e Miihlhaus, 1992; |Sluys, |1992) destacam que a uti-
lizacao do continuo de Cosserat nao ¢ adequada quando predomina o modo de aber-
tura (modo I na linguagem de Mecanica da Fratura) nas localizagdes de deformagoes
e sugerem o continuo com microexpansao como solucao para este problema.

O continuo com microexpansao pertence a classe de continuos micromorficos,
apresentados anteriormente. Sua microestrutura nao ¢é tratada como rigida, como
no caso do continuo de Cosserat, mas pode apresentar, além de microrrotagoes, ex-
pansoes (ou contragoes) isotrépicas. Sua utiliza¢ao é recomendada porque, além de
aproveitar os beneficios trazidos pelo continuo de Cosserat, o qual tem apresentado
resultados satisfatérios para a modelagem de localizacao de deformacgoes com pre-
dominancia do modo de cisalhamento (de Borst, (1991} [1993; lde Borst e Sluys| |1991}
Ristinmaa e Vecchi, 1996; Lages, (1997), o continuo com microexpansdo permite
considerar também a ocorréncia de descontinuidades nos campos das deformacgoes
normais.

Neste capitulo, o continuo com microexpansao é descrito para um meio elastico,
linear e isotrépico. Sao ressaltadas as diferencas na formulagao do Método dos

Elementos Finitos deste continuo em relagao aos continuos classico e de Cosserat.
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4.2 Teoria da Elasticidade para o Continuo com
Microexpansao

Nesta secao, apresenta-se a cinematica do continuo com microexpansao com
suas relagoes constitutivas eldsticas e lineares. Apds uma redefinicao dos parametros
elasticos do material, sao obtidas as equacoes diferenciais de equilibrio. Um exemplo

analitico que utiliza esta teoria é apresentado no apéndice [A]

4.2.1 Cinematica do Continuo com Microexpansao

Uma vez que o continuo com microexpansao é uma particularidade do continuo
micromorfico, sua cinematica é descrita aplicando-se uma restricao a cinematica da
microestrutura do continuo micromorfico. Esta restricao é feita de forma a descrever
uma expansao (ou contragao) isotrépica combinada com um movimento de corpo
rigido correspondente a uma rotagao em torno do centro de massa do macrovolume
na configuragdo deformada (ponto p na figura

q®

bx (1+¢)X@

Figura 4.1: Cinemaética do continuo com microexpansao

De acordo com as equagcoes e[3.25} o tensor ®;; deve ser definido de forma
que represente a cinematica do continuo com microexpansao, atendendo a restricao
imposta acima. Neste continuo, a particula nao é considerada como rigida, ela

pode expandir (ou contrair) igualmente em todas as diregdes. Entao, o tensor ®;;
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possui uma parcela simétrica que corresponde ao escalar de expansao (ou contragao)
volumétrica ¢ e uma parcela anti-simétrica que corresponde as microrrotagoes ¢,
equivalendo a

®ij = pdij; — (1 + p)eijudn (4.1)
onde d;; ¢ o delta de Kronecker e €;;;, ¢ o tensor alternante.
Desprezando-se o produto entre a microexpansao e a microrrotacao na equa-
¢ao [4.1], chega-se a
;5 = ©dij — €ijrd (4.2)

Substituindo-se a equagao [£.2] nas equagoes [3.24] e obtém-se, juntamente
com a equagao [3.23] os novos tensores linearizados de deformagao e de microdefor-

macao

1
Eij = §(Ui,j + ;) (4.3)
Yij = Uji — €ijkPr + @Oy (4.4)
Kijk = —€ijiPLk + @ x0ij (4.5)

A parcela simétrica de ~;; ¢ dada por
1
Vg = 5(%’3’ +7ji) = €ij + Pdi; (4.6)

Como ¢;; faz parte da parcela simétrica de v;;, a expressao nao sera consi-
derada entre as informagcoes tensoriais de deformacao. A microexpansao volumétrica
¢ e seu gradiente ¢ ; sao consideradas medidas de deformacoes independentes, re-
sultando em

Yij = Uji — 5ijk¢k (4-7)
Kij = @i (4.8)

@ (4.9)
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P (4.10)

onde somente as nove componentes independentes do tensor k;;, (equacao fo-
ram consideradas. As equagoes de [1.7 a representam as medidas tensoriais de
deformagao para o continuo com microexpansao. Percebe-se que os dois primeiros
tensores ja sao conhecidos da teoria do continuo micropolar e tudo o que se sabe

sobre eles continua vélido para o continuo com microexpansao.

4.2.2 Relagoes Constitutivas

Assim como foi feito para o continuo micropolar, as medidas de tensao sao
associadas as de deformacao por meio da densidade de energia de deformacao U,

CcOomo

o, o,

) _a, s
- 87137 MZ] - a/‘iij’

_%7 i_a@,i’

(8 (4.11)

O‘Z‘j

onde as componentes do tensor de tensao o;; e o escalar de microtensao 1) possuem di-
mensao de forca por unidade de drea. As componentes do tensor de tensao-momento
ft;; possuem dimensao de momento por unidade de drea e as do vetor de microforca
A; possuem dimensao de forca por unidade de comprimento.

Em analogia a elasticidade cléssica, para uma relagao constitutiva linear, na
auséncia de “tensoes” e “deformacoes” iniciais, Uy adquire o seguinte formato

1 1
Uy = §Aijkl%'ﬂkl + Bijiijkm + Cijvige + Lijiijor + o Figkikijhi

1 1
+  Fijkijp + Gigrkijo r + §H<p2 + lippi + 5T (4.12)

onde Aijri, Bijii, Cij, Lijk, Fiji, Fij, Gije, H, I; e J;j sao os tensores constitutivos
do material.

Considerando a isotropia do material com relacao as transformagoes proprias e
improprias no sistema de coordenadas, reduz-se o niimero de parametros do material.

Com isto, verifica-se que os tensores constitutivos Biji, Lijk, Fij, Giji € I; se anulam
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e os demais sao dados por

Aty = A10450k + A20id1 + Az0410,, (4.13)
Ci; = Coyj (4.14)
Eijr = E10i508 + E20:,051 + E30;01, (4.15)
Jij = J6;; (4.16)

Retornando-se as equacoes e substituindo-se o formato resultante de U,

obtém-se
0ij = A0k + Aovij + Az + Coije (4.17)
tij = Erijkpr + Eakij + Eskj (4.18)
Y =Cyi+ Hp (4.19)
Ai=Jp; (4.20)

onde Ay, Ay, As, C, Ey, Fy, E3, H e J sao os nove parametros necessarios para
caracterizagao do material elastico, linear e isotropico no continuo com microexpan-
Sa0.

Os parametros A;, C' e H possuem dimensoes de forga por unidade de area e
os parametros F; e J possuem dimensoes de forca.

Impoe-se que a matriz constitutiva seja positiva definida a fim de garantir a
positividade da densidade de energia de deformacao, obtendo-se, assim, as seguintes

restricoes para os parametros elasticos do material:

(3A; + Ay + A3)H > 3C?
H>0 e J>0
Ay +A3>0

Ay —A3>0 (4.21)
3E,+Ey+E3>0
Ey;y+ E3 >0

Ey — FE3 >0
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4.2.3 Redefinicao dos Parametros Elasticos do Material

Para definir alguns parametros elasticos do material no continuo com micro-
expansao, uma barra, cujo eixo longitudinal é definido ao longo do eixo x1, é consi-
derada estar submetida ao estado de tensao 011 = 717 e demais componentes nulas.
Utilizando as relacoes constitutivas em e e considerando o9y = 0, 033 = 0

e ¢ = 0 obtém-se

o1 = (A1 4+ Ao+ As)yr + Arvyae + A1yss + Co (4.22)
0 = Ay + (A + Az + Ag)yee + Aiyss + Cp (4.23)
0 = Aivit+ Aiyae + (A1 + Ay + A3)ys3 + Cop (4.24)
0 = Clyin+722+733) + Hp (4.25)

Definindo o médulo de elasticidade longitudinal E, o coeficiente de Poisson v,
as constantes de Lamé (G e \) e o mddulo de cisalhamento rotacional «, tal como

foi feito para o continuo de Cosserat, chega-se a

Fv C? C?
Al—(l_zy)(1+y)+ﬁ_A+F (4.26)
A= —F ey (4.27)
2Ty T :
E
Ay—— 4= G-— 42
A I (4.28)

Percebe-se que as expressoes para A, e Az sao as mesmas obtidas para o continuo
micropolar.

Para um melhor entendimento dos resultados acima, tomam-se as parcelas
simétrica e anti-simétrica do tensor o;; na equacao . Na equagao de o) (tensor

simétrico de tensao), introduz-se 7(;;) (tensor simétrico de deformagao)

Oij + 0ji

5 = Aléijﬁ/kk + (Ag + Ag)’)/(ij) + C’5l-j<p (429)

O(ij) =

Como 75 = € (tensor simétrico de deformacao no continuo cldssico), de acordo

com a defini¢ao de 7;; na equagao [£.7] iguala-se a equacao anterior com a equacao
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das tensoes do continuo classico
o) = Ardigere + (Ao + Az)ei; + Coijo = MNijep + 2Gey; (4.30)

Daqui percebe-se que

Algkk + C(p = )\Ekk (431)

e As + A3 = 2G como consta nas equagoes [£.27] e [£.28]

Tomando-se a equacao e substituindo vi; + Y22 + V33 = Yk = Exk, tem-se

0=Cep+Hep (4.32)

ou
=T 4.33
€kk C ( )

Substituindo este resultado na equagao tem-se

02

como consta em [4.20l
Desenvolvendo-se a equacao para op;;) (tensor anti-simétrico de tensao) e

introduzindo-se yj;) (tensor anti-simétrico de deformacao) no resultado obtido, fica

Oij — Oji
T8 — (Ay = Ay = (Ao — Ag)(wn — i) (4.35)

Olij) =

sendo (Ay — A3) = 2« assim como no continuo micropolar.
Por meio das equacoes e pode-se notar que o parametro H relaci-
ona o escalar de microtensao ¢ com a microexpansao ¢, enquanto o parametro C'
combina os efeitos da macro e da microescala, fornecendo informagoes sobre como
os efeitos microscépicos, que tém origem na microexpansao, afetam o comporta-
mento macroscopico e também sobre como as microtensoes sao influenciadas pelas
deformacgoes macroscopicas. A influéncia destes parametros em problemas linea-

res e nao-lineares ainda sao fontes de estudo na literatura (Lages, 1997; Kirchner

e Steinmann, 2007) e geralmente seus valores sao baseados no médulo volumétrico
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K= ﬁ macroscopico, pois esses parametros estao relacionados com a expansao
volumétrica, microtensao e com as componentes normais do tensor de tensao.
Os parametros E;, Ey e F3 sao obtidos seguindo-se o mesmo raciocinio desen-

volvido no capitulo |3 para a obtencao dos parametros C;, Cy e C3, chegando-se aos

mesmos resultados expressos pelas equagoes [3.80] [3.81] e [3.82l Mantém-se também

os significados e expressoes para os parametros L¢, L; e 1.

Para a determinagao do parametro J, supoe-se que, na figura [4.2] esteja re-
presentado um volume de controle com o formato de um cubo, cujo comprimento
da aresta ¢ igual a 2d,, submetido a um carregamento distribuido por unidade de
comprimento ¢; na dire¢ao z; (Lages, 1997). Assim sendo, é possivel a seguinte

relacao:
Yii 1—-2v

T =g = 12E2 (—q1z1 + k) (4.36)

onde 7, é a deformagao volumétrica e k é uma constante de integragao.

;/I\‘x
X, |

\ .
Nl
N,+dN,
\
2d,
2d,

Figura 4.2: Introducao do parametro elastico d, do material

Derivando-se a equacao [4.36| com relacao a x; e explicitando-se o carregamento

distribuido, tem-se
12Ed? 9,
1—2v 6:171

-4 = (4.37)

Tomando-se a equagao constitutiva na dire¢ao x1, tem-se

A =Jpa (4.38)
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e comparando-se com [£.37], percebe-se que

12Ed?
J = @ —9GL>? 4.39
T— 9, o (4.39)
onde
1+v
I’ =12 d? 4.40
a 1 _ 2]/ a ( )

e L, é denominado comprimento caracteristico do material a tracao.

Os parametros Ay, As, As, FEi, Fs, FE3 e J foram definidos em funcao das
grandezas I, v, Ly, o, Ly, n e L,. Agora, estas grandezas sao, juntamente com H e
C, definidas como os parametros elasticos do material com microexpansao isotrépico.

As equagoes podem ser escritas como

1
-1< v <3 (4.41a)
H > 0 (4.41b)
E
> 0 4.41
T (4.41c)
a > 0 (4.41d)
2GLAL2
AL} - 312 < I (4.41c)
n
GL3

4.2.4 Equacoes Diferenciais de Equilibrio

Para determinar as equagoes diferenciais de equilibrio, considera-se um pro-
blema de valor de contorno para um continuo com microexpansao, de volume V e
superficie S, sujeito & acdo dos vetores prescritos de forca de volume f;, de momento
de volume [; e de microforca de volume g;.

As condigoes de contorno do problema sao:

oin; =t em S ou u;=u; em S, (4.42)
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Wiing =m; em S, ou b= d; em Se (4.43)

ANnj=Xem Sy ou @=¢ em S, (4.44)

onde Sy, S,, e S\ sao as partes da superficie S onde, respectivamente, os vetores
de tensdo #;, de tensdo-momento m; e do escalar de microforca de superficie A séo
prescritos e agem num elemento de superficie de normal unitéria n;. Por outro lado,
Su, S4 € S, sao as regioes da superficie S onde prescrevem-se, respectivamente, os
deslocamentos 1;, as microrrotacoes ¢; e a microexpansao .

Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
5VVint = 5Wezt (445)

e incluindo-se as contribuicoes das novas parcelas do continuo com microexpansao

nos trabalhos virtuais das acgoes internas 6Wj,; e externas 6W,,;, obtém-se

\%4 14 \%4 \%

Wepy = / fibu; dV + / 1;6¢; AV + / gopdV + / tiou; dS +
\% \% \% St
+ / midg; dS + / M dS (4.47)
Sm S

Utilizando-se as equacoes e desenvolvendo-se a parcela de trabalho
interno em funcao dos campos virtuais de deslocamentos, de microrrotagoes e de

microexpansao, tem-se

|4 v |4 v

Empregando-se o teorema de Green-Gauss, obtém-se

5Wint = /aijniéuj dS—/O'ijﬂ'duj‘ dV—/eiijij&bk dV—i—/uwnlégb] dS+
S \%4 % S

14 14 S 14
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Igualando-se as equagoes e 4.49, e agrupando-se os termos em comum,

tem-se

/ (0jij + [i)0u; dV + / (1jij + €ijroj + 1)0¢; AV + / (Nii =¥ +g)dpdV +
Vv 1% Vv

S S S

Uma vez que a equagao deve ser satisfeita para quaisquer funcoes cine-
maticamente admissiveis, considerando-se deslocamentos, microrrotagoes e microex-

pansoes, conclui-se que

Wii; + €05k + ;=0 (4.52)

correspondem as equagoes diferenciais de equilibrio.
Para reescrever as equacoes diferenciais de equilibrio em funcao dos campos

de deslocamentos, de microrrotacoes e de microexpansoes utilizam-se as medidas de

deformacao (equagoes [£.7) e [4.8), as relagdes constitutivas (equagoes [4.17] [4.18] [4.19]

eld.20)) e as equagoes diferenciais de equilibrio (equagoes|4.51} [4.52|e(4.53)), obtendo-se

(A1 + As)ujji + Aouy j; + (A2 — As)eijntn, + Co,i + fz =0 (4.54)
(BEy + E3)0;ji + Bt i + (Aa — Az)esjnup; — 2(Ay — A3)gi +1; = 0 (4.55)

A medida que o pardmetro J se aproxima de zero (ou L, — 0), observa-se,

pela equagao [£.56] que a microexpansao tende ao valor

—C g
7 " * H (4.57)

e substituindo-se em[4.54] faz com que o parametro A; recupere seu valor do continuo
de Cosserat (ou micropolar). Assim, juntamente com a equagao recairiam nas

equacgoes deste continuo.
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Outra forma de fazer o continuo com microexpansao se comportar como o
micropolar é deixar o valor do parametro H tender ao infinito, o que torna a micro-
expansao nula, utilizando-se a equacgao [4.56 e novamente A; recairia ao seu valor
da teoria micropolar.

Mais ainda, anulando-se o valor do parametro C, as equagoes e corres-
ponderiam aquelas do continuo micropolar e estariam desacopladas de m (Lages|,

1997).

4.3 O MEF para o Continuo com Microexpansao

A formulagao do Método dos Elementos Finitos (MEF) para um continuo com
microexpansao ¢, em grande parte, idéntica aquela para um continuo micropolar
(ver segao e, aqui, apenas sao mostradas as diferencas existentes para o caso
bidimensional.

Para o continuo com microexpansao, cada né do elemento finito plano apre-
senta quatro graus de liberdade: deslocamento horizontal, deslocamento vertical,
microrrotagao em relagao ao eixo perpendicular ao plano do elemento e microexpan-

sao. Assim, o vetor de deslocamentos nodais e a matriz das funcoes de forma sao

dados por
[ =l ub 0) o' @ w3 ) @ N WY Y oWV | (458)
(N, 0 0 0 N, 0 0 0 Nyy O 0 0 |
] = O Ny 0 0 0 Ny O O ... O Nyx 0 0
0 0 N, 0 0 0 Ny 0 0 0 Nyyv O
0 0 0 N 0 0 0 N 0 0 0 Nyy

(4.59)
onde NN representa o ntimero de nds do elemento e cada N; representa uma fun-
¢ao das coordenadas naturais, unitaria no né ¢ e nula nos demais nés, na forma

convencional de elementos finitos.



82
A seguir, sao apresentados os vetores generalizados de tensao e deformacao e

as matrizes de incidéncia cinematica [B] e constitutiva [D] para os estados planos de

tensao e de deformagao.

4.3.1 Estado Plano de Tensao

{U}T:[Un 12 a1 0 U A/Ly Ao/L, ,u13/Lf M23/Lf] (4.60)

{7}T = [ Y1 Y2 Y1 Ye2 ¢ Pala wala kKizly KasLy ] (4.61)
com
Ev C?
<(1 o0 (1+0) + ﬁ) (11 +722) + Cyp
= E(1—v) 2 (4.62)
((1 I ﬁ)

N, 0 0 0 Nyne O 0 0
0 M, —-N 0 0 Nyngz  —Nnn 0

N, 0 N 0 Nyny 0 Ny 0
0 N, 0 0 0  Nwy, 0 0

[B] = 0 0 0 Ny 0 0 0 Nnn

0 0 0 LNy, 0 0 0 LoNNN o
0 0 0 LNy, 0 0 0 LoNnny
0 0 LN, 0 0 0  L;Nyx. O
0 0  LyNy, 0 0 0 LiNyn,y 0
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4 0 0 dods 0 0 0 0|
0 G+ta G—a 0 0 0 0 0 0
0 G-—a G+a 0 0 0 0 0 0
dy 0 0 dp dz 0 0 0 0
D)= |ds 0 0 ds dy 0 0 0 0 (4.64)
0 0 0 0 0 26 0 0 0
0 0 0 0 0 0 26 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2G 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2G

onde [D¢] refere-se ao caso eldstico, linear e isotrépico e as constantes dj, ds, d3 e

dy, valem

_ 2EC*(1+4v)(1—-2v)+ E°H
h = C?(1+v)2(1 — 2v) + EH(1 — 1?) (4.65)

_ EC*(1+4v)(1—2v)+ E*Hv
b2 = C?(1+v)2(1 —2v) + EH(1 — 1?) (4.66)

B CEH(1—2v)

ds = C2(1+v)(1 —2v)+ EH(1 —v) (467)
dy = EH(1 - v) (4.68)

C?(1+v)(1—2v)+ EH(1 —v)

4.3.2 Estado Plano de Deformacao

{U}T:[Un O12 O 02 033 ¥ M/Le Xo/La jus/Ly 'uQ?’/Lf} (4.69)

{(1}" = [711 M2 Yot Vo2 33 ¢ @ala waol. KizLy K23Lf] (4.70)

com

033 = (<1 — 2yE)Z1 ) + %) (711 + 722) + Co (4.71)
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o o o o O

Ny
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LoNnnNy

0
0

(4.72)

(4.73)

onde [D¢] refere-se ao caso eldstico, linear e isotrépico e as constantes ds e dg, valem

E(1l—-v)

d5:

Ev

(1-2v)(1+v)

dg =

d—2)(1+0)

02
H
02
H

(4.74)

(4.75)



Capitulo 5

Modelo Constitutivo de
Microplanos para o Continuo
Classico

5.1 Introducao

Tradicionalmente, os modelos constitutivos macroscépicos sao formulados com
base em relagoes totais ou incrementais entre as componentes dos tensores de tensao
e deformacao, usando a teoria de invariantes tensoriais. Esses modelos apresentam
dificuldades de predizer de forma realista o comportamento de materiais, tais como
o concreto, que possuem microestrutura extremamente heterogénea e que desenvol-
vem dano anisotropico durante o processo de carregamento, pois torna-se inviavel
identificar as componentes dos tensores capazes de representar tal comportamento.
Na tentativa de superar essas dificuldades, o modelo constitutivo de microplanos
tem se apresentado como uma alternativa para a modelagem de meios parcialmente
frageis heterogéneos, uma vez que neste as propriedades dos materiais sao descritas
por relagoes tensao-deformagao em planos de varias orientagoes, imaginados repre-
sentativos da microestrutura do material. As restri¢oes de invariancia tensorial nao
necessitam ser diretamente impostas nas relagoes constitutivas, elas sao automati-
camente satisfeitas pela superposicao adequada das respostas dos microplanos de

todas as orientagoes.

85
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Sobre uma esfera com centro no ponto material, sao gerados varios planos
(microplanos) de orientagao arbitraria, conforme mostra a figura Conhecendo-
se as deformagoes de um ponto material, através dos modelos de microplanos, é
possivel obter as tensoes, bem como o estado de degradagao do material neste ponto,

avaliado pelo tensor constitutivo tangente.

Figura 5.1: Indicagao dos microplanos sobre uma esfera de raio unitério (Ozbolt et al.,

2001)

O esquema de funcionamento dos modelos de microplanos esta representado na
figura[5.2] Neste esquema, as deformagoes nos microplanos correspondem & aplicagao
de uma restricao cinematica ao tensor macroscépico de deformacgoes. Através de
relacoes tensao-deformacao, validas para os microplanos, calculam-se as tensoes em
cada microplano. Depois de aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) ou as
Leis da Termodinamica, obtém-se o estado macroscépico de tensoes e uma avaliagao
da degradacao da rigidez (Silval 2002).

Neste capitulo, sao apresentados dois modelos de microplanos com o continuo
classico e a integracao numérica para a obtencao das grandezas macroscépicas. O
primeiro é o Modelo de Microplanos com Relaxa¢ao Cinemdtica (Ozbolt et al., 2001)),
que utiliza restricao cinematica com componentes de deformagao volumétrica, des-

viadora e tangencial nos microplanos (decomposigao V-D-T'), leis constitutivas nos
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microplanos obtidas experimentalmente e o PTV para o processo de homogeneiza-
gao. O segundo é o Modelo de Microplanos com Deformagao Equivalente (Leukart e
Ramm), 2006)), que utiliza restrigdo cinemética com componentes de deformagao vo-
lumétrica e desviadora nos microplanos (decomposicao V-D), leis constitutivas nos
microplanos obtidas por leis de dano em funcao de deformagoes equivalentes e um
processo termodinamicamente consistente para a homogeneizacao. Estes termos sao

esclarecidos na revisao histérica feita a seguir.

Deformagdes em um Restri¢do cinematica

ponto material

Deformagdes em
microplanos

Leis tensdo-deformagao
validas para os microplanos

>

Tensdes no ponto PTV ou Termodindmica

material

Tensdes nos microplanos

Figura 5.2: Esquema de funcionamento dos modelos de microplanos

5.2 Historico

A idéia de definir um comportamento ineldstico independente para diversos
planos com diferentes orientacoes dentro do material, e entdao, de alguma forma,
superpor a contribuicao de todos estes planos, tem uma longa historia.

A idéia inicial de|Taylor (1938) baseava-se na caracteriza¢ao do comportamento
constitutivo de metais policristalinos por meio de relagoes entre os vetores de tensao
e deformacao agindo em planos de todas as orientagoes possiveis dentro do material
e na determinagao dos tensores macroscopicos de tensao e deformacao como um
somatorio (ou resultante) de todos estes vetores sob a consideracao de uma restrigao.

A idéia de Taylor foi logo reconhecida como o modo mais realista para descrever
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a plasticidade de metais, porém a falta de recursos da época impediu sua aplicacao
pratica. |[Batdort e Budianskil (1949) foram os primeiros a adotar a idéia de Taylor e
desenvolver um modelo para plasticidade de metais policristalinos, onde o fendomeno
pléastico foi assumido ocorrer em varios planos definidos pela geometria da estrutura
cristalina. Ao longo dos anos, muitos outros pesquisadores refinaram ou modificaram
esta aproximacao para metais, enquanto outros estenderam a idéia para a obtencao
de respostas ineldsticas de solos e rochas.

Em todos os modelos anteriores foi considerado que o vetor de tensao, que
age em varios planos no material, fosse obtido pela projecao do tensor de tensao
macroscépico, tal consideracao é conhecida como Restricao Estatica.

H4 duas décadas atrés, esta aproximagao foi estendida por Bazant e Oh| (1983)),
(1985) e Bazant e Gambarova| (1984) para representar o comportamento de materiais
parcialmente frageis. Nestes trabalhos, o nome Modelo de Microplanos foi adotado
para demonstrar que leis constitutivas definidas em determinadas orientagoes do ma-
terial nao se restringem somente a plasticidade de metais, mas podem ser aplicadas
a qualquer tipo de comportamento do material.

Pode-se compreender o sentido fisico desta proposta observando-se o compor-
tamento do concreto. Este é formado por uma matriz e agregados. Assim, a interface
entre a matriz e o agregado é quem mais contribui para as deformacoes inelésticas.
A fim de descrever este comportamento, pode-se gerar planos na interface agregado

- matriz e simular o comportamento do material nestes planos (figura [5.3).

Agregado Plano

Figura 5.3: Representagao do modelo de microplanos
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As principais diferencas entre o Modelo de Microplanos e os modelos simila-
res anteriores sao a aplicagao da Restricao Cinemdtica e a aplicacao do Principio
dos Trabalhos Virtuais para obter a relacao entre as tensoes macroscdpicas e as
componentes de tensoes nos microplanos.

A Restrigao Cinemdtica consiste na obtengao das componentes de deformagoes
nos microplanos por meio da projecao do tensor de deformacao macroscopico. Essa
restricao representa melhor o comportamento de materiais parcialmente frageis por
duas razoes (Bazant e Oh| 1985)). Primeiro, porque os modelos determinados estati-
camente tornam-se instaveis apds o inicio do fenomeno de amolecimento. Segundo,
porque a restricao cinematica parece descrever melhor o que ocorre na microestru-
tura desses materiais, onde as tensoes registradas estao longe de serem consideradas
uniformes.

Nos primeiros modelos de microplanos propostos, apenas a componente nor-
mal de deformacao foi considerada na restri¢gao cinematica, desprezando-se a rigidez
ao cisalhamento nos microplanos. Esta simplificagado mostrou-se ineficiente para
modelar a resposta em compressao, por varias razoes (Bazant e Prat|, [1988)). Por
exemplo, simulacoes do teste de compressao uniaxial com ocorréncia de “strain-
softening’resultaram em localizacao de deformagao exibindo uma resposta na forma
de “snap-back”, que pode nao corresponder a realidade. Além deste problema, este
modelo causa uma restricao sobre o valor do coeficiente de Poisson, v, do sistema
de microplanos. Encontra-se sempre v=0,25, que ¢é inaplicdvel para alguns materi-
ais. Além disto, esta formulacao deveria, a principio, servir para qualquer material,
assim um valor constante do coeficiente de Poisson nao faz sentido.

Depois de explorar um grande nimero de alternativas, Bazant e Prat (1988)
chegaram a conclusao de que deveria ser incluida a parcela de deformacao cisalhante
em cada microplano (decomposi¢ao N-T'). Ao introduzir esta parcela, o coeficiente
de Poisson passou a ficar limitado na faixa de -1 < v < 0,25. Esta faixa pode

descrever o coeficiente de Poisson observado para varios materiais, mas o fato do
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valor nao poder exceder 0,25 é fisicamente suspeito. Isto porque o modelo deveria
a principio também funcionar para qualquer outro material, mesmo que este possua
coeficiente de Poisson maior que 0,25. Os autores descobriram que um coeficiente de
Poisson arbitrario, situado entre -1 < v < 0,5, pode ser obtido se, além de considerar
a componente cisalhante de deformagao, a deformacao normal for decomposta nas
parcelas volumétrica e desviadora (decomposicao V-D-T'). Assim, surge um modelo
incluindo, além da decomposicao acima referida, uma dependéncia entre a tensao
cisalhante e valores principais de tensao. Ou seja, o modelo deixa de ser puramente
cineméatico na determinacao das tensoes nos microplanos e passa a usar uma deter-
minac¢ao mista, mostrando-se capaz de descrever testes de compressao incluindo a
ocorréncia de “strain-softening”.

A partir daquele proposto por Bazant e Prat| (1988)), o modelo de microplanos
foi combinado ao conceito de dano nao-local por [Bazant e Ozbolt| (1990) e esten-
dido para suportar carregamento ciclico por (Ozbolt e Bazant| (1992)). Isto permitiu
representar o comportamento triaxial nao-linear e a fratura do material. Estes mo-
delos foram implementados num programa de elementos finitos e sua capacidade de
predizer realisticamente a resposta estrutural foi demonstrada por meio de exemplos
numéricos.

Nas propostas anteriores teve-se grande cuidado com a consisténcia em relagao
aos dados experimentais ja conhecidos. Entretanto, nao se atentou muito para os as-
pectos tedricos e/ou numéricos. Assim, a formulacao de Carol et al.|(1992) procurou
definir o Modelo de Microplanos de forma que os conceitos tedricos fossem apresenta-
dos de um modo mais compreensivel, sugerindo uma nova e mais clara interpretagao
de algumas das equacoes e varidveis envolvidas na formulacao. Também algumas
mudancas nas hipoteses anteriores foram feitas, visando-se uma formulagao final
mais adequada a aplicacoes praticas. Desta forma, as duas principais contribuicoes

do trabalho de |(Carol et al.| (1992) sdao: a) o cédigo de sua implementagao necessita
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ser escrito apenas uma vez, de modo a representar tanto o comportamento do ma-
terial em um tnico ponto, quanto o comportamento do material em um contexto
estrutural e b) conseguiu-se eliminar a determinagao mista da formulacao anterior,
tornando-a puramente cinematica e recebendo a denominacao Modelo Explicito de
Microplanos.

Ozbolt et al.| (2001) observaram que, apesar das qualidades apresentadas pelos
modelos de microplanos até entao existentes, estes exibiam uma expansao lateral
em estado de tracao dominante (amolecimento em tracao), o que é inaceitdvel num
ensaio de tragao uniaxial. Este problema foi confirmado por [Silval (2002)) ao simular
o ensaio de tragao uniaxial e de tracao com cisalhamento para o Modelo Explicito
de Microplanos proposto por (Carol et al.| (1992).

Desta forma, Ozbolt et al. (2001) propuseram uma nova formulacao incluindo
uma relaxacao na restri¢ao cinemética adotada por |Carol et al.| (1992), concebendo
assim o Modelo de Microplanos com Relazacao Cinemdtica.

Os modelos acima, que utilizam o Principio dos Trabalhos Virtuais, nao sa-
tisfazem a segunda lei da termodinamica em todas as situagoes de carregamento.
Entao, esta teoria foi questionada por (Carol et al.| (2001, que propuseram substitui-
la por uma formulacdao termodinamicamente consistente para obtencao das relagoes
constitutivas nos microplanos, incorporando um potencial de energia livre em cada
microplano, tal que a energia livre macroscépica fosse obtida pela integral sobre os
microplanos de todas as orientagoes.

Essa formulagao termodinamicamente consistente pode ser aplicada a todos
os tipos de comportamento do material nos microplanos, incluindo elasticidade,
dano e plasticidade (Kuhl et al., 2001) ou uma combinagao destes. Assim, as leis
constitutivas nos microplanos sao escolhidas de forma mais racional, dependendo
do comportamento do material que se deseja utilizar, e deixam de ser definidas
empiricamente, sem uma interpretacao fisica do comportamento constitutivo em

cada microplano.
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O crescente interesse na utilizacao da modelagem constitutiva via microplanos
tem gerado varias classes de modelos, cada um com suas préprias vantagens e des-
vantagens. Alguns aspectos dessa teoria continuam sendo alvos de muitos estudos e
discussoes, como a escolha das componentes de deformagao nos microplanos e os pa-
rametros que melhor descrevem suas relagoes constitutivas. Tais discussoes podem
ser encontradas, por exemplo, em Kuhl e Ramm| (2000). Nesse sentido, uma outra
restricao cinematica tem sido adotada, na qual as componentes de deformagao nos
microplanos sao divididas, somente, em parcelas volumétrica e desviadora (decom-
posi¢ao V-D) (Leukart e Ramm), 2002, 2003, |2006)), onde a componente volumétrica
é somente uma componente normal e a desviadora € caracterizada por ambas as
direcoes, normal e tangencial. Ela combina as vantagens das duas decomposicoes
tradicionais (N-T e V-D-T).

No que se refere as relagoes constitutivas nos microplanos, outras questoes sao
discutidas, como por exemplo, se sao descritas por leis de dano, é comum a discussao
de quantas variaveis de dano utilizar e também de qual grandeza adotar para re-
presentar a degradacdo do material. Neste caso, Leukart e Ramm| (2006 adotaram
uma tnica varidavel de dano que acopla os danos volumétrico e desviador nos micro-
planos, bem como uma deformagao equivalente escrita em funcao das componentes
de deformagao no microplano e que ¢ a responsavel por descrever a evolucao do dano

naquela diregao.

5.3 Modelo de Microplanos com Relaxacao Cine-
matica

O modelo proposto por Ozbolt et al.| (2001)) apresenta duas modificagoes prin-
cipais em relagdo ao de (Carol et al.| (1992)). Sao elas: @) introducdo de uma fun-

¢ao de descontinuidade que provoca uma relaxacao na restricao cinematica quando



93

hé predominancia do estado de tragdo dominante e b) decomposigao da deforma-
¢ao tangencial no microplano em duas componentes ortogonais entre si. A seguir,
encontra-se uma descricao do funcionamento deste modelo segundo as etapas que

constam na figura [5.2

5.3.1 Restricao Cinematica

A restrigdo cinemética assume que as deformacgoes normal e tangencial (ey e
e7) nos microplanos sao iguais a decomposigao do tensor macroscépico de deforma-
cao g;; naquela direcao.

EN = &N (51)

ep; = €5Mj — EnNy = (6ij — NN )N i (5.2)

onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker e n; representa as componentes do vetor normal ao
microplano. Além disso, a deformacao normal é decomposta nas parcelas volumé-
trica (ey) e desviadora (¢p), enquanto a deformagao tangencial é dividida em duas
parcelas ortogonais entre si, ), e €, cujas direcoes M e L estao situadas sobre o
microplano e sao dadas pelos vetores unitarios m e I, de componentes m; e [;. Estas

deformagoes estao indicadas sobre um microplano na figura

en =(ev+ep)n (5.3)
er =enm + el (5.4)
onde
ey = %’f (5.5)
ep = (ninjei; — ev )y e = (minjeij )y er = (linjeij)y (5.6)

onde 1) é a funcao de descontinuidade que provoca uma relaxacao na restricao cine-
matica quando ha predominancia do estado de tragao dominante.
Existem infinitas possibilidades para as direcoes M e L em torno da direcao

normal ao microplano. Para reduzi-las foi assumido que a direcao M é sempre normal
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ao eixo x3 (Ozbolt et al., 2001)), neste caso, tem-se

2

my = ny(n? 4+ n3)~1/? my = —ny(n? + n3)~1/2 mz =0 (5.7)

Porém, quando n; = ny = 0 assume-se que

As coordenadas do vetor I sao obtidas pelo produto vetorial Il =m x n.

A X
3 &
X
QN /‘3
§T §M
&
E1, _O@Q\%
&

X

Figura 5.4: Componentes de deformagao num microplano

Como se pode observar nas equagoes [5.6] exceto para a deformagao volumé-
trica, as deformacoes efetivas nos microplanos sao iguais a decomposicao do tensor
macroscopico de deformacao €;; naquela direcao multiplicada por uma funcao .

A componente volumétrica da parcela normal de deformacao nao é multiplicada
pela fungao ¥ porque é invariante para qualquer orientacao do microplano e serve
como um indicador macroscépico de dano para o estado de tracao dominante.

A funcao 9 reflete a descontinuidade devido as fissuras de tracao. Esta funcao
varia de 0 a 1 e o seu valor esta relacionado a lei tensao-deformagao volumétrica de
cada microplano. Adicionalmente, esta funcao deve garantir uma suave transicao do
estado de tracao dominante para o de compressao dominante, entao assume-se que
ela também seja dependente da tensao principal méxima (o).

Segundo Ozbolt et al.| (2001)), para considerar a orientacao do dano (da fissura)

em estado de tragao dominante, a funcao de descontinuidade ¢é ativada e controlada
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pela componente de deformacao desviadora nos microplanos. No inicio da fissuracao,
o microplano que esta proximo a direcao que é ortogonal a direcao da fissura apre-
senta deformacao desviadora negativa. Entretanto, a medida que o dano aumenta,
as tensoes e deformacgoes desviadoras nesses microplanos deveriam aproximar-se de
zero, entao estas sao “relaxadas” pela funcao . Ao contréario, se o microplano é
paralelo a direcao da fissura, apresenta deformacao desviadora positiva e deve ser
carregado em tracao. Assim, a funcao de descontinuidade para a deformagao desvi-

adora é dada por:

floy)ey |P1

Se ep <0, ey >0, o01>01mn = Y= 6_) a1 (59)

Se ep=20, = ¢v=1 (5.10)

A resisténcia ao cisalhamento de cada microplano depende das tensoes normais
que nele estao agindo. Para tensoes normais positivas (tragao), depois de iniciada a
fissuracao e independente da orientacao do microplano, a resisténcia ao cisalhamento
se reduz a zero, ou seja, a funcao de descontinuidade deve ser ativada. Ao contrario,
para tensOes normais negativas (compressao), o microplano oferece resisténcia ao
cisalhamento mesmo durante o processo de amolecimento, principalmente devido
ao atrito, e geralmente essa resisténcia nao se reduz a zero. Assim, a funcao de

descontinuidade para a componente cisalhante de deformacao é dada por:

flop)ey |P1
ay

Se ey > 0, o1>01min, = 77/1 = 67‘ (511)

Senao = Y=1 (5.12)

Nas equagoes 5.9 e [5.11], a; e p; sdo constantes do material e o7y,,;, ¢ um valor
limite minimo para a tensao principal maxima.

Uma vez que a deformacao volumétrica positiva ¢ utilizada como um indicador
do estado de tragao dominante nos microplanos, assume-se que a funcao de descon-
tinuidade seja muito parecida com a relacao tensao-deformacao volumétrica quando

ey > 0, nao sendo iguais pela presenga da fungao f(o1), que garante uma suave
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transigdo do estado descontinuo (fissuragao por tragao) para o estado continuo (fis-
sura fechada e subseqiiente carregamento em compressao). O grafico da fungao de

descontinuidade é mostrado na figura [5.5]

-

1)01

1.0

0.0

CONTINUO DESCONTINUO

L
h J

Figura 5.5: Gréfico da fungao de descontinuidade (Ozbolt et al., [2001])

Segundo |Ozbolt et al.| (2001)), a determinagao da fungao f(oy) (figura [5.6)
baseou-se no comportamento do concreto por meio de ajustes de testes experimentais

sob carregamento ciclico, adotando-se o seguinte:

Se Tipm <01 <0, = flo)=1—sen (E 7 ) (5.13)
2 O1min
Se 01>0, = f(og)=1 (5.14)
Se 01 < 01pmin, = flo1)=0 (5.15)
4 o)
1.0
0
»
+Gl
G1 min

Figura 5.6: Grafico da funcao f(o1) (Ozbolt et al.l 2001
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5.3.2 Relagoes Constitutivas nos Microplanos

Associadas as quatro deformagoes ey, €p, €ps € €1, as quatro tensoes correspon-
dentes oy, op, oar € or, sao calculadas adotando-se leis tensao-deformacao definidas
em funcao, somente, de suas respectivas deformacoes, permitindo que o modelo seja
completamente cinematico, sem dependéncia iterativa no célculo das tensoes.

Os simbolos a, b, p, q, a1, as, as, p1, p2 € p3, que aparecem nas relagoes tensao-
deformagao apresentadas a seguir, sao constantes empiricas do material. Estas cons-
tantes sao geradas a partir de ajustes de curvas obtidas do ensaio de compressao
axial, tracao axial e cisalhamento. Este processo é bastante trabalhoso e por isso
o numero de materiais ja descritos nao é muito grande. Além disto, encontram-se
sugestoes de diferentes parametros para descrever o mesmo material.

Os valores de EY, EY e E%, que também aparecem nas leis tensao-deformagao a
seguir, sao os modulos elasticos obtidos das relagoes uniaxiais de tensao-deformagao
nos microplanos. Estes médulos sao obtidos admitindo-se isotropia inicial, a partir
dos valores do médulo de elasticidade longitudinal do material (E) e do coeficiente

de Poisson (v), através das relagdes (Bazant e Prat), |1988))

EY = 5.16
b= (5.16)
EY = 1o EY, (5.17)

1 5(1—2V)
0= |=— =7 _9 EY 1
b= 3 [ - o 2 (5.1)

onde 7y é um parametro do material, cujo valor recomendado por |Ozbolt et al.
(2001) é ny = 0, 8.

Para modelar o descarregamento e o recarregamento, sao introduzidas algumas
regras para todas as leis de tensao-deformacgao em cada microplano.

O microplano esta em um processo de carregamento somente se cAe > 0 e
(€ — €maz) (€ — €min) = 0, onde Ae é um incremento (ou decremento) de deformagao

€, Emaz € Emin 520 0s valores maximo e minimo da deformagao efetiva que ocorreu até
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o momento no microplano. Ao contrario, ocorre descarregamento ou recarregamento
na lei constitutiva da deformacao correspondente para o referido microplano. Esta
analise deve ser efetuada para as componentes volumétrica, desviadora e tangenciais.

Para todas as componentes de deformagao no microplano, assume-se que este
descarrega, em tracao ou compressao, seguindo o médulo inicial E?, onde * refere-se
a parcela volumétrica, desviadora ou tangencial. Entretanto, se durante o descar-
regamento, a tensao muda de sinal, passa de compressao para tragao ou vice-versa,

assume-se a lei correspondente a este novo estado para o célculo das tensoes.

5.3.2.1 Lei Volumétrica

Esta lei reproduz diretamente o comportamento macroscopico do material
quando somente deformagcoes e tensoes volumétricas estao presentes. Entao, uma
curva que ajusta dados experimentais para testes hidrostaticos pode ser diretamente

introduzida (figura[5.7)).

Para compressao, adota-se:

—-p
ov=ber | (1) 4|

; q} (5.19)

e para tracao:

0 ey |P1
oy — EV€V€ “1 (520)
oy V' N
tracao .
compressao Ev

Figura 5.7: Lei tensao-deformacao volumétrica
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5.3.2.2 Lei Desviadora

Esta lei é baseada no mesmo tipo de curva exponencial obtida no ensaio de
tracao do comportamento volumétrico, mas considerando-se dois grupos diferentes
de parametros, um para tragdo e outro para compressao (figura .

Para compressao, adota-se:

p2

B _|n
Op = ED€D€ a2 (521)
e para tracao:
_|ep |PL
op = EYepe Im (5.22)
OD A

N

compressao tragao €p

Figura 5.8: Lei tensao-deformagao desviadora

5.3.2.3 Lei Tangencial

A lei tangencial é a mesma para as duas componentes tangenciais (M e L) e é

baseada no mesmo tipo de curva exponencial utilizada nas outras leis, sendo dada

por (figura |5.9):

e |P3

a3

or = E%gTe_ (523)

onde e representa ), ou £ e or representa o, ou or. O mddulo E% ¢é utilizado

para ambas as componentes M e L.
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OMm,L

tracdo
compressao EML

Figura 5.9: Lei tensdo-deformacao tangencial

A wvaridvel az introduz uma dependéncia com o confinamento por meio da
relacao:

az = a3 + keey (5.24)

onde ey é a deformaciao volumétrica (usada para medir o confinamento) e a3 e k,

sao constantes empiricas do material.

5.3.3 Aplicacao do PTV para Obtencao das Grandezas Ma-

croscopicas

A relagdo entre as tensoes nos microplanos (oy, op, oy € o) e 0 tensor ma-
croscopico de tensoes o;; ¢ obtida pela aplicacao do Principio dos Trabalhos Virtuais.
Impondo-se a igualdade dos trabalhos virtuais realizados pelas componentes macros-
copicas de tensao e pelas componentes de tensao nos microplanos, quando aplicada

uma variagao virtual de deformagao, obtém-se a seguinte equagao

4
%aij&ij =2 /Q[(JV + op)den + onmden + opder] dS2 (5.25)

onde o dominio de integracao (£2) é a metade superior da superficie de uma esfera

unitdria e § é uma variacao virtual.
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O lado esquerdo da equacao [5.25 representa o trabalho macroscépico feito
numa esfera unitaria do material, enquanto o lado direito representa o trabalho
macroscépico feito sobre a superficie da mesma esfera.

Apés aplicar a restricao cinematica aos incrementos de deformagoes virtuais
da equacao e considerar que a simetria do incremento de;; deve ser preservada,

chega-se a equagao

3

Uij:_
2 Q

{nmjov +nnop + %(mmj +mjn;)on + %(lmj +lni)or | dS
(5.26)
Para obter uma resposta estrutural utilizando processos incrementais-iterativos
de anélise é fundamental que se obtenha uma estimativa da rigidez tangente macros-
copica. Portanto, é necessario estabelecer uma relacao entre incrementos de tensao

e deformacao na forma

dO‘ij = D;‘:;'lgldfkl (527)

onde D, é o tensor constitutivo tangente macroscdpico.
tan

Para a obtencao do tensor D;fj, a equagao deve ser reescrita em termos

dos incrementos de tensao diferencial

do; = % /Q {nmjdav +n;njdop + %(minj + m;n;)doy + %(lmj + lni)doy, | dS
(5.28)

Entao, os incrementos de tensao num microplano devem ser substituidos por

suas expressoes incrementais em termos dos médulos tangentes (E™, Ein Elan e

E%™) e dos incrementos de deformagao no microplano. Assim, tem-se as expressoes

escalares:
dO’V = E{i/andgv, dO'D = Egnng, dO'M = E}ﬁ&ndgM, dO'L = EiandgL‘ (529)

Introduzindo-se as equagoes [5.29) em [5.28] e entdo, substituindo-se os incre-

mentos de deformagao no microplano de acordo com as equagoes [5.5) e [5.6] obtém-se
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a expressao para th'}l/?z’ considerando-se que sua simetria deva ser preservada:

an 3 an 1 an an 1
fjkl = %/Q{nmjnrnsEE —|—§7”LZ7’LJCS,»5(E€/ —EtD )—{—Z(mmj%—mjnl)

1
(myns +mgn, ) ES" + Z(lin]’ + Ling) (Lngs + Lng ) B | dQ (5.30)

Os médulos tangentes volumétrico, desviador e tangenciais sao obtidos pela

diferenciacao das equagoes a

5.4 Modelo Constitutivo de Microplanos com De-
formacao Equivalente

O modelo proposto por |Leukart e Ramm| (2006) retine atraentes caracteristicas
que o difere dos demais modelos de microplanos. Entre elas estdo: a) restrigao cine-
matica com componentes de deformacao volumétrica e desviadora nos microplanos
(decomposicao V-D); b) utilizagdo de uma unica varidvel de dano que acopla os da-
nos volumétrico e desviador nos microplanos; c¢) a degradagao é baseada no conceito
de deformagao equivalente e d) a formulagao adotada é termodinamicamente consis-
tente. A seguir, essas caracteristicas sao descritas e suas vantagens sao apontadas.
Aqui, utilizar-se-a a palavra “macroscopica” para indicar o nivel que corresponde ao

ponto material.

5.4.1 Restricao Cinematica

A restricao cinematica consiste em obter o vetor de deformacao t., em cada mi-
croplano, como a projecao normal do tensor de deformagao macroscépico € naquela
direcao.

t.=en (5.31)

onde n é o vetor normal unitario de cada microplano.
Sao discutidos em |Leukart e Ramm| (2002) trés tipos de decomposicao do vetor

1., suas inter-relacoes e as conseqiiéncias de cada escolha especifica. Segundo [Leukart
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e Ramm)| (2006)), a principal vantagem de se utilizar a decomposigao V-D é que as
respostas macroscopicas sao diretamente refletidas no nivel dos microplanos e tam-
bém porque, para muitos materiais, os comportamentos volumétrico e desviador sao
completamente diferentes, nao sé no nivel macroscépico, mas também numa escala
menor de observacao. Além disso, essa restricao é capaz de capturar o intervalo de
—1 < v < 0,5 para o coeficiente de Poisson e de satisfazer simultaneamente as res-
trigoes cinemética e estatica (Leukart e Ramm) [2002). Tudo isto motiva a utilizagao
desta escolha.

Para deformagoes infinitesimais, a decomposicao aditiva do tensor de deforma-

¢ao ainda no nivel macroscépico é:
€ = Eyol + Edev (532)
com as deformacoes volumétrica e desviadora dadas por
1
Evol = §[§ I]L Edev = € — Evol (533)

onde I é o tensor identidade de segunda ordem de componentes d;;.
As deformacgoes volumétrica ey e desviadora €p nos microplanos sao obtidas
pela projegao das parcelas €,4; € €4y nNa diregao dos mesmos (ver figura [5.10)). Assim,

tem-se:

L.ey.
I

'

IS
I

[§vol + §dev] 'n

1
= —[l:e]'n+egen

3
= Y §'n+§dev'n

= eyn+E€p (534)

Logo, as componentes de deformagao nos microplanos sao dadas por

EV:Y2§, ED :Ie—EVn:D:6’03§ (535)
onde os tensores de projegao volumétrico V' e desviador Dev sao
1 sym 1 dev
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Oir0i + 0510
onde .Z*¥™ é o tensor identidade de quarta ordem de componentes [0ix051 + dud]

sendo £ sua parcela desviadora, dada por J%V = Fsvm — gvol o gvol —

sua parcela volumétrica.

Figura 5.10: Componentes de deformagao volumétrica e desviadora num microplano

A transposicao do tensor de projecao desviador é definida como
D:evT = jdev-n (5.37)

Pode-se encontrar em |[Kanatani (1984) e Lubarda e Krajcinovic (1993) as pro-
priedades de integracao analitica dos produtos de quarta ordem dos tensores de

projecao volumétrico e desviador. Elas sao

3 _ vol
E/Sye@yds_g (5.38)

3 /De'vT~Dev d§ = g% (5.39)
i Js75 R :

onde o dominio de integracao § é a superficie de uma esfera unitaria.
O tensor de deformagao macroscépico pode ser escrito em funcao das compo-

nentes de deformacao nos microplanos na forma
3 T
e=— [ Vey +Dev' -epds (5.40)
47 8 ~

Esta equacao pode ser verificada utilizando-se as restri¢oes cineméticas em e as

propriedades de integracao em e [5.39] Adicionalmente, o primeiro invariante
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das deformacgoes macroscopicas e o segundo invariante das deformagoes macroscopi-
cas desviadoras podem ser obtidos em funcao das componentes de deformagao nos

microplanos (Leukart e Ramm) |2003))

3 3
]1 = — Ev ds = 35\/, 2J2 = _/§D'§D ds (541)
4:7T 8 47T IS

5.4.2 Relagoes Constitutivas nos Microplanos

Para obter as relagoes constitutivas nos microplanos, assume-se que processos
de dano sao os mecanismos dissipativos dominantes que descrevem a degradacgao
progressiva das propriedades mecanicas do material nos microplanos. Para isto,
é utilizada uma formulagao genérica termodinamicamente consistente desenvolvida
por|Carol et al.| (2001). O resultado é um modelo de dano macroscépico que considera
os efeitos anisotropicos de uma forma elegante, natural e simples (Leukart e Ramm),
20006)).

A introducao de dois parametros de dano independentes representa uma pos-
sibilidade para incorporar as leis de dano em formulac¢oes de microplanos (Kuhl e
Ramm), 2000; Leukart e Ramm| [2002, 2003). Modelos deste tipo controlam a degra-
dacao da rigidez volumétrica e desviadora nos microplanos de forma independente.
Do ponto de vista fisico, um desacoplamento volumétrico-desviador nao parece ra-
zoavel para a modelagem de meios parcialmente frageis heterogéneos. Por isso, aqui
¢ utilizado um tinico parametro de dano, d™*, nos microplanos e uma degradacao
equivalente da rigidez volumétrica e desviadora é introduzida. Assim, o vetor das
varidveis internas pode ser identificado como g = {d"™*}. A varidvel de dano estd
limitada entre o valor 0, que corresponde ao estado nao-danificado, e o valor 1, que
define a ruptura completa do material, isto é, 0 < d™¢ < 1. Isto segue a defini-
¢ao da varidvel de dano de Lemaitre| (1992), conhecida como a densidade efetiva da
superficie de microdefeitos.

A energia livre nos microplanos, U, pode ser expressa em funcao das duas



106

componentes de deformacao nos microplanos e da variavel de dano, na forma
U™ ey, ep, d™C) 1= [1 — d™|We (5.42)

onde a energia livre eldstica nos microplanos, U3¢, ¢ uma fungao quadrética, como
a adotada no nivel macroscépico, que é aditivamente decomposta numa parcela

mic
dev *

mic

e, e desviadora,

volumétrica,

. ) ) 1 ) 1 )
Ug““(ev,ep) = Vo' (ev) + Vi (€p) = §€VE%C€V +5ED- Epoep (5.43)

aqui, B¢ e ET sao os médulos eldsticos nos microplanos.
A energia livre nos microplanos define suas tensoes constitutivas, oy e op,

como quantidades termodinamicamente conjugadas as correspondentes componentes

de deformacao nos microplanos

a\l,mic
Jep

a\ljmic maic maic
oy = 9o 1 —d™EV ey, ap:i=

=[1—d™|Epy‘ep  (5.44)

5.4.3 Aplicacao das Leis da Termodinamica

A formulacao termodinamicamente consistente baseia-se na fundamental con-
sideracao de que a energia livre nos microplanos, U™, existe e que a integral desta
sobre todos os microplanos é equivalente a energia livre macroscopica de Helmholtz,
pmee - Assim,

mac 3 mic
e = — [ g (s (5.45)
47 s

Considerando-se a desigualdade macroscépica de Clausius-Duhem para o caso

isotérmico, tem-se

DM —g: g — UM > () (5.46)

onde D™ ¢é a dissipacao macroscopica, € e U™ sao as taxas de deformacoes e de
energia livre macroscépicas, respectivamente.
Utilizando-se as equagoes em [5.35], a taxa de energia livre nos microplanos

pode ser escrita como segue:

™ = [Voy + Dev” apl: € — D™ (5.47)
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onde D™¢ ¢ a dissipacao nos microplanos definida como

8\1177”0

Dmic =
dq

g (5.48)

com - indicando o produto da ordem de q.
Substituindo-se a equacgao [5.47 em [5.45/ obtém-se a equacao da taxa de energia

livre macroscépica

i = 2 [Woy +Denlgplds: e~ - [ s (5.49)
4 ~ 47T 8

T™Js
Finalmente, a versao macroscopica da desigualdade de Clausius-Duhem (equa-

¢ao5.46)) pode ser avaliada, resultando na defini¢ao do tensor de tensao macroscépico

o em termos das componentes de tensao constitutivas nos microplanos
3 T
0=— [[Voy + Dev'-ap|dS (5.50)
4 8 ~

Satisfazendo-se a desigualdade da dissipac¢ao macroscopica, tem-se

3 .
pmaec = 2 /me ds > 0, (5.51)
47 S

na qual a dissipacao de energia em cada microplano é exigida ser nao-negativa
DM > 0. (5.52)

Esta exigéncia é obviamente mais forte do que aquela imposta pela equa-
¢ao [5.51] e, entao, representa uma condigao suficiente para que se cumpra a segunda
lei da termodinamica. Assim, a equacao pode ser interpretada como a versao

da desigualdade de Clausius-Duhem no nivel dos microplanos, tal que
D™ = (gyéy +0p-€p) — P >0 (5.53)

A formulacao apresentada acima foi desenvolvida de acordo com a restricao
cinematica adotada (decomposi¢ao V-D) e agora substitui-se nela os conceitos defi-
nidos nas secoes anteriores referentes a restricao cinemaética e as relagoes constituti-

vas.
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O tensor de tensao macroscépico, conjugado termodinamicamente ao tensor de

deformagao macroscopico e definido na equagao [5.50} pode ser reescrito utilizando-se

as equacoes em [5.44] e [5.35

8\1}77’1,0,6
= = E° .
g aE < sec €

3 o |
= — [0 - d" BV @V + EjiDev’-Dev|ds: & (5.54)
S ev” - De

na qual E%,, ¢ um tensor de quarta ordem que denota o médulo secante elasto-dano
macroscopico.

No regime linear, d™¢ = 0, considerando este fato e reescrevendo o médulo

secante, tem-se

Bl - 1[I0V &V + B3 Dev” Devl ds, (5.55)
8

utilizando-se as integrais analiticas em e e assumindo que os moddulos

elasticos nos microplanos sao independentes da orientagao dos mesmos, obtém-se

Eel — E{Z}Oic(gvol + Egéc(gdev‘ (556)

= sec

Comparando-se esta equacao com aquela que define o médulo elastico dado pela lei
de Hooke, isto é,

Eel — 3Kmactgvol + 2Gmac£gdev (557)

resulta nas seguintes relacoes entre as quantidades elasticas nos niveis dos micropla-

nos e macroscopico
Eje = K™ = 3K™*, B = 2G™° = 2G™*. (5.58)

Aqui ficaram definidos os médulos volumétrico, K™, e cisalhante, G™*, nos micro-
planos.

Para completar a formulacao termodinamicamente consistente desta modela-
gem constitutiva, necessita-se ainda definir equagoes para o médulo tangente elasto-

dano, E¢ e para o parametro de dano, d™°.

= tan>
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Dessa forma, através das equacoes e [5.52], define-se a densidade da taxa
de liberacao de energia, Y™, ou forca termodinamica, termo mais freqiientemente
encontrado na literatura, substituindo-se ¢ = {d™*}

8\1}7’“'0

Dmic — :
admzc

dmic _ Ymicdmic > 0. (559)

Segundo [Leukart e Ramm| (2006)), Y™ controla a propagagao das microfissuras,
podendo-se compreendé-la como uma energia local necesséria para iniciar ou propa-
gar microfissuras ou para a coalescéncia das mesmas.

Através das equacoes [5.42], [5.43] e [5.58], pode-se obter

‘ o\pmic ‘ 1 ‘ ‘
yme . — Smic — \Ijguc — §me¢€%/ + szch_gD (560)

O estado de dano é entao caracterizado pela funcao de carregamento, ®™¢,
que representa a equacgao da superficie que contorna o regime elastico, analogo ao
que ocorre em plasticidade. Ela induz um acoplamento volumétrico-desviador no
regime inelastico.

onde ¢™* representa uma funcao da deformacao equivalente, n™¢, a qual sera defi-
nida mais adiante.
O critério de carregamento-descarregamento é baseado nas condigoes de Kuhn-

Tucker, semelhante ao adotado para a plasticidade na secao [3.5.1
(i) @™ <0, (43) £™° >0, (iii) O™ K™C =0 (5.62)

onde £™* é uma espécie de multiplicador de dano. Assim, a condicao de consisténcia

é dada por d™icimic = (),

Algumas formulagoes de dano (Simo e Jul, [1987; [Ju, 1989) consideram que a
deformacao equivalente, 7™, é funcao da forca termodinamica Y™ e esta, por sua
vez, é funcao das componentes de deformagao nos microplanos. Assim, de acordo

com [Simo e Ju| (1987) e Jul (1989), a condi¢ao de consisténcia leva a equivaléncia
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T

K™ = Y™ que permite obter uma férmula explicita para a varidvel de dano por

meio de uma fungao monotonica ¢™<(-)

dmic — gbmic(limic)? com I{mic — 7mgtx< [nmic(t)’ /{Er)m’c] (563)

Aqui, £5"¢ é o valor inicial de K¢, enquanto este ¢ adotado como o valor maximo das
deformagoes equivalentes que ocorreram durante todo o histérico de carregamento.

Adicionalmente, especifica-se uma funcao para descrever a variavel de dano
d™¢. Para um dano progressivo e exponencialmente crescente, assume-se a seguinte
funcao (Peerlings et al., |1998)

mic

dmic — 1 — o {1- a™e 4+ amice[ﬁmc(“gﬂc_ﬁmc)]} (5.64)

K;mzc

Conseqiientemente, deve-se definir trés parametros adicionais para o material: 3™,
que governa a forma do ramo descendente; o™, que representa a maxima degra-
dagao possivel do material e k{"“, que é o valor da deformagdo equivalente que de-
termina o inicio do processo de dano. A figura m(a) mostra a relacdo d™¢ x g™
e a figura M(b) mostra uma curva tensao-deformagao para uma situagao unidi-
mensional em tragao uniaxial e deformagao homogénea(n™* = n™ = ¢). Note que
o dano se inicia quando a deformacao axial alcanga o valor de xJ"‘. Para ¢ — oo
a tensao aproxima-se de (1 — a™¢)Exg". O parametro 3™ determina a taxa de

crescimento do dano. Um valor alto para 3™ resulta num crescimento mais rdpido

do dano e, assim, numa resposta mais fragil.

Antes de definir uma férmula para a deformacao equivalente (7™), determina-
se o modulo tangente elasto-dano, l:?ffan, linearizando-se a equacao m
mic T
g, - Bl 2[00 Yoy Dev ep
= =z A s O Kmic (1 _ dmzc)
nmic anmzc

|4 -Dev| d$ 5.65
®|:85V~+8§D :] (5.65)
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mic|

(1-)E

0

o <m \
@ - % Ko

K™ (b) €

Figura 5.11: Modelo de dano exponencial: (a) varidvel de dano como uma funcdo de

k™€ (b) comportamento homogéneo em tracio uniaxial (Peerlings et al., 1998)

5.4.4 Definicao da Deformacgao Equivalente nos Microplanos

Neste modelo, o crescimento do dano esta relacionado ao desenvolvimento da
deformacao via uma medida escalar chamada deformacdo equivalente. Para uma
definicao adequada das deformacoes equivalentes nos microplanos, sao feitas algu-
mas comparagoes com o modelo de dano escalar macroscopico (Leukart e Ramm)
2003, 2006)). Assim, o comportamento constitutivo no microplano pode ser interpre-
tado fisicamente e definido de uma forma mais racional. Para tanto, a seguir, sao
apresentadas as duas principais defini¢oes de deformacao equivalente macroscépica

mac)

(n
1) Simo e Ju (1987)

De acordo com Simo e Ju| (1987), a deformagao equivalente pode ser obtida pela
raiz quadrada da energia elastica armazenada multiplicada por dois. Além disso, ela
pode ser formulada em termos do primeiro invariante do tensor de deformagao e do

segundo invariante das deformagoes desviadoras

g = \Je: Bt g = \[KmeeT? 4 4Gmac, (5.66)

2) von Mises Modificado (de Vree et al.| (1995))

A definicao da deformagao equivalente segundo [Simo e Ju| (1987)) leva a superficies
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de carregamento simétricas. Nao ha diferenca no comportamento do dano sob tragao
e compressao. Todavia, para materiais parcialmente frageis heterogéneos isto nao
¢ muito realista. Microfissuras no concreto, por exemplo, crescem principalmente
sob tensoes de tragao. Conseqiientemente, a influéncia da tracao na definicao da
deformagao equivalente deve ser enfatizada. Uma possibilidade de distinguir entre
tracao e compressao ¢ descrita pela definicao de von Mises Modificado da deforma-

¢ao equivalente (de Vree et al., [1995), que resulta em superficies de carregamento

N = koly 4 \/ k11T 4 ko J (5.67)

Os parametros kg, k1 e ko podem ser especificados como

elipticas

r—1 3

= i k= o (5.68)

ko - kl
onde o parametro r representa a razao entre as resisténcias a tracao e a compressao
do material, tornando o dano sensivel a deformagoes de compressao em relagao
aquelas de tracao.

Para comparar o modelo de dano nos microplanos com o macroscépico é con-
veniente e necessario que ambos os modelos de dano sigam as mesmas consideracoes
e restrigdes (Leukart e Ramm, 2006). Entao, esta comparagdo torna-se razoavel
se a distribuicao de dano isotrépico for adotada também no nivel dos microplanos.
Isto significa que a “quantidade” de dano é a mesma em todos os microplanos de
um ponto material considerado, o que é uma restricao substancial a generalidade
inerente do modelo de microplanos. Mas esta restricao é apenas de natureza tedrica
porque é somente usada para a comparacao e identificacao das leis constitutivas
nos microplanos, mostradas aqui nesta secao . O conceito de microplanos nao é
influenciado por essa consideracao de forma genérica, ele continua sendo uma efi-

ciente aproximacao para descrever o comportamento anisotrépico do material. A
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introducao desta consideracao na equacao leva ao seguinte

g = [1— dmic]4i /[Kmic[/ ®V +2G™“Dev”’- Dev] dS: €
™ Js ~ ~
— [1 o dmzc] [Kmicgvol + 2Gmia§dev] (569)

Comparando esta equagao com a do modelo macroscépico (Leukart e Ramm) [2006)),
isto é,

o= [1 . dmac]gel: €= [1 o dmac] [SKmacgvol + 2Gma6§dev] (570)
e considerando as relacoes entre os parametros elasticos dos microplanos e macros-
copicos dadas pela equacao [5.58, a variavel de dano nos microplanos deve ser igual
aquela macroscépica, d™¢ = d™. A conseqiiéncia disto é a igualdade das deforma-
¢oes equivalentes nos microplanos e macroscopica, uma vez que sao as responsaveis
pela evolucao das variaveis de dano. A introducao das expressdes para os invari-
antes (equagoes na deformacao equivalente macroscépica conforme Simo e Ju
(1987) (equagao e a consideragao de isotropia no desenvolvimento das integrais

envolvidas, levam a seguinte deformacao equivalente nos microplanos

mic L pomi —3/ d82+2G'—3 /e epdS
/ — _ I mic I mic .
Nsimo 3 A s |4 Ar S_D €D

= /3Kmicey2 + 6Gmice-gp = VEY ™ic (5.71)

Com esta deformacao equivalente e a equagao [5.65, o médulo tangente elasto-dano

para Simo e Ju| (1987) pode ser reformulado como

o

R

an Simo - ='sec E 3 aﬁmic nmzc(l _ dmic)?

® [ovV +ap-Dev] dS (5.72)

p 3 [ g [3([/0v + D:evT-gD)]

Ao aplicar o procedimento descrito acima para a definicao da deformagao equi-
valente de von Mises Modificado (equagao [5.67)), chega-se a seguinte expressao para

a correspondente deformacao equivalente nos microplanos

; 3
Mree = Skogy + \/(3k15V)2 + §]€2 ED"ED (5.73)
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Com esta deformagao equivalente e a equagcao [5.65, o mdédulo tangente elasto-dano

para von Mises Modificado pode ser reformulado como

i _pgi 3 [9¢m |Vov+Dev'ap
Ztany ree < sec 4 s Ormic (1 _ dmw)

9/{?128\/ 3ka €D
3k —\V . -D ds 5.74
® |:( 0 + nmzc _ 3k0€V> ~ + (z(nmzc _ 3k05V) :e'v ( )

Destaca-se que a consideracao de isotropia foi usada somente para o ajuste das
deformagoes equivalentes dos microplanos e nao na formulacao normal do conceito
de microplanos, desenvolvida nas segoes anteriores. Conseqiientemente, a resposta
do material neste modelo é ainda anisotrépica. Com as deformagoes equivalentes
definidas, as respostas do material nos modelos de dano macroscépico e de micro-
planos nao sao idénticas, mas muito préoximas. As diferencas surgem da evolugao
anisotrépica do dano incorporada ao modelo de microplanos, onde estes, em um
ponto material, sao influenciados sucessivamente pela degradagao do dano (Leukart

¢ Ramm, [2006).

5.5 Integracao Numérica

Como foi apresentado anteriormente, na obtencao das tensoes macroscépicas e
dos médulos secantes e tangentes macroscopicos, € necessario efetuar uma integragao
sobre uma semi-esfera de raio unitario. Apesar de algumas integrais aparecerem
com o dominio de integracao correspondente a toda a esfera, computacionalmente é
sempre mais barato realizar a integracao numérica sobre a semi-esfera, ja que dois
pares de microplanos possuem a mesma direcao espacial. Estas integrais necessitam
ser avaliadas, numa andlise de elementos finitos, em cada passo de carga, em cada
iteracao do passo e em cada ponto de integracao de cada elemento finito, pois aqui
este ponto de integracao é tomado como o ponto material em torno do qual a esfera
é criada. Entao, isto deve ser tao eficiente quanto possivel. Esta avaliacao é feita

por integracao numérica usando formulas de integracao Gaussiana adequadas para
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a superficie do hemisfério. Assim, a integracao é realizada pela soma dos valores da

funcao a ser integrada em um nimero de pontos da semi-esfera na forma

nmp

/ FdQ~4m)  Fuwy (5.75)
Q k=1

onde o indice k representa cada um dos microplanos utilizados na integracao e wy
representa o peso da integracao numérica para cada microplano.

Uma escolha correta do nimero de microplanos a ser utilizado na analise é
fundamental para a sua precisao. Nao se pode escolher um nimero pequeno de
microplanos, pois isto acarretaria erros na andlise. Entretanto, um nimero muito
grande de microplanos pode nao conferir uma precisao melhor ao modelo. Com isto,
o esforco computacional seria maior que o necessario.

Estudos realizados por Bazant e Oh/ (1985 mostram que um total de 21 pontos
de integracao, distribuidos sobre a superficie da semi-esfera, sao suficientes para a
obtencao das grandezas. A figura mostra a discretizagao espacial de uma esfera,
na qual os microplanos sao situados em planos tangentes aos vértices e aos lados de

um icosaedro regular.

Figura 5.12: Discretizagao espacial de uma esfera (Kuhl et al., 2001])

Neste trabalho foram implementados trés tipos de integracao numérica: as

regras de 21 pontos de integragdo (simétrica e nao-simétrica) e a de 33 pontos. A



seguir, sao apresentadas as tabelas [5.1], e[5.3 contendo o peso e as componentes

da normal de cada microplano para cada uma das regras.

Tabela 5.1: Coordenadas e pesos para integragao numérica sobre uma semi-esfera com

21 pontos de integracdo - sem simetrias ortogonais (Bazant e Ohl [1985)

k; ny N9 ns W

1 | 0,187592474085 0 0,982246946377 | 0,0198412698413
2 | 0,794654472292 | -0,525731112119 | 0,303530999103 | 0,0198412698413
3 | 0,794654472292 | 0,525731112119 | 0,303530999103 | 0,0198412698413
4 | 0,187592474085 | -0,850650808352 | -0,491123473188 | 0,0198412698413
5 | 0,794654472292 0 -0,607061998207 | 0,0198412698413
6 | 0,187592474085 | 0,850650808352 | -0,491123473188 | 0,0198412698413
7 1 0,577350269190 | -0,309016994375 | 0,755761314076 | 0,0253968253968
8 | 0,577350269190 | 0,309016994375 | 0,755761314076 | 0,0253968253968
9 | 0,934172358963 0 0,356822089773 | 0,0253968253968
10 | 0,577350269190 | -0,809016994375 | -0,110264089708 | 0,0253968253968
11 | 0,934172358963 | -0,309016994375 | -0,178411044887 | 0,0253968253968
12 | 0,934172358963 | 0,309016994375 | -0,178411044887 | 0,0253968253968
13 | 0,577350269190 | 0,809016994375 | -0,110264089708 | 0,0253968253968
14 | 0,577350269190 -0,5 -0,645497224368 | 0,0253968253968
15 | 0,577350269190 0,5 -0,645497224368 | 0,0253968253968
16 | 0,356822089773 | -0,809016994375 | 0,467086179481 | 0,0253968253968
17 | 0,356822089773 0 -0,934172358963 | 0,0253968253968
18 | 0,356822089773 | 0,809016994375 | 0,467086179481 | 0,0253968253968
19 0 -0,5 0,866025403784 | 0,0253968253968
20 0 0,5 -0,866025403784 | 0,0253968253968
21 0 1 0 0,0253968253968
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Tabela 5.2: Coordenadas e pesos para integracao numérica sobre uma semi-esfera com

21 pontos de integragao - com simetrias ortogonais (Bazant e Oh, |1985])

k; n N9 ns Wk

1 1 0 0 0,0265214244093
2 0 1 0 0,0265214244093
3 0 0 1 0,0265214244093
4 | 0,707106781187 | 0,707106781187 0 0,0199301476312
5 | 0,707106781187 | -0,707106781187 0 0,0199301476312
6 | 0,707106781187 0 0,707106781187 | 0,0199301476312
7 1 0,707106781187 0 -0,707106781187 | 0,0199301476312
8 0 0,707106781187 | 0,707106781187 | 0,0199301476312
9 0 0,707106781187 | -0,707106781187 | 0,0199301476312
10 | 0,387907304067 | 0,387907304067 | 0,836095596749 | 0,0250712367487
11 | 0,387907304067 | 0,387907304067 | -0,836095596749 | 0,0250712367487
12 | 0,387907304067 | -0,387907304067 | 0,836095596749 | 0,0250712367487
13 | 0,387907304067 | -0,387907304067 | -0,836095596749 | 0,0250712367487
14 | 0,387907304067 | 0,836095596749 | 0,387907304067 | 0,0250712367487
15 | 0,387907304067 | 0,836095596749 | -0,387907304067 | 0,0250712367487
16 | 0,387907304067 | -0,836095596749 | 0,387907304067 | 0,0250712367487
17 | 0,387907304067 | -0,836095596749 | -0,387907304067 | 0,0250712367487
18 | 0,836095596749 | 0,387907304067 | 0,387907304067 | 0,0250712367487
19 | 0,836095596749 | 0,387907304067 | -0,387907304067 | 0,0250712367487
20 | 0,836095596749 | -0,387907304067 | 0,387907304067 | 0,0250712367487
21 | 0,836095596749 | -0,387907304067 | -0,387907304067 | 0,0250712367487
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Tabela 5.3: Coordenadas e pesos para integracao numérica sobre uma semi-esfera com

33 pontos de integracao (Bazant e Ohl [1985])

k; ny N9 ns W

1 1 0 0 0,0098535399343
2 0 1 0 0,0098535399343
3 0 0 0 0,0098535399343
4 10,707106781187 | 0,707106781187 0 0,0162969685886
5 | 0,707106781187 | -0,707106781187 0 0,0162969685886
6 | 0,707106781187 0 0,707106781187 | 0,0162969685886
7 | 0,707106781187 0 -0,707106781187 | 0,0162969685886
8 0 0,707106781187 | 0,707106781187 | 0,0162969685886
9 0 0,707106781187 | -0,707106781187 | 0,0162969685886
10 | 0,933898956394 | 0,357537045978 0 0,0134788844008
11 | 0,933898956394 | -0,357537045978 0 0,0134788844008
12 | 0,357537045978 | 0,933898956394 0 0,0134788844008
13 | 0,357537045978 | -0,933898956394 0 0,0134788844008
14 | 0,933898956394 0 0,357537045978 | 0,0134788844008
15 | 0,933898956394 0 -0,357537045978 | 0,0134788844008
16 | 0,357537045978 0 0,933898956394 | 0,0134788844008
17 | 0,357537045978 0 -0,933898956394 | 0,0134788844008
18 0 0,933898956394 | 0,357537045978 | 0,0134788844008
19 0 0,933898956394 | -0,357537045978 | 0,0134788844008
20 0 0,357537045978 | 0,933898956394 | 0,0134788844008
21 0 0,357537045978 | -0,933898956394 | 0,0134788844008
22| 0,437263676092 | 0,437263676092 | 0,785875915868 | 0,0175759129880
23 | 0,437263676092 | 0,437263676092 | -0,785875915868 | 0,0175759129880
241 0,437263676092 | -0,437263676092 | 0,785875915868 | 0,0175759129880
25 | 0,437263676092 | -0,437263676092 | -0,785875915868 | 0,0175759129880
26 | 0,437263676092 | 0,785875915868 | 0,437263676092 | 0,0175759129880
27 1 0,437263676092 | 0,785875915868 | -0,437263676092 | 0,0175759129880
28 | 0,437263676092 | -0,785875915868 | 0,437263676092 | 0,0175759129880
29 | 0,437263676092 | -0,785875915868 | -0,437263676092 | 0,0175759129880
30 | 0,785875915868 | 0,437263676092 | 0,437263676092 | 0,0175759129880
31 | 0,785875915868 | 0,437263676092 | -0,437263676092 | 0,0175759129880
32 | 0,785875915868 | -0,437263676092 | 0,437263676092 | 0,0175759129880
33 | 0,785875915868 | -0,437263676092 | -0,437263676092 | 0,0175759129880




Capitulo 6

Modelos Constitutivos de
Microplanos para Continuos

Generalizados

6.1 Introducao

As duas formulagoes apresentadas neste capitulo reinem as vantagens do mo-
delo constitutivo de microplanos com aquelas dos continuos generalizados. A prin-
cipal diferenca entre elas é o tipo de continuo empregado. A primeira utiliza o
continuo de Cosserat e a segunda o continuo com microexpansao. Isto é relevante
porque pode-se relacionar o tipo de material em questao com o continuo mais ade-
quado para descrevé-lo. As escolhas feitas durante o desenvolvimento dessas formu-
lacoes e que resultam nos modelos constitutivos apresentados aqui merecem algumas

justificativas, expostas a seguir.

6.2 Justificativas

A tabela mostra as teorias adotadas para o desenvolvimento das formu-
lacoes desta Tese e, em seguida, sao apresentadas algumas justificativas para cada

uma destas escolhas.
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Tabela 6.1: Teorias adotadas

Teorias Tipo adotado

) Micropolar
Continuo

com Microexpansao

Modelagem Constitutiva Microplanos
Formulacao Termodinamica
Medida de dano Deformacao Equivalente

1) Continuos Micropolar e com Microexpansao

Modelar o fenomeno de amolecimento por meio do continuo classico pode re-
sultar numa escolha pouco representativa da realidade fisica. Numericamente, isto
se manifesta na dependéncia patologica da malha de elementos finitos, ou seja, lo-
calizagoes que inevitavelmente acompanham os processos de falha nos materiais
parcialmente frageis tendem a ser determinadas inteiramente pelo espacamento da
malha de elementos finitos (de Borst} [1993).

Intimeras aproximacoes tém sido propostas para enriquecer a descri¢ao do con-
tinuo tal que a localizacao possa se desenvolver corretamente (Bazant e Pijaudier-
Cabot), |1988; Miihlhaus e Vardoulakis|, [1987; de Borst|, (1991, 1993). A mecanica
generalizada de Cosserat tem sido aplicada com éxito na modelagem continua de
problemas referentes a meios com algum tipo de microestruturacao intrinseca, tais
como materiais granulares de qualquer espécie (Figueiredo e Vargas, 2002). Em pro-
blemas onde a heterogeneidade é originada pela evolucao das préprias deformagoes
do meio, como no caso de bifurcagoes com localizacao de deformagoes, a mecanica de
Cosserat também tem sido empregada como estratégia para remediar a dependéncia
das solucoes computacionais obtidas por elementos finitos com relacao a discretiza-
¢ao adotada (Lages, (1997)).

O aspecto que diferencia a mecanica generalizada de Cosserat e a torna apropri-
ada a modelagem de tais problemas é a existéncia, na cinematica do meio, de graus

de liberdade rotacionais adicionais, independentes dos translacionais classicos. Na
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estatica, por sua vez, tem-se grandezas denominadas tensoes-momento conjugadas
energeticamente com os gradientes dessas rotagoes. Como conseqiiéncia, aparecem
parametros com dimensao de comprimento nas relagoes constitutivas, que permi-
tem contemplar a influéncia das dimensoes e a forma da microestrutura na resposta
macroscépica do meio (Figueiredo e Vargas, |2002).

As estratégias micropolar tém apresentado resultados satisfatorios para a mo-
delagem de localizacao de deformagoes com predominancia do modo de cisalhamento
(ou modo IT). Entretanto, alguns autores comentam a respeito de sua inaplicabili-
dade no caso de predominancia do mecanismo de localizagao no modo de abertura
(ou modo I), muito importante no caso de concreto e materiais geolégicos (Lages,
1997)). Neste caso, o continuo com microexpansao surge como uma alternativa, pois
além de conter a teoria micropolar, também possui a microexpansao volumétrica
como grau de liberdade adicional, tornando-se capaz de representar também o modo
I de abertura de fissuras. Isso ocorre porque este continuo possui comprimentos
caracteristicos a flexao e a tracao.

A vantagem de se poder optar entre o continuo com microexpansao e micropo-
lar estd na possibilidade de adequa-lo as deformagoes da microestrutura do material,
quando conhecidas a priori. Outro fato que deve ser considerado é o aspecto com-
putacional, pois, como visto no capitulo 4], em problemas bidimensionais, o continuo
com microexpansao possui 6 grandezas internas adicionais em relacao ao continuo
micropolar (uma microexpansao, seus dois gradientes, uma microtensao e duas mi-
croforgas), o que acarreta um esfor¢co computacional maior no célculo das tensoes
e deformacoes e principalmente no armazenamento dessas grandezas. Logo, a utili-
zacao do continuo micropolar deve ser preferida quando nao houver necessidade do

uso do continuo com microexpansao.

2) Modelo de Microplanos

A teoria micropolar tem sido comumente usada com a teoria da plasticidade
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em problemas nao-lineares (Adhikary e Dyskin| [1998; Jog, [2004; Li e Tang, 2005}
Liu e Hul, |2005; Voyiadjis et all [2005; Hu et al. 2005 e esta tltima apresenta
algumas limitacoes quando se refere a materiais parcialmente frageis. A ocorréncia
de “strain-softening”, muito comum na descri¢ao do comportamento destes materiais,
viola as hipdteses basicas da teoria da plasticidade, geralmente expressadas como
postulados de Drucker. A presenca de atrito nas microfissuras e a degradacao da
rigidez elastica devido a microfissuracao progressiva também invalidam os postulados
de Drucker. Assim, as teorias que utilizam superficies de carregamento e potenciais
ineldsticos, sem considerar o comportamento anisotrépico do material, dificilmente
podem produzir um bom modelo para a microfissuracao progressiva. Seu uso é
mais complicado pelo fato de que as microfissuras fazem a rigidez eldstica tornar-
se anisotrépica (Bazant e Gambaroval, [1984). Por estas razoes, parece preferivel
descrever as propriedades inelasticas nao globalmente, mas individualmente para
planos de orientagoes arbitrarias dentro do material.

Para a descricao estatica de meios parcialmente frageis heterogéneos, o modelo
constitutivo de microplanos tem se apresentado como uma alternativa.

A teoria de microplanos apresenta quatro caracteristicas relevantes que a torna

uma das teorias constitutivas de maior sucesso na ramo da engenharia. Sao elas:

1. Incorpora a informacao microscépica na formulagao macroscopica do material

de forma natural;

2. Apresenta equagoes constitutivas muito simples para os microplanos que levam

a resultados macroscopicos altamente precisos do comportamento do material;

3. E capaz de modelar o comportamento anisotréopico do material, uma vez que
cada microplano estd sujeito a diferentes historicos de carregamento e pode

exibir diferentes deformacoes e rigidezes;

4. Nao necessita da imposicao de qualquer exigéncia de invariancia tensorial para
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as relagdes tensao-deformagao (como é o caso, por exemplo, da teoria da plas-
ticidade), uma vez que estas relagdes na teoria de microplanos referem-se a
um tnico plano que nao pode ser rotacionado por defini¢ao. As exigéncias de
invariancia tensorial sao satisfeitas a posteriori, isto é feito simplesmente pela
combinagao adequada dos planos de varias orientagoes arbitrarias (Bazant e

Prat|, 1988).

3) Formulagao Termodinamica

Todos os modelos constitutivos devem obedecer as leis da termodinamica. Na
maioria dos casos, entretanto, esta exigéncia basica é imposta retroativamente, isto
é, primeiramente as leis constitutivas sao propostas e as limitagoes termodinamicas
sao, entao, aplicadas como uma restricao. Ha duas desvantagens nesta aproximagao:
a) as restrigoes adicionadas podem indevidamente limitar o comportamento do mo-
delo; ou b) as condigbes impostas podem nao restringir o modelo adequadamente,
conduzindo a resultados sem sentido fisico (Walsh e Tordesillas, [2004b).

A descricao matematica nao é o todo de um modelo constitutivo. Em com-
portamentos descritos pela mecanica do dano, sem a consideracao termodinamica
equivalente, a lei de evolucao do dano nao pode ser consistentemente estabelecida e
as caracteristicas convenientes que acompanham esta teoria sao perdidas (Wu e Li|
2008).

Embora implementados com sucesso e excessivamente verificados com resulta-
dos experimentais, os modelos tradicionais de microplanos foram baseados até certo
ponto em argumentos intuitivos, e sua consisténcia termodinamica nao pode ser ga-
rantida em todas as situagoes de carregamento. Além disso, da forma com que foram
introduzidas, algumas das tensoes nos microplanos nao sao quantidades conjugadas
as suas correspondentes deformagoes. Estas deficiéncias foram detectadas quando
a base termodinamica para formulagoes de microplanos foi estabelecida pelos auto-

res (Carol et al.| (2001)). A idéia principal consiste em um potencial de energia livre
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introduzido para cada microplano, cuja integral sobre todas as orientacoes possi-
veis conduz a energia livre macroscopica classica, permitindo que todos os tipos de
comportamento constitutivo sejam impostos aos microplanos e que os parametros
do material necessarios a sua descricao tenham sentidos fisicos mais claros. Este
conceito, combinado com a restri¢ao cinematica, fornece um procedimento termodi-
namicamente consistente para definir esfor¢cos conjugados nos microplanos, e para
desenvolver as corretas relagoes integrais estaticas necessarias. Isto tornou possivel,
por exemplo, o desenvolvimento consistente e racional de formulagoes de microplanos

com deformagao finita, que exigem total consisténcia termodinamica (Carol et al.|

2004).

4) Deformagao Equivalente

As variaveis de dano devem relacionar as quantidades efetivas as suas contra-
partes nominais ou aparentes, que sao aquelas medidas externamente e que satisfa-
zem o equilibrio e a compatibilidade em nivel estrutural. As quantidades efetivas
sao aquelas que o material, entre as microfissuras, esta sujeito, isto é, sao as grande-
zas relacionadas as regioes do material que ainda conseguem resistir a alguma acao
externa. A deformacao equivalente é uma das formas utilizadas para descrever a
evolugao do dano e relacionar as quantidades nominais e efetivas.

A deformacao equivalente mapeia o estado tensorial de deformacdo em uma
variavel escalar. Ela reflete os diferentes efeitos de cada componente de deformacao
no crescimento do dano, pela ponderagao dessas componentes (Peerlings et al.,|1998)).

Uma vez que a degradacao pode ser compreendida como o efeito médio de
microfissuras distribuidas, e cada uma destas pode estar sofrendo a influéncia de
certas componentes de deformagao, é mais sensato que o dano seja descrito por uma

deformacao equivalente.

A seguir, as teorias acima sao empregadas nas formulacoes de microplanos
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para o continuo de Cosserat e de microplanos para o continuo com microexpansao.
As formulacoes sao descritas para o caso tridimensional. Utilizar-se-4 a palavra
“macroscopica” para indicar o nivel que corresponde ao ponto material e a palavra
“generalizada” para referir-se a todos os tipos de deformacao ou tensao existentes
num continuo generalizado.

Para cada formulacao, sao definidas as restrigoes cinematicas para a obtencao
das componentes de deformacao generalizadas nos microplanos. Em seguida, as
relagoes constitutivas nos microplanos e a aplicagao das leis da Termodinamica para
obtengao das grandezas macroscopicas sao desenvolvidas para um material linear,
elastico e isotropico e para um material que sofre dano progressivo, quando sao

definidas as deformacoes equivalentes que controlam o crescimento do dano.

6.3 Modelo Constitutivo de Microplanos para o
Continuo de Cosserat

6.3.1 Restricao Cinematica

A restrigao cinematica ¢ tal que os vetores de deformagao t, e de microcurva-
tura t, em cada microplano sao obtidos pela projecao normal dos tensores macros-

copicos 7y e K, respectivamente, naquela direcao.

(6.1)

e
a
Il
>
S

ty =7n,

onde n é o vetor normal unitario de cada microplano.

As componentes de deformacao e de microcurvatura nos microplanos sao de-
finidas de modo que os parametros elasticos nos microplanos sejam unicamente de-
terminados pelas constantes elasticas macroscopicas. Dessa forma, cada parte dos
tensores macroscopicos de deformagao e de microcurvatura sao projetados nos mi-
croplanos. O tensor de deformagdao macroscopico é decomposto em suas partes

volumétrica e desviadora e o tensor de microcurvatura macroscopico em suas partes



126

simétrica e anti-simétrica.

’! = ,Ivol + :Ydevy K= K"+ @Skw (62)

com cada parcela de deformacao e de microcurvatura dadas por

1
’Ivol = §[’~Y I]L ’!dev = ’] - ’]vol (63)
KSYm — _gsym. K, @Skw — fskw: K (64)

onde I ¢ o tensor identidade de segunda ordem de componentes d;; e Z*™ ¢ o ten-
(03051 + 006

sor identidade simétrico de quarta ordem de componentes , enquanto

(03051 — 040k
5 )
Assim, as componentes de deformacao e de microcurvatura nos microplanos

kv ¢ o anti-simétrico de componentes

sdo obtidas pela projegdo, na diregdo dos mesmos, das parcelas nas equagoes [6.3]

e[6.4. A figura [6.1] mostra estas restrigoes.

Ly = 'NY n = [:Yvol + ’jdev]' n
1

= 5[1: Y+ Yier

V. ’!'n+’jdev'n

I
<

= wn+7p (6.5)

[Lisym + Eskw]_n

e
2
I
%
3
I

skw

‘n+K"n

— Ij.lsym

- n ,Slsym skw

|
S
=

.szm: @_E'JSkw: K

I
IS

= KND+ K7 (6.6)
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Componentes de deformagao nos microplanos, (b) Componentes de mi-
crocurvatura nos microplanos

Entao, as componentes de deformagao desviadora, yp, e de microcurvatura

tangencial, K7, nos microplanos sao dadas por:
’)'DZLY—%/@:QV], le:In—ﬁN@:fl;iﬁ (6.7)
onde os tensores de projegao desviador D e tangencial T' sao definidos como

D =n- Fye, T=nJYJ-n®nedn (6.8)

Aqui, ‘Z ¢ o tensor identidade de quarta ordem de componentes .#;;i; = 0;;0;1, sendo
I =g+ g skw - cujas parcelas volumétrica e desviadora sao Tl = % I®le
Fdev = F — Fuol, Tespectivamente.

As componentes de deformacao volumétrica, 7y, e de microcurvatura normal,

kN, sao definidas abaixo, enquanto as parcelas de deformacao desviadora e de mi-

crocurvatura tangencial nos microplanos sao decompostas em suas partes simétrica,

(3™, &™) e anti-simétrica (’]%’““’,Lﬁfpkw).
’VV:V::Y? KN:N:E' (69)
Y™ = Dy, mm =T g (6.10)

,_Ysgw _ _Dskw: 5, ’j%kw = _];Skw; K (611)



128

onde

V=21 . N=non (6.12)
1

stm = n gsym —3 nlel=n y ;e?i]m (6.13)

vt = g -—nenen (6.14)

stw — Tskw =n ‘gskw (615)

I = FV — 7,5 6 aparcela desviadora do tensor identidade simétrico de quarta

ordem.

6.3.2 Integracoes Analiticas

Pode-se encontrar em |[Kanatani (1984) e Lubarda e Krajcinovic (1993) as pro-
priedades de integracao analitica que envolvem os tensores de projecao normal, vo-
lumétrico, desviador e tangencial. Elas se tornam tteis no desenvolvimento das

formulagoes propostas. O dominio de integracao 8 ¢é a superficie de uma esfera

unitaria.
3 3 3
— [ d8 = — ds = = — | NdS =1 6.16
47 Jg S=3 4T SY s=3¥ =1 47r/5~ ~ (6.16)
i/V®Vds—f (6.17)
A s v v — <ol .
3 DsvmT. psym — _gsum (6.18)
471' 3 = = Z dev
i /DskwT_Dskw — i /Tsk’wT‘Tskw — Jsk:w (619)
ar Js= = ar Js= ¢ :
3/N®Nds—,ﬂ 4+ 2 gom (6.20)
47 s ~ — <ol 5:dev :

< dev

3 3
= | psymT psym _ = gsym 6.21
47 /5 ~ ~ 5 ( )
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A integracao numérica utilizada durante a anélise nao-linear pelo método dos

elementos finitos é aquela apresentada na segao [5.5] do capitulo 5]

6.3.3 Elasticidade nos Microplanos

Nesta secao, é apresentada a formulagao do modelo constitutivo de microplanos
para o continuo de Cosserat considerando o material linear, elastico e isotropico. Os
correspondentes parametros eldsticos nos microplanos sao determinados em termos
das constantes elasticas macroscépicas. Esta é a demanda minima que um modelo

de microplanos tem que alcancar sem qualquer restricao.
6.3.3.1 Relagoes Constitutivas nos Microplanos

Materiais eldsticos sao completamente nao-dissipativos e as deformagoes gene-
ralizadas sao reversiveis e, assim, nenhuma varidvel interna g necessita ser conside-
rada. Para o caso linear, elastico e isotrépico, a energia livre eldstica nos micropla-
nos, ¥ie, ¢ definida como uma fungao quadrdtica, que depende das componentes
de deformacao e de microcurvatura nos microplanos e que pode ser aditivamente

decomposta na forma

B W ) + U ) (622
ou
\Ilmic e 1 [ E sym ESym sym skw skw ., skw
o = 5 lwhvow +90 "Lpo¥p TAp Epo¥p +
+  knEnokn + 67" ERRYT 4 5 B RS (6.23)

onde Evo, Ef", Esv. Eno, E74" e E5%" sdo os médulos eldsticos nos microplanos
relacionados a cada tipo de deformagao generalizada nos microplanos.

As tensoes (ov, o™, o) e tensdes-momento (puy, pi?", piEv

) nos micro-
planos sao quantidades termodinamicamente conjugadas as correspondentes compo-

nentes de deformacao e de microcurvatura por meio da energia livre elastica. Assim,
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tem-se
8\I/mic a\ljmzc
oy == —2— = Eyvo, pn = —— = Engkn
Ovv OkN
a\ymic aqjmzc
sym . 770 YF0 Esym sym sym . 770 Esym sym 6.24
YD ﬁ'jgm A ) I_I'T aﬁ_]sym = ( )
a\I]miC a\I,mic
skw sk’w skw skw skw skw
= =Ey = = L7
=D 8’75kw ’ £T anskw -

6.3.3.2 Aplicagao das Leis da Termodinamica

A aplicacao das leis da termodinamica realizada na se¢ao do capfitulo
agora € estendida para contemplar as grandezas relativas ao continuo de Cosserat.
Novamente, ¢ considerado que a integral da energia livre nos microplanos (W)

sobre a superficie de uma esfera unitdria resulta na energia livre macroscopica (W)

Prnac = 5 /\I/m”c ds (6.25)
4
Considerando-se a desigualdade macroscépica de Clausius-Duhem para o caso iso-
térmico, tem-se
D" =g:q+pk— V"0 (6.26)
onde D™ é a dissipagao macroscopica, 7, £ € gmac g30 as taxas de deformacoes, de
microcurvaturas e de energia livre macroscopicas, respectivamente.

Utilizando-se as equagoes em|[6.9)a[6.11] a taxa de energia livre nos microplanos

pode ser escrita como segue:

gmic [VUV _'_stmT_Q_sgm . stwT_g%gw]: A+

+ [N,UN + IzwsymT. H;ym _ Zwskw l‘l';“kw] . ’5' _ D’Tic _ Dzu'c (627)

onde nymc e D™* 530 as dissipagoes nos microplanos devidas as varidveis internas
relacionadas a deformagao (g,) e a microcurvatura (g,,), respectivamente, e sao de-

finidas como:

) a\I,mzc ) a\;[/mzc
pmic . — _ L pmic . — _ L/ 6.28
Y aq’y q'y? K aq qH ( )

K
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com - indicando o produto da ordem de g., e de g,,.
Substituindo-se a equacao em [6.25], obtém-se a equacao da taxa de energia

livre macroscépica

- 3
Jpmac E /[YUV _'_.:DsymT.Q_%/m . .:DSkwT-Q‘Sgw] ds - ,Y 4

+ 4?;_ [NMN+TSymT 78 Tskw skw] ds - K,+

3
- = (Dm’C+DmZC)d8 (6.29)

Finalmente, a versao macroscopica da desigualdade de Clausius-Duhem (equa-
¢ao [6.26) pode ser avaliada, resultando na definigao do tensor de tensao, g, e de
tensao-momento, p, macroscopicos em termos das componentes de tensao e de

tensao-momento constitutivas nos microplanos

3

0= 1 [WVov+ D Tay — Do as (6.30)
3 symT' sy skwT  skw

b= [N/LN +T py™ =T - p™] d8 (6.31)

Satisfazendo-se a desigualdade da dissipagao macroscopica, tem-se

3 .
pmee — DM 4 DY dS > 0, 6.32
o ( 2 (6.32)

na qual a dissipacao de energia total em cada microplano é exigida ser nao-negativa
D™ = DI + D" > 0. (6.33)

Esta exigéncia é obviamente mais forte do que aquela imposta pela equa-
¢ao [6.32| e, entao, representa uma condicao suficiente para que se cumpra a segunda
lei da termodinamica. Assim, a equacao pode ser interpretada como a versao

da desigualdade de Clausius-Duhem no nivel dos microplanos, tal que

D™ = [(oviv +ap™ A" +ahtan) — W+

+ (pvhin ™ B E) — W 2 0 (6.34)

Essa formulagao termodinamicamente consistente nao se aplica apenas a elasticidade

nos microplanos, mas a qualquer descricao do seu comportamento constitutivo.
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Os tensores eldsticos macroscopicos de tensao e de tensao-momento, conjuga-
dos termodinamicamente aos tensores macroscépicos de deformagao e de microcur-
vatura, respectivamente, e definidos nas equacoes e [6.31], podem ser reescritos
utilizando-se as equagoes em [6.24] [6.9] [6.10] e [6.11]

Hpmac .
¢="% = Ed:y (6.35)
N 3
— E /S[EVOY ®‘~/ + ESDyOm‘l:)symT.l:)sym + EsDkOwl:)skwT.l:)skw] ds - :y
Hypmac
3
_ 4_ [ENON ®N + E;%mrsymT.Tsym + E%%wrskwT_Tskw] ds - K
T Js ~ ~ ~ ~

nas quais l:?ﬂ e l:?il sao os tensores de quarta ordem que denotam os médulos elasticos
macroscopicos devidos as deformagoes e microcurvaturas, respectivamente.

Os modulos elédsticos nos microplanos sao considerados independentes da ori-
entacao dos mesmos pela condicao de isotropia. Assim, os modulos elasticos ma-

croscopicos podem ser escritos como

B = 2| B / VoVds+ Epy' / DT DV dS
=7 471_ s s~ =
+ ESDkow/-DSkwT'DSkw d8:| (637)
8~ -
E} = 3 lENO/N ® N dS + E;%m/TsymT.Tsym ds +
= 47T 3 s =~ =~
+ Ejs_‘lgw /TSkwT-TSkw d8:| (638)
- =

Utilizando-se as integrais analiticas das equacoes a e substituindo-as
nas equagoes [6.37] e [6.38], tem-se

Egl — EVOgvol + ESDZ/Omfsym + ESDkOw‘gSkw (639)

< dev

3 3 sym 2 3 sym sym skw gz skw
B = (3w 35 ) Lo+ (30w + 5B ) £ 4 B2 (60
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Para a determinacao dos médulos elasticos nos microplanos, os médulos elasti-
cos macroscopicos determinados acima sao igualados aqueles obtidos pela teoria da
elasticidade para o continuo de Cosserat. Para tanto, toma-se a densidade de energia
de deformacao definida para o continuo micropolar na secao do capitulo 3] isto

<

1 1
Uy = §Az‘jkl%’ﬂkl + §Cijkz'€ij/’vkl (6.41)
onde
Aijin = A10450m + A20i.051 + A30:10,i, (6.42)
Cijt = C10i08 + Cadid0 + C3040 (6.43)

Reescrevendo-se estas equagoes através dos parametros elasticos do continuo micro-
polar definidos na se¢ao [3.4.3] do capitulo [3] e conhecendo-se a defini¢ao dos tensores

identidade de quarta ordem, obtém-se

A= (3\+2G) Lo +2G I + 20,8 (6.44)
C—30.g QUGL? _gsym 92 jskw 6.45
2% 12v0l+277——GL?c: + 214 ( )

onde
2GLin[n(L; — 2L7) + GL3L7]
(GL? — 2n) [77(3[/} —4L?) + 2GL?L§]

Comparando-se as equagoes [6.39) ¢ [6.44] e as equagdes [6.40] ¢ [6.45] determinam-

se os modulos eldsticos nos microplanos em funcao dos parametros eldsticos macros-

1=

(6.46)

coOpicos
Eyo =3\ +2G, Ept = 2G, B = 2a (6.47)
G L2 G L2
Eno =3C, + 220 sm _ T2 o0y g —9p  (6.48)

29 T0O 2
2n—GL% 2n—GL}
Observa-se que os modulos elasticos volumétrico e desviador simétrico na equa-

cao igualam-se aqueles definidos por Leukart e Ramm| (2006) na equagao [5.58|
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o que torna possivel simular o comportamento do continuo classico através desta

formulacao. Percebe-se também que —1 < v < 0,5 continua valido, mas que

2 2712
GL? AGLAL;

sofre uma pequena modificacao em seu intervalo de validade se comparado com as

equagoes [3.84(d) e[3.84(e).

6.3.4 Dano nos Microplanos

6.3.4.1 Relacoes Constitutivas nos Microplanos

Baseando-se na formulagao de dano nos microplanos apresentada por [Leukart
e Ramm| (2006)) para o continuo classico, desenvolvem-se as equagoes constitutivas
de dano nos microplanos para o continuo de Cosserat.

Dessa forma, sao introduzidos dois parametros de dano nos microplanos, df;”c e
d™e  referentes as deformagoes e as microcurvaturas, respectivamente. Nota-se que
estes parametros sao unicos para cada tipo de deformacao generalizada, tornando
possivel o acoplamento volumétrico-desviador, no caso das deformacoes, e normal-
tangencial, no caso das microcurvaturas. Assim, o vetor das varidveis internas pode
ser identificado como q = {d;”ic, dm™e}. As variaveis de dano estao limitadas entre o
valor 0, que corresponde ao estado nao-danificado, e o valor 1, que define a ruptura
completa do material, isto ¢, 0 <dI** <1e 0 < df™ < 1.

A energia livre nos microplanos, ¥, pode ser expressa em funcao das compo-
nentes de deformacao e de microcurvatura nos microplanos e das varidveis de dano,

na forma
W= W (g BT YD dY) + U (i, 8 ST ) (6.49)
onde
e = [1 — dJ" )W, e = [1 — dp W (6.50)

Aqui, os processos de dano sdao os mecanismos dissipativos dominantes que

descrevem a degradacao progressiva das propriedades mecanicas do material nos
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microplanos. Assim, por meio das equagoes e sao definidas as forcas ter-
modindmicas, Y. e Y, e substituindo-se ¢ = {dJ"*, "} obtém-se a dissipagao

nos microplanos

jmic

Dmic —

ogmie owmic . L L
_ i i dm’LC — lecdmlc lecdmlc 2 . . 1
adzwc Y adz’wc K Y Y + K K O (6 5 )

A energia livre nos microplanos define suas tensoes e tensoes-momento consti-
tutivas como quantidades termodinamicamente conjugadas as correspondentes com-

ponentes de deformacao e de microcurvatura, respectivamente,

a\pmic ) 8\I]mzc )
= — [1—d7|E = = [1—d"™E
ov v [ oy [ Evoyy, KN Orn [ v 1ENokN
sym 8\I]mw maic sym . sym sym 0\IJmZC mic sym ,_sym
ap ::W:[l_dw Epe Y0 M1 ::W:[l_dn |Erg k7
(6.52)
a\pmic ) aqjmzc ]
skw maic skw ., skw skw .__ _ mic skw ,.skw
) 8’1%‘“” =[1- d; 1Epo’yp”s  wr" = O3 = [l — d"|Epo K7

6.3.4.2 Aplicacao das Leis da Termodinamica

Os tensores macroscépicos de tensao e de tensao-momento conjugados termo-
dinamicamente aos tensores macroscopicos de deformacao e de microcurvatura, res-
pectivamente, e definidos nas equagoes[6.30]e[6.31], podem ser reescritos utilizando-se
as equacoes em [6.52] [6.9] [6.10] e [6.11]

8qijLC
¢ = —EL 7y (6.53)

3 .
= |- d[BvV @V + Ejy DDV 4 B D D) ds: y
8

Hpmac
il Y (6.54)
3 4
— 4_ [1 - d?:lc] [ENON ®N + E;%mrsymT.Tsym + E%%wrskwT_Tskw] ds - K
T Js ~ ~ ~ ~

R
I

nas quais Ei% e B¢ sao os tensores de quarta ordem que denotam os médulos

= secy

secantes macroscopicos devidos as deformacoes e microcurvaturas, respectivamente.
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Observa-se que os modulos elasticos presentes nestas equacoes ja foram definidos
em e [6.48) mas néao foram substituidos aqui por clareza de exposigao das equa-
¢oes acima.

Linearizando-se estas equagoes, obtém-se os modulos tangentes elasto-dano

referentes as deformacoes e microcurvaturas.

g = ‘:E;lan'y: jl’ H’ - E?‘lnn: Ij (655)
onde
maic sym sym skwT skw
gi  _ g _ 3 [007 |Vov+D¥ "oy ._Qk L)
= tan.y = secy A7 s aﬂfynzc (1 _ d’ymzc)
an’rymc 8nmzc anmzc
% 1_.psvm 2 _. DR | 48 6.56
’ lﬁw S T o
. _ . - i 8¢Q”C N,MN 4 {Z:WsymT.H;ym i {Zz'lskwT_ H%kw
~tan, = secy 47 s 8/@’,’3” (1 _ d;mc)
anmic anmzc anmzc X
kN k__ psym _ Zlk__ pskw| g 6.57
® |:6/€N ~ + alj;ym = aﬁ%kw = ( )

onde ¢, K™ e ™ s3o grandezas definidas adiante.

A caracterizacao do estado de dano é feita adotando-se duas fungoes de carre-
gamento, @:Y"ic e ™. Tsto foi feito por Leukart e Ramm| (2003)), porém para danos
volumétrico e desviador, aqui este desacoplamento é feito em termos dos tipos de
deformagoes generalizadas, mas continuam valendo os acoplamentos volumétrico-
desviador e normal-tangencial induzidos pelas componentes de deformagao e de mi-
crocurvatura nos microplanos, como proposto por Leukart e Ramm, (2006). Para
isto, sao apresentadas abaixo as férmulas validas para ambos os tipos de deforma-

7

gao generalizada, onde o “ % 7 significa deformacao () ou microcurvatura (k).

As funcoes de carregamento sao definidas como

*

mic
*

onde ¢™* representa uma funcao da deformacio equivalente, n™, a qual sera defi-

nida mais adiante.
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O critério de carregamento-descarregamento e a condicao de consisténcia sao

baseados nas condig¢oes de Kuhn-Tucker,

OO, RS0, @M= 0, U =0 (6.59)

) * * *

mic

onde K

é uma espécie de multiplicador de dano.
A evolucao dos parametros histéricos, £, sao determinados pelas condicoes
de consisténcia, conforme Simo e Ju| (1987). Assim, obtém-se férmulas explicitas

para as varidveis de dano por meio das fun¢des monotonicas ¢™(-)

mic __ mic/,.mic mic __ mic mic
d* - ¢* (R* )7 com Ky = maxX [77* (t)7 K0y ] (660)
—oo<t<T
onde k(™ é o valor inicial de K™, enquanto este é adotado como o valor méximo das

deformagoes equivalentes que ocorreram durante todo o histérico de carregamento.

As variaveis de dano sao descritas pela funcao apresentada por [Peerlings et al.
(1998). Esta fungao também foi adotada por |Leukart e Ramm)| (2003, 2006) em suas
formulagoes e jé foi apresentada no capitulo [f

maic

K0y

drie = 1 — "0 {1 — e 4 qmielr oty (6.61)

mic
Ky

Aqui, devem ser especificados seis parametros adicionais para o material: 37 e
) y
B¢, que determinam a taxa de crescimento do dano, governando a forma do ramo

mic mic

descendente; a"“ e «v

o e que representam a maxima degradagao possivel do material

mic mic

e Kol e Koy, ', que sao os valores da deformagao equivalente que determinam o inicio

do processo de dano.
6.3.4.3 Definicao das Deformacgoes Equivalentes nos Microplanos

A deformacao equivalente é a medida escalar que descreve o crescimento do
dano. Na secao foram apresentadas duas defini¢oes para a deformacao equi-
valente macroscopica, a de [Simo e Ju| (1987) e a de von Mises Modificado (de Vree
et al,|1995)). Aqui, estas s@o utilizadas para determinar as deformagoes equivalentes

nos microplanos com o continuo de Cosserat.
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A distribuicao de dano isotropico adotada no nivel dos microplanos para se
obter a deformacao equivalente neste nivel a partir da deformacao equivalente ma-
croscopica, também é adotada aqui. Lembrando que, como explicado na segao [5.4.4],
isto nao afeta o cardter anisotrépico da formulacao de microplanos, correspondendo
a uma restricao apenas de natureza tedrica. Introduzindo-se esta consideragao nas
equagoes e utilizando-se as relagdes em e e as integrais analiticas
em a[6.21] chega-se a

o = [1 o dmlc]i /[EVOY ® Y 4 E;)yglgsymT..:Dsym 4 ESDkOw-QSkwT'QSkw] ds - v

v 47'(' s 2
= [ AN + 20 + 26 + 207 (6.62)
.3
,;l‘ — [1 . d?w]ﬂ /[ENON ®N + E;%mzrsymT'fI;sym + E%%szkwT-;Skw] dS K
S
A 2nG L2
= [1—dmie (3014%0; TR 277:55’““) (6.63)

Equagoes equivalentes a estas no nivel macroscopico podem ser escritas com a ajuda

dos médulos constitutivos em [6.39] [6.40], [6.47] e [6.48], obtendo-se

¢ = D-"IE
= [1—d7*)(BA 4 2G Yoo + 2Gy " + 205 (6.64)
po= [1-d"E &
2nG L3
= [1—d™] | 3C1Kpe + ———2— K™ 4 2K 6.65
[1—d; ]( 1'5l+2n—GL§'5 + 21K ) (6.65)

Comparando as equagoes [6.62] com [6.64] e [6.63] com [6.65] percebe-se que as varidveis

de dano nos microplanos devem ser iguais aquelas macroscopicas, isto €, d7"*¢ = d7**

mic __ Jmac AL AT : = : mic __ ,,mac mic __ ,,mac
e d = d"*°. A conseqiiéncia disso sao as igualdades ni"*¢ = n"*¢ e "¢ = n]

Y Y

pois sao as responsaveis pela evolucao das variaveis de dano.
1) Simo e Ju (1987)
Utilizando-se a idéia de Simo e Jul (1987)), as deformagoes equivalentes macroscépicas

sao dadas por

mee =y By =\ 2000, ot =\ Jw Bk = 200 (6.66)
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onde W' e W, sdo as energias livres eldsticas macroscopicas referentes a defor-

magao e microcurvatura, respectivamente. Substituindo-se a equagao [6.25] em [6.60],

mic _ |9 W mie mic _[9 U, ™ 48 6.67
Ty \/ A /S Oy 87 Nk \/ A /8 Ok ( )

Introduzindo-se as equagoes [6.22] e [6.23] obtém-se

tem-se

mic2 3 sym sym __ sym skw skw ., skw
S 4 / v Bvor +95™ Epg"yp" +25" Ebg'yp*]dS  (6.68)
S

3
4 IS

mic2

i = [ ey Bvory + 83 BT + 5 B dS(6.69)

Considerando-se que os modulos elasticos nos microplanos sao independentes da
orientacao dos mesmos e que as integrais envolvidas na equacao acima sao resolvidas

com a condigao de isotropia (Leukart e Ramm) [2003], 2006]), tem-se

T Simo = \/ 3y Evory +3yp™ Epgyp™ + 35" Bty (6.70)

MGimo = v%mwﬁhmmN—%35?maE%?@¥m“+35¥W-Eﬁ?5¥m (6.71)

2) von Mises Modificado (de Vree et al.| (1995))

De acordo com |de Vree et al.| (1995)), as deformagoes equivalentes macroscépicas sao

N = koly + \/ k11T + koJs (6.72)

Os parametros kg, ki e ky podem ser especificados como

dadas por

r—1 3

o=k = ————; by = ————
O M T =) 2T (1 +v)?

(6.73)

onde o parametro r representa a razao entre as resisténcias a tracao e a compressao
do material, tornando o dano sensivel a deformacgoes de compressao em relacao
aquelas de tracao.

Para determinar as deformagcoes equivalentes nos microplanos algumas consi-

deracoes sao feitas:
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1. O primeiro invariante das deformacoes macroscopicas nao se modifica, isto €,

3
Il = — Yv ds = 3’}/‘/, (674)
47 s

pois o continuo de Cosserat nao tem influéncia sobre as parcelas normais de

deformagao macroscopica em relacao ao continuo classico.

2. O segundo invariante das deformagoes macroscopicas desviadoras, Jo, é ba-
seado na equagao do capitulo [3] escrita em func¢ao das deformagoes e
microcurvaturas. Uma vez que existem duas deformagoes equivalentes, uma
para as deformacoes de Cosserat e outra para as microcurvaturas, este invari-

ante é decomposto de acordo com estas parcelas.

3 sym sym skw skw

4y = - / (5" vp" +p" ") d8 (6.75)
T Js
3

4D, = — [ (B 6™ + &5 K5Y) dS (6.76)
47 8

3. Uma vez que os parametros kg, ki e ko dependem de r, eles estao intimamente
relacionados a diferenca do comportamento do material em tracao e compres-
sao. Como o continuo de Cosserat nao afeta esses comportamentos, os valores
desses parametros sao mantidos iguais aos que foram utilizados para o continuo

classico (ver equagoes em [6.73]).

Essas consideragoes juntamente com as equagoes|[6.72]e[6. 73| possibilitam definir

as deformacoes equivalentes nos microplanos como

mic 3 sym ., SYm skw | A skw
TVree = 3kow+\/ Bk )? + Tk (V™ 25" B 0p")  (6.77)

mic 3 sym . .sym skw  ,.skw
NeVree — \/1k2<K’Ty 'E’Ty + E’Tk 'E’Tk ) (678)

6.4 Modelo Constitutivo de Microplanos para o
Continuo com Microexpansao

A formulacao do modelo constitutivo de microplanos para o continuo com mi-

croexpansao é, em parte, muito semelhante a que foi apresentada para o continuo de
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Cosserat, uma vez que este é um caso especial do primeiro. Entao, muitos conceitos
e hipoteses utilizados até o momento sao adotados na formulacao a seguir, onde as
semelhancas sao comentadas e as diferencas existentes entre as duas formulagoes sao

apresentadas.

6.4.1 Restricao Cinematica

As restrigoes cinematicas em termos de deformagoes e de microcurvaturas sao
iguais aquelas apresentadas para o continuo de Cosserat. Acrescentam-se a elas as
restricoes correspondentes a microexpansao e aos gradientes de microexpansao.

A microexpansao nos microplanos é igual ao seu valor no ponto material, pois
uma vez que essa microexpansao € isotropica ou volumétrica, seu valor é o mesmo

para qualquer orientacao dos microplanos. Assim, tem-se
SOmic — Somac = (679)

O gradiente de microexpansao é representado por um vetor no ponto material
(¢g), entdo o valor dessa grandeza correspondente a cada microplano é obtido por

sua projecao na direcao do mesmo.

Pg=Pg - N (6.80)
6.4.2 Elasticidade nos Microplanos

Nesta secao, formula-se o modelo constitutivo de microplanos para o continuo
com microexpansao considerando o material linear, elastico e isotrépico. Os corres-
pondentes parametros elasticos nos microplanos sao determinados em termos das

constantes eldsticas macroscopicas.
6.4.2.1 Relagoes Constitutivas nos Microplanos

Para o caso linear, elastico e isotrépico, nenhuma variavel interna ¢ necessita

ser considerada e a energia livre eldstica nos microplanos, Wi"¢, ¢ definida como uma
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funcao quadratica, que depende das componentes de deformacao generalizadas nos

microplanos e que pode ser aditivamente decomposta na forma

Wy = ol (o, Y™ Y5 ) + Vo (i, 577 65) + Wali () (6.81)

ou
mic . 1 sym sym . Sym skw skw ., skw
o' = pEp 0w + B [wEvew + wExp + 5" Epg vy 15" Epeynt+
+  nEnorin + 67" ERg e+ K7 ERURTY + 04 Ep004] (6.82)

onde Evo, Epyo, B, Epyy Ei’, Eno, B3, B e E, o sao os médulos eldsticos
nos microplanos relacionados a cada tipo de deformagao generalizada nos micropla-
nos.

sym skw

~ sym skw
As tensoes (oy, o}

, a"), tensdes-momento (pn, pg . pi7"), microten-
sao (1) e microforca (A,,) nos microplanos sao quantidades termodinamicamente
conjugadas as correspondentes componentes de deformacgao, microcurvatura, micro-
expansao e gradiente de microexpansao, respectivamente, por meio da energia livre
elastica. Assim, tem-se

oupe oy

oy = 87‘/ = EVO'YV + E<P’YO(107 HUN ‘= @,{N = EN()I{N (683&)
sym a\I’mw sym . sym sym a\ljmw sym ,.sym

"= G = ERAET B G = BT (6530)
skw 8\Iﬂmc skw A,skw skw all,mw skw ,.skw

op" = W = Epip” urt = 8»:;% = sy (6.83c)

a\I/mic 8\Ijmzc
VYm = —>— = Ep + B0, Am = —2— = E, ¢ 6.83d
890 ® (28 8809 ® g ( )

6.4.2.2 Aplicagao das Leis da Termodinamica

Considera-se, novamente, que a integral da energia livre nos microplanos sobre
a superficie de uma esfera unitaria resulta na energia livre macroscépica

3 .
grmoe — =2 [ gmie g 84
- /8 (6.84)
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Considerando-se a desigualdade macroscopica de Clausius-Duhem para o caso

isotérmico, tem-se

Dmac:g::'y_i_yl:E+¢@+A.@g_¢ma020 (685)

onde D™ ¢ a dissipagao macroscopica, ¥, K, @, ¢, ¢ ¥ sao as taxas de defor-
macoes, de microcurvaturas, de microexpansao e de seu gradiente, e de energia livre

macroscopicas, respectivamente.

Utilizando-se as equacoes em a6.11} 16.79 e [6.80, a taxa de energia livre

nos microplanos pode ser escrita como segue:

\i]mic _ [YO‘V—FQSymT sym Dskw skw] ,Y+
+ [NMN_i_zwymT sym Tskw skw] Kl‘i‘

+ Pm @+ A 1)@, — D¢ — D — D (6.86)

onde D%’C, Dmic e DZZC sao as dissipagoes nos microplanos devidas as variaveis

internas relacionadas a deformagao e & microexpansao (q,,), a microcurvatura (g,,)

e ao gradiente de microexpansao (qwg), respectivamente, e sao definidas como:

) a\Ijmzc ) a\Ijmic
pmic . — _ A pmic . _ _ A 6.87
Y 8q4p,y qg@’y? K aqn qn ( )
) a\I,mzc
DM = — - q 6.88
Pg 8qapg q‘Pg ( )

com - indicando o produto da ordem de ¢, g,. € g, -
Substituindo-se a equagao [6.86]em [6.84], obtém-se a equagao da taxa de energia

livre macroscépica

ymae E /[YO-V _'_lz)symT.Q_gm . stwT.Q_%gw] ds: 4 +

3 sym SRW SRW y
T [N“N+Tsy’”T " = T ke ds g+

3
— m dS O+ — [ A n dS-¢
+47T/sw <p+47T/S n Y, +

3
— 47T /(szc + szc + szc) dS (689)
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Finalmente, a versao macroscopica da desigualdade de Clausius-Duhem (equa-
gao [6.85)) pode ser avaliada, resultando na definicdo do tensor de tensao, g, de
tensao-momento, g, de microtensao, ¢, e de microforga A macroscopicos em termos

das componentes de tensao generalizadas constitutivas nos microplanos

o= % /S[YUV +l:)symT- sym Dskw _sécw] ds (690)
3 symT" S skwT  skw
b= [NuN +T pp" =T pp] dS (6.91)
=1 / Uy dS (6.92)
™
A= / Am 10 dS (6.93)

Satisfazendo-se a desigualdade da dissipagao macroscopica, tem-se

3 . .
DmCLC — szc szc szc dS 2 , . 4
[ @z ope s as >0 (6.94)

na qual a dissipacao de energia total em cada microplano é exigida ser nao-negativa
D™ = (D + D" + DZZC) > 0. (6.95)

Esta exigéncia é obviamente mais forte do que aquela imposta pela equa-
cao e, entao, representa uma condicao suficiente para que se cumpra a segunda
lei da termodinamica. Assim, a equacao pode ser interpretada como a versao

da desigualdade de Clausius-Duhem no nivel dos microplanos, tal que

D™ = [(m &+ oviv + ™ A" + @A) — W+

sym

+ (i + " R BFY) = U Ny g — W] >0 (6.96)

Essa formulagao termodinamicamente consistente nao se aplica apenas a elasticidade
nos microplanos, mas a qualquer descricao do seu comportamento constitutivo.
Os tensores elasticos macroscopicos de tensao generalizada, conjugados termo-

dinamicamente aos tensores macroscépicos de deformacao generalizada, e definidos

nas equagoes[6.90]a[6.93] podem ser reescritos utilizando-se as equagoes[6.83]
[6.11] [6.79] ¢ [6.80]




> Hpmac B
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+

B Hpmac B

H= 0K -
opmac

Ao AU
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el . el
ES:v+E,, ¢ (6.97)

3
4_ /[EVOY ®Y + EgJomDsymT‘Dsym + EsDkOstkwT.Dskw] ds: v +
T Js ~ ~ ~ ~

3
E/SEQD"/OVCZS 2
El: K (6.98)
3
E /[ENON ®N + E;%mzwsymT_q:'lsym + E%%wzskwT_Iskw] ds - K
8
ES o+ Ey iy (6.99)
i/E das +3/E V ds:
47 IS 20 14 47 8 P0% ) :y
El g, (6.100)

3
E/SESDQONCZS © Py

nas quais Eil e E° sao os tensores de quarta ordem que denotam os médulos eldsticos

s . N ~ . . 1
macroscopicos devidos as deformacgoes e microcurvaturas, respectivamente. E‘fpg,

Eilw e Efbl7 sao os tensores de segunda ordem que denotam os mddulos eldsticos

macroscépicos devidos aos gradientes de microexpansao e as relagoes entre tensao-

microexpansao e microtensao-deformacao, respectivamente. E;l é um escalar que

denota o médulo elastico macroscépico devido a microexpansao.

Os modulos elédsticos nos microplanos sao considerados independentes da ori-

entacao dos mesmos pela condicao de isotropia. Assim, os modulos elasticos ma-

croscopicos podem ser escritos como

Eel

=7

3
= - {E\/o/[/®Yd8+Ef%”/1_)SymT.l_)sym ds +
47 s s~ ~
+ ESDkow/.DSkwT'DSkw d8:| (6101)
s - =

~op

. 3
EY = EWOE/S[/CZS (6.102)
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EY = e [ENO/N ® N ds + E;%m/TsymT T ds +
pu =

+ Ejvw / Tekw’ . ke ds} (6.103)
= .
3
el
Ef = B /S ds (6.104)
ES. = Epyo- / vV ds (6.105)
3
el
B =B /S N ds (6.106)

Utilizando-se as integrais analiticas das equacoes a e substituindo-as

nas equacoes [6.101] a [6.106] tem-se

Egl = EVUggvol + Esymj;i;m ESDkOw‘gSkw (6107)

El,=Ej =Bl (6.108)

Eel — §E _ § sym 7 gE §E8ym _gsym Eskszkw 6.109
=k 5 NO 5 70 :”01+ 5 N0+5 70 < + T0 < ( )
EY = 3Ey (6.110)

E] =E,yl (6.111)

Para a determinacao dos médulos elasticos nos microplanos, os médulos elasti-
cos macroscopicos determinados acima sao igualados aqueles obtidos pela teoria da
elasticidade para o continuo com microexpansao. Para tanto, toma-se a densidade

de energia de deformagao definida para este continuo na secao [£.2.2] do capitulo []

isto é,
1 1 1 5 1
Uy = §Aijkl%'ﬂkl + Cij%’jSO + §Eijklf€z'j/€kl + §H%0 + §Jij<P,z‘SD,j (6-112)
onde
Aijkl - Aldijékl -+ Ale'k5ﬂ + Agéiléjk (6113)

Eijii = Erdij0m + E20i0j + E3040j (6.114)
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Reescrevendo-se estas equagoes através dos parametros elasticos do continuo com
microexpansao definidos na secao do capitulo 4] e conhecendo-se a definicao

dos tensores identidade, obtém-se

2
A= {3 ()\ + %) + 2G] Tl +2G.Z20" + 209 (6.117)
27]GL3c
=3E —— L gsvm  op gk 11
E 3 1cgvol+2n_GL?ag + nf:] (6 8)
onde E; é dado pela equagao [6.46]
c=cC1 (6.119)
J=2GL*1 (6.120)

Comparando-se as equacoes [6.107] e [6.117] [6.109] e [6.118], [6.108] e [6.119] [6.111

e [6.120 e lembrando que o parametro elastico H relaciona a microtensao com a

microexpansao, determinam-se os modulos elasticos nos microplanos em funcao dos

parametros elasticos macroscépicos

02
277GL§ 2nGL>
Eno=31+ ———= wm 1 op Eikw — 9 6.122
O L 2n—GL} 7o 2n - GL; b o no A )
H 2
Epyo =C, Egy = 3 B, =2GL. (6.123)

Observa-se que as equacoes em e sao iguais aquelas para o conti-
nuo de Cosserat (equagoes e se C' — 0 ou H — oo, como comentado na
secao do capitulo [d Isto torna possivel simular o comportamento do continuo
micropolar e, por sua vez, do continuo classico, através desta formulagao. Quanto
ao intervalo de validade dos parametros eldsticos, permanecem validas as obser-

vagoes feitas no final da segdo [6.3.3.2] , bem como as equagoes em [£.41] exceto a
equagao [1.41e).
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6.4.3 Dano nos Microplanos

6.4.3.1 Relacgoes Constitutivas nos Microplanos

Nesta secao, desenvolvem-se as equagoes constitutivas de dano nos micropla-
nos para o continuo com microexpansao, introduzindo-se trés parametros de dano,
d%c,d?ic e df;gic, referentes as deformagoes e microexpansoes, as microcurvaturas e
aos gradientes de microexpansao, respectivamente. Nota-se que existe um unico
parametro para as deformacoes e microexpansoes, tornando possivel o acoplamento
volumétrico-desviador, assim como existe somente um parametro de dano para as
microcurvaturas, garantindo o acoplamento normal-tangencial nos microplanos. As-
sim, o vetor das varidveis internas pode ser identificado como g = {d2°, d*, dgfjc}.
As varidveis de dano estao limitadas entre o valor 0, que corresponde ao estado
nao-danificado, e o valor 1, que define a ruptura completa do material, isto é,
Ogdgjcgl,ogdgmgleogdgjcg1.

A energia livre nos microplanos, ¥™_ pode ser expressa em funcao das com-

ponentes de deformacao generalizadas nos microplanos e das varidveis de dano, na

forma

mic .__ mic sym skw jmic mic sym skw jmic mic mic
1\ T \Ilgo*y (907’7‘/7in YD 7d<p'y ) + \Ijn (KN7E’T B 7d/4 ) + \Ijgog <¢g7d<pg )

(6.124)

onde
W = 1 A, e N T (6.125)
Wi = [1 — dTe| e (6.126)

Aqui, os processos de dano sao os mecanismos dissipativos dominantes que
descrevem a degradacao progressiva das propriedades mecanicas do material nos

microplanos. Assim, por meio das equacoes [6.87] [6.88] ¢ [6.95] sao definidas as forcas

AT mic mic mic LR _ mic Jmic Jmic
termodinamicas, Y ', Y, e Y, substituindo-se ¢ = {d}°, &, d(;'“}

Py
D= - mic T‘;’;C o mic d?w o mic d:;gw -
ddr ody: adrr

_ ngzcd;ﬁ;c + Yﬂmzcd;mc + Y;zzcdggc > 0. (6127)
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A energia livre nos microplanos define suas tensoes generalizadas constitutivas
como quantidades termodinamicamente conjugadas as correspondentes componentes

de deformacao generalizadas,

Hpmic ) opmic .
oy = G [1 = d21(Evoyww + Epop),  pn = O [1 — d"|Enokn
sym aqjmw mic sym _ sym sym a\Ijmzc mic sym ,_ sym
o ::W—[l_d ]Ey')’[z)/ ) l‘:/y Z_W:[l_dn |Ery &7
skw aqjmzc mic] skw A, skw skw aqjmzc mic] skw . skw
Q.Dk = a,yskw [1 - d ]E ¢ ’YDk ) l_"Tk = an%kw = [1 B d’i ]ET]B Tk
8\11””0 mic a\ljmw maic
wm = 8g0 = [1 - d‘P’Y ](EQOOSO + E@’WVV)? Am, 1= 8% - [1 o d@g ]E"Dgogpg
(6.128)

6.4.3.2 Aplicagao das Leis da Termodinamica

Os tensores macroscopicos de tensao generalizada conjugados termodinami-
camente aos tensores macroscopicos de deformagao generalizada, e definidos nas
equagoes a [6.93] podem ser reescritos utilizando-se as equagdes em [6.128]
a[6.11] [6.79 e [6.80]

8\Ijmac

g = a’Y - E?ec ’! + E?@Co‘ap ¥ <6129)
5 A
— 1 _ dmzc EVOV ® V + ESymDsymT Dsym EskaskwT‘ Dskw ds - +
4 Do = = 2
3
+ . [1 - dmw] LoV dS ¢
Hpmac
b= S =Bl ik (6.130)
3 ) .
— 4_ [1 o d;mc] [ENON ® Jy + Ejs%mz-vsymT_Tsym + E%%wrskwT‘Tskw] ds: K
T Js ~ ~ ~ ~
Hpmac
¢ = (9<p = Egeqo ® + Eseczp»y 'Y (6131)
3

3
- = 77 By dS ¢ + —

g g [1 — dng] EgoV dS: vy
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a\pmac
) - E¢ . 6.132
2 8‘&; =~ secpg S?g ( )
3

= o[- aEN s - g,

nas quais E";leC e Efec sao os tensores de quarta ordem que denotam os mddulos

secantes macroscopicos devidos as deformagoes e microcurvaturas, respectivamente.

E‘ E! ¢ E°

Eecpys Esceop secy, 520 0s tensores de segunda ordem que denotam os moédulos

secantes macroscopicos devidos aos gradientes de microexpansao e as relacoes entre
tensao-microexpansao e microtensao-deformacao, respectivamente. Esec@ ¢ um esca-
lar que denota o médulo secante macroscépico devido a microexpansao. Observe que
os médulos eldsticos presentes nestas equagoes j& foram definidos em a[6.123]
mas nao foram substituidos aqui por clareza de exposicao das equagoes acima.

Linearizando-se estas equacgoes, obtém-se os mddulos tangentes elasto-dano

referentes as deformacoes generalizadas

QZE? ’Y+Etano-<p (107 l}:‘ZE?an,{: ’5’ (6133)
¢ tamp (70 + Etam/w 'jlv A = Egampg' ibg (6134)
onde
Ed B Ed a¢mzc VO'V + DsymT 73 . stw . Q.sécw
tan -  Flsec mzc mic
g % ety 47r s OKT (1 —die)
anmzc 8nmzc anmzc
V [ Dsym ey Dskw dS
® [ a,yv + a,ysym = 81%““’ =
Ed B Ed 7;7:;0 a,r]mzc VO'V _|_DsymT _sy _ l:)skwT_Q.séﬂw s
tance —  Fsecop 47T 8Rmzc a ( dmic)
8 Yoy ¥ @y
. _ . - 3 agbzuc NMN + z’symT, HsTym o z‘lskw /,L%kw
T tang = Secg 47 aﬁmic (1 _ drﬁmc)

anmzc anmlc anmzc k
N B TR dS
® {&%N + a CSFym = 8E%kw =
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Evd — Ed - i a(ﬁ?’:’c an:;}”bc ¢m
e = Pseee T g [ Gmie 9p (1 — doe)

E _ gl 3 002 Ym 877‘%CV + Migr” Dy _ Ongy” | Dskw
= tanay <~ secipy 47T IS 8/4;:;&50 (1 — dgL’;c) 87‘/ - 8’_)'%’m ~ a:),%gw ~

8 mica mic
B - E 3 (09, 01" An g (6.135)

~tanpg ~secypq A s aligbgic 8Q09 (1 . dggic) B

De acordo com o que foi apresentado para o modelo de microplanos com o
continuo de Cosserat, a caracterizacao do estado de dano é feita adotando-se fun-

coes de carregamento, entdo, aqui sdo adotadas @77, &7 e 7. A formulagio

genérica de dano apresentada na se¢ao [6.3.4.2] também é adotada aqui, onde “ * ” sig-
nifica a relagdo deformagao-microexpansao (), microcurvatura (k) ou gradiente
de microexpansao (p,). Entretanto, conforme a funcao adotada para a determina-

¢ao das variaveis de dano, devem ser especificados, aqui, nove parametros adicionais

maic mic

para o material: 527¢, G7

e ﬁggic, que determinam a taxa de crescimento do dano,

mac amzc e a/mzc’
Pg

governando a forma do ramo descendente; ag¢, ay

que representam a

médxima degradacao possivel do material e ko.%, Ko™ € Kog, , que sao 0s valores

da deformacao equivalente que determinam o inicio do processo de dano.
6.4.3.3 Definicao das Deformacgoes Equivalentes nos Microplanos

Adota-se, novamente, a distribuicao de dano isotrépico no nivel dos micro-
planos para se obter a deformacao equivalente neste nivel a partir da deformacao
equivalente macroscépica. Introduzindo-se esta consideracao nas equacoes [6.129
a [6.132] utilizando-se as relagoes em a e as integrais analiticas em [6.16
a[6.21], chega-se a

I
o = [1 . d?;c]ﬂ /S[EVUY ® Y + Eg}gnl:)symT_l:)sym + ESDkSU.QSkwT-QSkw] ds - :Y +

maic 3
+ [1_d¢v]E/SE<MOYdS Y=

maic CZ sym skw
= [1 — d(p’y ] { |:3 ()\ + E) + 2G:| :yvol + 2G’deév + QOéfjdlz,U + C (70 I} (6136)

ds
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H‘ — [1 o d:uc]% /S[ENON ®N + E;%mz-vsymT_Isym + Ei@%wz!skwT_?skw] ds - K
= — Wy 1Kvol P ——— A nk .
2n — GL;
mic 3 mic 3
¢ = [1—d<m/]E SELpodS (,D‘I’[l—d(p,y]ﬂ SEch()VdSZ:)’:
= [1—dl(H ¢ +3C ) (6.138)
A= (1=l [ PN ds - o =1 —dZPCIETg  (613)

Equagoes equivalentes a estas no nivel macroscopico podem ser escritas com a ajuda

dos moédulos constitutivos em [6.107 a |6.111}, |6.121] a |6.123] obtendo-se

g = [1—d}UES: y+E5, ) (6.140)
02
= [1—d7 { [3 (A + ﬁ) + 2G] Yool + 2G50 + 207560 + C 1}
p o= [1—d!*E: & (6.141)
27}GL?¢
= [1—d] (Bvaoz + o B 4 2
2n — GL;

U= [1—dme(Bd o+ By i q) = [1 = de)(H o +3C ) (6.142)
A= (1= dr B gy = [1 — dZ2GL2 1+ (6.143)

Comparando as equacgoes de [6.136] a [6.139] com aquelas de a [6.143] respec-

tivamente, percebe-se que as varidveis de dano nos microplanos devem ser iguais

aquelas macroscopicas, isto é, d™¢ = d™, A conseqiiéncia disso sao as igualdades

mic mac

N = Tk
1) Simo e Ju (1987)

, pois sao as responsaveis pela evolucao das variaveis de dano.

Analogamente ao desenvolvido para o modelo de microplanos com o continuo de

Cosserat, as deformacoes equivalentes nos microplanos utilizando-se a idéia de [Simo
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e Jul (1987) resultam em

nglvicsmo - \/3EV07\2/ + 3E 002 + 60 E oy + 3:783”1' Eglom')'%/m + 3’)’%%' EJS:)%U'J%W
g = /3 Eor + 3 B 4 B st (6,144

nZZCSimo - \/ 3E<p90 QOS

2) von Mises Modificado (de Vree et al.| (1995))
Para determinar as deformacoes equivalentes nos microplanos devido ade Vree et al.

(1995) algumas consideragoes sao feitas:

1. O primeiro invariante das deformagoes macroscépicas € influenciado pela exis-

téncia da microexpansao volumétrica, resultando em
3
L= [lw+e)d8=30v+y) (6.145)
s

2. O segundo invariante das deformacoes macroscopicas desviadoras, Jo, é escrito
em funcao das deformacoes, microcurvaturas e gradiente de microexpansao.
Uma vez que a diferenca entre o continuo com microexpansao e o micropolar
é a existéncia da microexpansao volumétrica e de seu gradiente, as férmulas
adotadas para J, devido as deformacoes e microcurvaturas sao iguais aque-
las adotadas para o continuo micropolar na se¢ao [6.3.4.3] Adicionalmente, a

definicao de J; devido ao gradiente de microexpansao é dada por

3
2hs, = 1= [ (o) 3 (6.146)

3. Uma vez que os parametros kg, ki e ko dependem de r, eles estao intimamente
relacionados a diferenca do comportamento do material em tragao e compres-
sao. Como o continuo com microexpansao afeta esses comportamentos pela
presenca da microexpansao volumétrica, os valores desses parametros devem
ser modificados de alguma forma. De acordo com as consideragcoes feitas acima,

a primeira proposicao para a deformacao equivalente devido as deformagoes e
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microexpansoes foi

.= 3ko(w +¢) + \/ Bki(yw + ¢)]? + %kz " A an)

(6.147)
onde ko, ki1 e ko nao foram alterados. Essa proposicao nao refletiu o com-
portamento do material quando a razao entre suas resisténcias a tragao e a
compressao era r, resultando num valor muito superior. Entao, como espe-
rado, alguma alteracao nesses parametros seria necessaria. Comparando esta
férmula com a[6.77], percebe-se que o segundo termo dentro da raiz sao iguais,
mantendo-se assim o valor de ky. Entretanto, os valores de ky e k; precisam
ser modificados para as parcelas com microexpansao. Observou-se que num
ensaio de tracao pura, a presenca da microexpansao torna a deformacao equi-
valente (equacao superior aquela adotada para o continuo de Cosserat,

entao foi proposta a diminuicao dessas parcelas, dividindo-as por r, ou seja

i ! ! 3 sym ., sym skw | A skw
Ny vree = SkoVv + 3k + \/(3k17v + 3ky0)? + Zl@(’l’g R S TRk
(6.148)
ko

k

/ / 1 . o~ . .

onde ky = k; = — = —. Esta proposicao foi testada para vérios valores de r,
r r

refletindo a diferenca do comportamento do material a tragao e a compressao

da maneira correta, como esperado.

Logo, as deformacoes equivalentes nos microplanos ficam definidas pela equacao|6.148

e pelas equagoes

Vree

maic 3
77%09 Vree - \/ 5 k2 P9¥g <6150)

. 3 sym sym
n[:mc — \/Zk2 (’S’Ty . Iley + E,%k:w_ E,%kw) (6149)



Capitulo 7

Implementacoes Computacionais

7.1 Introducao

As teorias apresentadas nos capitulos anteriores foram incorporadas ao sis-
tema computacional INSANE (Interactive Structural Analysis Environment), que
utiliza a metodologia de programagao orientada a objetos (POO) como técnica de
implementagao.

O INSANE ¢ atualmente um sistema composto por varios modulos, imple-
mentados na linguagem Java, que permite a participagao de pesquisadores em di-
versos niveis do conhecimento e que estes desenvolvam trabalhos simultaneos, uma
vez que os modulos podem ser, separadamente, compilados e ter os métodos de suas
classes testados. De forma geral, o relacionamento entre estes médulos constituem
uma determinada aplicacao. Isto exige uma constante preocupacao por partes dos
pesquisadores em manter a organizacao do programa a mais genérica possivel para
que futuras implementacoes possam ser feitas sem modificagoes naquelas ja existen-
tes.

O sistema INSANE é composto por trés grandes aplicagoes: pré-processador,
processador e pés-processador. O pré e o pos-processador sao aplicagoes graficas inte-
rativas que disponibilizam, respectivamente, ferramentas de pré e pés-processamento
de diferentes modelos discretos. O processador é a aplicacao que representa o nucleo

numérico do sistema e é o responsavel pela obtencao dos resultados de diferentes
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modelos discretos de andlise estrutural.

Este trabalho expandiu o ntucleo numérico do INSANE, o qual é formado
por interfaces e classes abstratas que representam as diversas abstracoes de uma
resolucao numérica de modelos discretos, cada qual com sua hierarquia de classes
responsavel por cumprir o seu devido papel no processamento.

Neste capitulo, sao apresentadas as interfaces e classes do niicleo numérico que,
diretamente, se relacionam com as implementacoes decorrentes deste trabalho. Para
tanto, sao utilizados diagramas de classes que permitem conhecer a hierarquia das
mesmas e como elas se comunicam para desempenhar suas funcoes. Estes diagramas
seguem a proposta da Unified Modeling Language (UML), linguagem padronizada
para a modelagem de sistemas de software orientados a objetos. Para facilitar a
visualizacao das expansoes e modificagoes realizadas, utiliza-se a simbologia mos-
trada na figura 7.1} em amarelo, encontram-se as classes modificadas e em verde, as

classes que foram criadas durante o desenvolvimento deste trabalho.

Classe ndo modificada Classe modificada Nova classe

Figura 7.1: Simbologia utilizada nos diagramas em UML deste trabalho

7.2 Organizacao do Nicleo Numérico do INSANE

Uma visao geral da organizacao do nicleo numérico do INSANE ¢é mostrada
na figura[7.2] As superclasses que o representam sao as interfaces Assembler, Model
e Persistence e a classe abstrata Solution.

A interface Assembler pertence ao médulo assembler, sendo responsavel por
montar, conforme o problema a ser resolvido, as matrizes e vetores da equacao

matricial de equilibrio

AX+BX+CX=R-F (7.1)

onde X é o vetor das varidveis de estado do problema; X e X sao os vetores com,
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<<interface>>
java.util.Observer

java.util.Observable 4& java.util.Observable

<<interface>>
Persistence

<<interface>> Solution
Model

<<interface>> ¢

Assembler

Figura 7.2: Organizacao do nicleo numérico do INSANE

respectivamente, a primeira e a segunda variacao temporal da variavel de estado; A,
B e C sao as matrizes dos coeficientes, que podem ou nao depender da varidavel de
estado e suas derivadas; e R e F representam os termos independentes do sistema
de equagoes.

A interface Assembler, atualmente, é implementada pela classe FemAssembler,
que é apropriada aos diversos tipos de problemas que podem ser modelados pelo
Método dos Elementos Finitos.

Por meio desta Tese, foi criado no INSANE um médulo chamado solution,
que é responsavel pela solugdo de problemas lineares e nao-lineares (discutido no
capitulo[2]). Neste médulo, a classe abstrata Solution é a que desencadeia o processo
de solucgao, possuindo os recursos necessarios para resolver o sistema matricial acima
(equagao [7.1)).

A interface Model pertence ao médulo model e, atualmente, é implementada
pela classe FemModel, que representa o modelo de elementos finitos propriamente
dito. Esta possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece
para Assembler todas as informagcoes necessarias para montar a equacao do modelo,
que serda resolvida por Solution.

Tanto Model quanto Solution se comunicam com a interface Persistence,
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pertencente ao modulo persistence, que trata os dados de entrada e, principalmente,
persiste os dados de saida para as demais aplicagoes, sempre que observa alteragoes
no estado do modelo discreto, e é particularizada segundo o tipo de arquivo a persistir
(figura [7.3)).

A persisténcia de dados mais utilizada é baseada em arquivos XML, sigla esta
que é uma abreviacao de eXtensible Markup Language, ou seja, linguagem de mar-
cacao estendida. A XML permite criar dados estruturados, baseada em um arquivo
texto. Nesse sentido, a classe PersistenceAsXML foi constantemente modificada
nesta Tese para contemplar todas as implementagoes realizadas, tornando possivel

a persisténcia de entrada e saida de dados relacionados a estas implementacoes.

<<interface>> <<interface>> <<interface>>

java.util.Observer Persistence java.util.Observer

I I | I

I I | I

I I | I

I I | I

I I | I

I I | |

I ] Lo ____ 1

1 1mtTTTT T ! ]

1 ! ! 1

1 ! ! 1

1 ! ! 1

I ! ! !
PersistenceAsInsane PersistenceAs XML

Figura 7.3: Diagrama de classe para Persistence

O processo de observacao de alteracoes ocorre segundo o padrao de projeto
Observer-Observable, que é um mecanismo de propagacao de mudangas. Quando
um objeto dito observador (que implementa a interface java.util.Observer) é
criado, ele é inscrito na lista de observadores dos objetos ditos observados (que es-
tendem a interface java.util.Observable). Quando alguma mudanga ocorre no
estado de um objeto observado, é disparado entao o mecanismo de propagacao de
mudancas, que se encarrega de notificar os objetos observadores para se atualiza-
rem. Isto garante a consisténcia e a comunicagao entre o componente observador
(Persistence) e os componentes observados (Solution e Model) (figura [7.2)).

Um outro médulo muito importante e utilizado por todo o nicleo numérico

do INSANE ¢é o médulo wtil, onde ficam as classes de utilitarios em geral. Nesta
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Tese, um dos componentes de util chamado LinearAlgebra (ﬁgura foi expandido
e modificado. As classes modificadas foram IMatrix, IVector e LinearEquati-
onSystems e a classe criada foi Tensor. As classes IMatrix e IVector sao aquelas
que representam uma matriz e um vetor, respectivamente. Elas possuem varios
métodos para manipulagoes destas entidades matemédticas. A classe LinearEqua-
tionSystems é responsavel pela solucao do sistema de equacoes algébricas lineares
e nela foi introduzido o Método de Cardan para a obtencao das raizes de uma equa-
¢ao do terceiro grau, auxiliando, por exemplo, no calculo de tensoes principais. A
classe Tensor possui métodos que definem varias operagoes tensoriais. Sua criagao
foi motivada pelos tensores presentes nas formulacoes apresentadas na segao e

no capitulo [6]

IMatrix IVector LinearEquationSystems Tensor

Figura 7.4: Classes pertencentes & LinearAlgebra

Maiores informagoes sobre o nicleo numérico do INSANE podem ser encon-
tradas nos trabalhos de |[Fonseca (2006) e [Fonsecal (2008)).
A seguir, sao descritas as implementacgoes realizadas neste trabalho, por meio

de interfaces e classes que foram criadas ou modificadas no INSANE.

7.3 Implementacao das Solucoes Lineares e Nao-
Lineares

Uma vez montada a equacao do problema, fica a cargo da classe abstrata
Solution (figura resolve-la. Esta classe estende a classe Observable, uma vez
que ¢é observada pela persisténcia. Seu principal método é denominado ezecute() e
é ele quem desencadeia todo o processo de solucao.

A classe SteadyState é a mais simples das subclasses de Solution, pois repre-

senta a solu¢ao de um problema linear estético. A classe abstrata EquilibriumPath
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generaliza uma solugao cujo objetivo é determinar uma trajetéria de equilibrio. Para
o caso de uma analise nao-linear estatica, esta trajetéria é geralmente representada
em um grafico fator de carga x deslocamento. Em uma anélise dinamica, seja ela
linear ou ndo, esta trajetdria é obtida em func¢ao do tempo (gréafico deslocamento
X tempo). A solugdo nao-linear estatica é representada pela classe StaticEqui-
libriumPath, que implementa um processo incremental-iterativo e utiliza um dos
métodos de controle estudados no capitulo [2| para solucionar o problema. Essas sao
as subclasses de Solution, que diretamente relacionam-se com este trabalho. A
figura mostra os objetos instanciados pelas classes SteadyState e StaticEqui-

libriumPath.

Solution java.util.Observable

-sel

LinearEquationSystems |

| EquilibriumPath | |SteadyStale
llk - assembler <<interface>>
1 Assembler
| <<interface>>
StaticEquilibriumPath | ModalSolution

- step

gy (m-- === --------- B

1 DynamicEquilibriumPath |

ModalVibration |
ModeSuperposition

<<interface>> <<interface>>
Step IterativeStrategy

Directintegration

>I

1

| CentralDifference

| WilsonTheta

| AccelerationSuperposition |I DisplacementSuperposition
NewmarkBeta

NonLinearNewmarkBeta

&

<<interface>>
DynamicNonLinearSolution

Figura 7.5: Diagrama da classe Solution

Um objeto do tipo SteadyState possui um objeto do tipo LinearEquati-

onSystems, responsavel pela solucao do sistema de equacoes algébricas lineares, e
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um objeto do tipo Assembler, capaz de informar as matrizes e vetores da equacao
a ser resolvida.

A classe StaticEquilibriumPath possui um objeto do tipo Step, responsavel
pelos métodos necessarios a execugao de um passo incremental da andlise nao-linear,
e uma lista de objetos do tipo IterativeStrategy, informada pelo usuério, que de-
fine os métodos de controle para obtencao da trajetéria de equilibrio. Como mostra
a figura [7.6] Step ¢ uma interface implementada pelas classes StandardNewton-
Raphson e ModifiedNewtonRaphson onde, respectivamente, os métodos de New-
ton Raphson Padrao e Newton Raphson Modificado s@ao empregados para resolver
os problemas incrementais-iterativos da analise nao-linear estatica. A classe Stan-
dardNewtonRaphson possui uma subclasse chamada OrthogonalResidueStandard-
NewtonRaphson, que contempla as diferengas do Método de Residuo Ortogonal em
relacao aos demais métodos de controle, como visto no capitulo 2| Estas trés classes
tém todos os atributos necessarios para obter a convergéncia no passo, destacando-
se um objeto Assembler, capaz de informar as matrizes e vetores da equacao a ser
resolvida em cada iteracao do passo; um objeto LinearEquationSystems, capaz de
resolver o sistema de equacoes algébricas lineares de cada iteragao; e um objeto Ite-
rativeStrategy, que representa a estratégia de iteragao corrente. Elas estendem a

classe Observable, pois sao observadas por StaticEquilibriumPath.

<<interface>>

Step
1
java.util.Observable : java.util.Observable
1
1
1
rTTTTTTT T T oo T 1 <<interface>>
\ \ ! Assembl
X : - assembler ssembler
I
1 :
I 1
! | LinearEquationSystems
ModifiedNewtonRaphson | | StandardNewtonRaphson

L‘A ) 1 <<interface>>

| OrthogonalResidueStandardNewtonRaphson lteratvestategy

Figura 7.6: Diagrama de heranca e instancia da classe StandardNewtonRaphson
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A interface IterativeStrategy (ver figura ¢ implementada pelas classes
LoadControl, que implementa o Método de Controle de Carga, Displacement-
Control, o Método de Controle Direto de Deslocamento, WorkControl, o Método
de Controle por Trabalho, OrthogonalResidueControl, o Método de Controle de
Residuo Ortogonal, GeneralizedDisplacementControl, o Método de Controle de
Deslocamento Generalizado, e pela classe abstrata ArcLengthControl que possui
as subclasses UpdateOrthogonalArcLengthControl, que implementa o Método de
Controle de Comprimento de Arco com Trajetéria Ortogonal a Tangente da Itera-
¢ao Anterior, InitialOrthogonalArcLengthControl, que implementa o Método de
Controle de Comprimento de Arco com Trajetéria Ortogonal a Tangente Inicial, e
CilindricalArcLengthControl, o Método de Controle de Comprimento de Arco

com Trajetoria Cilindrica.

<<interface>>
IterativeStrategy

InitialOrthogonalArcLengthControl | | CilindricalArcLengthControl

<<interface>>
Step

| UpdateOrthogonalArcLengthControl |

Figura 7.7: Diagrama da interface IterativeStrategy

Para entender como essas classes se relacionam durante um processo de solucao
nao-linear é necessario explicar a funcao dos seus principais métodos. Dessa forma,
um objeto da classe StaticEquilibriumPath ¢ instanciado e utilizado para invocar
o método ezecute(), que é responsavel pelo “loop” sobre o nimero de incrementos,
informado pelo usudrio. Dentro deste “loop”, é chamado o método execute() de
StandardNewtonRaphson, que é responsavel pelo “loop” sobre o nimero de iteragoes,

também informado pelo usudrio. A classe StaticEquilibriumPath possui uma
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lista de objetos do tipo IterativeStrategy, informada pelo usuario, que define os
métodos de controle de obtencao da trajetéria de equilibrio que serao utilizados.
Cada classe que implementa IterativeStrategy, por sua vez, possui os métodos
getPredictor() e getCorrector(), que calculam o fator de carga da primeira iteracdo e
das demais iteragoes, respectivamente, conforme a figura do capitulo [2| Entao,
a cada novo incremento, o método ezecute() de StaticEquilibriumPath atribui ao
objeto da classe StandardNewtonRaphson o método de controle corrente e como este
objeto possui um IterativeStrategy, pede a este que calcule o fator de carga para
a iteracao corrente. Exceto a classe LoadControl, todas as outras que caracterizam
um método de controle possuem um objeto do tipo Step, pois precisam deste para
saber informagoes sobre o passo anterior durante o calculo do fator de carga.

A convergéncia é verificada pela classe Convergence, que pertence também ao
moédulo solution, mas que € isolada das demais classes. Um objeto Convergence ¢é
criado dentro do método setConvergence() da classe StandardNewtonRaphson. Por
meio deste é possivel calcular a convergéncia baseada em forca, deslocamento ou am-
bos, conforme o usudrio tenha informado, invocando o método checkConvergence()
da classe Convergence.

Como a classe StaticEquilibriumPath possui um Step, invoca o método
getConvergence() de StandardNewtonRaphson e obtém o resultado da convergéncia.
Se, para um determinado passo incremental, apds todas as iteragoes, a convergéncia
nao for obtida, o processo é interrompido. Se convergir, faz-se a atualizacao do
modelo e o processo continua até que o nimero maximo de incrementos seja atingido.

Percebe-se que o algoritmo proposto por Yang e Shieh (1990), apresentado
no capitulo [2 é aplicado utilizando-se a metodologia de programacgao orientada
a objetos com classes que desempenham papéis bem definidos, isto é, uma classe
que fica por conta dos passos incrementais, outra que refere-se a iteracoes e outra
responsavel pela aplicacao do método de controle adotado calculando-se o fator de

carga.
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7.4 Implementacao dos Continuos Classico e Ge-
neralizados

De acordo com as segoes e[4.3] as principais diferengas entre a implemen-
tacao dos continuos com Microexpansao e de Cosserat em relacao aquela para um
continuo classico sao as defini¢oes de seus graus de liberdade, bem como de seus
vetores de tensao e deformacao generalizados. Além disso, sao diferentes também
as matrizes das funcoes de forma do elemento finito e as matrizes de incidéncia
cinematica e estatica.

Essas informacoes sao incluidas no INSANE por meio do médulo analysis-
Model, onde se agrupam os tipos de analise disponibilizados pelo programa. Neste
modulo, existem classes que implementam os métodos da classe abstrata Analysis-

Model. A figura [7.§ mostra a hierarquia dessas classes.

AnalysisModel
/\

| Micromorphic | | EulerSpaceFrame | | Solid | | Plane | | ReissnerMindlinPlate | | TimoSpaceFrame |

PlaneShell Line

| ReissnerMindlinPlaneShell | | KirchhoffPlaneShell |

| FrameEImAnalysis | | | | |

T | DiscreteKirchhoffPlate | BFSKirchhoffPlate || CowperKirchhoffPlate | CKZKirchhoffPlate

| Grid | | PlaneFrame

KirchhoffPlate

Line_2D | | Line_1D |

Line_3D |

| MZCKirchhoffPlate

PlaneTruss

| SpaceFrame

Beam | | SpaceTruss

Figura 7.8: Diagrama de heranca da classe AnalysisModel

No presente trabalho, foram implementadas no INSANE as andlises de esta-

dos planos de tensao e de deformacao. Inicialmente, isto foi feito para o continuo
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cldssico por meio da classe abstrata Plane (figura e de suas subclasses Plane-
Stress, que é responsavel pela andlise em estado plano de tensao e PlaneStrain,
que é responsavel pela analise em estado plano de deformagao. Com a introducao dos
continuos micromérficos no INSANE, tornou-se necessario criar a classe abstrata
Micromorphic (figura , onde sao implementados os métodos comuns e declara-
dos os métodos diferentes a qualquer tipo de andlise com o continuo micromorfico.
O estado plano é uma das formas sob a qual este continuo pode ser analisado. Para
isto, criou-se a classe abstrata MicromorphicPlane com suas subclasses abstratas
PolarPlane e StretchPolarPlane correspondendo, respectivamente, ao continuo
micropolar e com microexpansao, ja que ambos sao considerados tipos de conti-
nuo micromoérfico. Para estes continuos, os estados planos de tensao (EPT) e de
deformacao (EPD) sao descritos, respectivamente, pelas classes PolarPlaneStress
e PolarPlaneStrain, para o continuo micropolar e, StretchPolarPlaneStress e

StretchPolarPlaneStrain, para o continuo com microexpansao.

AnalysisModel
/\

Plane Micromorphic

| | |

| PlaneStress | | PlaneStressTensor | | MicromorphicPlane | | LineStretch |

[

Axisymmetric | | PlaneStrain |

PolarPlane

StretchPolarPlane

| PolarPlaneStrain

| PolarPlaneStress | | StretchPolarPlaneStrain

| StretchPolarPlaneStress |

| PolarPlaneStrainTensor | | PolarPlaneStressTensor | | StretchPolarPlaneStrainTensor | | StretchPolarPlaneStressTensor

Figura 7.9: Diagrama de heranca das classes Plane e Micromorphic
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Essas classes estao preparadas para fornecer informagoes aos elementos finitos,
desde que a aplicacao em questao tenha sido formulada por relacoes matriciais. Uma
vez que essas relagoes sao tensoriais, como nos modelos de microplanos formulados
nas secoes e[6.4] é necesséria a criagdo de novas classes semelhantes aquelas
apresentadas acima. Isto ocorre porque a implementacao de uma modelagem cons-
titutiva utilizando-se tensores dificulta a comunicagao com modelos de analise que
contenham grandezas energeticamente ativas e inativas. Algumas restrigoes para
a obtencao destes modelos nao conseguem ser diretamente impostas. E necessério
trabalhar com todas as grandezas, energeticamente ativas ou nao, da forma como
preve suas equacoes constitutivas, e impor as restrigoes de uma outra forma.

Assim, para o continuo classico, foi criada a classe PlaneStressTensor para o
(EPT). Sua diferenca em relacéo a classe PlaneStress é que esta considera apenas
as grandezas energeticamente ativas durante a analise do problema, enquanto Pla-
neStressTensor considera também as grandezas que nao sao energeticamente ativas
(neste caso, as tensoes e deformagoes na dire¢ao z, quando o problema se encontra
definido no plano xy). A matriz constitutiva ([D€]) é escrita pelo método getDualln-
ternal VariablesOperator() para o caso linear eldstico, contendo as linhas e colunas
de todas as grandezas envolvidas no problema. A matriz de incidéncia cinematica
([B]) é implementada pelo método getInternal VariablesOperator() e a imposi¢ao da
restricao para o EPT, por exemplo, é feita pelo método modifyInternal VariablesOpe-
rator(), que recebe como parametros a matriz [B] a ser modificada e um conjunto de
constantes do material, capazes de modificar determinados elementos da matriz [B]
conforme o modelo de analise que se deseja obter. Neste contexto, nao foi necessario
criar uma classe semelhante a PlaneStressTensor para o EPD, pois, no INSANE;,

a classe PlaneStrain ja trabalha com grandezas energeticamente ativas ou nao.



167

Analogamente, este raciocinio é feito para os continuos micropolar e com mi-
croexpansao, surgindo as classes PolarPlaneStressTensor e StretchPolarPla-
neStressTensor para EPT e, PolarPlaneStrainTensor e StretchPolarPlaneS-
trainTensor para EPD. Aqui, novas classes para o EPD sao criadas pela presenca
de algumas microcurvaturas, que exigem o mesmo tratamento mencionado acima
para as tensoes fora do plano.

Adicionalmente, uma anélise unidimensional foi implementada para o continuo
com microexpansao por meio da classe LineStretch, onde somente as deformacgoes
relacionadas com a diregao axial sao consideradas. Se esta for, por exemplo, a dire¢ao
X tem-se: Yz, @ € P 4.

Existem varios métodos implementados nas classes apresentadas acima, entre
os que merecem destaque estao:
getNumberOfDOF () e getDOF Labels() - retornam, respectivamente, o nimero
e o nome dos graus de liberdade;
getNumberOfInternal Variables() e getInternal VariablesLabels() - retornam,
respectivamente, o nimero e o nome das variaveis internas, neste caso, de todos os
tipos de deformagao envolvidos na anélise;
getNumberOfDuallnternal Variables() e getDuallnternal VariablesLabels|()
- retornam, respectivamente, o niimero e o nome das variaveis internas duais, neste
caso, de todos os tipos de tensao envolvidos na anélise;
getState VariablesOperator() - monta a matriz das funcoes de forma do elemento
finito (matriz [N]);
getDualInternal VariablesOperator() - monta a matriz constitutiva elastica (ma-
triz [D€]);
getInternal VariablesOperator() - monta a matriz que relaciona deslocamentos
e deformagoes envolvidos na andlise (matriz [B]);

modifyInternal VariablesOperator() - além de inserir as restrigoes necessérias
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na matriz [B] para o modelo de andlise que se deseja obter, como explicado anteri-
ormente, para o caso de implementacao tensorial, este método também possibilita
que constantes do material participem da matriz [B], como sao necessérios para o
continuo micropolar e com microexpansao segundo mostram as segoes e[d.3
Na classe abstrata Micromorphic foram criados alguns métodos que, por en-
quanto, s6 se aplicam a continuos do tipo micropolar e com microexpansao, entre
eles destacam-se:
getNumberStressOrStrain() - retorna o nimero de deformagoes de Cosserat (re-
lacionadas as translagdes e distorgoes) ou de tensoes envolvidas na andlise;
getNumberCoupleStressOrCurvatures() - retorna o niimero de microcurvatu-
ras ou de tensoes-momento envolvidas na analise;
group VectorMicropolar() - agrupa as deformagoes de Cosserat e microcurvaturas
ou as tensoes e tensoes-momento em somente um vetor;
group VectorMicrostretch() - agrupa as deformagoes de Cosserat, microcurvatu-
ras, microexpansao e seus gradientes ou as tensoes, tensoes-momento, microtensao
e microfor¢as em somente um vetor;
groupIMatrizMicropolar() - agrupa as matrizes constitutivas devidas as defor-
macoes de Cosserat e microcurvaturas ou as tensoes e tensoes-momento em somente
uma matriz de acordo com o modelo de analise;
groupIMatrizMicrostretch() - agrupa as matrizes constitutivas devidas as defor-
macoes de Cosserat, microcurvaturas, microexpansao e seus gradientes ou as tensoes,
tensoes-momento, microtensao e microforgas em somente uma matriz de acordo com
o modelo de anélise.
Considere a relagao matricial abaixo, que corresponde ao caso mais geral, do

continuo com microexpansao em andlise sélida (tridimensional):
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Os métodos group VectorMicrostretch() e groupIMatrizMicrostretch() possibili-
tam escrever a matriz constitutiva e os vetores de deformacao e tensao generalizados
desta relagao matricial. Os tensores que aparecem ilustrados nesta equacao sao,
por exemplo, aqueles definidos nas equagoes em para os modulos constitutivos

tangentes.
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7.5 Implementacao de Elasticidade para os Con-
tinuos Generalizados

Com os modelos de andlise acima implementados, deseja-se resolver problemas
lineares e nao-lineares com os continuos micropolar e com microexpansao no IN-
SANE. Para isto, torna-se necessario a expansao do médulo MaterialMedia, que
refere-se a propriedades do meio que esta sendo analisado. Este modulo esta dividido
em quatro grupos, os quais correspondem as classes abstratas ConstitutiveModel,
Degeneration e Material, e a classe MaterialPoint. Todos sao explicados no
decorrer deste capitulo, no momento adequado.

No INSANE, os diferentes materiais sao representados pelas subclasses da
classe abstrata Material. A figura mostra a hierarquia dessas classes. Elas sao
as responsaveis por fornecer informacoes sobre as propriedades do material, sejam
elas secantes, tangentes ou de descarregamento. Possuem como atributos o nome
do material (seu label) e os valores do tipo java.util.HashMap, que armazena as
variaveis necessarias para caracterizar o material num formato chave-valor, ou seja,
uma String denota, por exemplo, um parametro do material, que esta relacionada,
por meio do HashMap, ao seu valor, descrito por um objeto de uma classe qualquer.

A classe MicromorphicMaterial (figura foi criada para descrever mate-
riais de continuos micromorficos. Sua subclasse PolarLinearElasticIsotropic foi
implementada para materiais eldsticos, lineares e isotrépicos descritos pelo continuo
de Cosserat. Assim, as constantes do material definidas na secao [3.4.3| estao pre-
sentes nesta classe. Para o continuo com microexpansao, foi implementada a classe
StretchPolarLinearElasticIsotropic, que herda de PolarLinearElasticIso-
tropic todos os seus atributos e métodos, pois, conforme comentado na segao [4.2.3],
este continuo utiliza os parametros elasticos do continuo micropolar, além de definir

seus proprios parametros.
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As classes LinearMaterial e Steel presentes na figura foram criadas
durante uma refatoracao do cédigo do INSANE, com a fun¢ao de melhor organizar
os diferentes tipos de materiais. A classe LinearMaterial refere-se aos materiais
lineares isotrépicos, ortotréopicos ou anisotrépicos e a classe Steel possui subclasses

que sao utilizadas mais freqiientemente quando o material em questao é o ago.

7.6 Implementacao de Plasticidade Associada

Neste trabalho, foi inserida no INSANE a teoria da plasticidade associada
para o continuo cldssico, implementando-se a classe ElastoPlasticMaterial (fi-
gura [7.10), subclasse de Material, com algoritmos genéricos para a subseqiiente
introducao de qualquer critério de escoamento. Foi implementada até o momento
a classe VonMises, como subclasse de ElastoPlasticMaterial, representando um
material regido pelo critério de escoamento de von Mises.

A implementacao de plasticidade associada para o continuo de Cosserat, se-
gundo a teoria da segao [3.5] teve inicio com a criacao da classe PolarVonMises
(figura , subclasse de MicromorphicMaterial, onde foram implementadas as
particularidades do continuo de Cosserat para este tipo de material.

Ainda no médulo materialMedia, cada subclasse da classe abstrata Constitu-
tiveModel refere-se a um tipo de modelo constitutivo que mapeia o comportamento
fisico do material. A figura [7.11] mostra a hierarquia dessas classes.

Neste contexto, foi inserida a classe abstrata ElastoPlasticConstModel, re-
presentando os modelos constitutivos elastoplasticos, com sua subclasse VonMises-
ConstModel, onde é implementado o critério de escoamento de von Mises para o
continuo classico. Também foi inserida a classe PolarVonMisesConstModel, sub-
classe de ConstitutiveModel, que refere-se a um modelo constitutivo elastoplastico
baseado no critério de escoamento de von Mises para o continuo de Cosserat, con-

forme formulacao apresentada na sec¢ao [3.5
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ConstitutiveModel
JAY

| MicroplaneConstModel | | OnePointConstModeII | Smearedcrack\ngConstilutiveModeII | LinearEIasncConstModeII | PolarVonMisesConstModel I

| SCRotationalDirectionConstitutiveModel | | SCFixedDirectionConstitutiveModel |

VonMisesConstModel
| SCRDTangemEquilibriuml | SCRDSecantEquilibrium | | SCFDSecantEquilibrium | | SCFDTangentEquiIibriuml

ElastoPlasticConstModel

Figura 7.11: Diagrama de heranca da classe ConstitutiveModel

A implementagao da plasticidade associada para o continuo de Cosserat esta
intimamente relacionada com os métodos da classe PolarVonMisesConstModel. En-
tao, descrevem-se abaixo seus métodos mais relevantes:
init() - verifica se o modelo de andlise e o material informados pelo usudrio consti-
tuem uma combinagao valida com o modelo constitutivo e inicializa as variaveis do
modelo constitutivo elastoplastico;
yield Function() - por meio de um objeto da classe PolarVonMises, obtém a tensao
de escoamento inicial e o médulo pléstico para este material. Com estes parametros,
calcula-se o valor da fun¢ao de escoamento para um dado estado de tensao e variaveis
internas;
yieldGrad() - avalia o gradiente da superficie de escoamento em relagao as compo-
nentes de tensao e variaveis internas no espaco de tensao;
mountDuallnternal Variable Vector() - avalia o estado de tensao num ponto de
integracao para um dado estado de deformacao. Através deste método, o algoritmo
de retorno apresentado na se¢ao do capitulo |3 é implementado. Entao, um
preditor elastico é calculado, onde a matriz constitutiva elastica é fornecida pelo
modelo de andlise do problema avaliado. Aqui o método yieldFunction() é invocado e
verifica-se se o estado de tensao corrente permanece sobre a superficie de escoamento.
Se houver necessidade de uma correcao plastica, o método yieldGrad() é invocado e

o incremento do multiplicador plastico é calculado, podendo-se obter a correcao do
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estado de tensao pela equacao do capitulo [3}

mountCt() - calcula a matriz constitutiva tangente elastopldstica. Verifica se o
passo incremental esta no regime plastico, ou seja, se o multiplicador plastico é
positivo. Se estiver, o método calcula o médulo elastoplastico tangente consistente
de acordo com a equagao do capitulo

update() - atualiza o historico do modelo elastoplastico. As deformacoes plésticas e
as variaveis internas iterativas sao atribuidas as variaveis incrementais apds o modelo

ter alcancado um estado de equilibrio.

7.7 Implementacao de Microplanos para Conti-
nuos Classico e Generalizados

O modulo materialMedia contém interfaces e classes necesséarias para repre-
sentar da forma mais geral possivel a constituicao fisica dos elementos finitos e é
neste modulo que foram feitas as principais expansoes para a implementacao dos
modelos constitutivos de microplanos.

A expansao mais evidente baseia-se na necessidade de se criar a classe abs-
trata MicroplaneConstModel (figura [7.12)), subclasse de ConstitutiveModel. As
subclasses de MicroplaneConstModel definem um tipo de modelo constitutivo de

microplanos, seja ele para o continuo classico, micropolar ou com microexpansao.

ConstitutiveModel

JAY

| MicroplaneConstModel |

ﬁ&

Micropolar

[ I
Ozbolt | | Leukart |

LeukartSimo

| LeukartVree | | MicropolarVree | | MicrostretchVree |

Figura 7.12: Diagrama de heranca da classe MicroplaneConstModel

>I

Microstretch
/\

MicropolarSimo MicrostretchSimo
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Uma outra expansao ocorre em Degeneration (figura , classe abstrata
que representa a degeneragao na geometria do elemento. As degeneragoes sao com-

postas por uma lista de pontos materiais e sao representadas por objetos do tipo

Representation.
- representation 1 R
Representation

/\ - materialPoint

ArrayList<MaterialPoint>
| Thickness Solid | | CrossSection | MicroplaneDegeneration | | PrescribedDegeneration
- material
l N
- microplaneCM - microplanePM - degenerationValues
1 1
1 K
- - - L 1 HashMap<String,Double>
MicroplaneConstModel | | MicroplanePoint | | Material [<

- material

Figura 7.13: Diagrama da classe abstrata Degeneration

Antes de falar sobre a expansao propriamente dita de Degeneration, é impor-
tante entender os conceitos de representacao e de pontos materiais.
Os pontos materiais no INSANE sao representados pela classe Material-

Point (figura|[7.14]) e tem o papel de representar um ponto no meio material.

<<interface>>

Cloneable

; ; 1
HashMap<Object,Object> - constitutiveVariables

1 IPoint3d

1 | -em 1 ConstitutiveModel
; ; - previousVariables - B M
HashMap<Object,Object> previousvari MaterialPoint

\ Material
1

- material

[y

- continuousPointModel

IVolume | - volume - - - 1
MicroplaneMaterialPoint

ContinuousPointModel

Figura 7.14: Diagrama de heranga e instancia da classe MaterialPoint
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Um MaterialPoint tem como propriedades um [abel, um objeto IPoint3d,
que o representa como um ponto no espago, um objeto IVolume, que representa
sua propriedade geométrica, um objeto Material, um objeto ConstitutiveModel
e um objeto ContinuousPointModel, que pode ser entendido como um Analysis-
Model para um MaterialPoint e é pertencente ao modulo continuousPointModel.
Em um ponto material pertencente a uma degeneragao, as subclasses de Continu-
ousPointModel sao aquelas que informam os operadores que transformam valores
da degeneracao em valores pontuais. MaterialPoint possui ainda duas colecoes do
tipo HashMap que armazenam dois tipos de varidveis dependentes do seu modelo
constitutivo: as variaveis constitutivas atuais e as variaveis constitutivas prévias.
Estas duas colecoes sao capazes de informar, durante a andalise, o estado do ponto
material no momento corrente e no passo anterior. Um objeto MaterialPoint im-
plementa a interface java.lang.Cloneable, possuindo a propriedade de ser clonado
de forma seletiva. Esta propriedade permite a cépia de somente alguns atributos de
um objeto MaterialPoint, pela implementacao do método clone().

Um objeto Representation (figura , para representar uma degeneracao,
possui um modelo constitutivo, um modelo de analise, um objeto INaturalCoords,
que identifica suas coordenadas naturais, e duas colegoes do tipo HashMap, que arma-
zenam suas variaveis constitutivas atuais e prévias. Estes atributos dizem respeito a
degeneracao como um todo, representando o comportamento do conjunto de pontos
materiais da referida degeneragao. A representacao cumpre ainda o papel de ponto

de integragao, possuindo os atributos necesséarios a integracao numérica.

1 -cm -am
ConstitutiveModel Representation AnalysisModel

- constitutiveVariables - previousVariables

- naturalcoords
1

HashMap<Object,Object> HashMap<Object,Object>
INaturalCoords

Figura 7.15: Diagrama de instancia da classe Representation
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Voltando a figura [7.13] o tipo mais simples de degeneragao é a Prescribed-
Degeneration, em que as propriedades geométricas sao prescritas pelo usuario e
nenhum ponto material necessita ser definido, pois a sua representacao se encarrega
de calcular suas tensoes e seus moédulos constitutivos. Ela possui um objeto do tipo
Material e um conjunto de valores que definem esta degeneracao armazenados num
HashMap.

Outro exemplo de Degeneration é a classe CrossSection, que representa a
degeneracao causada pela discretizagao em elementos finitos unidimensionais, na
qual simplifica-se uma geometria tridimensional em apenas uma linha, como mostra
a figura . Perdem-se as informagoes sobre a segao transversal (as duas dimen-
soes que foram simplificadas), principalmente se ela for de geometria qualquer e
composta. A classe CrossSection contém uma lista de pontos materiais, fornecida
pelo usuario, que descreve de maneira aproximada a geometria e a composicao da
secao, permitindo que o modelo constitutivo dessa degeneracao seja aproximado pelo
somatoério da contribuicao de cada um dos pontos. Para cada ponto de integracao
do elemento ha uma degeneracao, o que permite aproximar o modelo constitutivo

ao longo do elemento.

degeneragdes
nos pontos de integracio

Figura 7.16: Degeneragao da geometria de um elemento finito unidimensional (Fonseca,
2006])

A classe abstrata MicroplaneDegeneration (figuras e [7.17)), subclasse
de Degeneration, foi concebida nesta Tese por analogia a classe CrossSection, ou
seja, no lugar de uma degeneracao composta por seus pontos materiais, cada dege-

neragao possui um conjunto de microplanos, cada um deles comportando-se como
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um ponto material, permitindo que as grandezas nas degeneracoes sejam obtidas
pelo somatorio da contribuicao de cada um dos microplanos. Dessa forma, surgiu a
classe MicroplaneMaterialPoint (figura [7.14), que herda de MaterialPoint seus
atributos e métodos. Para o cédlculo das deformagoes no microplano, é fundamen-
tal que se conhecam as componentes de seu vetor normal. Assim, cada microplano
possui as coordenadas nq, no € nz, € 0 peso w, os quais variam de acordo com as
tabelas e do capitulo [f] Na classe MicroplaneMaterialPoint, o mé-
todo clone() é sobrescrito para que somente os atributos necessarios aos modelos de

microplanos sejam clonados.

Degeneration

Zlk

MicroplaneDegeneration

/A
| | |

Ozbolt Leukart Micropolar Microstretch
LeukartSimo MicropolarSimo MicrostretchSimo
LeukartVree MicropolarVree MicrostretchVree

Figura 7.17: Diagrama da classe abstrata MicroplaneDegeneration

Como dito anteriormente, cada MaterialPoint possui um objeto Material e
um objeto ContinuousPointModel. Entao, torna-se necessario a criagao das classes
abstratas MicroplaneMaterial (figura[7.10)), subclasse de Material, para fornecer
as propriedades do material de um microplano e MicroplanePoint, subclasse de
ContinuousPointModel (figura [7.18)), que representa o modelo de andlise de um
microplano. Entao, conforme a figura , cada MicroplaneDegeneration possui
um modelo constitutivo, um modelo de analise e um material capazes de descrever

suas relacoes constitutivas.
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ContinuousPointModel

JAN

EulerPoint KirchhoffPlatePoint MicroplanePoint ReissnerMindlinPlatePoint TimoPoint
JAN

MicroplanePointOzbolt MicroplanePointMicrostretch MicroplanePointLeukart MicroplanePointMicropolar

Figura 7.18: Diagrama de heranca da classe ContinuousPointModel

Em suma, as classes que definem um modelo de microplanos sao Microplane-
ConstModel, MicroplaneDegeneration, MicroplaneMaterial, MicroplaneMate-
rialPoint e MicroplanePoint. Uma vez que existem varios modelos de micropla-
nos que podem ser implementados, com continuos diferentes, por relagoes matriciais
ou tensoriais, com deformagoes equivalentes ou nao, todas essas classes sao estendi-
das para contemplar um determinado modelo de microplanos (ver tabela, exceto
a classe MicroplaneMaterialPoint, pois a descricao espacial de um microplano in-
depende de qualquer informagao adicional e o seu método clone() acessa os atributos
do microplano construido e atribui aos microplanos clonados.

Na tabela[7.I]sdo apresentadas as subclasses de MicroplaneConstModel e Mi-
croplaneDegeneration. Cada uma dessas classes estao relacionadas com os seguin-
tes modelos de microplanos: Ozbolt (segao , LeuKart (segao , para continuos
micropolares (segao e continuos com microexpansao (segao . As classes que
representam os trés ultimos modelos sao subdivididas de acordo com a definigao da
deformagao equivalente que adotam, neste caso, de Simo e Ju| (1987)) ou [de Vree
et al.| (1995).

Nota-se na tabela[7.1]a presenga das classes 0zbolt e Leukart, que definem os
parametros do material relacionados ao seu respectivo modelo de microplanos, por

isso sao subclasses de MicroplaneMaterial.
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Tabela 7.1: Classes Implementadas no INSANE

Superclasses Subclasses

MicroplaneConstModelOzbolt

MicroplaneConstModelLeukart

MicroplaneConstModelLeukartSimo

MicroplaneConstModelLeukartVree

MicroplaneConstModel MicroplaneConstModelMicropolar

(figura [7.12 MicroplaneConstModelMicropolarSimo

MicroplaneConstModelMicropolarVree

MicroplaneConstModelMicrostretch

MicroplaneConstModelMicrostretchSimo

MicroplaneConstModelMicrostretchVree

MicroplaneDegenerationOzbolt

MicroplaneDegenerationLeukart

MicroplaneDegenerationLeukartSimo

MicroplaneDegenerationLeukartVree

MicroplaneDegeneration MicroplaneDegenerationMicropolar

(figura [7.17 MicroplaneDegenerationMicropolarSimo

MicroplaneDegenerationMicropolarVree

MicroplaneDegenerationMicrostretch

MicroplaneDegenerationMicrostretchSimo

MicroplaneDegenerationMicrostretchVree

MicroplanePointOzbolt

MicroplanePoint MicroplanePointLeukart

(figura [7.18 MicroplanePointMicropolar

MicroplanePointMicrostretch

MicroplaneMaterial Ozbolt
figura [7.10 Leukart
MicromorphicMaterial PolarMicroplaneDamage
figura [7.10 StretchPolarMicroplaneDamage
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As classes PolarMicroplaneDamage e StretchPolarMicroplaneDamage, na
tabela[7.I] poderiam ser subclasses de MicroplaneMaterial e MicromorphicMate-
rial ao mesmo tempo, pois possuem parametros do material relacionados ao tipo de
continuo micromoérfico e também a teoria de microplanos com dano, porém, como
em Java nao existe heranca multipla, escolheu-se que essas classes estenderiam a
classe MicromorphicMaterial, definindo os parametros do material necesséarios a
formulacao de microplanos.

As deformagoes nos microplanos sao calculadas pela degeneracao por meio do
método getMPInternalVariables(), recebendo como parametros as deformagoes na
degeneracao e o label do microplano (representado pelo objeto da classe Micropla-
neMaterialPoint), para o qual as deformagoes serao calculadas. Este método é im-
plementado pela classe MicroplaneDegenerationOzbolt e pelas subclasses de Mi-
croplaneDegenerationlLeukart, MicroplaneDegenerationMicropolar e Micro-
planeDegenerationMicrostretch, pois estas subclasses utilizam o método getM-
PInternalVariables() para calcular também as deformacoes equivalentes em cada mi-
croplano, de acordo com Simo e Ju/ (1987) ou|de Vree et al.|(1995)). Neste método, sao
invocados os métodos das classes MicroplanePointOzbolt, MicroplanePointLeu-
kart, MicroplanePointMicropolar e MicroplanePointMicrostretch, que calcu-
lam os operadores que transformam as deformacoes nas degeneracoes em defor-
macoes nos microplanos. Estas classes definem o modelo de andlise no nivel dos
microplanos.

Para se obter as tensoes e os médulos constitutivos tangentes e secantes ma-
croscopicos (nas degeneragoes), é necessario efetuar uma integracdo numérica so-
bre todos os microplanos em torno de uma esfera unitaria centrada na degenera-

¢ao (aqui representada por um ponto de Gauss). Assim, os métodos mountCt(),
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mountCs() e mountDuallnternal Variable Vector() das classes MicroplaneDegenera-
tion0Ozbolt, MicroplaneDegenerationLeukart, MicroplaneDegenerationMicro-
polar e MicroplaneDegenerationMicrostretch percorrem sua lista de micropla-
nos (presentes na superficie da esfera), pedindo a eles que calculem a sua parcela de
contribuicao para as grandezas relacionadas acima, realizando um somatoério para a
obtencgao dessas grandezas na degeneracao.

Na classe MicroplaneDegenerationOzbolt, o método discontinuityFunction()
calcula a funcao de descontinuidade apresentada na segao [5.3.1| e nas classes Micro-
planeDegenerationlLeukart, MicroplaneDegenerationMicropolar e Micropla-
neDegenerationMicrostretch, o método damageMultiplier() calcula as varidveis
historicas de dano dadas pelas equacoes em e [6.601

Abaixo sao definidos os principais métodos de qualquer modelo constitutivo
de microplanos:
mountCs() e mountCt() - calculam, respectivamente, os médulos constitutivos
secante e tangente, recebendo como parametros o modelo de analise, o material e
0S mapas com as variaveis constitutivas e prévias dos microplanos. Uma vez que as
deformagoes equivalentes participam do calculo dos moédulos constitutivos tangentes
para os modelos de microplanos do tipo MicroplaneConstModelLeukart, Micro-
planeConstModelMicropolar e MicroplaneConstModelMicrostretch, os métodos
responsaveis por calcular esses modulos ficam em suas subclasses, conforme a defor-
magao equivalente adotada seja a de [Simo e Ju| (1987) ou de Vree et al.| (1995);
mountDuallnternal Variable Vector() - calcula as tensoes nos microplanos, rece-
bendo como parametros o modelo de analise, o material e os mapas com as variaveis
constitutivas e prévias dos microplanos. Para a classe MicroplaneConstModelOz-
bolt, este método invoca os métodos privados checkVolLoading(), checkDevLoa-
ding(), checkCompMLoading() e checkCompLLoading(), responsaveis por calcular
as tensoes e os modulos tangentes relacionados, respectivamente, as leis volumé-

trica, desviadora, tangencial na direcao M e tangencial na direcao L, de acordo
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com a se¢ao [5.3] Para a classe MicroplaneConstModelLeukart, esse método in-
voca os métodos privados checkDamageLoading(), checkVolLoading() e checkDevLo-
ading(), responsaveis por calcular, respectivamente, a variavel de dano conforme a
equacao e as tensoes volumétrica e desviadora nos microplanos. Para a classe
MicroplaneConstModelMicropolar, esse método invoca o método publico checkDa-
mageLoading(), que calcula as varidveis de dano nos microplanos, e os métodos pri-
vados getStress() e getCoupleStress(), que calculam, respectivamente, as parcelas de
tensoes e tensoes-momento nos microplanos. Para a classe MicroplaneConstModel-
Microstretch, esse método invoca o método piblico checkDamageLoading(), que
calcula as varidveis de dano nos microplanos, e os métodos privados getStress(), get-
CoupleStress(), getMicrostress() e getMicroforce(), que calculam, respectivamente,
as parcelas de tensoes, tensoes-momento, microtensao e microforgas nos microplanos;
init() - o método init() de cada elemento finito inicializa, por meio do método init-
Degenerations(), as variaveis relativas a integracao numérica, que sdo armazenadas
nas representacoes de suas degeneracoes. Este método atribui a representacao o
mesmo modelo de analise do elemento do qual faz parte. Cada elemento solicita,
entao, que suas degeneracoes inicializem suas varidveis constitutivas e prévias, ar-
mazenadas em objetos HashMap, as quais solicitam a todos seus microplanos que
também se inicializem. Cada microplano consulta em seu modelo constitutivo o
numero de varidveis constitutivas e prévias através dos métodos getNumberOfVa-
riables() e getNumberOfPrevious Variables() e, a partir dessa informagao, cria seus
objetos HashMap relativos as varidveis constitutivas e prévias. Estes mapas, ainda
com objetos nulos, sao passados pelo microplano como parametros no método init()
de seu modelo constitutivo, juntamente com seu modelo de andlise e material, para
que possam ser inicializados. Eo objeto modelo constitutivo que inicializa os valores
dos mapas e verifica se o modelo de andlise e material sao compativeis com o tipo
de modelo constitutivo que ele representa;

update() - terminada a solugdo de um passo do processo incremental-iterativo,
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cada elemento finito solicita que cada uma das degeneracoes de sua lista atualize
as suas variaveis. No caso de uma degeneracao MicroplaneDegeneration, ¢ solici-
tado a representacao que armazene suas variaveis constitutivas atuais em seu mapa
de varidveis prévias. Em seguida, ¢é solicitado a todos os microplanos que também
atualizem suas varidaveis. O microplano invoca o método update() de seu modelo
constitutivo, passando como parametro seus dois mapas. O modelo constitutivo
armazena os valores do mapa de variaveis constitutivas do microplano no mapa de
variaveis prévias. Desta forma, as variaveis constitutivas correntes foram atualiza-
das, sendo armazenadas como variaveis prévias, processo esse necessario a obtencao

da convergéncia no préximo passo do processo incremental-iterativo.



Capitulo 8

Simulacoes Numéricas

Este capitulo apresenta as simulagoes numéricas realizadas no INSANE. As

simulagoes sao agrupadas de acordo com os modelos constitutivos, conforme mos-

trado na tabela [R.1]

Tabela 8.1: Agrupamento das simulagdes de acordo com os modelos constitutivos

Modelos Simulacoes Item
Elasticidade para Viga Sob Flexao Pura 8.1.1
Continuos Generalizados Barra Tracionada 8.1.2

Tragao, Compressao e Cisalhamento |[8.2.1

Plasticidade Flexao em Trés Pontos 8.2.2
para o Continuo Cisalhamento em Quatro Pontos 8.2.3
de Cosserat Camada Infinita 8.2.4

Banda de Cisalhamento 8.2.5
Microplanos com Relaxagao |Tracao, Compressao e Cisalhamento|[8.3.1
Cinematica para o Continuo |Flexao em Trés Pontos 8.3.2
Classico Cisalhamento em Quatro Pontos 8.3.3

Microplanos com Deformacao | Tracao, Compressao e Cisalhamento ||8.4.1

Equivalente para o Continuo |Flexao em Trés Pontos 8.4.2
Classico Cisalhamento em Quatro Pontos 8.4.3
Microplanos para o Tragao, Compressao e Cisalhamento |[8.5.1
Continuo de Cosserat Flexao em Trés Pontos 8.5.2
Microplanos para o Tracao, Compressao e Cisalhamento |[8.6.1
Continuo Flexao em Trés Pontos 8.6.2
com Microexpansao Tracao com Entalhe Assimétrico 8.6.3

185
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Todos os problemas aqui analisados utilizam os processos de solugao de equa-
¢oes nao-lineares de equilibrio, também fruto desta Tese. As implementagoes rela-
tivas aos métodos incrementais-iterativos ja foram utilizadas com sucesso por ou-
tros colaboradores do INSANE, com aplicacao a problemas geometricamente nao-
lineares (Fonseca, 2008) e fisicamente nao-lineares (Fonsecal, [2006]), bem como por
outros trabalhos ja concluidos e também em desenvolvimento no projeto INSANE.
Por isso, esses métodos sao aqui utilizados sem demonstracao da correteza das im-
plementacoes, uma vez que estas ja foram exaustivamente testadas.

Nas simulagoes numeéricas, apresentadas a seguir, foram utilizados 21 pontos de
integracao (microplanos) com simetrias ortogonais sobre a superficie da semi-esfera
de raio unitario (tabela . As deformacoes equivalentes obtidas segundo |de Vree
et al.| (1995)) foram adotadas em todas as simulagoes que utilizam modelos consti-
tutivos de microplanos e deformacoes equivalentes. Isto foi feito porque este modo
de definir as deformacoes equivalentes se mostra mais adequado para representar
o comportamento de meios parcialmente frageis (Leukart e Ramm), |2006; Peerlings
et al., |1998).

A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos para todas as simulacoes re-

alizadas e somente na segao [8.7] estes resultados sao discutidos.

8.1 Exemplos de Elasticidade para Continuos Ge-
neralizados

Sao apresentados, a seguir, os exemplos lineares de uma viga biapoiada sob
flexao pura para o continuo de Cosserat e de uma barra tracionada composta por
dois materiais para o continuo com microexpansao. Estes exemplos estao resolvi-
dos analiticamente no apéndice [A] Em todas as simulagoes desta segao, utilizam-
se: implementacao da analise linear para solucionar o problema; materiais lineares,
elasticos e isotrépicos, conforme a descricao de cada continuo, e segoes transversais

prescritas para cada elemento finito.
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8.1.1 Viga Biapoiada sob Flexao Pura

A figura[8.1|mostra a discretizagao por elementos finitos quadrilaterais de 8 nds,
em estado plano de tensoes, com ordem de integragao 3 x 3, de uma viga biapoiada

sob flexao pura, onde as microrrotacoes sao liberadas para todos os pontos da malha.

y
x M<”4>ﬂ
z L

L

Sec¢ao Transversal

N )M o

J t

N

Figura 8.1: Discretizacao por elementos finitos de uma viga biapoiada sob flexdo pura

Foram adotados os parametros mostrados na tabela|8.2] em unidades de forca
(uf) e unidades de comprimento (uc) compativeis.

Para comparar os resultados numéricos aos analiticos apresentados no apén-
dice , adotou-se a altura da viga d = 2 ucer = % = 1, onde 2d; representa a

dimensao do volume de controle. Para este valor de r, a solugao obtida esta a mais

proxima possivel da resposta micropolar.

Tabela 8.2: Parametros da analise para o exemplo de flexdao pura

Médulo de elasticidade longitudinal (E) =1 uf/uc?
Coeficiente de Poisson (v) =0,2
Momento aplicado nas extremidades (M) = 2 uf.uc
Espessura da viga (t) =15 uc
Comprimento da viga (L) = 10 uc

Comprimento caracteristico a flexao (Ly) = /0,4 uc
Altura da viga (d) =2 uc
Razao entre a dimensao do volume

de controle e a altura da viga (r) =1 uc

Médulo de cisalhamento rotacional () = 1/4,8 uf/uc?
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Os resultados obtidos para os campos de tensoes e deslocamentos sao apresen-
tados nos graficos das figuras[8.2]a[8.6, Em seguida, sdo apresentadas a configuragao
deformada, com deslocamentos reduzidos de 10 vezes, e as distribuigoes de tensoes

e deslocamentos da viga sob flexao pura, correspondentes aos resultados numéricos

(figuras [8.7 a[8.11]).
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Figura 8.2: Tensoes normais o,, em qualquer secao da viga
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Figura 8.3: Tensoes-momento u,, em qualquer ponto



Deslocamento horizontal (uc)
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Figura 8.4: Deslocamentos u, na borda superior da viga
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Figura 8.5: Deslocamentos u, na linha neutra
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Figura 8.6: Microrrotagoes ¢, ao longo do comprimento da viga
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Figura 8.7: Distribuicao de tensoes normais o, ao longo da viga sob flexdo pura
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Figura 8.8: Distribuicao de ji,./L; ao longo da viga sob flexao pura
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-5 -2. 419355 D.‘!B‘I?Q 2741935 5

Walue: Displacement-Dx

Figura 8.9: Variagdo dos deslocamentos u, da viga sob flexao pura

-12.5 -0.248387 -5.996??4 -2.745181 0.1

Walue: Displacement-Dy

Figura 8.10: Variacao dos deslocamentos u, da viga sob flexao pura

-5 -2.419355 0.16129 2741935 5

‘falue: Displacement-MRz

Figura 8.11: Variagao das microrrotacoes ¢, da viga sob flexdo pura
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8.1.2 Barra Tracionada Composta por Dois Materiais

Uma barra tracionada (figura [8.12]), composta por dois materiais, é analisada

utilizando-se o continuo com microexpansao.

>
P P
<« (1) | ) | —

|
e L
. 0,5L L 0,5L ]

Figura 8.12: Barra tracionada constituida por dois materiais

A simulagao numérica é realizada com 40 elementos finitos Lagrangeanos uni-
dimensionais de trés nos utilizando-se o modelo de analise de barra para o continuo
com microexpansao. Admite-se que metade da barra é composta pelo material (1)
e a outra metade pelo material (2).

Os parametros adotados para o problema sao mostrados na tabela [8.3 em
unidades compativeis.

Tabela 8.3: Parametros da andlise para o exemplo da barra tracionada composta por
dois materiais

Médulo de elast. longitudinal do material (1) (EM) = 0,75 uf /uc?
Médulo de elast. longitudinal do material (2) (E®) =1 uf/uc?
Coeficiente de Poisson (v) =0,2
Parametro C = -0,556 uf/uc?
Parametro H = 1,667 uf/uc?
Comprimento da barra (L) = 10 uc
Comprimento caracteristico a tracao (L,) =1 uc

Area da barra (A) =1 uc?

Carga aplicada (P) =15 uf

Para comparar os resultados numéricos aos analiticos apresentados no apén-
dice[A] adotou-se a razao r = L,/L = 0, 1. A solugao analitica foi desenvolvida para

qualquer valor de &, o qual define qual regiao da barra é composta pelo material 1
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ou 2. Neste exemplo numérico e naquele calculado utilizando-se a solucao analitica

(ver apéndice adotou-se £ = 0, 5.

Y

Os resultados numeéricos obtidos para as grandezas adimensionais Ay = 100—

A
AN =1 h
e AX 00 7

0-27.%

O:m;

(ver equagoes [A.72| e |A.73 do apéndice ) sao apresentados nos

gréaficos das figuras e
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Figura 8.13: Ay x Comprimento da viga
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Figura 8.14: A) x Comprimento da viga
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As distribuicoes de tensoes normais, microtensoes e microforcas ao longo da

barra estao mostradas nas figuras [8.15] [8.16] e [8.17]

\v4

Figura 8.15: Distribuicao de tensoes normais na barra tracionada

-0.920526 -0.467818 -0.015112 0.437595 0.833714

Figura 8.16: Distribuicdo de microtensoes na barra tracionada

\v3

-0.743859 -0.551895 -0.359831 -0.167967 0.000002

Figura 8.17: Distribuigdo de microforcas na barra tracionada
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8.2 Exemplos de Plasticidade para o Continuo de
Cosserat

Aqui, sao apresentados os exemplos de tracao, compressao e cisalhamento pu-
ros, flexao em trés pontos, cisalhamento em quatro pontos, camada infinita e com-
pressao com banda de cisalhamento, cujos materiais sao descritos pelo modelo de
plasticidade associada, segundo o critério de escoamento de von Mises, utilizando-se

o continuo de Cosserat.

8.2.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

A figura mostra as configuragoes geométricas, de carga e condicoes de
vinculo para as simulagoes numéricas de tracao, compressao e cisalhamento puros.
A peca analisada possui 1000 mm de comprimento, 1000 mm de largura e 1000 mm

de espessura.

> — > — —
AN VAN Vi 2 Viu AN

Figura 8.18: Configuragoes geométricas, de carga e condicbes de vinculo para as simula-
¢Oes de tracao, compressao e cisalhamento puros

Tabela 8.4: Parametros do material para as simulacoes utilizando-se o modelo de plasti-
cidade com Cosserat

Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 30000 MPa
Coeficiente de Poisson () =0,2
Médulo plastico (h) = -290 MPa
Tensao de escoamento inicial (o) = 3,35 MPa
Comprimento caracteristico a flexdo (Ly) = 50 mm
Médulo de cisalhamento rotacional (o) = 6250 MPa
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Na tabela estao os parametros do material. Estes parametros foram ca-
librados com os utilizados por Leukart e Ramm| (2006) no modelo de microplanos
com continuo classico. A calibracao foi feita por meio do exemplo de tracao pura,
igualando-se a energia de fratura de ambos os materiais.

As malhas utilizadas para cada um dos exemplos sdo mostradas na figura[8.19

(a) 1 elemento (b) 4 elementos (¢) 16 elementos

(d) 64 elementos (e) 256 elementos (f) 1024 elementos

Figura 8.19: Discretizacoes utilizadas para as simulagoes de tracao, compressao e cisa-
lhamento puros

Para o exemplo de tragao pura, os seguintes parametros foram considerados:
elementos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de
integracao 2 x 2, carga de referéncia de Py = 3354 kN, tolerancia para a convergéncia
em forca de 107*, controle de deslocamento generalizado e fator de carga externa
inicial de 0, 1. As trajetérias de equilibrio obtidas encontram-se na figura [8.20]

Uma vez que o modelo de plasticidade utilizado ¢ insensivel a diferenca entre as
resisténcias a tracao e a compressao do material, os resultados, em modulo, obtidos

para os exemplos de tragao axial e de compressao sao idénticos. Isto foi confirmado



197

numericamente fazendo-se as simulagoes apresentadas acima para compressao axial,

cujos resultados nao sao repetidos aqui.
Para o exemplo de cisalhamento puro, os dados sao os mesmos do exemplo de
tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, a qual vale Py = 1924 kN.

As trajetérias de equilibrio obtidas estao mostradas na figura [8.21]
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Figura 8.20: Trajetérias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga na tragao axial utilizando plasticidade e continuo de Cosserat
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Figura 8.21: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga no cisalhamento puro utilizando plasticidade e continuo de

Cosserat
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8.2.2 Flexao em Trés Pontos

As figuras e mostram as configuragoes geométricas e de carga, bem
como as condigoes de vinculo e a respectiva discretizacao para a simulacao do
exemplo de flexdo em trés pontos. A viga utilizada neste exemplo tem dimensoes
L, = 1800 mm de comprimento, L, = 500 mm de altura e 100 mm de espessura.

Os parametros do material sao aqueles da tabela

Py

Ly
y

X -
L, L

Figura 8.22: Viga sob flexdo em trés pontos

JI;L

Lx

Ly

li
¥y

Figura 8.23: Discretizacao em 30 elementos finitos para a flexao em trés pontos

Para este exemplo os seguintes parametros da andlise foram considerados: ele-
mentos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de
integracao 3 x 3, carga de referéncia de Fy = 30 kN, tolerancia para a convergéncia
em forca de 1072, controle de comprimento de arco cilindrico e fator de carga externa
inicial de 0, 005.

A trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicacao

da carga estd mostrada na figura [8.24]
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Figura 8.24: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto de
aplicacao da carga na flexao em trés pontos utilizando plasticidade e continuo de Cosserat

8.2.3 Cisalhamento em Quatro Pontos

Adota-se o exemplo sugerido por [Feenstra e de Borst| (1993)) para uma viga
com 400 mm de comprimento, 100 mm de altura e 100 mm de espessura, com fissura

de 5 mm de abertura e 20 mm de altura iniciais.

F F

100 mm

v

AN AN
180 mm 40 mm 180 mm

Figura 8.25: Malha de elementos finitos para o exemplo de cisalhamento em quatro
pontos

Os parametros do material sao aqueles da tabela[8.4]e os resultados obtidos nao
sao comparados com os de Feenstra e de Borst| (1993)), pois os materiais empregados
em ambas as andalises sao diferentes.

Para este exemplo, os seguintes parametros da andlise foram considerados:
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elementos finitos quadrilaterais de 4 nds, em estado plano de tensoes, com ordem
de integracao 2 x 2, cargas de referéncia F; = 60 kN e F, = 0,1 F}, tolerancia
para a convergéncia em forca de 1073, controle direto de deslocamento, em que
incrementou-se de 0,000005 c¢m o deslocamento vertical do ponto de aplicagao da
carga F5.

As trajetérias de equilibrio correspondentes aos deslocamentos verticais dos

pontos de aplicacao das cargas F; e I, sao mostradas nas figuras e[8.27

0,16

0,14 /
0,12 /
0,10 /
0,08

0,06 /
0,04 /
0,02 /

0,00
0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025

Fator de Carga

Desl. Vertical do Ponto de Aplicacéo da Carga F; (cm)
Figura 8.26: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto

de aplicagao da carga F; no cisalhamento em quatro pontos utilizando plasticidade e
continuo de Cosserat
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Figura 8.27: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicagao da carga F> no cisalhamento em quatro pontos utilizando plasticidade e
continuo de Cosserat
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8.2.4 Camada Infinita sob Cisalhamento

Este exemplo foi retirado dos trabalhos de |Lages| (1997)), |de Borst| (1991}|1993)
e [Li e Tang (2005)).

A figura mostra uma camada no plano zy de altura L, = 100 mm e
largura L, = 2,5 mm, infinitamente longa na direcao do eixo z, submetida a um
carregamento distribuido de cisalhamento em sua borda superior. A camada é mo-
delada como um problema em estado plano de deformagao, utilizando-se elementos
finitos triangulares de 6 nds, com ordem de integracao 3 x 3. Para simular o com-
portamento da camada na dire¢ao x, todos os deslocamentos na dire¢ao y foram

impedidos.

Ly

N
b

/ 1L

Lx

Figura 8.28: Camada infinita sob cisalhamento

O problema ¢ basicamente unidimensional e o uso de elementos planos requer
que algumas restricoes sejam adicionadas as equacoes algébricas resultantes da dis-
cretizacao do continuo. Estas restrigoes sao impostas aos deslocamentos na direcao
x e as microrrotacoes ¢,. A borda inferior da camada é fixa, onde os deslocamentos
nodais em x sao impedidos. Como condi¢oes de contorno adicionais, as microrro-

tacoes sao impedidas nas bordas superior e inferior da camada. Durante a anélise,
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sao adotadas quatro discretizagoes com 10, 20, 100 e 200 elementos finitos. Os pa-

rametros do material sdo os mesmos utilizados por de Borst| (1991} 1993) e estao na

tabela [R5

Tabela 8.5: Parametros do material para o exemplo da camada infinita sob cisalhamento

Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 10000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) = 0,25
Médulo plastico (h) = -500 MPa
Tensao de escoamento inicial (7) = 100 MPa
Comprimento caracteristico a flexdo (Lf) = 12 mm
Médulo de cisalhamento rotacional (o) = 2000 MPa

Considerando-se a carga de referéncia Py = 150N e admitindo-se uma toleran-
cia para a convergéncia em forca de 1074, as trajetérias de equilibrio foram obtidas
com o controle direto de deslocamento, em que incrementou-se de 0, Imm o desloca-
mento horizontal do né central da borda superior da camada. Os resultados obtidos
aqui sdo iguais aqueles apresentados por de Borst (1991, [1993).

Na figura [8.29] sao mostradas as curvas fator de carga x deslocamento hori-
zontal da borda superior da camada.
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Desl. Horizontal da borda superior da camada (mm)

Figura 8.29: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
borda superior da camada infinita mostrando o efeito do refinamento da malha com Ly =
12mm
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Na figura|8.30] o estado deformado e a distribuigao de deformagodes cisalhantes

Yye € mostrada para as quatro discretizagoes adotadas, correspondentes ao ultimo

passo da analise.

(d)

(€)

(b)
0.137
WValue: yyx

(a)
0.078 0.108

0.041

0.008

Figura 8.30: Estado deformado e distribui¢do de deformacoes cisalhantes 7,,. (a) 10

elementos; (b) 20 elementos; (c) 100 elementos; (d) 200 elementos

A influéncia do comprimento caracteristico a flexdo (Ls) na solucao do pro-

blema é mostrada nas figuras e nas quais fixou-se a discretizacao para 20
elementos finitos e variou-se L, adotando-se para seu valor 12 mm, 6 mm e 4 mm.
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1,20

1,00 A

0,80 \
0,40 -‘k \
0,20 \

0,00 T T T
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00

——Lf=12mm
——Lf=6mm
- f=4mm

Fator de Carga

Desl. Horizontal da borda superior da camada (mm)
Figura 8.31: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da

borda superior da camada infinita mostrando a influéncia do comprimento caracteristico
a flexdo para a discretizagao com 20 elementos finitos

/ /

I I ey |

1

(a) (b) (c)
001 0,038 o082 0088 o111

Figura 8.32: Estado deformado e distribuicao de deformagoes cisalhantes vy,. (a) Ly =
12 mm; (b) Ly = 6 mm; (¢) Ly = 4 mm
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8.2.5 Compressao com Banda de Cisalhamento

Neste exemplo, estuda-se a formacao de uma banda de cisalhamento em um
exemplo de compressao. Uma peca com L, = 120 mm de altura e L, = 60 mm
de largura ¢é submetida a um carregamento distribuido de compressao em sua parte
superior. A fim de simular uma prensa, adotou-se uma camada de elementos finitos
com material elastico linear muito mais resistente que o material da pega. O exemplo
¢ modelado como um problema em estado plano de deformacao, utilizando-se ele-
mentos finitos quadrilaterais de 9 nés, com ordem de integracao 3 x 3. A figura[8.33]

mostra as discretizacoes utilizadas para o problema, com 128 e 512 elementos.

Py Py

Ly Ly

Ly Ly

T
N
T ;
i A

Lx Lx

Figura 8.33: Discretizagoes utilizadas no exemplo de compressao com banda de cisalha-
mento

Na parte inferior da pega, os deslocamentos sao impedidos nas direcoes x e y,
e as microrrotacoes sao liberadas. Na parte superior, impedem-se as microrrotagoes
dos nés contiguos a prensa.

Os parametros do material foram retirados de |Lages (1997) e estdao na ta-

bela [R.6
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Tabela 8.6: Parametros do material para o exemplo de compressao com banda de cisa-

lhamento
Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 12000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) = 0,35
Médulo plastico (h) = -300 MPa
Tensao de escoamento inicial (7) = 20 MPa
Comprimento caracteristico a flexdo (Ly) = 1,25 mm
Médulo de cisalhamento rotacional (o) = 2000 MPa

Os dados da analise sao: carga de referéncia Py = 1200N, tolerancia para a

convergéncia em forca de 107%, controle de deslocamento

carga externa inicial de 0, 02.

generalizado e fator de

Para a formacao de uma banda de cisalhamento, é introduzida uma regiao

menos resistente na peca analisada, correspondendo a uma

reducao de 5% do valor

da tensao de escoamento inicial para o material dos elementos finitos que compoem

tal regiao. Estes elementos sao os destacados nas malhas da figura |8.33|

A figura[8.34) mostra as curvas fator de carga x desloc
da peca para as malhas com 128 e 512 elementos finitos. Os

abaixo sao iguais aos obtidos por |Lages (1997).

1,20

1,00 A

0,80 -

Fator de Carga
o
8

0,40 1

0,00 T T T T T T T T
000 010 020 030 040 050 060 0,70 080 0,90

Deslocamento Vertical do Topo (mm)

amento vertical do topo

resultados apresentados

-=-128 elementos
——512 elementos

Figura 8.34: Trajetoérias de equilibrio correspondentes ao deslocamento vertical do topo

da peca para as malhas de 128 e 512 elementos
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As figuras e mostram as deformadas e as distribuicoes de deformagoes

Vazs Vyys Ve € da microcurvatura k,, multiplicada pelo comprimento caracteristico

a flexao Ly, para a peca analisada com 128 e 512 elementos finitos, onde pode-

se notar a formacao da banda de cisalhamento. Esses resultados correspondem ao

ultimo passo da andlise e a configuracao deformada foi obtida aumentando-se os

deslocamentos de 10 vezes.

Value: o

Min.; -0.003074

Max.: 0.088819

-0.003074 0015763 0.0348 0.053437 0.000919

(a) Distribuicao de deformagoes normais vy,

]

— \A“}** T
L/ ' Ll
—+—
| [
- |
-
| L. W
| f i
N, A
1
e
| Value: yyx
—— e
Min.: .0 DOBT22
> ; V. Max.: 0.011874

-0.008722 -0.003459 0.001805 0.007088 0.011874

(c) Distribuicao de deformagtes cisalhantes 7,

Value: yyy
Win; -0.07009 1

Max.: 000308

-0.070001 -0.051208 0032325 0.013442 0.00208

(b) Distribuicao de deformagées normais 7y,

Value: kyzlLf

Min.: -0.008008

Max.: 0.00741

-0.008088 -0.004098 -0.000084 0.003808 0.00741

(d) Distribuicao de Ky, Ly

Figura 8.35: Estado deformado e distribuicao de grandezas internas para a malha de 128

elementos finitos
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Walue: poc
Min.: -0 Value: wry
0B ; Max.: 0.055057 Min DOSE1ET
AR R R A A R A KRR AR, \ Max.: 0
] 0014441 0.028881 0.043322 0.055057 0055137 -0.040008 -0p26870 001248 il
(a) Distribuicao de deformagoes normais 7y, (b) Distribuicao de deformagoes normais vy,
I
H ! |
: {
]
Walue: yyx Value: pyzLf
Min.; -0.009032 Min.:-0.011828
Max.: 0.013327 Max: 0012125

.0.000032 .0.003262 0.002508 0008273 ootszzy 0011828 -0.005488 0.000832 0.008781 0.012125
(c) Distribuicao de deformacoes cisalhantes v, (d) Distribui¢ao de ky. Ly

Figura 8.36: Estado deformado e distribuicao de grandezas internas para a malha de 512
elementos finitos



210

8.3 Exemplos de Microplanos com Relaxacao Ci-
nematica para o Continuo Classico

Nesta secao, sao apresentados os exemplos de tragao, compressao e cisalha-
mento puros, de flexao em trés pontos e de cisalhamento em quatro pontos analisados

com o modelo de microplanos com relaxacao cinematica (Ozbolt et al., 2001)).

8.3.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

As configuracoes geométricas, de carga e condicoes de vinculo, bem como as

discretizagoes aqui utilizadas sdo as mesmas da segao (figuras e [8.19).

Os parametros dos materiais (tabela foram retirados do trabalho de Ozbolt e

Bazant| (1992)).

Tabela 8.7: Parametros do material para os exemplos utilizando o modelo de microplanos
com relaxacao cinemaética

Parametros  Valores | Parametros Valores

E 20000 MPa q 2,00

v 0,18 as 0,002
a; 0,00007 D2 2,25
D1 0,85 D3 2,25

a 0,005 Mo 0,8

b 0,043 a3 0,002
D 0,75 kq 0

Para o exemplo de tracao pura, consideram-se: elementos finitos quadrilaterais
de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 2 x 2, carga de refe-
réncia de Py = 1694 kN, tolerancia para a convergéncia em forca de 107, controle
de deslocamento generalizado e fator de carga externa inicial de 0,3. As trajetorias
obtidas estao mostradas na figura [8.37]

Para o exemplo de compressao pura, os dados utilizados sao os mesmos do
exemplo de tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, que teve seu

valor aumentado de 10 vezes. As trajetorias de equilibrio obtidas estao mostradas



na figura [8.38|.

211

Para o exemplo de cisalhamento puro, os dados sao os mesmos do exemplo de

tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, a qual vale Py = 8976 kN.

As trajetérias de equilibrio obtidas estao mostradas na figura [8.39]
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//' "\.\ \ \
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0,10
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Figura 8.37: Trajetérias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da face
de aplicacao da carga na tracao axial utilizando o modelo de microplanos com relaxagao

cinematica
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Figura 8.38: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga na compressao axial utilizando o modelo de microplanos com
relaxacao cinemdtica
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Figura 8.39: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga no cisalhamento puro utilizando o modelo de microplanos com
relaxacao cinemdtica
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8.3.2 Flexao em Trés Pontos

A mesma viga da segao [8.2.2 ¢ aqui analisada utilizando-se o modelo constitu-
tivo de microplanos com relaxacao cinemética (Ozbolt et al. 2001)).

Considerando-se a simetria do problema, a viga foi discretizada em 30 ele-
mentos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de
integracao 3 x 3, mostrada na figura[8.40] O elemento finito destacado nesta figura
representa uma regiao da viga cujo material é menos resistente, a fim de simular o

efeito de uma fissura inicial neste exemplo.

Py Py
2
4
. . 1‘
y i
. Tk 2 k 4
L A L A
Lx Lx
2
(a) (b)

Figura 8.40: Geometria e discretizacao em 30 elementos finitos para a flexdo em trés
pontos

Os parametros do material sdo os mesmos da tabela[8.7 O material da regiao
menos resistente da viga possui dois parametros que diferem daqueles mostrados na
tabela 8.7}, sao eles: a; = 0,00004 e p; =0, 5.

Considerando-se a carga de referéncia Py = 30 kN e admitindo-se uma tole-
rancia para a convergéncia em forca de 1072, foi obtida a trajetéria de equilibrio
da figura [8.41], adotando-se controle de deslocamento generalizado e fator de carga
externa inicial de 0,02. Os resultados obtidos aqui sao iguais aqueles apresentados

por (Ozbolt e Bazant, (1992)).
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Desl. Vertical do Ponto de Aplica¢do da Carga (cm)

Figura 8.41: Trajetoéria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicagao da carga na flexao em trés pontos utilizando o modelo de microplanos com
relaxacao cinematica

Na figura [8.42] é apresentada a distribuicao de tensdes normais o,, associada
ao ponto limite de carga. Devido a introdugao da fissura inicial, a regiao mais

tracionada se situa logo acima do elemento menos resistente.

Walue: meoc

-0.56279 -0.373808 -0.185202 0.003582 0.168787
Win.: -0 56279

Max.: 0.168787

Figura 8.42: Distribuicao de tensoes normais o, para a flexdo em trés pontos, simulando

fissura inicial
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8.3.3 Cisalhamento em Quatro Pontos

Esta simulacao pretende mostrar o funcionamento do modelo de microplanos

com relaxagao cinematica (Ozbolt et al. [2001]) na presenga de altas tensoes de cisa-

lhamento, adotando-se a mesma viga e discretizacao da segao As propriedades
do material sao as mesmas do exemplo anterior e se encontram na tabela

Os dados da analise sao: elementos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado
plano de tensoes, com ordem de integragao 2 x 2, cargas de referéncia I} = 60 kN e
F, = 0,1 Fy, convergéncia em forca de 1072 e controle direto de deslocamento, em
que incrementou-se de 0,0001 ¢m o deslocamento vertical do ponto de aplicagao da
carga Fj.

O estado deformado com o contorno de tensoes cisalhantes associados ao ponto
limite de carga estd mostrado na figura [8.43] Para a configuracao deformada, os

deslocamentos foram aumentados de 100 vezes. As trajetorias de equilibrio obtidas

sao mostradas nas figuras e

-0.174589 -0.024029 0.128541 0277111 0.40888 Value: ny
Win.: -0.174589

Max.: 0.40886

Figura 8.43: Estado deformado e contorno de tensoes de cisalhamento para o ponto
limite de carga
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Figura 8.44: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga F1 no cisalhamento em quatro pontos utilizando o modelo de mi-
croplanos com relaxacao cinematica
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Figura 8.45: Trajetéria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga Fb no cisalhamento em quatro pontos utilizando o modelo de mi-
croplanos com relaxacao cinematica
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8.4 Exemplos de Microplanos com Deformacao
Equivalente para o Continuo Classico

Nesta secao, sao apresentados os exemplos de tragao, compressao e cisalha-
mento puros, de flexao em trés pontos e de cisalhamento em quatro pontos analisados
segundo o modelo constitutivo de microplanos com deformacao equivalente (Leukart
e Ramm), 2006), onde esta é definida por |de Vree et al.| (1995)).

Os parametros do material utilizados nos ensaios que se seguem com este mo-
delo estao apresentados na tabela[8.8 e foram retirados de (Leukart e Ramm), 2006).

Tabela 8.8: Parametros do material para os exemplos utilizando o modelo de microplanos
com deformacao equivalente

Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 35000 MPa
Coeficiente de Poisson () = 0,15
Méxima degradagao (a™*) = 0,96

Taxa de crescimento do dano (3™) = 300
Deformagao equivalente inicial (k) = 0,0005
Razao entre as resisténcias a tracdo e a compressao (r) = 10

8.4.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

As configuracoes geométricas, de carga e condicoes de vinculo, bem como as
discretizacoes aqui utilizadas sao as mesmas da secao (figuras e[8.19).

Para o exemplo de tracao pura, os dados da andlise sao: elementos finitos
quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 2 X 2,
carga de referéncia de Py = 17230 kN, tolerancia para a convergéncia em forca de
10~*, controle de deslocamento generalizado e fator de carga externa inicial de 0, 05.
As trajetérias de equilibrio obtidas estao mostradas na figura [3.46]

Para o exemplo de compressao pura, os dados utilizados sao os mesmos do
exemplo de tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, que teve seu

valor aumentado de 10 vezes. As trajetorias de equilibrio obtidas estdo mostradas

na figura [8.47]
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Para o exemplo de cisalhamento puro, os dados sao os mesmos do exemplo de
tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, a qual vale Py = 28500 kN,

e o fator de carga externa inicial de 0,1. As trajetorias de equilibrio obtidas estao

mostradas na figura [8.48
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Figura 8.46: Trajetérias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da face
de aplicagdo da carga na tracao axial utilizando o modelo de microplanos com deformacao

equivalente
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Figura 8.47: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga na compressao axial utilizando o modelo de microplanos com
deformacao equivalente
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Figura 8.48: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga no cisalhamento puro utilizando o modelo de microplanos com

deformacao equivalente
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8.4.2 Flexao em Trés Pontos

O exemplo de flexao em trés pontos mostrado na secao [8.2.2] é agora anali-
sado utilizando-se o modelo constitutivo de microplanos com deformacgao equiva-
lente (Leukart e Ramm, 2006)). A geometria do problema e a malha de elementos
finitos adotadas sao as mesmas das figuras e[8.:23] Para simular a trinca neste
exemplo, retirou-se o apoio inferior direito mostrado na figura [8.23| e considerou-se
um unico material para toda a viga. Os parametros do material sao aqueles listados
na tabela R.8

Os seguintes dados da analise foram considerados: elementos finitos quadrila-
terais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 3 x 3, carga
de referéncia de Py = 118 kN, tolerancia para a convergéncia em forca de 1073,
controle de comprimento de arco cilindrico e fator de carga externa inicial de 0, 04.

A trajetéria de equilibrio obtida é mostrada na figura [8.49|

1,20

1,00
AN

0,80

1]
2
©
)
& 060
: ;
s 0,40 \‘
; ‘

0,00
000 010 020 030 o040 050 060 070 080 0,90

Desl. Vertical do Ponto de Aplicagdo da Carga (cm)

Figura 8.49: Trajetéria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga na flexdo em trés pontos utilizando o modelo de microplanos com
deformacao equivalente

A distribuicao de tensoes normais o,, associada ao ponto limite de carga estd

mostrada na figura [8.50]
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Walue: moc
-3.737781 -2.314303 -0.800826 0.532652 1778195 Min.: -3.737781

Max.: 1778185

Figura 8.50: Distribuicao de tensées normais o, para a flexdo em trés pontos, simulando
fissura inicial

8.4.3 Cisalhamento em Quatro Pontos

Em Leukart e Ramm| (2006), este exemplo é analisado por meio do modelo de

microplanos juntamente com uma formulagao nao-local. Se esta nao é considerada, o
autor afirma que a fragilidade do material aumenta com o aumento do refinamento
da malha de elementos finitos e que as deformagoes tendem a ser localizar numa
regiao que é governada pela escolha da discretizacao. Para confirmar isto, o exemplo

de cisalhamento em quatro pontos mostrado anteriormente (seco [8.2.3) é, agora,

analisado por meio do modelo de microplanos proposto por Leukart e Ramm) (2006,

sem a consideracao das deformacgoes nao-locais.

A geometria do problema e a malha de elementos finitos adotadas sdo as mes-
mas da figura [8.25] e os parametros do material sdo os mesmos da tabela [8.8

Os seguintes parametros da analise foram considerados: elementos finitos qua-
drilaterais de 4 nés, em estado plano de tensdes, com ordem de integracao 2 x 2,
cargas de referéncia F; = 205,45 kN e F, = 0,1 F}, tolerancia para a convergéencia
em forca de 1073, controle de comprimento de arco cilindrico e fator de carga externa
inicial de 0,005. As trajetérias de equilibrio obtidas sdo mostradas nas figuras [8.5]]

el3.02
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Figura 8.51: Trajetoéria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga Fi no cisalhamento em quatro pontos utilizando o modelo de mi-
croplanos com deformagao equivalente
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Figura 8.52: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga Fb no cisalhamento em quatro pontos utilizando o modelo de mi-
croplanos com deformacao equivalente

8.5 Exemplos de Microplanos para o Continuo de
Cosserat

Nesta secao, sao apresentados os resultados obtidos para o Modelo de Mi-

croplanos com Continuo de Cosserat proposto nesta Tese, utilizando-se a definicao
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de deformagao equivalente semelhante a proposta por de Vree et al. (1995) (equa-
coes e . Inicialmente, apresentam-se os resultados de tragao, compressao
e cisalhamento puros. Em seguida, este modelo é empregado no exemplo de flexao
em trés pontos.

Os parametros do material estao na tabela[8.9) A defini¢ao desses parametros
partiu daqueles encontrados na literatura (Leukart e Ramm) 2006} |Peerlings et al.
1998) para o continuo classico e de investigagoes realizadas durante as simulagoes
apresentadas.

Tabela 8.9: Parametros do material para os exemplos utilizando o modelo de microplanos
para o continuo de Cosserat

Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 35000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) = 0,15
Comprimento caracteristico a flexao (Ly) = 50 cm
Moédulo de cisalhamento rotacional (o) = 6250 MPa
Maéxima degradacao em deformacgao (ozz”c) = 0,96
Méxima degradagao em microcurvatura (o) = 0,95

Taxa de crescimento do dano em deformagao (57" = 300

Taxa de crescimento do dano em microcurvatura (57) =25
Deformagao equivalente inicial em deformagao (moﬁic) = 0,0005
Deformagao equivalente inicial em microcurvatura (ko) = 0,0047
Razao entre as resisténcias a tragao e a compressao (r) =10

8.5.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

As configuragoes geométricas, de carga e condicoes de vinculo, bem como as
discretizacoes aqui utilizadas sao as mesmas da secao (figuras e[8.19).

Para o exemplo de tragao pura, os seguintes parametros foram considerados:
elementos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de
integracao 2 x 2, carga de referéncia de Py = 17230 kN, tolerancia para a convergén-
cia em forca de 107, controle de deslocamento generalizado e fator de carga externa

inicial de 0,05. As trajetérias de equilibrio obtidas estao mostradas na figura [8.53]
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Figura 8.53: Trajetdrias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da face
de aplicacao da carga na tragao axial utilizando microplanos com continuo de Cosserat
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Para o exemplo de compressao pura, os dados utilizados sao os mesmos do
exemplo de tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, que teve seu

valor aumentado de 10 vezes. As trajetérias de equilibrio obtidas estao mostradas

na figura [8.54]
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Figura 8.54: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga na compressao axial utilizando microplanos com continuo de
Cosserat



228

Para o exemplo de cisalhamento puro, os dados sao os mesmos do exemplo de
tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, a qual vale Py = 28500 kN,

e o fator de carga externa inicial de 0,1. As trajetorias de equilibrio obtidas estao

mostradas na figura [8.55)
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Figura 8.55: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicagao da carga no cisalhamento puro utilizando microplanos com continuo de

Cosserat
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8.5.2 Flexao em Trés Pontos

O exemplo de flexao em trés pontos mostrado na se¢ao[8.2.2 é agora analisado,
utilizando-se o Modelo de Microplanos com Continuo de Cosserat. A geometria do
problema e a malha de elementos finitos adotadas sao as mesmas das figuras [8.22
eB.23

Os parametros do material utilizados sdo os mesmos apresentados na tabela[8.9]

Os seguintes dados da analise foram considerados: elementos finitos quadrila-
terais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 3 x 3, carga de
referéncia Py = 167 kN, tolerancia para a convergéncia em forca de 1073, controle de
comprimento de arco cilindrico e fator de carga externa inicial de 0,04. A trajetéria

de equilibrio obtida estd mostrada na figura [3.56]
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Figura 8.56: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicagdo da carga na flexdo em trés pontos utilizando microplanos com continuo de
Cosserat

A distribuicao de tensoes normais o,, associada ao ponto limite de carga
estd mostrada na figura [8.57 Pode-se notar que a regiao mais tracionada da viga

encontra-se logo acima da fissura inicial considerada.
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Value: mo
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Figura 8.57: Distribuicao de tensoes normais o, para a flexdo em trés pontos utilizando
microplanos com continuo de Cosserat

8.6 Exemplos de Microplanos para o Continuo
com Microexpansao

Nesta secao, sao apresentados os resultados obtidos com o Modelo de Micro-

planos para o Continuo com Microexpansao proposto nesta Tese, utilizando-se a

defini¢ao de deformacao equivalente semelhante a proposta por|de Vree et al.| (1995)

(equagoes [6.148] [6.149 e [6.150)). Inicialmente, apresentam-se os resultados para os

ensaios de tracao, compressao e cisalhamento puros. Em seguida, este modelo é
empregado no exemplo de flexdao em trés pontos. Por fim, utiliza-se o modelo para
o exemplo de tragao com entalhe assimétrico.

Os parametros do material estao na tabela[8.10, A defini¢ao desses parametros

partiu daqueles encontrados na literatura (Leukart e Ramm) 2006; Peerlings et al.,

1998) para o continuo classico e de investigagoes realizadas durante as simulagoes
apresentadas, observando-se que os parametros correspondentes aos utilizados para

o modelo de microplanos com continuo de Cosserat foram mantidos (ver tabela[8.9).
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Tabela 8.10: Parametros do material para os exemplos utilizando o modelo de micropla-
nos para o continuo com microexpansao

Médulo de elasticidade longitudinal (E) = 35000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) = 0,15
Comprimento caracteristico a flexao (Ly) = 50 cm
Médulo de cisalhamento rotacional (o) = 6250 MPa
Parametro elastico C = -16666,667 MPa
Parametro elastico H = 50000 MPa
Comprimento caracteristico a tra¢ao (L) =10 cm
Méxima degradagao o4 = 0,96
Méxima degradagao o™ = 0,95
Méxima degradacao ozglgic = 0,96

Taxa de crescimento do dano 37 = 300

Taxa de crescimento do dano 37 =25

Taxa de crescimento do dano 37/ = 300
Deformacao equivalente inicial Kogn" = 0,0005
Deformagao equivalente inicial ko™ = 0,0047
Deformacao equivalente inicial /fogjc = 0,0005
Razao entre as resisténcias a tragdo e a compressao (r) = 10

8.6.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

As configuracoes geométricas, de carga e condicoes de vinculo, bem como as
discretizacoes aqui utilizadas sao as mesmas da secao (figuras e[8.19).

Para o exemplo de tragao pura, os seguintes parametros foram considerados:
elementos finitos quadrilaterais de 4 nés, em estado plano de tensoes, com ordem de
integracao 2 x 2, carga de referéncia de Py = 15884 kN, tolerancia para a convergen-
cia em forca de 10~%, controle de deslocamento generalizado e fator de carga externa
inicial de 0,05. As trajetorias de equilibrio obtidas estao mostradas na figura [8.58]

Para o exemplo de compressao pura, os dados utilizados sao os mesmos do
exemplo de tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, que teve seu
valor aumentado de 10 vezes. As trajetorias de equilibrio obtidas estdo mostradas

na figura 8.59,
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Para o exemplo de cisalhamento puro, os dados sao os mesmos do exemplo de

tracao axial supracitados, exceto a carga de referéncia, a qual vale Py = 28500 kN,

e o fator de carga externa inicial de 0,1. As trajetorias de equilibrio obtidas estao

mostradas na figura [8.60
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Figura 8.58: Trajetérias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicagao da carga na tracao axial utilizando microplanos para o continuo com

microexpansao
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Figura 8.59: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicagao da carga na compressao axial utilizando microplanos para o continuo
com microexpansao
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Figura 8.60: Trajetorias de equilibrio correspondentes ao deslocamento horizontal da
face de aplicacao da carga no cisalhamento puro utilizando microplanos para o continuo
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8.6.2 Flexao em Trés Pontos

Para simular este ensaio por meio do Modelo de Microplanos para o Continuo
com Microexpansao, adota-se a geometria da viga mostrada na figura [8.22] Sem
considerar a simetria do problema, a viga ¢ discretizada em 60 elementos finitos
quadrilaterais de 8 nds, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 3 x 3.

Os parametros do material utilizados sao os mesmos apresentados na tabela[8.10},
exceto %c = 80.

Considerando-se a carga de referéncia Py = 680 kN e admitindo-se uma tole-
rancia para a convergéncia em forca de 1073, foi obtida a trajetéria de equilibrio da
figura [8.61] adotando-se o controle de deslocamento generalizado e fator de carga

externa inicial de 0, 01.
1,20
1,00 / “
;"‘(

0,80
0,60 ,./
0,40 JH‘

0,20 "{‘(

0,00
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35

/

Fator de Carga

Desl. Vertical do Ponto de Aplicagdo da Carga (cm)

Figura 8.61: Trajetéria de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical do ponto
de aplicacao da carga na flexdo em trés pontos utilizando microplanos para o continuo
com microexpansao

A distribuicao de tensoes normais o,, associada ao ponto limite de carga
estd mostrada na figura [8.62] Pode-se notar que a regiao mais tracionada da viga

encontra-se logo acima da fissura inicial considerada.
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Value: moc

-3.336506 -2.151449 -0.066301 0.218846 1.26585 Win.: -3.330808

Max.: 1.25585

Figura 8.62: Distribuigao de tensoes normais o, para a flexdo em trés pontos utilizando
microplanos para o continuo com microexpansao

8.6.3 Tracao Axial com Entalhe Assimétrico

Para esta simulagao numérica, utiliza-se a configuracao geométrica e de cargas
mostrada na figura A peca foi discretizada em 60 elementos finitos quadrilate-
rais de 8 nds, em estado plano de tensoes, com ordem de integracao 3 x 3. A fissura

inicial apresenta 60 mm de abertura e 100 mm de altura.

500 mm

1800 mm

R
vy

Figura 8.63: Geometria e discretizacao em 60 elementos finitos para a tracao axial com
entalhe assimétrico

O problema ¢ analisado por meio do Modelo de Microplanos para o Continuo
com Microexpansao e os parametros do material sao aqueles da tabela exceto
Ko™ = 0,01.

Considerando-se a carga de referéncia Py = 12 kN/cm e admitindo-se uma

tolerancia para a convergéncia em forca de 1073, foram obtidas as trajetérias de
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equilibrio das figuras e adotando-se o controle de deslocamento genera-
lizado e fator de carga externa inicial de 0,005. Percebe-se a existéncia de um
“salto” em ambas as curvas obtidas, indicando a ocorréncia de possiveis pontos li-
mites de deslocamento, os quais nao conseguiram ser representados pelo método de

controle adotado para descrever os caminhos de equilibrio.
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Figura 8.64: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento horizontal da face
de aplicacao da carga na tracao axial com entalhe assimétrico
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Figura 8.65: Trajetoria de equilibrio correspondente ao deslocamento horizontal da aber-
tura da fissura na tracao axial com entalhe assimétrico

As distribuigdes dos campos de tensoes 0., ¥ e /L, sdo mostradas nas

figuras [8.66], [8.67] e [8.68]
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WValue: moc

-2.018013 -1.084803 -0.153593 0777817 1592428
Min.: -2.016013

Max.: 1592428

Figura 8.66: Distribuicao de tensoes normais o,, para a tracao axial com entalhe assi-
métrico

0.368774 -0.044081 0.280613 0605306 0880413 Value: y
Min.: 0368774

Max.: 0.880413

Figura 8.67: Distribuicao de microtensoes v para a tragao axial com entalhe assimétrico

Value: befla

-0.04654 0.037041 0.1206823 0.204204 0277338
Min.: -0.04854

Max.: 0.277338

Figura 8.68: Distribuicao de \,/L, para a tracao axial com entalhe assimétrico
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8.7 Discussao dos Resultados

Nesta secao, sao discutidos os resultados dos exemplos apresentados neste ca-

pitulo seguindo o agrupamento adotado na apresentagao dos mesmos.

8.7.1 Elasticidade para Continuos Generalizados

Os resultados dos exemplos eldsticos lineares para continuos generalizados va-
lidam a implementagao destes modelos, uma vez que os resultados numéricos apre-
sentados para o exemplo de flexao pura coincidem com os seus correspondentes
analiticos.

Mesmo para o exemplo da barra tracionada composta por dois materiais, cuja
solugdo analitica apresenta parcelas exponenciais (ver apéndice , dificeis de se-
rem representadas pelas funcoes de interpolacao polinomiais de elementos finitos,
percebe-se que os resultados numéricos estao proximos aos analiticos.

Estes exemplos lineares também mostram claramente que os comprimentos ca-
racteristicos intrinsecos aos continuos generalizados permitem transitar entre varios
niveis de observagao. Isto pode ser percebido nas andlises realizadas no apéndice [A]
onde também sao comentadas as diferencas das solucoes obtidas em relagao aquelas

do continuo classico.

8.7.2 Plasticidade para o Continuo de Cosserat

No exemplo de tracao pura com o modelo de plasticidade para o continuo de

Cosserat, observa-se que a curva fator de carga x deslocamento é precocemente

interrompida para a quarta malha adotada (figura . Para as malhas de
256 (figura e 1024 (figura elementos, as trajetérias voltaram a ser
descritas quase completamente, mostrando que o modelo apresenta instabilidades
numéricas dependentes da malha de elementos finitos adotada. Para estas malhas,
analisando-se os pontos de equilibrio proximos ao tltimo ponto obtido, observou-se

que o estado de tensao deixa de ser uniforme, revelando a ocorréncia de localizagao
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de deformacoes numericamente induzida.

Entretanto, a referida localizagao nao ocorreu para o exemplo de cisalhamento
puro (figura . Este fato deve estar associado a presenca do comprimento carac-
teristico a flexao do continuo de Cosserat, que auxilia na objetividade da malha de
elementos finitos.

Para o exemplo de compressao pura, os resultados nao foram apresentados, pois
sao idénticos (em médulo) aos do exemplo de tragao pura, mostrando a inadequagao
deste modelo para materiais parcialmente frageis, cujas diferengas de comportamento
a tracao e a compressao necessitam ser evidenciadas. No exemplo de flexao em trés
pontos, observa-se que a trajetoria de equilibrio nao pode ser completamente descrita
(figura , mostrando a instabilidade deste modelo para estados de tracao ou
compressao dominantes. Isto pode estar associado a auséncia, neste continuo, de um
comprimento intrinseco que regularize a solucao nestes casos, diferentemente do que
foi observado no exemplo de cisalhamento em quatro pontos, onde o comprimento
caracteristico a flexao do continuo de Cosserat parece ter contribuido para a descricao
do regime pés-critico (figuras e .

O problema da camada infinita sob cisalhamento, se analisado adotando-se o
continuo classico, apresenta um estado de tensao uniforme. Para o desencadeamento
do processo de localizagao de deformagoes, utilizando este continuo, é necesséario a
introducao de uma imperfei¢ao no modelo como, por exemplo, uma pequena redugao
no valor do escoamento inicial em uma determinada regiao da malha. Isto foi feito
por |de Borst| (1991)), onde tal regiao corresponde aos dois elementos finitos centrais
de cada malha, observando que, para o continuo cldssico, todas as deformacgoes
localizam-se nestes dois elementos, independente do refinamento da malha, ou seja,
a localizacao de deformacgoes nao se propaga e a extensao de sua zona nao se amplia,
ficando inteiramente governada pelo espacamento da malha de elementos finitos.
Além disso, ao se refinar a malha de elementos finitos, a solugdo torna-se instavel

no regime elastoplastico.
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Como o continuo micropolar permite a restricao adicional em microrrotacoes,
observa-se a ocorréncia, ja na fase elastica, de uma distribuicao nao uniforme das
deformagoes ao longo da altura da camada. Assim, nao é necessario introduzir im-
perfei¢oes ao modelo, o processo de localizacao de deformagoes ocorre naturalmente
e desenvolve-se no eixo central da camada.

Ao contrario do continuo classico, quando a malha de elementos finitos é refi-
nada, a extensao da zona de localizacao abrange uma determinada regiao e perma-
nece constante. Isto pode ser percebido na figura [8.30} onde o estado deformado e
a distribuicao de deformacoes cisalhantes v,, sao mostradas para as quatro discre-
tizagoes adotadas, correspondentes ao 1ltimo passo da andlise. Na figura [8.29] séo
mostradas as curvas fator de carga x deslocamento horizontal da borda superior da
camada. Observa-se que, com o refinamento da malha, elas convergem para uma
unica solucao. Percebe-se que a curva obtida para a discretizagao de 10 elementos
finitos (malha mais grosseira) é um pouco diferente das demais, esta diferenga é re-
fletida na configuragao deformada da camada e no tamanho da zona de localizagao,
como pode ser visto na figura [8.30]

Por meio das figuras e [8.32], percebe-se que o comprimento caracteristico
a flexao (Ly) controla o comportamento fragil (ou dictil) do material, bem como a
extensao da zona de localizacao. Um valor pequeno para Ly implica numa extensao
menor da zona de localizacao e a uma resposta mais fragil do comportamento do
material.

Segundo |de Borst (1991)), os resultados obtidos nao sao frutos das condigoes
de contorno adotadas, os principais fatores sao a presenca de um comprimento ca-
racteristico nas relagoes constitutivas e também o fato das equagoes que governam
o problema permanecerem elipticas depois que o maior nivel de carga é alcancado.
Assim, é mostrado que a extensao da zona de localizacao é uma propriedade, agora,
contida na descricao do continuo.

O exemplo da camada infinita também é analisado por |Li e Tang (2005),
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porém o critério de escoamento de Drucker-Prager e a regra de fluxo plastico nao-
associada sao utilizados para a analise do problema. Percebe-se que os resultados
obtidos sao bastante semelhantes aos aqui apresentados, apesar das diferencas do
modelo de plasticidade adotado em ambos os casos.

Também para o exemplo de compressao com banda de cisalhamento, a utiliza-
¢ao do continuo classico resulta numa zona de localizacao de deformacgoes cada vez
menor a medida que a malha de elementos finitos é refinada como mostram os au-
tores |Lages| (1997)) e de Borst/| (1991} |1993). Enquanto, para o continuo micropolar,
através destes trabalhos, percebe-se que, com o refinamento da malha, ocorre uma
estabilizacao da zona de localizacao e das trajetérias de equilibrio obtidas para o
problema.

A implementagao do modelo de plasticidade para o continuo de Cosserat fica
validada pelos resultados obtidos para os exemplos da camada infinita, iguais aos
obtidos por |de Borst| (1991, [1993), e da compressao com banda de cisalhamento,

iguais aos obtidos por [Lages| (1997)).

8.7.3 Microplanos com Relaxacao Cinematica para o Con-
tinuo Classico

Para este modelo, o exemplo de tracao pura apresentou localizacao de defor-
magoes numericamente induzida a partir da terceira malha (figura , inter-
rompendo o processo antes da trajetéria de equilibrio ser completamente descrita.
O mesmo ocorreu para o exemplo de compressao pura, a partir da quarta malha
(figura e para o exemplo de cisalhamento puro ja a partir da segunda ma-
lha (ﬁgura. Essas localizagoes foram observadas analisando-se os pontos de
equilibrio proximos ao ultimo ponto obtido e percebendo-se que o estado de tensao
deixa de ser uniforme.

O uso de leis tensao x deformacao locais e a auséncia de qualquer meca-

nismo de regularizagao na cinematica do continuo cléssico parecem contribuir para
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a instabilidade do modelo, como mostram os exemplos de tragao, compressao e ci-

salhamento puros. Contudo, os resultados apresentados para os exemplos de flexao

em trés pontos e cisalhamento em quatro pontos (figuras [8.41} [8.44] e [8.45)) estao de

acordo com aqueles observados na literatura (Ozbolt e Bazant, 1992; [Silval, |2002),

mas nao ha garantias de que os mesmos sao reproduzidos em quaisquer situacoes.
Uma desvantagem clara dos modelos de microplano que usam relagoes tensao

x deformagao obtidas experimentalmente é a quantidade e dificuldade de obtencao

dos parametros que descrevem tais relagoes.

8.7.4 Microplanos com Deformagao Equivalente para o Con-
tinuo Classico

Este modelo de microplanos, que considera deformacoes equivalentes como
controladoras do dano, mostrou-se satisfatorio quanto aos resultados obtidos com o
refinamento da malha para os exemplos de tragao e compressao puros (figuras m
e , nao apresentando indicios de localizagao de deformacoes numericamente
induzida. Este fato parece estar associado a substituicao de leis tensao x deformacao
locais pelo uso de deformacoes equivalentes.

Entretanto, no exemplo de cisalhamento puro, a partir da quarta malha (fi-
gura , a trajetéria de equilibrio comeca a ser interrompida, mostrando a
instabilidade do modelo quanto ao estado de deformacgoes cisalhantes, bem como
a presenca de localizacao de deformagoes numericamente induzidas observada nos
ultimos pontos de equilibrio obtidos por meio de um estado de tensao nao-uniforme.

Apesar do exemplo de flexdo em trés pontos ter sido descrito (figura ,
observam-se nas trajetérias de equilibrio obtidas para o exemplo de cisalhamento
em quatro pontos (figuras e que o modelo torna-se instavel na iminéncia
do processo de amolecimento. Este fato concorda com os resultados obtidos para
os ensaios de tracao, compressao e cisalhamento puros, visto que no exemplo de
flexao em trés pontos tem-se estado de tracao dominante, enquanto no exemplo

de cisalhamento em quatro pontos altas tensoes de cisalhamento necessitam ser
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representadas.

Isto vem confirmar que algum mecanismo de regularizacao necessita ser adi-
cionado a este modelo de microplanos, conforme afirma Leukart e Ramm| (2006)).
Neste caso, o autor defende a utilizacao de formulagoes nao-locais para se resolver
o problema. De forma analoga, nesta Tese, sugere-se que os continuos generalizados
sejam capazes de servir como agentes estabilizadores em problemas desta natureza

para meios parcialmente frageis.

8.7.5 Microplanos para Continuos Generalizados

Segundo alguns autores (de Borst, [1991], 1993} |Lages, 1997; Peerlings et al.,
1998; [Li e Tang, |2005; Leukart e Ramm, [2006)), a utilizagdo de modelos constitu-
tivos locais em simulagoes numeéricas de problemas com localizacao de deformacoes
¢ inadequada, pois as deformacoes tendem a se localizar numa regiao de dimensao
nula, conforme a malha de elementos finitos é refinada, ou seja, nenhuma energia é
dissipada durante este processo. Dessa forma, a descri¢ao do fenomeno de localizagao
de deformagoes é totalmente influenciada pela discretizagao do problema. Observa-
se que este comportamento patolégico nao é devido ao tratamento numérico, mas a
negligéncia na modelagem continua do meio analisado.

Os modelos de microplanos para os continuos de Cosserat e com microexpan-
sao, propostos nesta Tese, mostraram-se muito eficientes no que diz respeito aos

resultados obtidos com o refinamento da malha nos ensaios de tragao, compressao

e cisalhamento puros (figuras [8.53], [8.54], [8.55] [8.58] |8.59 e [8.60)), ndo apresentando

localizacao de deformagoes numericamente induzida.

Estes modelos parecem conseguir reproduzir também resultados com estados
de tensoes conjugados, como mostram os exemplos apresentados de flexao em trés
pontos (figura e tragdo com entalhe assimétrico (figuras e . Entre-
tanto, a definicao dos parametros dos modelos utilizados nestes casos, partiu daque-

les encontrados na literatura (Leukart e Ramm, [2006; Peerlings et al., [1998) para o
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continuo clédssico e de investigacoes realizadas durante as simulacoes apresentadas,
nao podendo-se afirmar até que ponto eles se mostram adequados.

No exemplo de tragao com entalhe assimétrico, os “saltos” observados nas tra-
jetorias de equilibrio das figuras e talvez consigam ser descritos se for
realizado um refinamento da malha de elementos finitos em torno da fissura inicial
da peca analisada.

A comparacao dos resultados obtidos para os ensaios de tracao e compressao

puros do modelo de Leukart e Ramm| (2006)) (figuras e[8.47) com os dos modelos

propostos nesta Tese (figuras [8.53] [8.54} [8.58, € [8.59)) s6 permite concluir que o uso

de deformagoes equivalentes oferece mais estabilidade ao processo numérico. Outras
conclusoes nao podem ser retiradas, pois nao se pode garantir que todas as parcelas
de dano foram ativadas nestes modelos para continuos generalizados.

Quanto a comparacao dos resultados obtidos para o exemplo de cisalhamento
puro do modelo de Leukart e Ramm) (2006)) (ﬁgura com os dos modelos propos-
tos nesta Tese (figuras e , pode-se dizer que o comprimento caracteristico
a flexao, intrinsecos aos continuos generalizados, parece promover a regularizacao
da solucao, o que nao ocorre no modelo com continuo classico.

Nao foi possivel avaliar o comportamento dos modelos formulados para estados
combinados de tensao, nos exemplos de flexao em trés pontos e cisalhamento em
quatro pontos, uma vez que, nestes casos, é fundamental que se disponha dos valores
corretos das varidveis que controlam a degradagao do meio (ro5¢, Ko™, Kolhi, B74°,
Bie, BRI, i, a e all'°). Dentre estas varidveis, acredita-se que g seja a mais
importante, visto que é esta que define a ativacao ou nao do processo de dano.

Uma proposta de obtencao desses parametros, para trabalhos futuros, encontra-se

no apéndice [B]



Capitulo 9

Conclusoes

Neste trabalho, utilizou-se o método dos elementos finitos como ferramenta
para a modelagem e andlise de estruturas submetidas a fenomenos fisicamente nao-
lineares. A utilizagao deste recurso por muitos pesquisadores, em varios segmentos
da engenharia, tem sido amplamente difundida, principalmente em engenharia de
estruturas, onde muitos dos referidos fenomenos sao melhor compreendidos com a
aplicacao deste método.

Em uma modelagem computacional por meio do método dos elementos finitos,
alguns aspectos precisam ser investigados e implementados de forma eficiente para
melhor compreensao dos mecanismos de funcionamento e colapso das estruturas em
materiais parcialmente frageis. Dessa forma, sao de importancia fundamental as
técnicas de solugao das equagoes nao-lineares de equilibrio e as hipdteses relativas
a obtencao das deformagoes (descrigdo cinematica do meio) e aquelas necessarias a
obtengao do tensor constitutivo do material (descrigao estatica do meio).

O programa INSANE, contemporaneo deste trabalho, necessitou das imple-
mentacoes que se referem ao processo incremental-iterativo para a solugao de equa-
¢oes nao-lineares, em que alguns métodos de obtencao de trajetérias de equilibrio
foram inseridos no programa (capitulo [2)).

Uma vez que a modelagem constitutiva de meios parcialmente frageis ainda
tem sido alvo de muitos estudos encontrados na literatura, este trabalho teve por

objetivo esclarecer a evolucao dessas teorias, e principalmente, propor e formular
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novos modelos constitutivos que utilizem as teorias mais promissoras neste ramo
do conhecimento. Também foi objetivo deste trabalho, disponibilizar os modelos
propostos em um programa de elementos finitos e testa-los.

Neste sentido, o trabalho que aqui se apresenta realizou uma significativa re-
visao da descri¢ao dos continuos micropolar e com microexpansao (capitulos |3/ e ,
a fim de compreender sua cinematica e suas demandas em relagao a formulagao de
elementos finitos. A utilizacao destes continuos em um processo de analise nao-linear
foi iniciada com o modelo de plasticidade associada para o continuo micropolar.

O modelo constitutivo de microplanos (capitulo |5) também exigiu o entendi-
mento de seu funcionamento, principalmente ao que se refere as hipoteses adotadas
para a sua concepgao, ou seja, a restricao aplicada para decomposicao das deforma-
¢oes nos microplanos, a definicao do modelo constitutivo nos microplanos, incluindo
a escolha das grandezas que controlam a degradacao do meio, e ao processo de
homogeneizacao para obtencao das grandezas macroscépicas.

A principal contribuigao deste trabalho e que, sem duvida, ainda necessita ser
aperfeicoada, é a formulacao que acopla a modelagem de microplanos com a descri¢ao
cinemadtica dos continuos generalizados (micropolar e com microexpansao).

Sendo o programa INSANE baseado no paradigma de programacao orientada
a objetos, sua expansao foi feita sem alteragoes nas ferramentas basicas ja existentes.
Assim, todos os recursos necessarios para a utilizagao dos modelos supracitados fo-
ram implementados, de maneira a interagirem com o restante do programa e permitir
o processamento de problemas que os utilizem (capitulo [7]).

A analise dos resultados obtidos nas simulagoes numéricas apresentadas no
capitulo [§| permitem algumas conclusoes.

Os exemplos numéricos lineares desenvolvidos com os continuos generalizados
mostraram que o método dos elementos finitos é capaz de reproduzir os campos de
tensoes e deslocamentos de problemas onde esses continuos sao utilizados. O exemplo

de flexao pura com o continuo de Cosserat mostrou que os resultados numéricos
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reproduzem com alta precisao os resultados analiticos apresentados no apéndice [A]
mesmo adotando-se uma malha grosseira de elementos finitos. Para o exemplo da
barra tracionada composta por dois materiais, bons resultados foram obtidos em
relacao aos analiticos, apesar dos campos de tensoes e deslocamentos apresentarem
parcelas exponenciais, que dificultam a reproducao de comportamentos por meio de
elementos finitos, cujas fungoes de interpolacao sao polinomiais.

Os exemplos apresentados de plasticidade com o continuo de Cosserat estao
de acordo com aqueles expostos na literatura (de Borst} 1991} 1993} [Lages|, 1997)
e confirmam a importancia de uma grandeza com dimensao de comprimento nas
relacoes constitutivas. Estes exemplos mostraram que o comprimento caracteristico
a flexdo, presente no continuo de Cosserat, auxilia na objetividade da malha de
elementos finitos, bem como na determinacao da extensao da zona de localizacao de
deformacgoes, pelo menos quando ha predominancia do modo de cisalhamento.

Os exemplos de microplanos com o continuo cldssico também se mostraram de
acordo com aqueles encontrados na literatura (Ozbolt e Bazant| 1992} [Silvaj, |2002;
Leukart e Ramm, 2006), porém quando a malha de elementos finitos é refinada, estes
modelos de microplanos apresentam-se instaveis, propiciando a ocorréncia de locali-
zacao de deformacgoes numericamente induzida. Em geral, o modelo de microplanos
com deformacao equivalente (Leukart e Ramm)| 2006) mostrou-se mais estavel do
que aquele com relaxacao cinematica (Ozbolt et al., [2001). Entretanto, a adequagao
destes modelos a meios parcialmente frégeis é discutida por alguns autores (Bazant
e Ozbolt,, [1990; Bazant e Luziol 2004} |Leukart e Ramm), 2006|) que defendem o uso
de formulagoes nao-locais juntamente com o modelo constitutivo de microplanos.

Os modelos constitutivos aqui desenvolvidos garantem a correta descrigao do
continuo utilizado, ou seja, a formulagao de microplanos com o continuo de Cosserat
é capaz de se comportar como o continuo classico quando o comprimento carac-

teristico a flexao é reduzido a zero, assim como, o modelo de microplanos para o
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continuo com microexpansao é capaz de reproduzir os resultados dos continuos mi-
cropolar e cléssico quando alguns dos seus parametros elasticos sao alterados. Isto
foi constatado em diversos testes, alguns dos quais documentados no apéndice [A]

A exigéncia basica de que os modelos de microplanos devem reproduzir as res-
postas lineares dos materiais também foi alcangada, tanto para o continuo micropolar
quanto para o com microexpansao.

Os ensaios de tragao, compressao e cisalhamento puros para estudo de de-
pendéncia de malha foram realizados para todos os modelos constitutivos imple-
mentados e constatou-se que, a partir de um determinado refinamento da malha
de elementos finitos, localizacao de deformagcoes numericamente induzida ocorre nos
modelos de plasticidade com o continuo de Cosserat e nos modelos de microplanos
com o continuo classico. Essas localizacoes impedem que a resposta do material
seja corretamente obtida e, na maioria dos casos, o processo de solucao é inter-
rompido prematuramente. Os modelos de microplanos com continuos generalizados
mostraram-se satisfatorios em relacao a esta analise, permitindo que seus compri-
mentos caracteristicos agissem para impedir que tais localizacoes ocorressem.

Apesar de ter havido uma constante preocupacao em reduzir o nimero de pa-
rametros do material durante o desenvolvimento das formulacoes propostas, bem
como de adotar, na medida do possivel, aqueles com sentidos fisicos mais claros e in-
tuitivos, sem duvida, a maior dificuldade de obtencao de resultados com os modelos
aqui propostos é a determinacgao desses parametros, em menor escala aqueles que se
referem a descricao do continuo e em maior escala aqueles que tratam da degradagao
do meio. Ainda é preciso fazer investigagoes neste sentido, mas uma metodologia
para obtencao dos parametros destes modelos foi proposta no apéndice [B| para tra-
balhos futuros. Dessa forma, algumas sugestoes para continuacao da pesquisa sao

listadas a seguir.
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9.1 Sugestao para Trabalhos Futuros

Para dar continuidade ao trabalho aqui realizado, sugere-se uma minuciosa
pesquisa dos parametros do material necessarios a utilizacao dos modelos consti-
tutivos aqui propostos e, conseqiientemente, a investigacao do desempenho desses

modelos quando aplicados a problemas diversos.

Tendo em vista que as formulagoes dos modelos constitutivos propostos foram
desenvolvidas no formato tridimensional, sugere-se a implementagao de modelos de

analises tridimensionais para os continuos micropolar e com microexpansao.

Uma vez que a plasticidade associada foi implementada para o continuo de
Cosserat, sugere-se tal implementagao para o continuo com microexpansao. Adicio-
nalmente, outros critérios de escoamento podem ser desenvolvidos para estes conti-

nuos.

Sugere-se que o método de controle de deformacoes, desenvolvido por Fuina
(2004), seja implementado no sistema INSANE e possa ser utilizado juntamente
com os modelos constitutivos aqui propostos, devido a grande importancia que as

estratégias de solugao desempenham no processo de analise nao-linear.

Sugere-se também a utilizagdo de modelos com continuo generalizado para

simular o efeito de tamanho em problemas estruturais.



Apeéendice A

Exemplos Lineares Analiticos com
Continuos (Generalizados

A seguir, sao apresentados os exemplos de uma viga biapoiada sob flexao pura
e de uma viga engastada sob flexao simples com solugoes analiticas que permitem
comparar a teoria da elasticidade para o Continuo de Cosserat em relacao ao Conti-
nuo Cléassico. Em seguida, a solucao analitica de uma barra tracionada constituida
por dois materiais diferentes é apresentada, aplicando-se a teoria da elasticidade
para o Continuo com Microexpansao, onde sao feitos alguns comentérios em relagao

ao Continuo Classico.

A.1 Viga Biapoiada sob Flexao Pura

Neste exemplo, deseja-se determinar o campo de tensoes que garante um es-
tado de flexao pura para a viga biapoiada, bem como a influéncia do comprimento
caracteristico do material a flexao na solucao do problema, com relagao a solucao
classica.

A figura mostra a viga sob flexao pura, onde o momento fletor M é cons-
tante ao longo da peca. Supoe-se que este momento seja causado por duas parcelas:
M,, resultante de uma distribuicao linear das tensoes o011, e M), resultante de uma

distribuigao uniforme das tensdes-momento 3 (figura [A.2)).
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res Se¢do Transversal
MIA - 4 M d
t
! = |

Figura A.1: Viga biapoiada sob flexao pura

o

Figura A.2: Particionamento do momento fletor e as correspondentes distribuicdes das
tensoes e tensoes-momento

Por meio das figuras e[A.2] pode-se obter

M, = (A1)

com o momento de inércia dado por

_td?

I=— A2
5 (A.2)
Assim, as distribuicoes de tensao e tensao-momento ficam
M, 20
ouley) = ——70 = -=4 (A3)
M,
ps(z,y) = 7“ =M (A.4)

onde A é a area da secao transversal da viga.
As distribuicoes acima satisfazem as equacoes de equilibrio do continuo de
Cosserat. Através das relagoes constitutivas, chega-se as seguintes distribuicoes das

deformacgoes.

011 20y
=7 = 757

T = B4 (A.5)
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(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

Com o campo de deformacoes assim definido e utilizando-se as equagoes [3.31

e 3.32, obtém-se

_26y

1,1 = Ed

2vay
Uzz—-_Ed

Uzl—‘¢3::0

U+ @3 =10
O

931 = 2GL2
P32 =10

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

onde uy, us e ¢3 correspondem, respectivamente, aos campos de deslocamento hori-

zontal, de deslocamento vertical e da microrrotagao em torno do eixo perpendicular

ao plano da viga.

Ao integrar as equacoes a e considerar as condicoes de contorno

da figura [A.1], determinam-se os campos de deslocamentos e microrrotagdo. Dessa

forma, obtém-se a seguinte restricao entre ¢ e i para que a distribuicao adotada

seja possivel:

6
dr?

o =

(A.17)
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onde
_ 24y

. (A.18)

r

representa um fator de escala entre a dimensao do volume de controle e a altura da
viga. Conforme a equagao quanto maior a altura da viga, menor o valor de r,
fazendo mais sentido a utilizagao da elasticidade classica, que considera o material
homogeéneo.

A restricao imposta pela equacao surge quando se assume um valor nao
nulo para o parametro a. Caso contrario, o problema admitiria infinitos particiona-
mentos de M, e M, (Lages| [1997). Isto ocorre porque, conforme explicado anterior-
mente, a condi¢ao a > 0 é que garante o acoplamento dos campos de deslocamentos
e de microrrotagoes nas equacoes diferenciais de equilibrio.

Com a utilizagdo do campo de tensoes (equagoes e|A.4) e manipulando-se
as equagoes a[A.18] chega-se a

M, = fﬂ (A.19)

M, — % (A.20)

o= % (A.21)

"= A(]lwfﬂ) (4.22)

wi(z,y) = —% (A.23)

un(, y) = %(@;ﬂ +da? — I2) (A.24)
3w, y) = % (A.25)

Considerando-se a distribuicao linear das tensoes o1; ao longo de uma faixa
de espessura 2dy, como mostra a figura , é possivel interpretar o surgimento da

tensao-momento.
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Resulta em [

_ —20
~20(y+dp) T
[ [ Rﬁl__. [
o o o
—2G _ —20 34
e y — d y — + 1 f —r
< < <
R @i
—2G(y-d¥ 26
d (y ) 7d0 ds

Figura A.3: Tensao-momento i resultante da distribuicao linear da tensao o1

Na figura[A.3], a expressao “resulta em i” pode ser verificada calculando-se as
resultantes R e o momento causado por este bindrio. Dividindo-se este momento pela
area da secao transversal, obtém-se ji, cujo valor é confirmado pela equacao

A figura foi feita para esclarecer melhor a relagao entre a cinemadtica e a
distribuicao de tensoes e tensoes-momento numa viga de altura d, para o caso em
estudo. Percebe-se, entao, que as microrrotacoes que aparecem numa faixa 2d; nao

sao consideradas pela solugao classica, apesar de influenciar na cinematica da viga.

dr

df

df

df

df

de 0
T A
20 d¢ 20y
d d

Figura A.4: Cinematica e distribuicao de tensoes e tensdes-momento numa viga

A seguir, sao apresentados alguns graficos dos campos de tensoes e de desloca-

mentos, de acordo com as equacoes [A.3] [A.4 e de[A.19 a[A.25] Estes graficos foram
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feitos aumentando-se a altura da viga (d), ou seja, diminuindo-se r, fazendo com que
a peca fique mais homogénea e o resultado obtido possa ser comparado a solucao
classica.

Os valores dos parametros utilizados para se fazer os graficos estao listados

nas tabelas ¢[A.2] em unidades de for¢a (uf) e unidades de comprimento (uc)

compativeis.

Tabela A.1: Valores adotados para d e correspondentes valores de r

d (uc) | r | d (uc) r
2 1 10 | 02
25 |08 30 |0067
10/3 (06 50 | 0,04
5 0,4 100 0,02

Tabela A.2: Parametros da analise para o exemplo de flexao pura

Parametros | Valores || Parametros Valores
ds 1 uc Ly V0,4 uc
M 2 uf.uc E 1 uf/uc?
t 1,5 uc G 1/2,4 uf Juc?
v 0,2 L 10 uc

De acordo com os graficos apresentados na figura e suas correspondentes

equacoes, pode-se fazer as seguintes observacoes:

1. constata-se que a solucao clédssica é reproduzida, com excecao do coeficiente de
reducao (1/(1+7?)) do momento fletor, o qual vale 1 fazendo-se r tender a zero

(solugao classica), o que tornaria ¢3 (equagao [A.25)) igual a macrorrotacao;

2. a medida que r — 0 os valores de p;3 e de ¢3 tendem a zero, pois estas

grandezas nao existem na analise classica;

3. assim como na andlise classica, quanto maior o valor de d (ou menor o valor

de r), a viga apresenta maior inércia a flexao, resultando em valores menores
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de tensoes e deslocamentos.

40, 0,35 q
L
30 0,30 1
) 0 —r=1 or=1
i =08 025 ur=0,8
© 0 r*O‘G r=0,6
g — 04 g 020 ¥ Ar=04
< : on B8 0r=02
T 4o 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1o r=0. 10,067
© 10,0 r=0,067 0,15 1=0.04
E 1=0,04 ~002
< 200 —r=002 010 4 o
-30,0
0,05 §
-40,0
5 -5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -10 0,0 10 2,0 30 4,0 50
(o211 Comprimento da viga (uc)
(a) 011 em qualquer secao da viga (b) p13 em qualquer secao e altura da viga
‘ -S,WO 10 20 70 /b
4,0
c 30 — 30
2 E
[l —_—= = —_—=
E . 5 s -,
|5 —r= —r=
— \ S \
& — 10 1=0,6 5 1=0,6
Fol —— \\ — =04 > 70 _/ —r=04
2 50 40 30 2,0 10 ofo 0 30 4‘0 —r=02 £ —r=02
& i i ! 1o ! ' =0067 & 904 r=0,067
£ =004 8 r=0,04
S 20 —r=002 2 —r=002
= 8 11,0
3 a
o 30 _/
-13,0 4
4,0
5 150
Comprimento da viga (uc) Comprimento da viga (uc)
(¢) u; em y=d/2 (d) ug em y=0
4,0
30
g —r=1
= —r=0,8
8 r=0,6
§~ —rfo,A
O & a0 5o 02
s 120,067
S r=0,04
s —r=0,02

Comprimento da viga (uc)

(e) ¢3 em qualquer altura da viga

Figura A.5: Campos de tensoes e de deslocamentos para o exemplo de flexdo pura

A.2 Viga Engastada sob Flexao Simples

Neste exemplo, deseja-se determinar os campos de deslocamentos e de mi-
crorrotacao, bem como as distribuicoes de tensoes e deformagoes para uma viga

engastada sob flexdo simples, mostrada na figura [A.6]
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Ay Se¢do Transversal

o

L J

Figura A.6: Viga engastada sob flexao simples

Admite-se como véalido, ao logo do comprimento da viga, o particionamento do
momento fletor e considera-se a superposicao de efeitos: flexao pura + cisalhamento.
No caso da flexdo pura (exemplo anterior) mostrou-se que os momentos sao dados
pelas equagoes e[A.20] Dessa forma, estas sao utilizadas neste exemplo, como
mostram as equagoes e

M(x)  Px _

o(7) 1+ r2 1+ 72 o (A.26)
M, () M (z)r? Prix P2 (A27)

x) = = — = —Préx )

K 1+ 72 1+72
onde
_ P

P=— A.28
14 r? ( )

Observa-se, nesta equacao, que quando r tender a zero, P = P, recaindo na solucao
classica.

Inicialmente, dispoe-se das seguintes distribuicoes de tensoes:

o May o (—p.CE)y o P;Ey
0-11(1:7y) - Ji - I - I (A29)

M Pr2z
ps(z,y) = 7" =-— (A.30)

Utilizando-se a equacao diferencial de equilibrio (3.93) correspondente a dire-

¢ao x e aplicando-se a condigao natural de contorno o9; = 0 para as bordas superior

1— (%)1 (A.31)

e inferior da viga, chega-se a expressao

3P

0’21($,y) = ﬂ
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Desenvolvendo-se a equagao constitutiva referente a pi3 (3.46) com a ajuda
das equagoes [3.32] [3.81], [3.83] ¢ combinando-se o resultado a equagao[A.30] obtém-se

¢3(z,y) = —5 + Y1(y) (A.32)

onde Y (y) é uma funcdo da variavel y resultante da integracao de %.
Utilizando-se o raciocinio anterior para obter a relagao constitutiva correspon-

dente a o3 e considerando-se a equagao anterior, conclui-se que

,dYi

pio3 (2, y) = 2GLfd_y (A.33)

Substituindo-se |A.30}, |A.31] e |A.33| na equagao diferencial de equilibrio (3.94)

referente a rotacao em torno do eixo z, tem-se

-3

Atribuindo-se o resultado anterior na equacao diferencial de equilibrio ([3.93])

3P
2A

Pr? Y,
LI Yol &
+ 261

o12(7,y) = (A.34)

correspondente a direcao y e aplicando-se a condi¢ao natural de contorno oy = 0

para as bordas superior e inferior da viga, chega-se a expressao
o2(r,y) =0 (A.35)

Das equagoes constitutiva (3.45)) e cinematica (3.31)) referentes a 17, tem-se

Pax%y
=—=+4Y A.36
onde Y5(y) é uma fungao da varidvel y resultante da integragao de %.

Aplicando-se o raciocinio andlogo para a2 € 019 € também a condicao us(L,0) =
0, tem-se
vPxy?
_ L3 I AN
cErt ") T g

us(x,y) +Ci(z— L) (A.37)

Utilizando-se as relagoes constitutivas de o5 e 091 e resolvendo-se a equacao

diferencial resultante, chega-se a

Py? 3P

Yi(y) = K€" + Kye ™ + SEl  1GA

+ 0 (A.38)
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onde

1 2a
6:L_f~/G+a (A.39)

Retornando-se a equacgao e aplicando-se a condigao natural de contorno

o3 = 0 para as bordas superior e inferior da viga, obtém-se

Pd 1
K1=K2:K=2Eme%ﬁd_e% (A.40)
Substituindo-se este resultado na equagao [A.38], tem-se
Py? 3P
Y, =K By —By S — C’ A4l
(o) = K e+ D2 P g (A1)

Com o valor de Y determinado, pode-se calcular 015 (equagao|A.34)), pas (equa-

Gao |A.33) e ¢3 (equagao[A.32).

Aplicando-se, novamente, as relacoes constitutivas para o5 e 091, chega-se a

B 3Py Py’ 2K«

Ya(y) ———(2+V)—m

T 2GA  6EI (€ —e™) —Cy+Cy  (A42)

Considerando-se que a linha neutra nao apresenta deslocamento horizontal,
conclui-se que Cy = 0, podendo-se obter u; da equagao [A.306]

Em resumo, os resultados obtidos sao:

P
ou(ey) = —~ (A.43)
O'QQ(LU,Z/) =0 (A44)

3P 2w\?| 4KG
oo =35 [1- (%) | - Gratr+e™ ()

3P 2\ 2
oute) = [1- (%) ] (A.16)
Prig
M13(37>y) = - A (A-47)
D,.2

Pry 1K Ga (eﬁy — e_ﬂy) (A.48)

:U/23(x7y> - A + ﬁ(G—I—O&)
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Px*y 3Py  Py? 2K« By By
u(e,y) = S + 5GA 6EI(2+V) - m(e —e ) =Ciy  (A49)
P v Pxy?
us(w,y) = = (L* = a%) - 2E? +Cy(z— L) (A.50)
P(y? — 22 3P

Comparando-se as expressoes acima de o011, 092 € 091 com a solucao anali-
tica (Timoshenko e Goodier, [1970), verifica-se uma semelhanga entre elas, com ex-
cegao do coeficiente de redugao (1/(1+71?)) da carga concentrada. Assim, fazendo-se
r tender a zero, P tende a P (como na solucao cléssica).

A cléssica distribuicao parabdlica das tensoes de cisalhamento o5 ao longo da
altura da secao transversal é acrescida de uma parcela exponencial, cujos valores nas
bordas extremas podem nao ser nulos (ver equacao .

Anélogo ao que foi feito para o primeiro exemplo, o aparecimento das tensoes-
momento 13 € fo3 pode ser compreendido pela andlise das distribuigoes das tensoes
o11 € 012, respectivamente, ao longo de uma faixa de espessura 2dy.

Verifica-se a presenga de uma distribui¢ao exponencial ao longo da altura da
secao transversal também para o campo de deslocamento horizontal.

A diferenca existente entre a macro e a microrrotagao ocorre devido a assime-
tria do tensor de tensoes (012 € 091 ), provocando o aparecimento da tensao-momento
pi23. [Timoshenko e Goodier| (1970) também comentam a existéncia de uma rotagao
adicional e atribuem o fato ao efeito da forca cortante sobre as deflexoes da viga.

A constante de integragao C', presente nas expressoes dos campos de desloca-
mentos e da microrrotacao, é definida a partir da condi¢ao de contorno estabelecida
no engaste. A seguir, expressa-se esta constante de integracao a partir de algumas
condigoes de contorno impostas no engaste. Além do ja mencionado fator redutor da
carga aplicada, sao destacadas as novas parcelas da solucao de Cosserat em relagao

a solugao classica.
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Condigao de contorno 1: ¢3(L,0) =0

2 PL* 3P
= S ok
- "7 3R T 1GA

Uz,

2

Condigao de contorno 2: u;(L,+H/2) =0

3

[\

_PI* 3P PR2+v)  Pr?
Y7 9oRT "2GA  2EA 2G A
~—

i Cosserat
— 1

Condicao de contorno 3: wu;5(L,0) =0

PL? 3P 4K o

C) = —
'T 2Bl T2GA G+a
Uz, Cosserat
4 1
P3
3
Condicao de contorno 4: wuy;(L,0) =0
2 PL?
Y Cl —
U, 2ET1

/ ¢3
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Condicao de contorno 5:

ui,2(L,0)—u2,1(L,0) 0
3 =

PL* 3P
Cy =

n 2K«
2E1  4GA G+«
Cosserat
3
Condicao de contorno 6: Rotacao média da secao: wy, =0
z=L

Esta condigao ¢ calculada utilizando-se o valor médio de uma funcao:

1 d/2
Wy = p / Way dy
z=L /2 z=L
onde
Wey = <u1,2 (I‘, y) — U1 (J}, y))
=L =L
obtendo-se
PL? 3P P Pr?
Cl - "

5T T 1GA T 2EA T 1GA

Cosserat
A seguir, sao apresentados alguns graficos dos campos de tensoes e de desloca-

mentos, de acordo com as equagoes de a[A.51] Os graficos de uy, ug e ¢3 foram

obtidos com C encontrado aplicando-se a condi¢ao de contorno 2, mostrada acima.
Os valores dos parametros utilizados para se fazer os gréaficos estao na ta-

bela e a variacao dos valores de r ocorre conforme adotado na tabela [A. Tl As

unidades do problema sao todas consideradas compativeis.

Tabela A.3: Parametros da analise para o exemplo de flexao simples

Parametros | Valores | Parametros Valores
ds 1 uc Ly V0,4 uc
P 2 uf 1 uf/uc?
t 1,5 uc 1/4,8 uf Juc?
v 0,2 L 10 uc
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De acordo com os gréficos apresentados na figura [A.7] e suas correspondentes

equacoes, pode-se fazer as seguintes observacoes:

1. quando r — 0 nas equagoes de o011 e 091, a solucao analitica micropolar se
aproxima da solugao cléssica, pois P — P. Para um mesmo ponto de coor-
denadas (z,y) em ambas as solugoes, quanto maior o valor de d (ou menor

o valor de ), menor o valor dessas tensoes, como pode ser visto nos graficos

A7) e A7)

2. quando r — 0, o valor de K na parcela exponencial de o5 também tende
a zero, restando apenas a parcela parabdlica, a qual coincide com a classica

quando P — P, retornando & igualdade entre 015 € 04;. Isto pode ser percebido

através dos graficos |A.7(b)|e[A.7(c);

3. na solucao analitica de i3, po3 € ¢3 pode-se notar que, quando r — 0,

P — P e cada termo dessas solucoes tendem a zero, como mostram os gra-

ficos [A.7(d)} |[A.7(e)| e |]A.7(h)l Isto ocorre porque, na andlise cldssica, estas

grandezas nao existem. Percebe-se ainda que, no grafico de i3, quando 2d;
ja representa 60% de d (r = 0,6), o valor de g3 decresce com o aumento
de r. Acredita-se que, neste momento, a influéncia dos modulos cisalhantes
presentes na equagao de o3, € que estao diretamente ligados com a diferenca

entre a macro e a microrrotacao, seja maior do que a influéncia de r;

4. percebe-se que, aumentando-se a altura da viga (ou diminuindo-se 7), as ten-
soes e os deslocamentos tendem a zero, pois a viga apresenta maior inércia a

flexao, assim como ocorre na solucao classica.
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Figura A.7: Campos de tensoes e de deslocamentos para o exemplo de flexao simples
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A.3 Barra Tracionada Composta por Dois Mate-
riais
A figura mostra uma barra tracionada composta por dois trechos, cujos
materiais sao diferentes. A barra estd submetida a estados de tensao normal cons-
tante, equivalentes a cargas concentradas aplicadas em suas extremidades livres.
e
P P
«— | (1) | ) | —
AN AN
| §L | (1-§L

N

Figura A.8: Barra tracionada constituida por dois materiais

Este exemplo é analisado aplicando-se a teoria da elasticidade para o continuo
com microexpansao, estudada na secao [£.2] Os parametros eldsticos dos materiais
e a area das secoes transversais dos dois trechos da barra sao definidos segundo as

relagoes apresentadas na tabela [A.4]

Tabela A.4: Parametrizacao dos dados do problema

Trecho 1 Trecho 2
E(l) = Z(l)E uf/u02 E(Q) = Z(Z)E U/f/UCQ

HWY = hE uf/uc? H® = hE uf Juc?
CY = —cE uf Juc? C® = —cE uf/uc?
LY =1L ue LY = rL ue
AN = A uc? A = A uc?

Para o exemplo analisado, as equagoes diferenciais de equilibrio (equagoes m
a4.53)) se reduzem a
o =0 (A.52)

Ay =0 (A.53)

onde (i) corresponde aos trechos 1 e 2 da barra.
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Adicionalmente, aplicando-se as equacoes constitutivas de a |4.20] junta-

mente com a equagao [4.7] chega-se a

: 1 —2v)*FE
o= |29FE + % u g —cEyp (A.54)
2/1 = —CE(l — 21/)”171 + hE(,O (A55)
EAC )
/\1 = (1 T V) (TL>2QO’1 (A56)
Substituindo-se [A.54] em [A.52] e [A.55] e [A.56] na equagao [A.53] obtém-se
. 1 —2v)*E
ZOF + & w1 —cEp1 =0 (A.57)
AO0F )
150 (rL)* @11 —cE(l—2v)u;; —hEp =0 (A.58)

Ao resolver este sistema de equagoes para as variaveis u e , uma equagao

diferencial linear de segunda ordem necessita ser solucionada, resultando em

u = ALY g0 ) g0y OMINTC (A59)
L ooh(l )t 2 c(1—2v)" 3 ‘
; 1 i) _—pli i) _pig i
o0 — p(i)(_kﬁ)e Ao 4 Perny 4 k) (A.60)

onde

» h 1+v
(O — A.61
P rL\/z(i)h—|—02(1 —2v) (A.61)

e k@, kéi), k‘?(f) e k;ff) sao constantes de integracao a serem definidas a partir das
condicoes de contorno e de continuidade do problema. Para o exemplo em questao,

estas condicoes sao:

ugl) =0 em x=0 (A.62)
AV A0 = ¢ em x=0 (A.63)
ugl) = u§2) em x=¢ L (A.64)

oM = @ em x=¢ L (A.65)
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O.ﬁ)A(Q) =P em x=L (A68)
)\gz)A(Q) =0 em x=L (A.69)

Aplicando-se estas condigoes as grandezas do problema, obtém-se um sistema
de equacoes lineares cujas incognitas sao as constantes de integracao. Estas cons-
tantes foram determinadas, neste trabalho, com o auxilio da ferramenta matematica
Maple, onde constatou-se a inviabilidade de reproduzi-las aqui, dado seu extenso e
complexo valor analitico. Determinadas estas constantes, tem-se definidas a partir
de e as varidveis cinemdticas do problema. Através das relagbes cons-
titutivas (equagoes a , define-se todo o estado de tensao ao longo do
comprimento da barra.

Realizando-se esses calculos, percebe-se que a tensao normal oy, é constante
para toda a barra, cujo valor se iguala ao da solucao cléssica, ou seja,

i P

Percebe-se que, como nos exemplos anteriores, o fator de escala r define a razao

entre a dimensao do volume de controle e o comprimento da barra.
r=— (A.71)

A seguir, sao apresentados nas figuras [A.9] e [A.10] os graficos dos campos de
tensoes e de deslocamentos. Estes gréficos sao feitos alterando-se o valor de r (ou
aumentado-se L), a fim de analisar a influéncia do comprimento caracteristico do
material a tracao na resposta do problema. Os valores adotados para r sao 0, 1; 0,05
e 0,025.

As seguintes grandezas adimensionais sao analisadas ao longo do comprimento
da viga:

Ay = 100i (A.72)

011



A
AN =1
00011L
Auy — 100u1(m3) — uy(cl)
uy(cl)
Ay = 1002
)
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(A.73)

(A.74)

(A.75)

onde (ms) e (cl) referem-se as solugdes com microexpansao e classica, respectiva-

mente, e €, é a deformacao volumétrica classica.

Os valores dos parametros utilizados para se fazer os graficos estao listados na

tabela e suas unidades sao todas consideradas compativeis.

Tabela A.5: Parametros da andlise para o exemplo da barra tracionada composta por

dois materiais

Parametros | Valores || Parametros | Valores
2 0,75 2(2) 1
v 0,2 E 1 uf/uc?
h 1,667 ¢ 0,556
¢ 0,5 L 10 uc
P 15 uf A 1 uc?

Constata-se, através dos graficos obtidos, que o comprimento caracteristico

do material a tragdo (L,) influencia regides cada vez maiores, a medida que seu

valor aumenta. Assim, para L, — 0 os resultados obtidos se aproximam da solucao

classica.

—r=0,1
—r=0,05

Ay

.0 —r=0,025

Comprimento da viga (uc)

AN

—r=0,1
—1r=0,05
—1r=0,025

Comprimento da viga (uc)

Figura A.9: Campos de tensoes para o exemplo da barra composta por dois materiais
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70,0
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66,0 1

64,0 4
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—r=0,1

—r=0,05
—r=0,025

30 4,0 50 6,0 70
Comprimento da viga (uc)

8,0

90 10,0

Figura A.10: Campos de deslocamento e microexpansao para o exemplo da barra com-

posta por dois materiais



Apéendice B

Metodologia de Obtencao dos
Parametros dos Modelos
Propostos

Apresenta-se aqui um encaminhamento para obtencao dos parametros dos mo-
delos constitutivos propostos nesta Tese.

Tomando-se uma simulagao numérica da qual se tenha o historico de todas as
grandezas estaticas e cinematicas, obtido com a utilizacao de outro modelo cons-
titutivo que utilize continuos micropolar ou com microexpansao, pode-se obter os

parametros que descrevem a degradagao do meio como se segue.

1. Escolher um ponto de Gauss da malha de elementos finitos que melhor repre-

sente a degradacao da peca analisada;

2. Para este ponto de Gauss obter os tensores de deformacao generalizados e

obter para cada um deles os invariantes [ e Jo;

3. Calcular a deformagao equivalente macroscopica 0™ = kol + \/ k317 + ko Js,
onde ko, ki e ko dependem dos parametros do material (r = f./fi e v). fie f.
sao as resisténcias do material a tragao e a compressao, respectivamente. Isto
significa que os parametros nos microplanos serao obtidos com base na defor-
macao equivalente macroscopica, o que € razoavel, pois ao se fazer a igualdade

entre as varidveis de dano macroscépicas e nos microplanos (d™¢ = dmc),
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implicitamente, estd se igualando as deformacoes equivalentes macroscépicas

e nos microplanos (n™* = n™)(ver |Leukart e Ramm)| (2006)));

Para a obtencao de ro,", Ko™ e Kog, (deformacoes equivalentes iniciais),

toma-se o estado de deformagao do ponto de Gauss escolhido no passo que

mac mic

determina o inicio do processo de amolecimento, neste passo 7 = Ky,

mac

entao, com os valores de ™% calculados no item 3, obtém-se as deformacoes

equivalentes iniciais para cada tipo de deformacao generalizada.

mic

O procedimento acima pode ser feito nao s6 para a obtencao de xg"¢, mas

mac associado a um estado de deformacao, ou

também para obter qualquer 7
equivalentemente, a um ponto de equilibrio do processo nao-linear. Assim,
para o ponto de Gauss escolhido, tem-se tantos 7’s quantos forem os pontos

de equilibrio da curva nao-linear obtida.

Para a obtencao dos parametros 8™, propoe-se um ajuste por meio da curva

mic

de dano que depende de k"¢, o™ e ™. Os valores de £ j4 foram determi-
nados acima e o™ pode ser definido de forma mais intuitiva, pois representa
a maxima degradacao do material e seu valor na literatura varia em torno de
0,95, entao propde-se este valor para os pardmetros ™. A curva de dano
pode ser escrita na forma:

mic

1 — gmic — Ko {1 — q™mic + amice[ﬁmic(mg’”c—nmic)]} (Bl)
K

mic
Entretanto, também pode-se escrever
E
1—-d==> B.2
= (B2)
o
onde Ey é o médulo elastico do material e £y, = — pode ser obtido ponto a
€
ponto. Dessa forma, tem-se tantos valores de 1 —d quantos forem os valores de
E,. Obtém-se a curva de 1 — d em funcao de n™?* para ser comparada com a

equagao[B.1] Assim, tem-se um conjunto de valores 1 —d para cada curva o x &
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existente, ou seja, para cada componente de tensao-deformacao que existir no

problema.

Supondo que em um problema exista as relacoes 0y X €4z, Tyy X Eyy € Opy X Ey,
tem-se trés conjuntos de pontos 1 — d para um tnico conjunto de pontos de

mac - Entao, neste caso, deveriam ser obtidas trés curvas (1 —d) x n™?¢. Assim,

n
a curva da equacao pode ser ajustada com estas, alterando-se o valor de
£, de forma que se obtenha a melhor aproximacao da trés curvas acima,

procurando-se obter uma curva média, definindo-se, assim, o valor de S™,
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