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Resumo

No modelamento de materiais parcialmente frageis, como concreto, rochas e geomateriais,
consideram-se inicialmente os mesmos como continuos, elasticos, isotrépicos e homogéneos.
Todavia, a natureza desta classe de materiais é intrinsicamente heterogénea. N3o obstante
esse fato, a medida que cargas s3o aplicadas e das deformac¢des dai decorrentes, estes materiais

deixam de ser homogéneos e isotrdpicos, assim como n3o mais se comportam elasticamente.

Para a simulacdo numérica de estruturas desses materiais utilizando-se o Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF), e considerando-os como inicialmente homogéneos, em uma anilise
fisicamente n3o-linear, muitas vezes defronta-se com problemas de localizacdo de deformacao

numericamente induzida.

A fim de contornar este tipo de problema, pesquisadores tém proposto modelos constitutivos
parametrizados em fun¢do do tamanho do elemento finito usado em determinada malha.
Todavia, um modelo constitutivo ndo deve estar vinculado a caracteristicas geométricas da

malha, ficando seu uso bem limitado.



Estratégias que introduzem dependéncia entre malha e modelo constitutivo para solucionar
problemas de localizagdo de deformacdes tém sido criticadas, uma vez que estas envolvem al-
teragdes artificiais nas propriedades do material em funcdo de alguma caracteristica geométrica
da malha. A tentativa de evitar esta inconsisténcia, fisicamente inaceitavel, é extremamente
relevante para a comunidade cientifica da area de métodos numéricos e computacionais apli-

cados a engenharia.

Uma das contribui¢coes deste trabalho foi apresentar um projeto de implementacdo de um mé-
todo sem malha tirando o maximo proveito em termos de aproveitamento de cédigo legado da
plataforma INSANE, originalmente preparada para o MEF. Outra contribuicdo foi a proposta
de calculo do preditor e do corretor nos métodos de controle utilizando-se controle por para-
metros no processo iterativo incremental, como alternativa ao processo tradicional que utiliza

controle por deslocamentos.

Os experimentos numéricos realizados indicam que os mesmos cuidados tomados para realiza-
cdo de analise fisicamente n3o linear via MEF devem ser também observados para o caso do

EFG.

Também detectou-se que, dos varios parametros necessarios ao EFG, a escolha do tamanho do
dominio de influéncia, da integracdo numérica e da base polinomial usada, s3o determinantes

para a realizacdo de andlise fisicamente n3o linear.



Abstract

Softening behavior materials such as concrete, rocks and geomaterials, are initially modeled as
a continuum, elastic, isotropic and homogeneous medium. However, this class of materials is
inherently heterogeneous. Nonetheless, as the loads are applied, and the deformations thereof,

such materials no longer exhibit the same initial behavior.

The numerical simulation of such materials, in particular performing a physically nonlinear
Finite Element Method (FEM) analysis, often leads to numerically induced localization prob-

lems.

Furthermore, a reasonable accurate FEM discretization usually restricts the material’s random
spatial characteristics to the geometry of the finite elements employed. Also, taking into
account, for instance, material discontinuities, usually requires expensive remeshing operations

to track the cracking path.

In order to overcome such difficulties, much work has been devoted into the development of

constitutive modelling, where some parameter associated to the finite element’'s geometric

Vi



dimensions introduced into the formulation. This, however, renders an artificial modelling,

which is physically inconsistent.

One of the contributions of this Thesis was presenting a computational implementation of
a meshless method while reusing the maximum possible legacy code INSANE, a software

platform originally developed for the FEM.

Another contribution was a novel form of calculating the predictor and corrector incremental
loading factor used in the nonlinear solver, in which the nodal parameters associated to the

MLS approximation are used instead of the nodal displacements.

The numerical experiments performed throughtout this work suggest that when performing a
physically nonlinear analysis using the EFG, one should take the same caution measures usually

taken when using the FEM in the same circunstances.

Also, it was detected that, from all of the possible parameters necessary to the EFG, the choices

of the size of the domain of influence, the numerical integration scheme and the polinomial

basis used, are fundamental to performing a physically nonlinear analysis.
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Introducao

Para a solucdo de varios problemas em engenharia, expressos por complexas equagdes dife-
renciais, diversos métodos numéricos sao utilizados, os quais constroem solu¢des aproximadas

gerando um conjunto de equacdes algébricas.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) estd consolidado e tem sido amplamente usado com
sucesso em diversos campos. Todavia, a medida que modelos mais complexos sao necessarios,
algumas limita¢bes ainda persistem, dificultando sua adocdo. Em particular, uma vez que
o MEF depende de uma malha de elementos finitos para construir a aproximacdo de deter-
minada solucdo, problemas que envolvem descontinuidades, grandes deformacdes localizadas,
por exemplo, s3o fortemente afetados quando ocorre distorcao dos elementos da malha ou
alinhamento preferencial dos mesmos. Quando um refinamento da malha é necessario, pode
haver perda de precisdo ao mapear resultados de uma malha para outra. Além do mais, o
custo computacional e de m3o-de-obra especializada na construcdo e verificacio de malhas
3D é elevado. No caso da simulagao de propagacao de trincas, cujo percurso é geralmente

desconhecido e extremamente complexo, a existéncia de uma malha significa seguir um ca-



minho paralelo ao alinhamento dos elementos, o que ndao necessariamente é o percurso real.
Acrescenta-se a esta situacdo que, uma vez identificada uma fratura, implica na separagao en-
tre elementos e consequente geragdo de nova malha a cada passo da andlise. Outro problema
exemplo é o de localizacdo de deformacdes numericamente induzida, o qual ocorre quando
do modelamento numérico de sélidos constituidos por materiais parcialmente frageis, como o

concreto, rochas e geomateriais.

Um dos objetivos dos métodos sem malha (MM) é exatamente a independéncia de uma malha
de elementos para a construcdo da aproximacao, e sim fazé-lo tendo por base uma nuvem
arbitrdria de nds, ou particulas, como usualmente descrito na bibliografia pertinente (Nguyen
et al. (2008), Huerta et al. (2004a), Liu (2003)). Neste contexto, por exemplo, a simula-
¢do numérica de propagacdo de trincas ou problemas que envolvam descontinuidades e/ou

interfaces podem ser mais facilmente tratados, quando comparado as dificuldades inerentes ao

MEF.

No entanto, ndo existem apenas vantagens nos MM. As fun¢des de forma utilizam-se de
funcbes racionais, resultando em alto custo computacional para a avaliagio das mesmas,
além da necessidade de adotar-se esquemas de integracao numérica mais complexos. Quando
da imposicao de condi¢cdes de contorno é necessdrio recorrer a esquemas mais elaborados
(Ferndndez-Méndez e Huerta (2004)), pois as fungdes de forma ndo sdo interpolantes, i.e.,
ndo possuem a propriedade delta de Kronecker ou, em outras palavras, as funces de forma
nao assumem valores um ou zero, respectivamente, quando s3o associadas ou n3o aos nds
da discretizacao. De um modo geral, o custo computacional dos MM é maior que aquele do
MEF. Todavia, para a gama de problemas para os quais o MEF mostra-se limitado, o aumento

no custo computacional pode ser tolerado.



O objetivo principal do trabalho foi desenvolver um modelo de analise fisicamente n3o-linear de
estruturas constituidas de materiais parcialmente frageis baseado em um método sem malha
acoplado ao MEF. A principal motivacdo foi aproveitar a flexibilidade dos métodos sem malha
evitando as dificuldades inerentes da utilizagdo do MEF. Sua implementacdo computacional

foi baseada na plataforma INSANE em desenvolvimento no DEEs.

Este texto estd organizado em 5 capitulos, além desta introducdo. Os métodos sem malha,
em particular o Element Free Galerkin (EFG), sua formulagdo considerando o acoplamento
com o MEF, bem como alguns detalhes da implementacao, sdo objeto do capitulo 2. Uma
breve revisdo sobre alguns modelos constitutivos para o concreto forma o capitulo 3. No
capitulo 4 sao discutidos mais detalhes da implementacao assim como algumas contribuicoes
desta tese. No capitulo seguinte, de nimero 5, experimentos numéricos sao apresentados
e discutidos. Finalmente, o capitulo final faz um breve resumo critico do trabalho de tese,
bem como apresenta um conjunto de desdobramentos para possiveis trabalhos futuros dando

continuidade a pesquisa.



Métodos Sem Malha

2.1 Introducao

Objetivando-se ter uma visdo geral do assunto apresenta-se, no que se segue, algumas carac-

teristicas comuns aos MM, conforme Fries e Matthies (2004).

Auséncia de malha

1. N3o existe a necessidade de uma malha de elementos, da qual exige-se estabelecer a
conectividade dos nés a priori. Todavia, nos MM esta conectividade é determinada
em tempo de execucdo, e pode resultar em grande esforco computacional. Assim, na
implementa¢ao dos MM alguns cuidados devem ser tomados na escolha dos algoritmos

e estruturas de dados que envolvem a manipulacao de atributos dos nods.

2. Inexisténcia de sensibilidade ao alinhamento de elementos da malha em determinada

direcdo. Esta sensibilidade pode ser prejudicial em simulagoes de trincas, por exemplo.

4



2.1. Introducao

3. Adaptatividade tipo h é facilmente implementada, pois a conectividade entre nés é

determinada dinamicamente.
4. Adaptividade tipo p é mais simples comparativamente ao MEF.

5. Nao ha a necessidade de geracao de malha a priori, tampouco durante o decorrer da
andlise. Entretanto, dependendo do MM adotado, uma malha de suporte para realizar

a integracao numérica é necessaria.

Continuidade das funcoes de forma

1. Nos MM as funcdes de forma podem ser facilmente construidas para se obter a ordem

de continuidade desejada.

2. Como consequéncia, ndo hd necessidade de utilizar-se técnicas de pds-processamento
para a determinagao de derivadas continuas de ordem mais elevada das incégnitas apro-

ximadas, como deformacdes ou tensoes.

3. Quando existem descontinuidades, trincas ou interfaces de diferentes materiais, no pro-
blema a ser analisado, pode-se construir a aproximacdo de modo a capturar tais fend-

menos, sem as limitacdes inerentes ao MEF.

Convergéncia

Embora nao tenha sido provado teoricamente, experimentos numéricos sugerem que para a
mesma ordem de consisténcia, a ser explicado na secao 2.2, os MM apresentam melhores
resultados de convergéncia do que os resultados obtidos com métodos baseados em malhas,

como afirmado em Fries e Matthies (2004), citando Li e Liu (1996).



2.1. Introducao

Esforco computacional

Geralmente, para problemas em que tanto o MEF e os MM s3o capazes de representar de
forma adequada a solucdo numérica, considerando a mesma precisao, os MM demandam mais

esforco computacional do que os métodos baseados em malhas. Porque:

1. As fungdes de forma nos MM s3o mais complexas do que aquelas dos métodos baseados

em malha, usualmente do tipo polinomial.

2. O ndmero de pontos de integracdo é bem mais elevado para realizar a integracdo nu-
mérica com o mesmo grau de precisao. Erros na integracao numérica redundam em

instabilidade numérica.

3. Para cada ponto de integracdo é necessario efetuar uma série de opera¢ées computaci-

onalmente exigentes, tais como:

a) busca pelos nés que pertencem ao dominio de suporte;

b) solucdo de vérios pequenos sistemas de equa¢des para a determinagdo das derivadas

das func¢des de forma;

c) uma série de operacdes algébricas entre matriz-matriz e matriz-vetor para calcular

as derivadas das funcdes de forma;

4. O sistema de equacoes lineares resultante tem largura de banda geralmente maior, devido
ao tamanho dos dominios de influéncia de cada nd, o que resulta da maior ou menor

quantidade de nds presentes em determinado dominio de suporte.



2.2. Aproximagoes nos Métodos Sem Malha

2.2 Aproximacoes nos Métodos Sem Malha

Considere uma funcdo escalar u(x) € R, a qual é definida sobre o dominio aberto €2 e con-
torno I', sendo x as coordenadas cartesianas de um ponto dentro do referido dominio. Uma
aproximagdo de u(x), denotada uf(x), tem o formato similar aquele utilizado no MEF, a

saber:

u(x) 8 u(x) = Y NE(x) g (2.1)

jelr

onde Nf(x) : 2 > R sdo as fungdes de forma, sendo I o conjunto de indices dos nds (ou
particulas) para os quais ij(x) # 0, u; € o valor referente a particula de indice j, localizada em
x;. A diferenga marcante relativa ao MEF é que, neste, as fun¢des de forma sdo interpolantes,
enquanto que nos MM N7 (x) sdo aproximagbes, ou seja u; # u(x;). Em outras palavras,

N]p(XZ) F 5@]

As funcoes de forma N;’(X) s3o calculadas com base nas fungdes peso, ¢ : 2 - R, as quais
devem obedecer a certos requisitos: (/) ser continua; (ii) ser positiva dentro do seu dominio;
(iii) ter suporte compacto. A continuidade da fun¢do peso determina a continuidade da
funcdo de forma. Embora a positividade da fun¢do peso n3o seja uma exigéncia matemadtica,
esta condicao decorre da necessidade de se obter resultados fisicamente plausiveis como, por
exemplo, na andlise de fluidos, cuja densidade do meio ndo pode ser negativa. Por sua vez, o
suporte compacto, além de influenciar a banda da matriz, permite a adocao de aproximacoes

com caracteristicas locais.



2.2. Aproximagoes nos Métodos Sem Malha

2.2.1 Obtencao das Funcoes de Forma

Nos métodos sem malha constroem-se aproximag¢des de uma fun¢3o escalar u(x) via integral de
convolucdo, via séries finitas, ou diferencas finitas. Cada uma das técnicas tém suas vantagens

e desvantagens, como serd descrito resumidamente no que se segue. Veja Liu (2003).

Métodos de aproximacao integral

f@)= [ 5@ o - )

1. Smoothed particle hydrodynamics method SPH
2. Reproducing kernel particle method RKPM

3. General kernel reproduction method GKR

Métodos baseados em séries
f(z) = ag+aipi(x) + agpa(x) + -

1. Moving least squares MLS
2. Point interpolation methods PIM (polinomial ou radial)
3. PU (Parti¢do da Unidade, hp-clouds)

4. MEF



2.2. Aproximagoes nos Métodos Sem Malha

Métodos baseados em diferencas finitas
/ 1 " 2
fla) = fwo) + f(wo)(z —a) + 5 f"(wo) (z —a)” + -

1. Método das Diferencas Finitas, malha regular

2. Método dos Pontos Finitos, malha irregular

Um passo fundamental nos MM é a obtencao das fun¢des de forma. Existem certos pré-
requisitos que as funces de forma devem atender para garantir precisdo, eficiéncia e conver-

géncia da aproximacdo. S3o eles:

1. distribuicao arbitraria dos nds;

2. estabilidade do algoritmo numérico;
3. consisténcia;

4. suporte compacto;

5. eficiéncia computacional;

6. compatibilidade;

7. propriedade delta de Kronecker (desejavel).

Permitir a distribuicdo arbitraria dos nds, além de ser evidente, da liberdade para efetuar-se re-
finamentos sucessivos da solucao guiados por estimadores de erro, por exemplo. A necessidade

de garantir-se estabilidade do algoritmo decorre da aleatoriedade da distribuicao de nés pois,



2.2. Aproximagoes nos Métodos Sem Malha

dependendo do método usado para obtencao das funcdes de forma, bem como da quantidade e
arranjo geométrico dos nds, pode resultar em singularidades. O critério de consisténcia garante
a convergéncia da solu¢do numérica a medida que aumenta-se a densidade de particulas ou,
em outras palavras, diminui-se a distancia entre particulas. A condicdo de suporte compacto
aumenta o grau de esparsidade, o que colabora com o requisito de eficiéncia. Este, por sua
vez, evidencia uma caracteristica desejdvel em todos os métodos numéricos. ldealmente, o
custo computacional deveria ser da mesma ordem de grandeza do MEF. Funcdes de forma
cuja avaliagdo computacional seja intensa, pode inviabilizar o uso do método numérico. A
exigéncia de compatibilidade decorre do uso da forma fraca do método de Galerkin global,
que exige continuidade da aproximacao entre contornos dos sub-dominios, ou contornos dos
respectivos dominios de influéncia. Caso seja utilizado a forma local do método de Galerkin,
esta exigéncia pode ser relaxada. Finalmente, a propriedade delta de Kronecker facilita a
imposicdo de condicoes de contorno. A maioria dos métodos para obtencao das funcdes de
forma existentes n3o satisfaz tal condicdo, o que exige a ado¢do de esquemas alternativos para

a imposi¢do das condi¢Bes de contorno (Ferndndez-Méndez e Huerta (2004)).

2.2.2 SPH

O método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) € o precursor dos MM, e tem suas origens
na astrofisica no trabalho de Lucy (1977) como citado em Huerta et al. (2004a). Seja a fungdo
u(x) definida em x = (z,y, z). Sua representacdo (exata) na forma integral é obtida através

da expressao

u(x) = [ u(€)a(x-¢)de. (22)

10



2.2. Aproximagoes nos Métodos Sem Malha

onde 6(-) é a fungdo delta de Dirac. A ideia bésica na abordagem SPH consiste em aproximar

a fungdo u(x) por uma convolugdo (na sua forma continua), ou seja:

u(x) = (x) = [ u() o(x - &, p) de, (2.3)

onde u”(x) representa a aproximagdo, e ndo uma interpolacdo, da funcdo u(x), ¢(x) é a
funcdo peso associada a posicdo x (atinge seu valor méximo em x, decrescendo até o limite
de seu suporte, ou regido de influéncia), e o parametro p define a abrangéncia da fun¢do peso,

também referido como dominio de influéncia ou suporte.

De acordo com Monaghan (1982), citado por Liu (2003), esta representagdo integral é vélida

e converge se a fungdo peso satisfizer as seguintes condigdes:

1. Positividade: ¢(x—&,p) >0 sobre o dominio €2;

2. Suporte Compacto: ¢(x - &, p) =0 fora do dominio ©;

3. Unidade: [, ¢(x—¢&,p)dE=1;
4. Decaimento: ¢ é uma fungao monotonica decrescente;

5. Delta de Dirac: ¢(n,p) = d(n) a medida que p — 0.

Os requistos 2 e 3 formam as condicdes minimas necessarias para a construcdo de fungdes

peso usadas em métodos sem malha baseados em representacao integral.

A forma discreta de u”(x) é obtida aplicando-se o somatdrio para todas as particulas no

dominio €2, a saber:
uP(x) = Zuj o(x—x;) AV (2.4)
j
onde AV} representa o volume da particula ;.

11
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Uma dificuldade na aplicacdo do SPH é o calculo automatico do volume de uma particula
para um meio continuo arbitrario sem o uso compulsério de uma malha. Todavia, uma vez
definidas as condigdes iniciais de cada particula, a prépria formulagdo do método se encarrega
de fazer as atualizacGes necessarias. Este tipo de procedimento é naturalmente aplicével, por

exemplo, a problemas onde ocorrem explosdes ou penetracdes, Liu (2003).

A Eq. (2.4) pode ser reescrita no formato usado em elementos finitos:

w(x) = ¥ N (), (25)
J
onde N?(x) é denominada fungdo de forma do método SPH, a qual ¢ definida como:

N?(x) = 6(x - x;) AV, (2.6)

Observe-se contudo que, a despeito da analogia com o formato usado no MEF, as funcGes de
forma do SPH n3o possuem a propriedade delta de Kronecker. Devido a esta caracteristica,
geralmente N/(x;) # d;;, o que significa dizer que u”(x;) # u;. Assim, u; é denominado
parametro da particula j, que ndo corresponde ao valor nodal da funcao no referido né. As
funcdes de forma n3o sdo interpoladores, pois a funcdo aproximada n3o passa pelos parametros
nodais usados para se calcular as funcdes de forma. Com efeito, a Eq. (2.4) ndo é uma

interpolacdo de uma funcdo, mas somente a aproximacao de uma funcao.

Assim como no MEF, um MM tem de convergir, no sentido de que a solugdo numérica obtida
por um MM deve se aproximar da solucdo exata a medida que a distancia entre particulas tende
a zero. Para um MM convergir, é necessério que as funcdes de forma apresentem determinado

grau de consisténcia — Liu (2003).

Usualmente a consisténcia é medida pela ordem polinomial que as fun¢des de forma podem

representar. Por exemplo, se a aproximagdo pode reproduzir, exatamente, uma fung¢do cons-

12
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tante, esta aproximacdo € dita de consisténcia zero, ou P°. Analogamente, se a aproximacio
consegue reproduzir exatamente uma func3o linear, sua consisténcia é denotada por P!. De
modo geral, a consisténcia é dita P* se a aproximacio reproduzir exatamente um polinémio
de ordem k. Denomina-se completude a caracteristica de uma aproximacao de consisténcia de
ordem k, P*, garantir, também, que a aproximacdo é (completamente) consistente para todas
as ordens abaixo de k, i.e., de P até P*-1. Para funcdes de forma polinomiais, completude
implica na utilizacdo de todos os termos polinomiais até a ordem desejada. Uma discussao

mais detalhada pode ser encontrada em Fries e Matthies (2004).

Pode-se demonstrar, veja por exemplo Liu (2003), que o método SPH possui apenas consis-
téncia de ordem zero. A condicdao de consisténcia linear é apenas garantida para o caso da
funcdo peso ser simétrica em relagdo a origem, o que para problemas de dominio infinito, ndo
é dificil de ser obtido. Entretanto, é dificil construir funcGes peso simétricas em pontos na

vizinhanc¢a ou sobre o contorno do problema.

2.2.3 MLS

O método dos minimos quadrados mdveis (Moving Least Squares — MLS) é frequentemente
utilizado em ajustes de dados. Como citado em Liu (2003), Nayroles et al. (1992) foram
os pioneiros na utilizacdo do MLS para a construcdo das fun¢es de forma no método dos

elementos difusos (Diffuse Element Method — DEM).

A aproximacdo baseada no MLS possui duas caracteristicas que o torna uma escolha recorrente,
a saber: (/) a fungdo aproximada é continua e suave em todo o dominio do problema; (ii) é

possivel reproduzir uma aproximag¢ao com a ordem desejada de consisténcia.

13
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No MLS, a aproximagdo da funcdo u(x) é denotada por u”(x) e se escreve:

u(x) ~ uf(x) = ;Pj(X)aj(X) =p’ (x) a(x), (2.7)

onde ¢ é o nimero de mondmios da base polinomial p(x), e a(x) é o vetor de coeficientes, os
quais sdo fungdes de x. A Fig. 2.1 ilustra o processo em 1D. O valor aproximado uf(x;) de-
pende ndo somente do pardmetro nodal u;, mas de todos os parametros nodais {u, ug, -, up }

daqueles nés que fazem parte do dominio de suporte (a ser definido posteriormente) do né j.

Au(x) /u”(x)

U, : j

\ As

X

Figura 2.1: Aproximacdo MLS wf(z) da fungdo u(z) em 1D. u"(zx) corresponde a uma
aproximacdo de elementos finitos linear.

Para garantir um minimo de completude na aproximacao, frequentemente utiliza-se uma base
polinomial composta por mondnios de baixa ordem, os quais estdo presentes no vetor p(x)

usado na equagdo Eq. (2.7). Por exemplo, em 1D este vetor seria dado por

pT(X) = {1’x7$27"'7$k}7 (28)
e para 2D seria
pT(X) = pT(xay) = {anyaxy7x27y27”'7$kayk}7 (29)
e, para 3D,
pT(X) = pT(mayvz) = {17337?%Z7xyaIZ;927152792722“'7$kaykazk}- (210)

14
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Observe-se que k denota a ordem da base polinomial completa, que contém ¢ termos, i.e., a

dimensdo da base polinomial é /. O nimero de termos é dado por

(k+1)(k+2)-(k+d)

£= dl

(2.11)

onde k é a ordem mdaxima dos monomios e d é a dimensdo do problema. A cardinalidade de
p(x) depende do grau da base polinomial usada, bem como da geometria na qual o problema
estd definido. Todavia, pode-se acrescentar funcdes de carater especial, tais como aquelas
para capturar singularidade no campo de tensoes na ponta de uma trinca. Neste texto apenas

serd apresentado o caso da base polinomial.

O vetor de coeficientes a(x) é determinado utilizando-se o conjunto de n ndés pertencentes
ao dominio de suporte de x. O dominio de suporte de determinado ponto x é formado por
todos os pontos x; do dominio do problema, onde j = 1,---,n, cujos dominios de influéncia

contém o ponto x em questdo. A Fig. 2.2 abaixo ilustra o conceito. Restringe-se o exemplo

Figura 2.2: Dominio de influéncia e dominio de suporte. Imagem adaptada de Liu (2003).

apenas aos noés 1 a 3 que possuem, respectivamente, dominios de influéncia circulares de raios
r1,72,73. O dominio de suporte do ponto x¢ contém apenas os nés 2 e 3, pois X nao esta

contido no dominio de influéncia do né 1.
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Admita-se o conjunto {uq,us, -, u,} contendo os pardmetros nodais da fungdo u(x), ava-
liados, respectivamente, nos nds {x;,Xs,*:,X,} que sdo os nds que formam o dominio de

suporte de x. Através da aplicagdo sucessiva da Eq. (2.7), tem-se:
uf(x,%;) = p’(x;) a(x), (2.12)

onde j = 1,---,n, sendo que a(x) contém ¢ coeficientes desconhecidos, dependentes de x.
Para o cdlculo dos mesmos, minimiza-se um funcional contendo os residuos entre os valores
aproximados u”(x,x;) e os valores nodais u(x;), ponderados por uma fun¢do peso ¢(-),

associada ao ponto X, convenientemente escolhida, como descrito abaixo:

T(x) = 3 0~ x,) [u(x,%;) - u(x,) ]

2

P(x-x;) [P (%)) a(x) —u;] . (2.13)

Il
\)AMB [

O papel da fungdo peso é duplo, a saber: (/) ela permite que os nés dentro do dominio de
suporte mais préximos ao ponto de interesse contribuam mais do que aqueles mais distantes
do referido ponto; (i) uma vez que a fun¢do peso é suave e continua, e tem suporte com-
pacto, os nés entram ou saem do dominio de suporte de maneira gradual, o que resulta em

compatibilidade da funcao de forma assim construida.

A escolha da fun¢do peso deve respeitar as condi¢oes listadas na secao 2.2.2.

Como dito anteriormente, o procedimento para a determinacdo dos valores de ax(x) para um

valor arbitrario de x, é minimizar o funcional da Eq. (2.13), impondo

0J (x)
27 -0 2.14
O ’ (2.14)
o que resulta no sistema de equagdes algébricas abaixo:
M(x) a(x) = B(x) Uy, (2.15)
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no qual M é denominada matriz momento, definida por

M(x) = 3 6;(x) p(x;) B (x,). (2.16)

na qual, para os casos em que se trabalha com a mesma funcao peso para todas as posicoes

x do dominio, tem-se:
$j(x) = p(x - x;). (2.17)

A matriz B que aparece na Eq. (2.15) tem o formato
B(x) = [B1,Bs,,B,], (2.18)
que é um arranjo de n vetores do tipo
B; = ¢;(x) p(x;)- (2.19)

Finalmente, o vetor U, contém os parametros dos nds internos ao dominio de suporte de X,
ou seja:

UZ = {u17u27"'7un}~

A solugdo do sistema (2.15) para a(x) se escreve
a(x) = M(x)B(x) U,. (2.20)

Substituindo a Eq. (2.20) na Eq. (2.7), obtém-se

n /
w(x) =303 pi(x) [M (%) B(x)],, u, (2.21)
i j=1
a qual pode ser reescrita no seguinte formato:
u’(x) = Y. N2(x) uj, (2.22)
J

onde Nf(x) denota a funcdo de forma no MLS, como definida a seguir:
¢
N(x) = Y () [M7 () B()],, = p" M B,, (2.23)

i=1
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recordando-se que ¢ representa o niimero de termos da base polinomial p(x).

Observa-se porém que, para garantir a existéncia da inversa da matriz M, o niimero de nés n
no dominio de suporte de x tem que ser superior a £, i.e., n > £. Todavia, esta é uma condicdo
necessdria, mas nao suficiente. Imagine-se, a guisa de exemplo, que se queira aproximar o valor
de uma fungdo u(x) em 2D. Acrescente-se, apenas como hipdtese, que a base de mondmios
escolhida seja de primeiro grau, com termos em x = {1,z,y} , i.e., £ = 3. Ent3o, supondo-se
que fossem utilizados n = 100 pontos dentro do dominio de suporte de um valor arbitrario
X, com a particularidade de que todos est3o alinhados, ainda assim a matriz momento seria
singular. Portanto, a exigéncia de n > ¢ deve-se acrescentar que os pontos no dominio de

suporte tém que estar arbitrariamente distribuidos.

A aproximagdo u”(x) descrita pelas Egs. (2.22) e (2.23) pode, alternativamente, ter a seguinte
forma:

u?(x) = N?(x) Uy, (2.24)
onde N”(x) é a matriz de fun¢des de forma associadas aos n nés no dominio de suporte como

abaixo:

N?(x) = [N} (%), N3 (%), NE ()] (2.25)

Para obter-se as derivadas parciais da funcdo a ser aproximada, bem como das fun¢oes de

forma, reescreve-se, por conveniéncia, a expressdo para N”(x):
NP (x) = 77 (x) B(x), (2.26)
na qual y(x) é identificada na expressdo abaixo:
M(x)v(x) = p(x). (2.27)
As derivadas parciais de y(x) podem entdo ser avaliadas pelas expressdes seguintes:
M~,=p; -M;~, (2.28)
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M’Y,Zj :p,Z] - (M»l’yd +M7j ’7,2+M7’l]7) (229)

Finalmente, as derivadas parciais das funcdes de forma sdo dadas pelas expressdes que se
seguem:

N’ = 'ny +~v'B,, (2.30)

NG = VB +viB+viBi+v B (2.31)

Cabe ressaltar que, na aproximacdo obtida utilizando-se o MLS, as funcdes de forma ndo
reproduzem as caracteristicas do delta de Kronecker, i.e., N/(x;) # d;;, o que significa dizer

que u”(x;) # u;.

A consisténcia do MLS depende da ordem dos mondmios contidos na base polinomial descrita
nas Egs. (2.8) ou (2.9). Se a ordem completa dos mondmios é k, entdo as fungdes de forma
do MLS possuem consisténcia P*. Veja (Liu, 2003, pp. 84-86) ou (Fernandez-Méndez, 2001,
pp. 14-16).

2.2.3.1 Funcoes Peso

As fungbes peso comumente utilizadas sao apresentadas a seguir.
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Spline cubica

2 —4r?+4r3 parar<i
O(r) =14 —dr+4r2—4p% paral<r<i (2.32)
0 para r > 1

Spline quartica

1-6r2+83-3r* parar<l
o(r) = (2.33)

0 para r>1

Exponencial

e~(r/)?*  parar<1
o(r) = (2.34)

0 para r > 1

onde « é uma constante, geralmente igual a 0.3, segundo Liu (2003).

Spline quartica alternativa

win

~ 9,2 19,3 _ 5,4
Sre+ ST 5T para r <1

o(r) = (2.35)
0 parar>1
O valor da fun¢do peso do né x; no ponto x depende da definicdo da geometria do dominio de

influéncia do referido né, i.e., radial ou tensorial. Caso esta geometria seja radial, ¢(x—x;) =
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¢(r). Por outro lado, se esta geometria for do tipo tensorial, ¢(x —x;) = ¢(rs) ¢(ry) o(7,).
Nas Eq. (2.32) a Eq. (2.35), 7,7y, 1y, 7. sdo definidos, conforme cada caso, pelas Eq. (2.36).

rz'X‘pr' Tm:w;m lyp_yl TyJZ;Zj' (2.36)
= Y Z

Os parametros p, p;, py, p- definem a abrangéncia do dominio de influéncia para o qual a fungdo

peso ¢(-) # 0.

224 PIM

A aproximagdo baseada no método de interpolacdo de pontos (point interpolation method —
PIM) requer que a fung¢do de interpolagdo passe por cada né dentro do dominio de suporte
do ponto de interesse. Considere a aproximacgdo da funcdo u(x), denotada por u”(x), que se

escreve:

u(x) » uf(x) = Zn:pj(x)aj (x) = p'(x) a(x), (2.37)

J=1
onde n é o nimero nés dentro do dominio de suporte do ponto x, p(x) é a base polinomial,

e a(x) é o vetor de coeficientes, os quais sdo fun¢des de x. Como o niimero de pontos
dentro do dominio de suporte é igual ao niimero de monémios presentes na base polinomial,
os coeficientes «; sdo constantes na vizinhangca do ponto de interesse. A base polinomial
é escolhida conforme as Egs. (2.8 — 2.10). Conforme Liu (2003), a ordem de consisténcia

depende da base polinomial escolhida.

Os coeficientes ax(x) sdo obtidos exigindo-se que a Eq. (2.37) seja satisfeita em todos os n

nés dentro do dominio de suporte do ponto de interesse. Assim, para o j-ésimo né tem-se
uj=p'(x;)e(x) j=1-n (2.38)
para a qual u; = u(x;). A Eq. (2.38) pode ser reescrita na forma da Eq. (2.39)
U, =Ppa (2.39)
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na qual o vetor Uy contém os parametros nodais de todos os n nds dentro do dominio de

suporte do ponto de interesse e Py é denominada matriz momento no formato abaixo:

p’(x1)

P, - p(x.) (2.40)

| P (x,) )

Note que a matriz Py ndo € simétrica. Todavia, assumindo-se que a mesma possua inversa,

o vetor o pode ser obtido resolvendo-se a Eq. (2.39), i.e.,
a=Pj U, (2.41)
Substituindo-se a Eq. (2.41) na Eq. (2.37), tem-se
w(x) = z pi(x)u; = p(x) U, (2.42)
onde ¢(x) é a matriz das fun¢des de forma definida abaixo
p(x) =p' (X)Pg =[p1(x) (%) - @n(x)] (243)

Ressalta-se, todavia, que no caso de ndo haver inversa da matriz momento, a solucdo do
sistema na Eq. (2.41) n3o sera Unica, e todo o processo falha. Liu (2003) analisa as condi¢des

para garantir a inversa de Pg.

Garantindo-se que a matriz momento possua inversa, as funcoes de forma de PIM possuem as

seguintes caracteristicas:

1. s3o linearmente independentes

2. possuem propriedade Delta de Kronecker
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3. formam a particdo da unidade

4. capacidade de reproduzir funcdes lineares
5. possuem suporte compacto

6. nao utilizam fungdo peso

7. em geral, ndo sao compativeis

2.2.5 RPIM

O método RPIM (Radial PIM) é similar ao PIM, todavia utiliza uma base de fun¢des radial
(RBF — radial basis functions). A grande vantagem sobre o PIM é que sua matriz momento

possui inversa.

No método RPIM a aproximacgdo da fun¢do u(x), denotada por u”(x), se escreve:
u(x) »uf(x) = Y Rj(x)aj(x) = R"(x) a(x), (2.44)
j=1
na qual a é o vetor de coeficientes incégnitos, Rj(x) ¢ uma RBF tipica, como descrito na
Tabela 2.1, onde r; é a distancia Euclidiana entre o ponto x e o ponto x;, definido pela

Eq. (2.45)

ri =\ (x-%;) - (x-x) (2.45)

O vetor de incégnitas a na Eq. (2.44) é determinado ao impor que a interpola¢do passe pelos
n nés dentro do dominio de suporte do ponto de interesse. Assim, a interpolacdo no k-ésimo

ponto fica:

uk:u(xk)iRj(Xk)ocj(x) k=1,n (2.46)
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Tabela 2.1: RBFs tipicas

Nome Expressao Parametros de forma
Multiquédrica Rj(x) = (r; + C?)e C,q
Gaussiana R;j(x) = exp (~cr?) c
Spline placa fina Rj(x)=r] n
RBF logaritimica Rj(x) =1} logr; n

Repetindo-se a aplicacdo da Eq. (2.46) para os n pontos dentro do dominio de suporte, resulta

na abaixo

U,=Rpa (2.47)

na qual o vetor U, contém os pardmetros nodais de todos os n nés dentro do dominio de

suporte do ponto de interesse e R é denominada matriz momento no formato abaixo:

[ Ri(r) Ra(r) - Ru(r1) |

RQ: Rl(rg) RQ(TQ) Rn(rg) (248)

| Ri(rn) Ro(rn) - Ra(ra) ]
Como a distancia entre dois pontos independe da ordem de calculo, tem-se que R;(xy) =
Ry (x;), e assim a matriz momento é simétrica. Conforme Liu (2003), a exce¢do de valores
especificos para os parametros de forma adotados nas RBFs, a matriz momento Ry ¢, em
geral, simétrica, positiva definida, tendo, portanto, inversa. Os coeficientes o sdo obtidos

resolvendo-se a Eq. (2.47), i.e.,

a =Ry U, (2.49)

Substituindo-se a Eq. (2.49) na Eq. (2.44), tem-se
w’(x) = RT(x) Ry U, = p(x) U, (2.50)
onde ¢(x) é a matriz das fun¢des de forma definida abaixo

P(x)=[Ri(x) Ra(x) - Ru(X)]RG =[pi(x) @2(x) -~ @n(x)] (2.51)
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As funcoes de forma do método RPIM n3o possuem a consisténcia polinomial observada nos
métodos PIM e MLS ou, em outras palavras, as funcbes de forma de RPIM n3o atendem ao
patch test (i.e., ndo reproduzem exatemente polindmio linear). Todavia, de acordo com Liu

(2003), aproximagdo de qualquer fungdo continua utilizando-se RBFs sempre converge.

2.2.6 RPIMp

A fim de contornar o problema de consisténcia polinomial identificado no método RPIM, Wang
e Liu (2002) propuseram a adi¢do de polinémios a base de fun¢des utilizadas na construgcdo
das funcdes de forma. O método RPIMp é uma extensdo do método RPIM. Considerando n

nds na vizinhanca de um ponto de interesse, a aproximacdo da funcdo u(x), se escreve:

mgmwgpgym@%@wé?ﬁg@@pRﬂma@ppnggg) (2.52)

na qual o é o vetor de coeficientes incégnitos associados aos n termos da base radial R;(x),
como descrito na Tabela 2.1, e 3 é o vetor de coeficientes incdgnitos associados aos m termos

da base polinomial p;(x).

Os vetores incégnitas sao determinados exigindo-se que a interpolagdo passe pelos n nds dentro

do dominio de suporte do ponto de interesse. Assim, para o k-ésimo ponto tem-se:

up =u(xp) = Y i Ri(xp) + Y Bpj(xx) com k=1,-n (2.53)
i=1 j=1
que pode ser reescrita em forma matricial

U,=Roa+P, 3 (2.54)

onde U, é o vetor que contém os parametros associados aos n nds pertencentes ao dominio

de suporte de um ponto x. Os termos polinomiais devem obedecer a uma restricao adicional
n
Y aipi(x;)=0 com j=1,-m (2.55)
i=1
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ou em forma matricial

Pla=0 (2.56)
Combinando as equagoes 2.54 e 2.56 resulta

- (2.57)

Pr 0 B 0
A definicdo da matriz momento para as fun¢bes de base radial Ry é dada pela Eq. (2.48),

enquanto que a matriz momento P,, é uma matriz n x m na forma abaixo

px) pa(x) o pm(x) |

P - p1(x2) pa(x2) - pm(X2) (2.58)

_pl(Xn) p2(Xn) - Pm(Xn) ]

A partir da Eq. (2.54), admitindo-se R, seja inversivel, tem-se
a=Ry U, -RG'P, 3 (2.59)
Substituindo-se a Eq. (2.59) na Eq. (2.56) obtem-se
B=5,U; (2.60)

onde
S,=[PL Ry P.] " PL Ry (2.61)
Reescreve-se a Eq. (2.59) utilizando-se a Eq. (2.60), obtendo-se

a=8,U, (2.62)

na qual

S.=Rg -Ry' P, S, (2.63)
Assim, a interpolacdo descrita na Eq. (2.52) é reescrita na forma
u’(x) = [R7(x) S, + p"(x) Sp] Us = (x) U, (2.64)
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na qual o termo entre colchetes é a matriz das fungdes de forma.

As condi¢Ges para garantir solu¢ao tnica para os vetores incégnitas a e 3 sdo discutidas em Liu
(2003). Garantindo-se a existéncia e unicidade de solu¢do para ac e 3, Liu (2003) demonstram
que as funcoes de forma do método RPIMp possuem a propriedade delta de Kronecker, bem
como apresentam consisténcia polinomial (P*), desde que a base de mondmios utilizada seja

completa de ordem k.

2.3 Formulacao dos Métodos Sem Malha

Existem duas grandes vertentes para a formulacdo dos métodos sem malha, construidos via
formulacao fraca, que s3o: os principios variacionais e os métodos de residuos ponderados. A
formulagdo fraca, que pode ter carater local ou global é mais utilizada, pois tem a vantagem
de reduzir a ordem das derivadas envolvidas, bem como resultam em sistemas algébricos mais

estdveis, por conseguinte com resultados mais precisos Liu (2003).

Dos métodos variacionais, pode-se citar, o principio da energia potencial minima, o principio
de Hamilton e, o mais utilizado, o método de Galerkin, também citado na literatura como

Bubnov-Galerkin Nguyen et al. (2008).

Os métodos de residuos ponderados sao ferramentas mais gerais e podem ser aplicados a
problemas de varias dreas do conhecimento. Diversos métodos variacionais podem ser obtidos

a partir dos métodos de residuos ponderados dependendo da escolha das funcdes de ponderacio

Liu (2003).
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Belytschko et al. (1994), baseados no trabalho de Nayroles et al. (1992), apresentaram o
Element-Free Galerkin (EFG). Ambos os trabalhos citados formam a base de muitos métodos

sem malha encontrados na literatura.

Trés caracteristicas basicas do EFG s3o:

1. as fungbes de forma s3o obtidas a partir do método dos Minimos Quadrados Moveis

(Moving Least Squares — MLS);
2. o método de Galerkin é utilizado para a obtencdo do sistema de equacdes discretas;

3. a integracao numérica utiliza uma malha de células de integracdo em segundo plano.

O EFG tem varias caracteristicas numéricas desejaveis em comparagao aos seguintes métodos

sem malha, as quais sdo listados na tabela abaixo, conforme Liu (2003). A propriedade Delta

Fungbes  de Reprodutibilidade  Consisténcia Compatibilidade Delta de Kro-
forma necker
SPH nao no con- niao no con- sim, na forma nao
torno, sim no torno, sim no continua
interior interior
MLS sim sim sim ndo
PIM  Polino- sim sim nao sim
mial
PIM Radial sim nao nao sim
PIM Radial sim sim nao sim
com base
polinomial

Tabela 2.2: Tabela comparativa construcao das funcoes de forma

de Kronecker seria a Unica caracteristica negativa para a opc¢ao pelo EFG, pois a utilizacdo
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do método da Penalidade ou do multiplicador de Lagrange para a imposicao das condi¢coes de
contorno essenciais implicaria em comprometimento do condicionamento da matriz de rigidez.
Todavia, a possibilidade de se utilizar o acoplamento das funcdes de forma de elementos finitos

com aquelas do EFG facilita a imposicao das condi¢cdes de contorno.

Seja a equacdo diferencial parcial e condicbes de contorno para o equilibrio de um ponto

material no dominio €2 ¢ R3 no contexto da mecanica dos sélidos:

LTo(u)+b=0 em Q
Encontrarutal que: u=ut em Tp (2.65)
t(LI) = £ em FN

onde:

L é o operador diferencial,

u’” = {u,v,w} é o vetor deslocamentos;

o =D e é o tensor de tensoes;

D é o tensor das propriedades constitutivas;
€ é o tensor de deformacdes;

b é o vetor de forcas de corpo;

U é o vetor de deslocamentos prescritos;

I'p é a regido no contorno na qual s3o prescritos os deslocamentos (condigdes de contorno

essenciais ou de Dirichlet);
t = o1 é o vetor de forgas de superficie no contorno de normal n;

t é o vetor de forcas de superficie prescritas;
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I" v é a regido no contorno na qual sdo prescritas as for¢as de superficie (condi¢des de contorno

naturais ou de Newmman);

No método EFG a discretizacdo do problema se da na forma de nds cobrindo o dominio
a ser estudado. Os deslocamentos de um ponto sdo aproximados utilizando-se as func¢des
de forma obtidas via método dos Minimos Quadrados Moveis, a partir das quais obtém-se os
parametros dos nds no interior do dominio de suporte do referido ponto. O método de Galerkin
é entdo usado para determinar a forma discreta da Eq. (2.65), resultando em um sistema de
equacoes lineares no qual os parametros dos nds sao incégnitas a serem calculadas. Uma vez
resolvido este sistema de equacdes, os deslocamentos dos nés, ou de qualquer outro ponto do
dominio, s3o aproximados utilizandos as funcdes de forma associadas ao ponto em quest3o e
0s respectivos parametros dos nds associados ao dominio de suporte do referido ponto. Por
seu turno, as deformacdes sao calculadas a partir das derivadas das funcdes de forma e dos

parametros dos nos.

Lembrando-se que as funcdes de forma n3do possuem a propriedade de delta de Kronecker,
apresenta-se a seguir, de forma sintética, a forma fraca de Galerkin para a Eq. (2.65), com

multiplicadores de Lagrange, A, para a imposicao das condi¢cdes de contorno.

[zé(Lu)T(DLu)dQ—LdudeQ—/ 5uT£dr—f 5)\T(u—ﬁ)dF—f SuAdTl =0
I'n I'p I'p
(2.66)

Considerando um problema em dominio 2D, os deslocamentos aproximados u”(x) sio obtidos

usando-se a Eq. (2.22) para u e v:

uP n NP (x) 0 u? n
u’ = =3 ) " =Y. N (2.67)
P il 0 NP (x) ! i
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onde n corresponde ao ndmero de nds no interior do dominio de suporte do ponto x, N

denota a matriz de funcdes de forma, e uf, vf sao, respectivamente, os parametros do né 1.

Utilizando-se a Eq. (2.67), as deformagdes podem ser obtidas:

2 N7, 0
n n NP 0 n ’ n
Lu"=LZNfuf=zI: 0 a% o =Z 0 Ni’fy :ZBiui (2.68)
o 0 ‘
oy Oz Ni[:y wa

na qual N7, e N/, sdo as derivadas parciais das fungdes de forma, respectivamente para = e

Y.

O multiplicador de Lagrange na Eq. (2.66) também é uma incégnita do problema, a qual deve
ser calculada nos nds sobre a regidao do contorno na qual se impdem as condi¢des de contorno

essenciais, como abaixo:

Ax) = NN xeTp (2.69)

onde n, é o niimero de nds usados para a interpolacdo, s é o comprimento do arco sobre a
regiao na qual se impdem as condi¢cdes de contorno essenciais, A; € o multiplicador de Lagrange
para o né i, N;\(s) é o interpolante de Lagrange, usado no MEF. O k—ésimo termo de um

interpolador de Lagrange de ordem p no ponto s é dado pela expressao:

ﬁ(s - 8;)
Ni(s)=2——  i%k (2.70)
g)(sk = $i)

O vetor de multiplicadores de Lagrange pode ser escrito em forma matricial

n | NA 0 Au, n
A=) ’ SN (2.71)
ifo  NM| A, i

(2
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Substituindo-se as Eqgs.(2.91), (2.68) e (2.71) na Eq. (2.90), tem-se:
| (ZBUZ) (DZj:B )dQ+

- [ o (ZNpuZ) bdS) - [ ( NG uz) fdr+ (2.72)
Jow|(Snen) - [ oS aa-o

A simplificacdo da Eq. (2.72) resulta no seguinte sistema de equacdes lineares:

K G U F
- , (2.73)
GT 0 A qa

no qual K é a matriz de rigidez global, F' o vetor de forcas nodais global, U o vetor de para-
metros nodais (associados a aproximagdo dos deslocamentos nodais), e A é o vetor contendo
todos os multiplicadores de Lagrange. A matriz G e o vetor q estao relacionados ao cdlculo
dos multiplicadores de Lagrange para a imposicao dos deslocamentos prescritos. Em contraste
com o MEF, as matrizes na Eq. (2.73) sdo formadas pelas contribuicdes dos nés no dominio,
como descrito sinteticamente a seguir. A matriz de rigidez global é obtida com a contribuicao
de K;; matrizes de rigidez nodais:
g Nt
K=YYK; sendo K = /QBZTDB]- dQ. (2.74)
i
Note que o niimero de termos nos somatorios foi substituido por n; a fim de considerar todos

os nés no dominio do problema. O vetor de forcas nodais F; é dado pela expressao
F=YF, sendo F,-= f (N)T bdQ + f (N)T £, (2.75)
- Q Ty

Por sua vez a matriz global G é formada pela contribuicdo das matrizes nodais G;;

e Nt

G=Y3G; sendo Gy = f (NO)T N2, (2.76)
(2]

na qual o nimero de termos no somatério interno foi modificado para n); a fim de considerar

o total de multiplicadores de Lagrange no dominio. Finalmente, o vetor global q é montado
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de modo analogo ao vetor de forcas nodais global, com a contribuicdo dos vetores nodais q;
na forma da expressao abaixo:

nxt

q-= Zqi sendo q; = - [ (Nf)T adrl. (2.77)
i I'p

Deve-se notar que a matriz de rigidez nodal é simétrica, assim como a matriz de rigidez
global. Como o sistema de equagdes é aumentado para fazer o calculo dos multiplicadores
de Lagrange, a matriz final é simétrica, mas n3o positiva definida, o que implica em baixa
eficiéncia computacional da solucdo do referido sistema, dependendo do nimero e da ordem

de interpolacao dos multiplicadores de Lagrange.

Com relagdo a avaliagdo das matrizes acima, € necessario a utilizagdo de integragdo numérica.
No EFG tal procedimento baseia-se na utilizacdo de uma malha de células de integracao
(Fig. 2.3), a semelhanca de uma malha de elementos finitos, com a particularidade de que sua
funcdo é apenas dar suporte a integracao numérica, ndo havendo relagdo de conectividade dos

nés desta malha de células com os nés do dominio do problema. (Liu, 2003, pp. 164) sugere

dominio de influéncia

no6s (brancos)
pertencentes ao

. dominio de
[ ] (@]
. ° suporte do ponto
° . de integracao
uadrado
.. CN (q )
ponto de integracao célula de integragao

Figura 2.3: Dominio 2D: nés (e, o) e ponto de integragdo (O).

que para se obter uma solucdo precisa o suficiente, é necessario ter um nimero de pontos
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

de Gauss de no minimo 3 vezes o nimero total de nés no dominio para problemas 2D. Tal
numero depende de um balanco entre a densidade de células e do nlimero de pontos de Gauss
em cada célula. J& Lu et al. (1994) sugerem utilizar ng pontos de Gauss em cada diregdo,
sendo ng > \/nn + 3 resultando em uma integra¢do contendo ng x ng pontos de Gauss, onde

nn é o nimero de nds dentro de uma célula de integracao.

2.4 Imposicao de Condicoes de Contorno

As fungbes de forma obtidas nos varios métodos sem malha, na sua grande maioria, ndo
apresentam a propriedade do delta de Kronecker, como ja citado. Assim, a imposi¢cao das
condicoes de contorno essenciais requer um trabalho adicional, diferentemente daquele exigido
pelo MEF para a mesma tarefa. Muitas técnicas s3o encontradas na literatura, as quais

podem ser classificadas em dois grandes grupos, conforme destacam Ferndndez-Méndez e

Huerta (2004), a saber:

1. métodos baseados na modificacdo da formulacdo fraca do problema, tais como multipli-
cador de Lagrange Belytschko et al. (1994), método da penalidade Zhu e Atluri (1998)

e método de Nitsche;

2. métodos que modificam as fun¢des de forma Belytschko et al. (1995); Ferndandez-Méndez

e Huerta (2004); Gosz e Liu (1996); Huerta e Fernandez-Méndez (2000);
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

2.4.1 Modificacao da Forma Fraca

Os métodos classificados no primeiro grupo modificam a forma fraca de modo a permitir o uso
de funcdes tentativas que n3o se anulam na regido sujeita as condicoes de contorno essenciais.
Em Fernandez-Méndez e Huerta (2004) hd uma comparagdo dos trés métodos resumidamente
apresentados nesta secdo, e o método de acoplamento continuo entre as funcdes de forma do

MEF e EFG proposto pelos referidos autores.

2.4.1.1 Multiplicador de Lagrange

s

E um dos métodos mais utilizados para a imposicao de condicées de contorno devido a sua
simplicidade e generalidade. Um multiplicador de Lagrange estd associado a cada restricao
imposta, e corresponde a uma nova incégnita acrescentada ao problema, o que implica no
aumento da dimensao do mesmo. Além do aumento da dimens3o do sistema de equac¢des a
ser resolvido, o uso do multiplicador de Lagrange resulta em uma matriz final simétrica, mas
ndao mais positiva definida, o que impede a adoc3o dos tradicionais métodos de solucido de

equagoes lineares.

Uma desvantagem mais grave é que o espaco de interpolacao dos multiplicadores de Lagrange
deve ser escolhido com critério para atender, simultaneamente, a duas limitagdes: (i) precisa
ser suficientemente rico para chegar a resultados aceitdveis, (if) ao mesmo tempo em que

quanto maior for o nimero de multiplicadores, mais singular se torna o sistema.

Como notado em Fernandez-Méndez e Huerta (2004), o espago de interpolagdo tanto para o
multiplicador de Lagrange, quanto para as incégnitas do problema, devem atender a condicao

de estabilidade inf sup de Babuska-Brezzi.

35



2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

Para o MEF esta escolha nao representa um obstdculo, embora o mesmo ndo possa ser afirmado

para os métodos sem malha.

2.4.1.2 Método da Penalidade

Assim como o multiplicador de Lagrange, o método da penalidade ((Liu, 2003, Sec. 6.2)) é
geral e facilmente implementdvel, pois requer o uso de uma unica constante. Duas vantagens
relativas sdo que (/) a dimensdo do sistema de equagdes final ndo tem sua dimensdo aumentada,
e (/i) a matriz final é simétrica positiva definida. Todavia, o parametro de penalidade deve ser
suficientemente grande para se impor as condi¢cdes de contorno essenciais a fim de se obter
resultados confidveis. Isto implica no mal condicionamento da matriz de equagdes, degradando

a precisao do resultado final e, consequentemente limitando o uso desta técnica.

2.4.1.3 Método de Nitsche

O método de Nitsche, descrito em Fernandez-Méndez e Huerta (2004), é similar ao método
da penalidade, pois requer a utilizacao de um Unico parametro, portanto com as mesmas
vantagens ja citadas. Uma vantagem adicional é que o parametro de penalidade empregado
nao exige valor tao elevado, ndo incrementando assim o nimero de condicionamento da matriz.
Todavia, sua formulagao nao é geral, exigindo-se a modificagdo da forma fraca para cada

problema em particular.
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

2.4.2 Modificacao das Funcoes de Forma

Existem varias alternativas encontradas na literatura as quais se enquadram em dois grupos
segundo esta classificagdo, a saber: (i) métodos que fazem uso de alguma combinag¢&o linear
das fungBes de forma e/ou dos pardmetros incégnitas do método sem malha utilizado, de
modo a obter a propriedade de delta de Kronecker na regido sujeita as condi¢cdes de contorno
essenciais; (/i) métodos que fazem o acoplamento das fungdes de forma dos métodos sem
malha com outros métodos como elementos finitos, elementos de contorno, entre outros Liu

(2003).

2.4.3 Acoplamento

Para evitar o uso dos métodos citados anteriormente, e pensando na facilidade de imposicdo de
condicoes de contorno do MEF, uma maneira alternativa para modificar as funcoes de forma de
modo a permitir a imposicao das referidas condicoes de contorno essenciais, é o acoplamento
das fun¢des de forma do método sem malha com o MEF, especificamente na regido do contorno
essencial, o que permite a imposigdo direta dos valores prescritos. Belytschko et al. (1995)
apresentam uma técnica de acoplamento na qual tanto elementos finitos quanto particulas
tém influéncia em uma regido de transicdo bem especifica. Nesta técnica, os nds de elementos
finitos sao substituidos por particulas, sendo necessaria a definicao de fun¢des rampa, as quais
restringem os valores assumidos pela fun¢des de forma nesta regido de transicdo. Todavia,
como apontado por Fernandez-Méndez e Huerta (2004), uma limitagdo desta abordagem ¢é

que a regiao de transicdo é do tamanho de um elemento finito com interpolacao linear.
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

O acoplamento proposto por Fernandez-Méndez e Huerta (Huerta e Ferndndez-Méndez (2000);
Ferndndez-Méndez e Huerta (2004); Huerta et al. (2004b)) segue os passos de Belytschko et al.
(1995), apresentando duas grandes vantagens: (/) é uma formulagdo geral de acoplamento
continuo, (ii) pode ser utilizado como método de interpolagdo mista de elementos finitos,
enriquecendo o espaco vetorial de interpolacdo ao acrescentar tantas particulas quanto se

queira dentro dos elementos finitos.

Em sintese, este método pode ser assim descrito. Seja um conjunto de particlas x; € Q2 c R?,
e uma base polinomial completa, p(x). Assuma que neste dominio a aproximacdo de u(x)

seja na forma,

u(x) = u(x) + u(x) (2.78)

na qual u"(x) refere-se a aproximacdo devida ao MEF e u”(x) a parcela desta aproximacdo
devida a um método sem malha, em particular o EFG. Assume-se que o dominio {2 seja a
unido de dois sub-dominios n3o disjuntos, i.e., Q = Q" + Q. Também é necessdrio existir um
conjunto de nés {x; };.;» (Figura 2.4) aos quais estdo associadas as funcdes de forma do MEF,
N!'(x), de modo que a parcela da aproximagdo de u(x) via MEF, u"(x), é obtida da maneira
usual, i.e.,

u(x) = Y u(x) NI (x) (2.79)

Figura 2.4: Nés de elementos finitos ativos (e € I*) sobre o contorno e suporte para o célculo
das fun¢des de forma de elementos finitos (em cinza).
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

Por outro lado, no dominio do problema requer-se que exista um conjunto de nds {X;}jce,
aos quais, de modo analogo, estdo associadas as funcoes de forma do EFG, N;’(X), a partir
das quais é obtida a parcela da aproximacdo de u(x) via método sem malha, u”(x), conforme

abaixo
uf(x) = Zu(xj)]\ff(x), (2.80)

sendo que I” é o conjunto de indices dos nés do dominio €2? na vizinhanca de x, i.e.,
I? = {j tal que |x; — x| < p} (2.81)

Deste modo, pode-se definir objetivamente os sub-dominios anteriormente citados. O sub-
dominio 2" denota uma regido na qual as fun¢des de forma N/*(x) tém influéncia na aproxi-
mac3o de u(x), i.e.,

O = {xeQ|Tiel" N'(x) 0} (2.82)

Por sua vez, (¥ é o sub-dominio no qual ao menos uma funcao de forma N;’(X) seja nao nula,
ou seja,

= {xeQ|3jel’,N\(x) #0}. (2.83)

Assim, na regido® Q"\ Q” na qual somente elementos finitos estdo presentes, somente a apro-
xima¢do via MEF estd presente, e u(x) ~ u(x). Na regido onde apenas particulas tém
influéncia na aproximagdo, 2\ Q" a aproximagdo é devida somente ao EFG, u(x) ~ u”(x).
Entretanto, existe uma regidao do dominio, Q=0"n ¢, na qual a interpolacdo mista ocorre,
i.e.,

u(x) = a(x) = u"(x) +u’(x) = Y, NM(x)u;+ . N’ (x)u; (2.84)

je[h ielp
onde N/(x) é a fung¢do de forma usada no EFG, modificada levando-se em consideragédo o

acoplamento com as funcdes de forma de elementos finitos.

L' C=A\B={z:2eAex ¢ B}. Sejam A=1{1,2,3}, B={3,4,5}. Entdo C = {1,2}.
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

As fungdes de forma na Eq. (2.84) sdo definidas do mesmo modo que aquelas do EFG,
N (x) =" (x;) 6u(x) ¢ (x - x;) (2.85)

Entretanto, o vetor a(x) é obtido impondo-se a condi¢do de que o mesmo reproduza exata-
mente todos os polinémios em p(x), para a aproximagdo combinada, i.e.,
p(x) = Z Njh(x)p(xj) + Z ]\fo(x)p(xz-) (2.86)
je]h €lP
Substituicdo da Eq. (2.85) na Eq. (2.86) resulta no sistema de equag¢des abaixo:

M(x)a(x) =p(x) - ), N}'(x)p(z;) (2.87)

jeIh

Na Figura 2.5 destaca-se a adaptacdo da fungdo de forma do EFG para na regido 2 de

interpolacdo mista.

Figura 2.5: Fungdes de forma acopladas: elementos finitos (linha tracejada) e EFG (linha
cheia). Crédito imagem Fernandez-Méndez e Huerta (2004).

Observa-se também que, na regido onde somente particulas atuam, 27\ Q" o somatdario no
termo direito da Eq. (2.87) é igual a zero, e entdo &(x) = a(x). Portanto, N”(x) = N/(x).

Por outro lado, onde somente elementos finitos atuam, Q"\ Q°, &(x) = 0, e N”(x) = 0.

Fernandez-Méndez e Huerta (2004) demonstram que a aproximagdo %(x) € continua em €,

desde que duas condi¢bes sejam atendidas:
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2.4. Imposicdo de Condi¢des de Contorno

(/) o grau de todos os polinémios em p seja menor ou igual aqueles da base de elementos
finitos, e
(/i) o dominio de influéncia das particulas inclua a regido na qual elementos finitos ndo tenham

uma base de interpolacdo completa.

A partir destas consideragoes, os autores demonstram também que Nip(x) = 0 na regido

092’ N €, intersecdo do contorno de 2? com o dominio €2 do problema.

A Fig. 2.6 ilustra as funcdes de forma acopladas para os pontos A e B em um dominio 2D.

—®

Figura 2.6: Funcdes de forma acopladas, associadas aos pontos A e B no dominio. Discreti-
zagdo em elementos finitos no contorno, néds (o) e particulas (x). Crédito imagem Fernandez-
Méndez e Huerta (2004).

A generalidade deste método de acoplamento permite o uso de qualquer distribuicdo de par-

ticulas, inclusive no interior dos elementos finitos, como ilustra a Fig. 2.7.

Figura 2.7: Discretizagdo em elementos finitos no contorno, nds (e) e particulas também no
interior dos elementos (x). Crédito imagem Ferndndez-Méndez e Huerta (2004).
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2.5. Formula¢ido dos Métodos sem Malha Acoplados ao MEF

2.5 Formulacao dos Métodos sem Malha Acoplados ao

MEF

A derivada das fun¢des de forma para a componente x; é dada pela Eq. (2.88):

X —')(j

N3 ) =7 () a0 0 (S22 T (k) a0 20 (S) (289

p
onde o vetor & (x) é obtido resolvendo-se o sistema dado pela Eq. (2.89), o qual é obtido

derivando-se a Eq. (2.87) em relagdo a componente xy, a saber:

M i (x) a(x) + M(x) & (x) = pr(x) - Z p(x;) ka(x) (2.89)

ielh

Lembrando-se que as fungoes de forma nao possuem a propriedade de delta de Kronecker,
apresenta-se a seguir, de forma sintética, a forma fraca de Galerkin para a Eq. (2.65), com

acoplamento entre EFG e MEF para a imposicao das condi¢cdes de contorno.

fQ 5(Lu)”(DLu) dS - fﬂ sulb Q) - [ sultdl =0 (2.90)
Iy

Os deslocamentos aproximados u”(x) sdo obtidos usando-se a Eq. (2.79) para u” e v":

uh NMx) 0 ul
u(x) = =1 ) " b= > Nl (2.91)
vh ielh | Nih(x) Uzh ielh

na qual N? denota a matriz de funcoes de forma do MEF, e u;, v; sdo, respectivamente, os
parametros do né . De modo andlogo, a parcela de deslocamento devida a aproximagao do
EFG € obtida utilizando-se a Eq. (2.80) para u” e v”:
uP NP(x) 0O u
u’(x) = =>1 7

VP e | 0 N7 (x) v

(SR

= Y N (2.92)

gelr

SO
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2.5. Formula¢ido dos Métodos sem Malha Acoplados ao MEF

onde ij. denota a matriz de fungdes de forma de EFG, e u;, v; sdo, respectivamente, os

parametros do né j.

Utilizando-se a Eq. (2.91), as deformagdes podem ser obtidas:

Nihx 0
i uh
Lu"(x)=L Y Nful=>| o N Ct= > Bl
jelh ielh nY vl ielh
Nk NPh '
Y i,x
onde
AU; 0
h _ h
B; 0 NI
h h
Ni,y Ni,x
e
N? 0
gz o
Lu’(x)=L ) N/u/=3>"1 o N?, T Biu/
jelp jelp vf jelp
o o
Nj,y Nj@
onde
Nfz 0

B=| 0w,
NP N?

%Y 1,T

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

nas quais N e Nihy s3o as derivadas parciais das funcdes de forma, respectivamente para x

e y, e as matrizes B! e B;.’ relacionam deformacgdes e deslocamentos para as aproximacoes

devidas, respectivamente, ao MEF e ao EFG.

Substituindo-se as Egs.(2.91), (2.92), (2.93) e (2.95) na Eq. (2.90), tem-se:

T
JRIDETE D(z Bl + 3 Bg’ug’) 10+

ielh relP jelh selp

T
-fQ(S(Z N'ul + ZN;ﬁug) bdQ +

ielh relP
T
—f 5(2 Niul + 3 Ngu,e) fdr=o
Iy jelh relp

(2.97)
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2.5. Formula¢ido dos Métodos sem Malha Acoplados ao MEF

Em contraste com o MEF, as matrizes na Eq. (2.97) s3o formadas pelas contribuigdes dos nés
no dominio, como descrito sinteticamente a seguir. A matriz de rigidez global é obtida com a
contribuicdo de K;; matrizes de rigidez nodais considerando o acoplamento entre as parcelas

de MEF e aquelas do EFG:

K = K + K + K% + K'h (2.98)
K=Y P K, sendo Ky, = fQ (B)” DB d) (2.99)
K" = ZI; > K sendo K = fQ (B))T DB? Q) (2.100)
K" = ZI; ; K, sendo K= Q(Bg)TDB? dQ) (2.101)
0
K" = ; ZIhKJ sendo K, = fﬂ (B!)" DB"dQ (2.102)
i e

O vetor de forcas nodais equivalentes é formado com a contribuicdo das forcas de corpo e

aquelas aplicadas ao contorno:

F=F"+F! (2.103)
cujas expressoes sao dadas a seguir:

F'= Y F'+ Y FY sendo FQ:[Q(N;L)deQ e Ff;:[Q(N,e)deQ (2.104)

ielh relP

F'= Y F'+ Y F! sendo Fﬁ:f (NI Edr e F,é:f (NOYT§dT  (2.105)
FN FN

ielh relp
Deve-se notar que a matriz de rigidez nodal é simétrica, assim como a matriz de rigidez global.
Com relagdo a avaliagdo das matrizes acima, € necessario a utilizagdo de integragdo numérica.
No EFG tal procedimento baseia-se na utilizacdo de uma malha de células de integracao
(Fig. 2.3), a semelhanca de uma malha de elementos finitos, com a particularidade de que sua
funcdo é apenas dar suporte a integracao numérica, ndo havendo relagdo de conectividade dos

nés desta malha de células com os nés do dominio do problema.
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Um Ambiente Teérico e Computacional
de Modelos Constitutivos para Concreto

Teorias existentes para o estudo de estruturas de concreto, notadamente as baseadas no
Método dos Elementos Finitos, foram elaboradas ao longo de muitos anos. Muito do que esta
descrito aqui, de maneira sucinta, tem por base os trabalhos de Pitangueira (1998) e Penna

(2011).

A ocorréncia, isolada ou combinada, de diferentes fenGmenos tornam o comportamento me-
canico do concreto de dificil descricao analitica. Tal comportamento é fonte de estudos e

pesquisa desde o inicio do século XX, quando surgiram os primeiros fundamentos tedricos.

Inicialmente, o estudo do concreto armado era baseado em aproximacdes empiricas e as teorias
eram estabelecidas com base em simplificaces, que contornavam dificuldades de formulacdo

de uma estrutura tedrica mais elaborada.

Nesse contexto, o método dos elementos finitos surgiu como um recurso geral que ampliou

as possibilidades de estudo. Hipédteses, antes simplificadas para serem incorporadas na teoria
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analitica, passaram a ser inseridas em modelos cada vez mais sofisticados com o objetivo de

descrever o comportamento do concreto de forma mais realista possivel.

Varios aspectos do método dos elementos finitos, quando este é empregado para caracterizar
o comportamento n3ao linear do concreto, sao estudados desde os primeiros modelos. Um dos
primeiros trabalhos nesta drea foi o de Ngo e Scordelis (1967) que, considerando os materiais
como eldsticos-lineares, incluia representacbes para as armaduras e fissuras, sendo as trincas
inseridas na malha de elementos finitos de forma discreta, assumindo padrdes j& constatados

empiricamente.

O trabalho de Nilson (1968) era semelhante, sendo as trincas inseridas na malha de forma
discreta, entretanto, ja se considerava o comportamento ndo linear do material. Até entdo,
nestes modelos iniciais, a idealizacdo de um meio continuo fissurado, em substituicido ao meio
continuo intacto inicial, nao havia sido concebida. A representacdo do processo de fissuracdo
em modelos planos foi inicialmente tratada por Rashid (1968), que introduzia trincas paralelas
distribuidas em regides internas aos elementos finitos, em contraposicao a inser¢do das fissuras
nas interfaces entre elementos. O material atingia um limite de resisténcia e, neste ponto, a
rigidez da regido decaia devido ao inicio da degradacao. Embora limitado, o modelo proposto
apresentava facilidade de implementacao e ja trazia a hipétese fundamental dos modelos de
fissuracdo distribuida: a substituicao do meio continuo inicial por um meio, também continuo,

cujas propriedades mecanicas representem uma regido com fissuras uniformemente distribuidas.
Modelos subsequentes (Suidan e Schnobrich (1973)) mantiveram a rigidez residual transversal

como funcdo do mddulo de elasticidade transversal inicial, através de um fator de reducido

denominado fator de retencdo ao cisalhamento.
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Modelos unidimensionais para tratar o concreto, através de relacdes momento-curvatura, tam-
bém j& eram usados. No trabalho de Monnier (1970), por meio de estudos tedricos e experi-
mentais em vigas de concreto, leis ndo lineares para a relagdo momento-curvatura foram desen-
volvidas. Uma abordagem computacional sobre o assunto foi feita por Blaauwendraad (1972),
que revisou os conceitos adotados até aquele momento e apresentou um modelo unidimensional

que considerava efeitos de segunda ordem combinados com relaces momento-curvatura.

O uso de parametros da mecanica da fratura para modelagem de estruturas de concreto foi
iniciado por Hillerborg et al. (1976). Neste trabalho, o concreto é descrito com um comporta-
mento crescente de tensdo até um limite maximo. A partir deste limite, o material entra em
regime de amolecimento — diminuicao de tensdo acompanhada de aumento de deformagdo —

que é regido por uma lei ndo linear baseada na energia de fratura.

No mesmo ano, BaZant (1976) estudou o amolecimento do concreto e o surgimento de uma
banda de fissuracdo, descrita através da variacdo da flexibilidade. O monitoramento da flexibili-
dade também foi estudado por Swartz et al. (1978), sendo feita uma anélise de sua variagdo em
vigas de concreto submetidas a flexdo. A partir de entdo, os modelos de fissurag¢ao distribuida

baseados em flexibilidade foram desenvolvidos.

Darwin e Pecknold (1976) apresentaram a modelagem de painéis de concreto armado subme-
tido a cargas ciclicas, usando leis tensdo-deformac3o biaxiais que admitiam degradacdo tanto
em tracdo como em compressdo. Este trabalho foi de grande relevancia, pois, até o momento,

apenas a degradacdo do concreto por tracdo era considerada.

Inspirados em BaZant (1976), muitos trabalhos (Bazant e Cedolin (1979, 1980, 1983)) foram
publicados abordando o mesmo tema: o surgimento de uma regido fissurada designada como

banda de fissuracdo ou zona de processamento de fissuras. Mas, somente no trabalho de
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Bazant e Oh (1983), a teoria foi elaborada admitindo um amolecimento gradual. O modelo
considerava a relagdo constitutiva com amolecimento (como proposto por Hillerborg et al.
(1976)) associada a um certo comprimento de banda de fissuragdo, que era tratado como

uma propriedade do material.

A partir destes primeiros modelos, os conceitos de fissuracdo distribuida se sedimentaram
e diversos trabalhos surgiram (de Borst e Nauta (1985), Rots et al. (1985) e Rots e de
Borst (1987)), aprimorando as teorias existentes, resultando nos modelos de fissuracdo fixa e

rotacional como conhecidos hoje.

A demanda dos modelos de fissuracdo distribuida por leis tensdo-deformacado representativas
das regides degradadas motivou muitos trabalhos, como os de Carreira e Chu (1985), Carreira
e Chu (1986), Boone et al. (1986) e Boone e Ingraffea (1987), que definem leis tensdo-

deformacao representativas do concreto.

Rots (1988) apresentou um amplo estudo sobre os modelos de fissura¢do distribuida, empre-
gando estes modelos para descrever o processo de fraturamento do concreto. No mesmo ano,
um outro amplo estudo sobre o comportamento n3o linear do concreto foi apresentado por
Proenca (1988). Neste trabalho, apds descrever modelos elastopldsticos e modelos baseados
na mecanica da fratura, Proenca apresenta uma formulagdo variacional para a modelagem

constitutiva.

Em paralelo aos modelos de fissuragdo, a mecanica do dano continuo (Lemaitre e Dufailly
(1987); Lemaitre (1992); Lemaitre e Desmorat (2005)) passa a ser usada na modelagem de
materiais parcialmente frageis. O trabalho de Lemaitre e Dufailly (1987) apresenta vérias
medidas de dano e conclui que a forma mais eficiente de se medir o dano de um material é por

meio da quantificacdo da densidade de defeitos. Entretanto, tal processo é dificil e incerto para
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0s casos em que ndo se tem uma uniformidade dos defeitos. Além disso, questdes relativas ao

tamanho e posicdo da regido de observacao do dano ainda s3o muito subjetivas.

Neste cenario, surgem os modelos de dano baseados em deformacao equivalente. Mazars
(1984) apresentou um modelo bastante simples, mas eficiente. O denominado modelo de
dano escalar admite que o dano é medido por uma variavel escalar, definida como deformacao

equivalente e calculada com base nas deformacgdes principais positivas.

Na mesma linha de Mazars (1984), anos mais tarde, outro modelo de dano escalar baseado
em deformacdo equivalente foi proposto por de Brekelmans et al. (1992). O modelo previa
que o material poderia apresentar comportamentos distintos em tracao e em compressao, o
que é essencial para a modelagem do concreto. A proposta associava a tracao e a compressao

em uma constante usada no calculo da deformacdo equivalente.

Os modelos de dano escalar foram a base de muitos trabalhos, podendo ser citados: Chow
e Wang (1987), Bazant e Pijaudier-Cabot (1987), BaZant e Pijaudier-Cabot (1988), de Vree
et al. (1995), Ghrib e Tinawi (1995), Petrangeli e Ozbolt (1996), Lee et al. (1997), Jirdsek
e Zimmermann (1998), Pituba (1998), Cauvin e Testa (1999), de Borst e Gutiérrez (1999),
de Borst (2002), Pituba (2003), Junior e Venturini (2007), Alves et al. (2000), Scotta et al.
(2002), Jirasek e Patzdk (2002), Xiang et al. (2002) e Lee et al. (2004), além de inimeros

trabalhos e aplicacdes encontrados na literatura.

Para uma melhor descricdo da anisotropia existente no concreto, uma nova proposta, baseada
na teoria de microplanos (Taylor (1938)), foi apresentada por BaZant e Gambarova (1984)
e Bazant e Oh (1985). Nesta proposta, o ponto material é tratado como um conjunto de
microplanos, orientados em diversas direcoes e posicionados na superficie de uma esfera de

raio unitdrio centrada no referido ponto. As deformacdes nestes microplanos correspondem a
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aplicagdo de uma restrigdo cinemdtica e/ou estatica ao tensor macroscépico de deformagdes.
Através de relacdes tensdo-deformacao, validas para os microplanos, calculam-se as tensoes
em cada microplano. Por fim, impondo-se condi¢cdes de equivaléncia de energia, obtém-se o

estado macroscépico de tensGes e uma avaliacdo da degradacdo da rigidez.

Uma primeira evolugdo deste modelo foi proposta por Carol et al. (1992), que apresentavam a
teoria pela primeira vez usando somente restricdo cinematica, abandonando assim os modelos
de restriciao mista. Embora o modelo marcasse uma evolucdo, apresentava inconsisténcias
que foram corrigidas e apresentadas por Ozbolt et al. (2001). Os modelos de microplanos
até entdo formulados usavam o principio dos trabalhos virtuais para a equivaléncia de energia.
Mas foi constatado que as leis termodindmicas ndo eram plenamente atendidas. Desta forma,
Carol et al. (2001a) e Kuhl et al. (2001), apresentaram uma nova estrutura tedrica consistente

com os principios termodinamicos.

Mais recentemente, Leukart e Ramm (2002, 2006) adotaram uma nova decomposicdo das
deformacdes macroscépicas, propondo assim uma nova formulacdo da teoria de microplanos

baseada nos principios da termodindmica.

O desenvolvimento de modelos seguindo a teoria da plasticidade compreendem uma grande
parte da modelagem constitutiva de materiais em geral. A teoria da plasticidade, amplamente
difundida e empregada, constitui um formato tedrico consagrado. Para aplicacdo deste for-
mato, critérios de resisténcia sao adotados de acordo com as caracteristicas do material que
se deseja representar. Assim, além de todos os modelos desenvolvidos especificamente para
o concreto, que tentam representar os fenémenos caracteristicos deste material, foram desen-
volvidos ainda modelos baseados na teoria classica da plasticidade. Os fundamentos da teoria

da plasticidade para o concreto podem ser visto em obras cldssicas como a de Chen (1982).
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3.1. Tentativas de Unificacdo

3.1 Tentativas de Unificacao

Muitas vertentes da modelagem constitutiva sao fundamentadas em estruturas tedricas capazes
de representar as principais caracteristicas do meio material, captando os comportamentos

observados experimentalmente e propiciando um modelo mais realista.

A mecanica da fratura, a mecanica do dano continuo e a teoria da plasticidade s3o as principais
estruturas tedricas usadas para a formulagdo constitutiva em geral, sendo, muitas vezes, usadas

em conjunto para maior fidelidade de representacio.

Uma base tedrica comum a estes modelos é a termodindamica que, em sua generalidade,
descreve os processos energéticos envolvidos no comportamento do material. Lemaitre e
Desmorat (2005) afirmam que, partindo-se de trés passos bésicos, é possivel descrever o
comportamento dos diferentes materiais por meio dos processos termodinamicos irreversiveis
envolvidos. Para tanto deve-se definir: (1) as varidveis de estado, cujos valores correntes
caracterizam o mecanismo termodindmico correspondente; (2) o estado potencial a partir do
qual pode-se obter as leis de estado e a definicdo das varidveis internas ao processo; (3) o
potencial de dissipacao e por conseguinte as leis de evolu¢ao das varidveis de estado associadas
com os mecanismos dissipativos. Maiores detalhes do uso das equacdes da termodinamica,

como base para a modelagem constitutiva, podem ser vistas em Neto et al. (2006).

Embora geral, a termodindmica é pouco prdtica no que tange a implementagao computacional
de modelos em um contexto unificado. Vdrios autores desenvolveram propostas tedricas para
tratar de forma geral a formulagdo constitutiva. Em muitos trabalhos, a consisténcia energética
é apresentada. Em outros, o foco principal é estabelecer regras gerais diretamente aplicadas

modelagem computacional.

Q-
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3.1. Tentativas de Unificacdo

Uma das primeiras propostas de abordagem unificada é apresentada por Rots e de Borst (1987)
que ressalta as propriedades dos modelos de fissuracdo distribuida de modo a generalizar os
conceitos de sistema local e global, considerando o critério de surgimento de trincas no sistema

local, para em seguida correlaciona-los a plasticidade.

Resumindo uma grande quantidade de trabalhos devotados a modelagem da degradacao dos
meios materiais, Carol et al. (1994) propdem uma unifica¢do tedrica de modelos de degrada-
¢do elastica baseados em uma Unica superficie de carregamento. Neste trabalho os autores
desenvolvem um arcabouco tedrico genérico compreendendo uma grande parte dos modelos de
dano em analogia com os conceitos e notacoes da teoria da plasticidade classica. As equacoes
constitutivas sao postas de forma légica e estruturada, indicando uma unicidade na formulagcao
de modelos constitutivos, sejam estes baseados em tens3o, deformacdo, forcas termodinami-
cas conjugadas ou dano. A proposta é ilustrada somente para modelos isotrépicos com uma
tnica superficie de carregamento. Os autores aplicam a estrutura tedrica por eles proposta em
trabalhos diversos Rizzi et al. (1995), Rizzi (1995), Carol (1996), Carol e Willam (1996), Carol
(1999), Hansen et al. (2001), que visam o estudo de problemas especificos. Nestes trabalhos,
o prometido potencial da estrutura tedrica nao é explorado e as limitacdes ndo s3o supera-
das. Dentre estes trabalhos destaca-se o de Rizzi et al. (1995) que, embora tenha abordado
uma formulag¢do aplicada a materiais multi dissipativos, baseado na teoria da plasticidade com
multiplas superficies apresentada por Simo e Hughes (1998), n3o apresenta uma generalizagdo

visando uma estrutura tedrica/computacional aplicada a modelagem constitutiva.

Com uma abordagem mais prética, de Borst e Gutiérrez (1999), partindo da derivacdo da rela-
¢do total da matriz de rigidez e empregando diferentes propostas de deformacgdes equivalentes,
generalizam modelos de dano isotrdpicos, ortotrépicos e anisotrépicos. Anos mais tarde, de
Borst (2002) faz uma breve revisdo de modelos para meios parcialmente frageis baseados na

mecanica da fratura, usando, para tanto, a proposta de seu trabalho anterior (de Borst e Gu-

52



3.1. Tentativas de Unificacdo

tiérrez (1999)). Mesmo generalizando a derivagdo das equagdes e usando uma Utnica nota¢do,

a falta de abstracdo limita a proposta a modelos de dano escalar.

Armero e Oller (2000a) apresentam uma estrutura tedrica para o acoplamento da mecanica do
dano com plasticidade. A formulagido apresentada baseia-se em tensao e indica uma forma ge-
neralizada para algoritmos de retorno. Na continuagdo deste trabalho Armero e Oller (2000b),
sao apresentadas aplicacOes das ideias propostas na primeira parte. Modelos de plasticidade
com dano, empregados a metais com efeitos de abertura e fechamento de trincas, s3o ex-
plorados. Os préprios autores indicam a limitacdo da proposta a modelos de dano acoplados
a plasticidade, ressaltando que modelos de dano distribuido, como os modelos classicos de

fissuracdo, ndo sdo contemplados pela proposta.

Voltando ao tema de 1994, Carol et al. (2001b) desenvolvem as equag¢des do trabalho anterior
com tensores de dano de segunda ordem. Os tensores de rigidez e flexibilidade bem como
suas respectivas derivadas sdo apresentados. Na segunda parte do trabalho (Carol et al.
(2001c)) um novo modelo de dano ortotrépico é demonstrado. O modelo é ilustrado apenas
com solugdes analiticas de alguns poucos exemplos tedricos simples. O trabalho, portanto,
carece de uma abordagem numérica-computacional aplicada a métodos consagrados, como o
método dos elementos finitos. Além disso, a impossibilidade de uso de mudiltiplas superficies

de carregamento nao é superada.

Recentemente, muitos autores (Wu et al. (2006), Wu e Li (2006b,a), Wu (2007a,b), Prochtel
e HauBler-Combe (2008) e Matallah e LaBorderie (2009)) se beneficiaram das propostas de
generalizagdo e unificagdo, dadas nos trabalhos de Carol et al. (1994, 2001b,c) . Sem preocu-
pacao de superar as limitagdes da proposta, esses autores desenvolveram seus préprios modelos

constitutivos e propuseram diversas aplicacoes da estrutura unificada.
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3.2. Unificagao Tedrica

3.2 Unificacao Teodrica

A tese de doutorado de Penna (2011) apresenta, dentre outras inova¢des, a concepgdo de um
ambiente para unificacdo dos modelos de degradacao eldstica, que abrange as teorias constitu-
tivas para materiais parcialmente frageis. As equacdes foram desenvolvidas em formato geral
e posteriormente particularizadas para os alguns modelos constitutivos, apds adequa-los ao
formato geral estabelecido. Este trabalho apresenta uma expansdo da estrutura tedrica pro-
posta por Carol et al. (1994). A proposta é capaz de contemplar vérios modelos constitutivos
elastoplasticos ou de degradacdo elastica; isotrdpico, ortotrépico ou anisotrépico, formulados

com uma ou varias fungoes de carregamento.

Para anélise fisicamente ndo linear, na Mecanica dos Sélidos Computacional, é necessario
estimar sucessivamente o equilibrio entre forcas internas e externas e a degradacdo do meio.
As forgas internas s3o, normalmente, estimadas por integracdo das tensoes internas no dominio
do problema e a degradacdo do meio é estimada através do calculo da matriz de rigidez
incremental ou grandeza equivalente. Independentemente do modelo discreto com o qual se
avalia as deformacdes em um ponto interno, o calculo das tensGes internas e da variacdo
incremental das mesmas dependem somente do modelo constitutivo usado para representar o
degradacdo do meio. Este modelo requer, como dados de entrada, somente, as deformagdes

correntes e a histéria pregressa das varidveis que o caracteriza.

Na unificagdo proposta por Penna (2011) parte-se do pressuposto da existéncia de uma relagdo

total entre tensoes e deformacgdes, na forma

Oi5 = Ez’jkl Ekl (3-1)

€ij = Cijki O (3.2)
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3.2. Unificagao Tedrica

sendo Fji; e Cjji, respectivamente, as componentes dos tensores de rigidez e flexibilidade

secantes. As relacdes acima na forma de taxas s3o dadas por

0ij = Fijri € + Eijri € (3.3)

€ij = Cijii 01 + Cijit Ot - (3.4)

Pode-se escrever as equacgoes relativas ao processo incremental de degradacdo eldstica na

forma:
Gij = Biju (Eu—£3) (3.5)

sendo
éZl = )\m Mkl (36)

onde égl é o incremento de deformacao devido a degradacdo de rigidez, \,, sdo as componentes
do vetor de multiplicadores ineldsticos, ou seja, a magnitude do processo de degradacao, e

Mk SA0 as componentes do tensor das direcoes da degradacao.

Admitindo-se uma fun¢3o de carregamento (F,,) na qual grandezas internas (p,,) controlam o
processo de degradacao, e estas por sua vez sao funcoes das deformacbes de degradacao ezl,

pode-se escrever a Eq. (3.5) como

Gij = B n (3.7)
onde
1
E;‘fjkl = Eijkl + H— Mmig Nnkl (3'8)

é o operador tangente, sendo H,,, as componentes do tensor pés-critico (ou médulos de
endurecimento ou amolecimento), 7m,,;; as componentes do tensor de degradagdo, e 7, as

componentes do tensor dos gradientes das fun¢bes de carregamento.
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3.2. Unificagao Tedrica

Na tese de Penna (2011) os tensores H, m e n sdo detalhados e especializados para vérios

modelos constitutivos de concreto, entre os quais citam-se:

Modelo de Fissura¢do Distribuida de Borst e Nauta (1985), Carreira e Chu (1985, 1986),
Boone et al. (1986) e Boone e Ingraffea (1987)

Modelo de Dano Ortotrépico devido a de Borst e Gutiérrez (1999)
Modelo de Dano de Mazars (1984)

Modelo de Dano Isotrépico de Mazars e Lemaitre (1984)

Modelo de Dano Isotrépico de Lemaitre e Chaboche (1990)
Modelo de Dano Isotrépico de Simo e Ju (1987)

Modelo de Dano Isotrépico de Ju (1989)

Modelo de Dano Isotrépico de Brekelmans et al. (1992)

Modelo de Dano Volumétrico de Penna (2011)

A unificagdo, sucintamente aqui descrita, foi elaborada e validada dentro do contexto do
Método dos Elementos Finitos (MEF). Um dos objetivos a que esta tese se propde é validar
o framework proposto por Penna (2011) na anélise fisicamente n3o linear através do método

sem malha acoplado ao MEF implementado nesta tese.
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Implementacao

A implementagdo computacional do EFG utiliza o sistema INSANE (Interactive Structural

Analysis Environment), uma plataforma de “software” livre em desenvolvimento no Departa-

mento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas
Gerais (http://www.dees.ufmg.br/insane). O ambiente computacional do INSANE, de-
senvolvido em linguagem Java, é constituido de trés grandes aplicagdes: pré-processador,
processador e pds-processador. No processador, ou nucleo numérico do sistema, diferentes
modelos discretos de andlise estrutural assim como varios modelos constitutivos estao imple-

mentados.
A base do sistema INSANE é o MEF. Todavia, gracas ao projeto orientado a objetos do
mesmo, a implementacao do método sem malha aqui apresentado herdou, reutilizou ou mo-

dificou classes do mesmo e, quando necessdrio, acrescentou classes especificas.

Em particular, destaca-se a montagem da matriz de rigidez global, que é andloga aquela usada

no MEF. No paradigma de programacao orientada a objetos, uma célula de integracao é um
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4.1. Sistema INSANE

tipo de elemento finito, herdando todos os seus métodos. Uma célula de integracdo possui
caracteristicas préprias, como a identificacao do elemento finito a ela acoplado, a definicao dos
nds que compdem o dominio de suporte de cada ponto de integracdo, o calculo de deformacdes
considerando o acoplamento, entre outras. Detalhes da implementacdo serao discutidos nas

secoes seguintes.

4.1 Sistema INSANE

O ntcleo numérico do INSANE consiste nas interfaces Model, Assembler e Solution, or-
ganizadas conforme ilustra a Fig. 4.1 abaixo, as quais representam a abstracdo adotada para
as implementacdes especificas, respectivamente, do modelo discreto, procedimento de monta-
gem do sistema de equacdes e dos métodos de solucio e obtencdo dos resultados numéricos.
Adicionalmente, a interface Persistence encapsula as operacdes de entrada e saida, bem

como a comunicacao entre os médulos pré e pds-processamento.

O sistema INSANE estd em continuo desenvolvimento, e a implementacdo em discussao
baseia-se na descrigdo elaborada por Fonseca (2008). Entretanto, o sistema reflete os trabalhos

de Fonseca (2006), Fuina (2009) e Penna (2011), entre outros.

A interface Assembler descreve os métodos necessdrios para a montagem de um sistema de

equagdes descrito pela Eq. (4.1)
A% +Bx+Cx=d (4.1)

onde x é o vetor de varidveis de estado do problema, sendo x e X, respectivamente, a primeira
e segunda derivadas temporais de x; A, B e C sdo matrizes e d é um vetor, os quais podem

ou nado depender da varidvel de estado ou de suas variacoes.

58



4.1. Sistema

INSANE

<<interface>>
Observable

yAY

<<interface>>
Model

java.util.Observer

AN

<<interface>>
Persistence

<<interface>>
Observable

7A

<<abstract class>>
Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 4.1: Organizagdo do nicleo numérico do INSANE

Esta descricao genérica possibilita a implementacao de diversos modelos discretos, como MEF
(Método dos Elementos Finitos), MEFG (Método dos Elementos Finitos Generalizados), MEC
(Método dos Elementos de Contorno) e MM (Métodos sem Malha), dentre outros, como

ilustra a Fig. 4.2. A interface Model possui a estrutura de dados associada ao modelo discreto

pkg model J
<<interface>> ModelDataManager
Model
4 - model

: Observable

1

: J

FemModel
[ I I ]
NonLocalFemModel MfreeModel GFemModel XFemModel

Figura 4.2: Organizacdo de classes que implementam a interface Model
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

objeto da andlise, fornecendo a classe que implementa Assembler as informacdes necessarias
para a montagem do sistema de equacdes do modelo, que por sua vez serd resolvido por alguma
classe que implementa a interface Solution. A Fig. 4.3 ilustra a organizagdo de classes que

implementam a interface Assembler. A interface Solution é responsavel pelo processo de

pkg Assembler J
Assembler
FemAssembler | I BemAssembler I | BemimplicitAssembler
| MfreeAssembler | | GFemAssembler | | XFemAssembler I | NonLocalFemAssembler

Figura 4.3: Classes que implementam a interface Assembler

solugdo do sistema de equagdes, seja ele linear ou nao linear.

4.2 Analise Estatica Fisicamente Nao Linear

Para o caso especifico de problemas estdticos em anilise fisicamente n3o linear, a Eq. (4.1)

simplifica-se no sistema de equagdes Eq. (4.2)
Cx=d (4.2)

onde x é o vetor de deslocamentos nodais, C é a matriz de rigidez, e d é o vetor de forcas

nodais. Na analise fisicamente n3o linear, a matriz de rigidez depende do estado de deformacgdes
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

corrente, e a solugdo do sistema da Eq. (4.2) requer a utilizagdo de um processo incremental

iterativo, conforme descrito em Yang e Kuo (1994).

Na andlise n3o-linear de estruturas é necessario resolver um sistema de equagbes de ordem
(n+1)x(n+1), sendo n equagdes de equilibrio e uma equagdo de restricdo, para a obten¢do
das (n+1) incégnitas, consistindo de um incremento no fator de carga e n deslocamentos

incrementais.

Utiliza-se um processo incremental iterativo para a solucao do problema acima mencionado,
no qual se estabelece um sistema de equacoes de equilibrio incremental para o passo de carga

i na itera¢do j, como descrito na Eq. (4.3) abaixo

onde:

K§—1 é a matriz de rigidez tangente, funcao do campo de deslocamentos Uj._l;
(5U§. € o vetor de deslocamentos incrementais;

5)\;'. é o incremento do fator de cargas;

P é o vetor de cargas de referéncia;

Q) _, é o vetor de forcas residuais.

Em funcdo do parametro de controle adotado, um incremento do fator de carga, 5)\;'., cor-
respondente é estabelecido, a partir do qual calcula-se o incremento de deslocamento, dU?,

como indicado pela Eq. (4.4)
i i 7 Qi
SUL = 65X} 5UP! + 65U (4.4)
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

na qual é adotada uma decomposicao consistindo de uma parcela dos deslocamentos incre-
mentais devida a carga de referéncia, 6UP;, obtida pela Eq. (4.5), e outra parcela associada

a carga residual, 5UQ;, calculada pela Eq. (4.6).

K' , §U" =P (4.5)
K§-71 (SUQ; = ;",1 (46)

A convergéncia do processo incremental iterativo é verificada, ao final de cada iteragao,
comparando-se um valor de tolerancia previamente fornecido em relacdo ao valor da mag-
nitude do vetor de forcas residuais, Eq. (4.7), e/ou da magnitude do vetor de deslocamentos
incrementais, Eq. (4.8). Alguns autores, como por exemplo Barros (2002), também utilizam
o valor da energia residual, calculada pela Eq. (4.9), como critério de parada do processo

iterativo.

1Q=/Q - Q (4.7)
||6U§|| =4 /5U§ . 5U§. (4.8)
H6u§|| =\ /6U§ . Q; (4.9)

Apés verificada a convergéncia e em caso de nova iteracdo fazer-se necessaria, o valor do novo
incremento de carga é calculado a partir da equagdo de restricdo (dependente do método de

controle adotado). A atualizagdo das varidveis obedece as Eq. (4.10) e Eq. (4.11)
No= X+ 0N (4.10)

U =U’_, +6U} (4.11)

Por sua vez, o vetor de cargas residuais é avaliado pela expressdo contida na Eq. (4.12)

Qé = )\é- P - F; (4.12)
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

Algoritmo 1 Método de Newton Raphson (versdo em deslocamentos)
Monte vetor de cargas de referéncia P
repita
repita
Calcule matriz de rigidez tangente K;_l (ver algoritmo 2 para K;_l)
Resolva K§-1 5VP; =P para 6VP;
Calcule incremento de deslocamentos §UP§ = f(éVP;) ver Eq. (4.13)
Resolva K;'._l 5VQ§ = Qj._l para 5VQ§.
Calcule incremento de deslocamentos 5UQ§. = f(6VQ;) ver Eq. (4.13)
Calcule incremento de fator de carga 5/\2. (depende do método de controle, vide Ta-
bela 4.1) ' '
Atualize §U’, = 60X, 6UP) +0UQ;  Eq. (4.4)
Atualize \i = \i_| + X! Eq. (4.10)
Atualize U;'. = U§—1 + 5U§. Eq. (4.11)
Atualize Q) = \; P -F!  Eq. (4.12)
Verifique convergéncia Eq. (4.7) e/ou Eq. (4.8), ou Eq. (4.9)
i+
até j < ndmero maximo de iteragdes e nao convergiu
i+
até ¢ < nidmero maximo de passos

onde F, ¢ o vetor de forcas equivalentes as tensdes internas (definido adiante — Eq. (4.16)).
Note-se que para a primeira iteracdo, i.e. j =1, o vetor de cargas residuais é nulo. O processo

acima descrito estd sintetizado no algoritmo 1.

Observa-se que, no caso dos métodos sem malha, a solugdo do sistema de equagdes resulta
em parametros nodais, V, a partir dos quais os deslocamentos nodais, U, s3ao calculados na

forma da Eq. (4.14). Assim, define-se a Eq. (4.13)
U=f(V) (4.13)

onde f(-) calcula o vetor de deslocamentos nodais, ou incrementos nodais, a partir do vetor

de parametros nodais, ou incrementos destes.

u(x) 2 u(x) + v’ (x) = Z u(x;)N(x) + Z u(xj)ij(x) (4.14)

ielh jelp
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

Tabela 4.1: Métodos de controle utilizados no algoritmo 1

| Método de Controle \ o) para j=1 \ 6N, para j> 1
de carga dA\1 = constante oA =0
SU: sUQ
direto de deslocamento 0N = Uk} oNj = - kf
SUL, UL,

sUPT! . sUQ
sUPT . 5UPY

' pl pl
de deslocamento generalizado | d\; = 5)\%\1 ou L U L 6A; =

A matriz de rigidez tangente é obtida utilizando-se a Eq. (4.15) e o algoritmo 2
K, = fQBZEthdQ+ fQBfEtB,,dm fQB;{EtBhdm fQBfEtBth. (4.15)

O vetor de forgas nodais é calculado pela Eq. (4.16) abaixo, cuja implementagdo € ilustrada

pelos algoritmos 3 e 4:
Fi - fQ(BﬁBh)T o' dQ) (4.16)

Finalmente, as etapas para o calculo das fun¢bes de forma do EFG acopladas ao MEF estao

detalhadas no algoritmo 5.
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

Algoritmo 2 Cilculo da matriz de rigidez tangente
para cada célula de integracao faca
K; <0
elem « busca elemento de acoplamento associado a esta célula
para para cada ponto de integracdo x(, faca
identifique dominio de suporte de x¢ (I*)
calcule fungBes de forma (e suas derivadas) de EFG (N#,IN”)
calcule B” na numerag3o local desta célula Eq. (2.96) 7
calcule K!” Eq. (2.99)
Kt <~ Kt + Ktpp
se clem + @ e X € elem entao
calcule fungdes de forma do MEF (N” N")
calcule B" mapeado na numeraco local desta célula Eq. (2.94)
calcule K" e K" Eq. (2.101) e Eq. (2.102)
K, <« K, + K" + (K/")T + Khh
fim se
fim para
Klocal — transfira K; da numeracdo local para a numeracio global
KflObal - K?lobal + K]lfocal
fim para

Algoritmo 3 Cilculo do vetor de forcas nodais equivalentes

Monte vetor de cargas nodais equivalentes Fint = [ BT o dV/

para cada célula de integracao faca
elem « busca elemento de acoplamento associado a esta célula
F « calcule Fee!
F,ca < transfira F da numeracao local para a numeracao global
Fglobal < Fglobal + Flocal

fim para
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4.2. Andlise Estatica Fisicamente N3o Linear

Algoritmo 4 Montagem do vetor de forcas nodais equivalentes para uma célula

Monte vetor de cargas nodais equivalentes para esta célula
]?ce” «~0
para para cada ponto de integra¢ao x(, faca
identifique o conjunto de particulas que formam o dominio de suporte de x¢ (17)
calcule fungSes de forma (e suas derivadas) de EFG (IN*,N%)
calcule B na numerag3o local desta célula Eq. (2.96)
e’ < Brur
se elem # @ e xq € elem entao
calcule fungdes de forma do MEF (N” N")
calcule B" mapeado na numeracio local desta célula Eq. (2.94)
el <« Bhu”
B <« B+ B"
fim se
calcule o(e” + €")
calcule Feell « Feell t BT o AV
fim para
retorne Fcell

Algoritmo 5 Cilculo das func¢des de forma de EFG

Entrada: x, 7 elem
se elem + & e x € elem entao
calcule Y P(x;) N'(x) (sendo N em coordenadas globais)
ielh

calcule Y P(x;) N (x) (sendo N, em coordenadas globais)
iell ’ ’
fim se

calcule M(x) = ¥ P(Xj)PT(XJ')¢(x_/JXj)
gelr

calcule M 4 (x) = jEZI:p P(Xj)PT(Xj)%QS’k (X—pxj')
resolva M(x) &(x) = P(x) - ¥ P(x;) N'(x)

resolva M j(x) &(x) + M(x) EI;(X) =P (x) - ¥ P(xi) N/, (%)

ielh

calcule Nf(x) =PT(x;) &(x) ¢ (X—px]')

calcule Nﬁk(x) =PT(x;) o p(x) ¢ (x_pxj ) +PT(x;) a(x) %¢,k (x_pXj)
retorne {N*, Nf’k}
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4.3. Classes Implementadas

4.3 Classes Implementadas

A implementacao do EFG acoplado ao MEF parte do pressuposto de que uma malha de células
de integracao em segundo plano serd usada para a integracao das equagoes em analogia direta
com o MEF. Assim, dentro do paradigma de POO, uma célula de integracdo é um tipo de
elemento finito. Desta forma, a classe MfreeModel, que contém a estrutura de dados que
descreve o modelo discreto, herda todos os métodos necessarios da classe FemModel, conforme

indica a Fig. 4.4.

Uma lista de células de integragdo e outra lista de elementos finitos (que fazem o acopla-
mento) sdo mantidas separadamente. Outros objetos ou lista de objetos foram acrescentados,

ainda conforme a Fig. 4.4, os quais serdo discutidos no que se segue. As células de integra-

pkg mfreeModel J
FemModel

—
MfreeNode

- sd

InfluenceDomajn Ié/
-id

- influenceDomain

MfreeModel

fShape

*\_
MfreeShape |

Figura 4.4: Classe MfreeModel

- listOfSegments

cdo implementadas sdo um tipo de elemento finito QuadrilateralCell para andlise 2D, e
HexahedralCell para andlise 3D, derivados, respectivamente, de Quadrilateral e Hexahe-

dral, que sdo ambos derivados de ParametricElement (Fig. 4.5). Na célula de integracdo é
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4.3. Classes Implementadas

necessario sobrescrever alguns métodos especificos tais como o célculo de deformacdes e ten-

soes nos pontos de integracdo, o calculo da rigidez e do vetor de forcas nodais equivalentes.

pkgelement J

ArrayList<ElementNode>

- <<interface>>
| AnalysisModel NonLocalApproach
ProblemDriver l
1
1
I
ConstitutiveModel '

ArrayList<Degeneration>

ArrayList<MfreeNode>

MfreeShape

FrameElement ParametricElement ThinPlateElement

4&
| I [ [ ] [ |

Bar | Quadrilateral Triangular || Hexahedral |Tetrahedra| | GFemElement

A | [
QuadrilateralCell

| MfreeCell XFEMElement

XFEMTriangular

Figura 4.5: Classe Element

Uma decisdo de projeto foi assumida neste ponto. Como o célculo das fun¢oes de forma do EFG
sao computacionalmente muito exigentes, e considerando-se que em uma andlise fisicamente
nao-linear deste processo repete-se a exaustao, optou-se por armazenar, para cada ponto de
integracdo, o valor das fun¢des de forma e suas respectivas derivadas, bem como uma lista
dos nés pertencentes ao dominio de suporte de cada ponto de integracao, o que é executado
em tempo de inicializagdo de cada célula. Quando da inicializagdo da estrutura de dados,
cada MfreeNode (Fig. 4.6) busca identificar seu préprio dominio de suporte. Posteriormente,
cada célula de integracdo identifica seu préprio dominio de suporte utilizando-se do dominio
de suporte de cada né de sua incidéncia. Finalmente, cada ponto de integracdo pesquisa seu

dominio de suporte a partir da lista especifica da célula a qual pertence o mesmo. Adicional-
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mente, cada célula de integracdo armazena uma referéncia para o elemento de acoplamento a

ela associada.

A classe MfreeNode é derivada da classe Node utilizada no MEF, como mostrado na Fig. 4.6.

Além dos atributos inerentes ao MEF como deslocamentos, restricoes, entre outros, este novo

tipo de né também necessita de informacdes de seu dominio de influéncia, a funcdo peso a

ele associada, as fungoes de forma e suas respectivas derivadas, da lista de nds que formam

seu dominio de suporte, além do elemento de acoplamento a ele associado. Um dés métodos

implementados nesta classe é responsavel pela busca pelo seu préprio dominio de suporte, que

utiliza como argumentos de entrada a lista de nés do modelo discreto, além de uma lista de

segmentos, aqui denominados segmentos protegidos, a serem testados segundo o critério de

visibilidade.

MfreeNode

pkg node J

IMatrix

WeightFunction

Node

X
- shapeFuncm

MfreeNod&"

*
- mfNodgs

MfreeModel

- elemList| Element

* fElements

k.3 *

-sd

- id

InfluenceDomain

- influencebomains

Figura 4.6: Classe MfreeNode

Para a implementacao do dominio de influéncia é necessario caracterizar sua geometria, seja

do tipo tensorial ou radial, além de associar a0 mesmo uma fun¢do peso a ser utilizada. O

dominio de influéncia, na verdade, é uma classe abstrata que especifica os métodos necessarios
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a obtencado do valor da funcdo peso e sua derivada para determinado ponto. Conforme indica
a Fig. 4.7, a geometria do tipo Tensorial é caracterizada por um retangulo no plano e por
um paralelepipedo no espaco tridimensional. Por sua vez, a geometria Radial é representada

por um circulo em 2D e uma esfera em 3D.

pkg ianuenceDomain)

WeightFunction é’/*

Geometry

InfluenceDomain |
R 2

Radial 1 Tensorial

N AN

Circle Sphere Rectangle Brick

Figura 4.7: Classe Geometry

A classe MfreeShape (Fig. 4.8) responde pelo calculo do valor da fungdo de forma e suas
respectivas derivadas. Na atual implementac¢do, utiliza-se o MLS para este fim em 2D e 3D.
Uma variacdo deste célculo envolve fazer uma translacdo, deslocando o centro de referéncia
para o préprio né. A base polinomial utilizada pode ser do tipo Serendipeta ou hierarquica,
aqui denotadas, respectivamente, Poly2d, Poly3d e Lagrange2d, Lagrange3d. Um mondnio
possui o formato geral x'y72*, sendo 7, 7,k = 0---p, onde p denota o grau do polinémio. Para

a formulagdo serendipeta ¢ + j + k < p, e para a formulacao hierdrquica i, 7,k < p.
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pkg shape J

MfreeModel

- bf

| MisS hape3DS hifted I

|MIsShape2D | |MIsShapezDShifted |

Figura 4.8: Classe MfreeShape

Mfree Basis

pkg basis J
BasisFunction
- bf
/ Polynomial
MfreeShape
Lagrange2d Lagrange3d Poly2d Poly3d

Figura 4.9: Classe Basis

4.4 Contribuicoes

No trabalho de Ferndndez-Méndez e Huerta (2004), ou a ele relacionado, ndo ha qualquer

mencao de como esta formulacdo deve ser implementada para realizar o acoplamento entre o

EFG e o MEF. Como ja foi mencionado anteriormente, no EFG as células de integracao nao

possuem qualquer relacao direta de incidéncia com os nés do dominio a ser analisado. Por

conseguinte, tal generalizacdo facilita a construcao da malha de células de integracdo. Toda-
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via, quando se considera o acoplamento com elementos finitos, estas duas camadas de objetos
geométricos levam a necessidade de uma descricdo mais elaborada do modelo geométrico,
exigindo-se, por exemplo, a manutencao de trés diferentes listas de nds, a saber: um né que
define um ponto do dominio, um para descrever a incidéncia do elemento finito, e outro para
descrever a incidéncia da célula de integracdo. Veja Fig. 4.10. Embora desejdvel, manter esta
flexibilidade na descricdo dos objetos geométricos que definem o modelo discreto levaria o tra-
balho na direcdo de geometria computacional, desfocando do objetivo da pesquisa. Por outro
lado, para cada ponto de integracdo seria necessario responder a perguntas do tipo: a qual
célula de integracdo tal elemento finito esta acoplado? este ponto de integracao coincide com

o no da incidéncia do elemento? estd sobre uma aresta? Pensando também no aproveitamento

£ célula de integracao

o /

+Hoat |t

elementos finitos de acoplamento

Figura 4.10: Elementos finitos acoplados (linha cheia) a célula de integracdo (linha pontilhada).
Nés do dominio (o), nés de elementos finitos (e), pontos de integragdo (+). Nés de incidéncia
nao destacados.

de cédigo do INSANE para o pds-processamento, e tendo em vista estas consideracdes, outra
decisao de projeto estabeleceu que a cada elemento finito de acoplamento corresponderia uma
célula de integracdo, como ilustrado na Fig. 4.11. Optou-se também por unificar a imple-
mentacdo dos nds, tanto os nds de incidéncia de elementos finitos quanto aqueles das células,
como nos pertencentes a discretizacao do dominio. Tal unificacao redundou um efeito cola-
teral positivo. Na formulagdo proposta por Fernandez-Méndez e Huerta (2004), o tamanho

do dominio de influéncia dos nds deveria ser maior que duas vezes a distancia média entre os
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mesmos, i.e, p > 2h. Ao adotarmos a estratégia de unificacdo do papel dos nés de incidéncia
de elementos e células de integracdo, foi possivel utilizar o tamanho do dominio de influéncia
aproximadamente igual a distdncia média entre os nés do dominio (p > h). Desta forma a

discretizacao sem malha é capaz de reproduzir uma discretizacao equivalente do MEF. A con-

nos de EF

ativos elemento de acoplamento

(“camada” coincidente com célula
de integragdo)

/

c¢lula de integragdo

mesmo ponto de
integracao

Figura 4.11: Camada contendo um elemento finito acoplado a malha de células de integracao.

sideracao da célula de integracao como classe herdeira de elemento finito significou um grande

aproveitamento do cdédigo existente para o MEF, em particular para o pés-processamento.

Utilizacao do Framework

O mais impactante neste aspecto de desenvolvimento foi a possibilidade de utilizagdo do
framework de modelos constitutivos desenvolvido por Penna (2011) com o propdsito de ser
independente do método de discretizacdo utilizado, mas testado originalmente no contexto do
MEF. A Fig. 4.12 ilustra o conceito de sua utilizacao, internamente apelidada de “caixa cinza”,

em contraponto as chamadas “caixas pretas”. Por exemplo, considere o método getIncre-
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mentalCuu() que calcula a matriz de rigidez incremental de um elemento finito. Para o caso
de uma célula de integracdo, entretanto, a matriz de rigidez correspondente refere-se aos nds
que pertencem ao dominio de suporte da referida célula, em contraposicdo a incidéncia nodal

de um elemento finito.

INSANE

€ (0]
material framework [ E,
. . )
modelo constitutivo modelos E,
modelo de analise constitutivos variaveis inelasticas

Figura 4.12: Framework de modelos constitutivos do INSANE.

Construcao do dominio de suporte

Na busca pelos nés que formam o dominio de suporte de determinado ponto utilizou-se o
critério de visibilidade sugerido por Belytschko et al. (1996); Organ et al. (1996); Nguyen
et al. (2008). Para ilustrar o conceito de visibilidade, considere um dominio plano tendo seu
contorno descrito por um poligono P, como ilustra a Fig. 4.13. Segundo (O'Rourke, 1996,
pp. 3) o ponto i pode enxergar o ponto j, ou j é visivel para i, se e somente se o segmento
1] estd totalmente contido no poligono, i.e., ij € P. Uma das possiveis maneiras utilizadas
para descrever a geometria do dominio discreto seria através de uma PLC (Piecewise Linear
Complex) como descrito, por exemplo, em Shewchuk (1997). Assim, a verificagdo do critério
de visibilidade para o par de nés {i,j} seria executada através da detec¢do de intersecdo do

segmento ij em relacdo as arestas descritas no PLC.

Com uma abordagem mais pragmatica, adotou-se o caminho inverso. Ao invés de montar um

PLC, uma vez que nos métodos sem malha apenas os nds sdo de interesse, optou-se por criar
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/ dominio de influéncia do no6 i

fe

K ab : segmento protegido

Figura 4.13: Busca com critério de visibilidade

a figura do “segmento protegido”, que funciona como obstdculo a visibilidade entre dois nés.
Para exemplificar, observe-se a Fig. 4.13. As arestas (ou segmentos) ac e ad fariam parte da

descricdo contida no PLC.

Quando o dominio discreto n3o é convexo, hd a necessidade de descartar os nds de suporte
que violam o critério de visibilidade. Analisando-se o né 7 na Fig. 4.13, pode-se observar que,
embora os nés {a,e, k,j,m} estejam dentro do dominio de influéncia de i, os nés {j,m}
violam o critério de visibilidade, pois os segmentos ij e im interceptam o segmento protegido
ab. A lista de nés de suporte de determinado ponto no dominio é formada pela insercio de
uma referéncia de cada né que (1) esteja dentro do dominio de influéncia e, (2) respeita o
critério de visibilidade. Esta lista conta com o auxilio da estrutura de dados set de Java,
a qual n3o permite a existéncia de duplicidade de objetos. Este algoritmo de busca nao é
o mais eficiente, possuindo ordem de complexidade O(n?), uma vez que percorre-se toda a
lista de nés do dominio para cada né da mesma lista. Todavia, como esta busca é efetuada

apenas uma vez, em tempo de inicializacdo da estrutura de dados, optou-se por este caminho.
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Alternativamente poderia ter sido usado algoritmos mais eficientes como uma &rvore de busca

do tipo kd-tree, conforme Fonseca (2011).

Processo incremental iterativo: uma proposta

O processo incremental iterativo de solucdo do sistema de equagdes ndo-lineares empregado
tradicionalmente no MEF utiliza os deslocamentos nodais na determinacao do preditor e corre-
tor do fator de carga. Salvo melhor juizo, na revisao bibliografica realizada n3o foi encontrada
nenhuma referéncia explicita a implementacdo do algoritmo de Newton Raphson para métodos
sem malha. Considerando-se que a soluc3o do sistema de equacdes sdo os parametros nodais,
nossa primeira implementacao consistiu na adicao de uma etapa de calculo dos deslocamentos

e incrementos destes a cada iteracdo, antes de realizar o calculo do fator de carga, através da

Eq. (4.13).

Uma vez que se trata de uma formulagao do EFG acoplada ao MEF para aplicagdo de condigdes
de contorno em deslocamentos, considerou-se, inicialmente, a aplicacao de carregamento em
nds ou arestas de elementos finitos, permitindo a ado¢ao do método de controle direto de
deslocamentos, o qual considera o incremento fixo de um determinado grau de liberdade que
se deseja controlar para a solucdo do problema. Neste caso, a solugcdo do sistema de equacoes
€ um parametro nodal, para o grau de liberdade escolhido, exatamente igual ao deslocamento
deste grau de liberdade, uma vez que a funcdo de forma do EFG é nula para o né ativo de

elemento finito, como visto.

Todavia, o método de controle direto de deslocamentos em algumas situa¢bes nao é capaz
de obter a trajetdria de equilibrio completa ou, por exemplo, se mostra incapaz de detectar

mudancas de comportamento na trajetéria de equilibrio de determinado grau de liberdade na
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ocorréncia de “snap-back”. Assim, é necessario recorrer a estratégias de controle mais robustas,

como o método de controle de deslocamentos generalizado.

Em um segundo instante, entretanto, fez-se uma pergunta. Tendo em vista que a solucao do
sistema de equacdes consiste nos parametros do EFG, os quais sdo usados posteriormente para
computar os deslocamentos nodais, e considerando uma analogia direta com o MEF, por que
nao usar tais parametros no célculo do preditor e corretor ao invés dos deslocamentos nodais?
Surgiu ai um resultado surpreendente. Para o método de controle generalizado de deslocamen-
tos o fator de carga ao longo do processo incremental iterativo se difere muito pouco daquele
calculado da forma tradicional, ou seja, via incremento de deslocamentos. Ja para o método
de controle direto de deslocamento, controlar parametro nodal correspondente a um grau de
liberdade significa um incremento fixo no valor daquele parametro, obviamente resultando em
fator de carga ligeiramente diferente, e consequentemente originando um deslocamento tam-
bém ligeiramente diferente. N3o obstante estas pequenas diferencas, o resultado importante
€ que a trajetdria de equilibrio de determinado grau de liberdade segue a mesma curva obtida
com o método de controle direto de deslocamento tradicional. O mesmo resultado foi obtido
para o método de controle de deslocamentos generalizado, bem como o método de controle

do arco cilindrico.

A proposta de modificacao do algoritmo de Newton Raphson estd descrita no algoritmo 6 a
seguir. Neste caso, basta usar a implementac3o original, fazendo U ser igual a V, sendo que
a tnica mudanca é quando da atualizacdo do célculo dos deslocamentos nodais ao final de
cada iteragdo, utilizando-se a Eq. (4.13). Os métodos de controle nesta proposta permanecem

idénticos aqueles para o MEF, mas sao apresentados apenas para clareza de notacao.
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Algoritmo 6 Método de Newton Raphson (versdo proposta)

Monte vetor de cargas de referéncia P

repita
repita

Calcule matriz de rigidez tangente K;ﬂfl

Resolva Kj._l 5VP§- =P para 5VP;
Resolva K§_1 (5VQ} = Q;_l para (5VQ}
Calcule incremento de fator de carga d)\! (depende do método de controle, vide ta-

bela 4.2)

Atualize V' = SX.GVP! +6VQ.  Eq. (4.4)
Eq. (4.10)

Atualize N’ =\ | + 9\
Atualize Vi =V’ | +6V}

Eq. (4.11)

Calcule deslocamentos U’ = f(V?) Eq. (4.13)
Atualize Q) = \; P - F’ Eq. (4.12)
Verifique convergéncia Eq. (4.7) e/ou Eq. (4.8), ou Eq. (4.9)

++

até j < nimero maximo de iteracdes e n3o convergiu

i+-+

até ¢ < nimero maximo de passos

(ver algoritmo 2 para K )

Tabela 4.2: Métodos de controle: proposta

’ Método de Controle \ 0Aj para j=1 \ dAj para j > 1
de carga dA; = constante oA =0

SV sV

direto de deslocamento 0N = vkll. ONj = - kf

oV, oV,

de deslocamento generalizado

SVPI . VP
SA1 = 6A — =

Y

SVPTL . sVl

SVPIh . SVP
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Experimentos Numéricos

Diferentemente do MEF que estd muito bem estabelecido no contexto de andlise fisicamente
nao-linear, o EFG apresenta uma variedade de parametros que influenciam no resultado da
analise. E objetivo deste capitulo identificar o impacto da escolha de alguns destes parametros,
tais como: a geometria do dominio de influéncia dos nés, suas dimensdes e o tipo de funcao

peso usada, a integracdo numérica, a base polinomial adotada.

No contexto de analise fisicamente n3o-linear serdo abordados a aproximagdo do tensor consti-
tutivo, o processo iterativo incremental, o uso de diferentes modelos constitutivos, bem como

alguns modelos de andlise.
Estes aspectos serdo discutidos nas se¢Oes seguintes através de alguns problemas exemplo.

Ressalta-se, todavia, que alguns dos fatores acima mencionados influenciam uns nos outros,

sendo que a forma de apresentacdo adotada visa apenas oferecer uma organizagdo do texto.

79



5.1. Dominio de Suporte

5.1 Dominio de Suporte

O dominio de suporte em um determinado ponto no dominio, por exemplo, um ponto de
integracao, é construido de acordo com a geometria do dominio de influéncia dos nés do
dominio, i.e., se tensorial ou radial, bem como da sua dimensdo. Os dominios de influéncia
dos nds nao podem ser pequenos demais porque, além de eventualmente n3o cobrirem todo
o dominio, ndo fornecem a quantidade minima de nds para formar o dominio de suporte de
determinado ponto de interesse, uma vez que a matriz momento (Eq. (2.16)) pode ndo ter
inversa. Por outro lado, o dominio de influéncia n3o deve ser demasiado grande sob pena de

redundar em uma anélise global, bem como destruir a banda da matriz de rigidez.

Para andlise fisicamente linear, varios trabalhos oferecem sugestdes para a escolha destes
pardmetros. Veja, por exemplo, Dolbow e Belytschko (1999), Liu (2003) e Zhuang et al.
(2012). De maneira geral, a dimensdo do dominio de influéncia é dada por p = ah, onde « é
um valor arbitrario adimensional, a € [2,4], e h é uma distancia caracteristica entre nds, i.e.,
2h < p < 4h. Esta faixa de valores para « é sugerida por resultar em menor erro entre a solucao
aproximada e a solucdo analitica. Todavia, ndo existe uma resposta Unica para a escolha de tais
parametros, pois a variacao da ordem da base polinomial, a precisdo da integracao numérica,

entre outros fatores também tém impacto.
O que se pretende mostrar aqui é que sugestdes e praticas que geralmente se aplicam em uma

analise fisicamente linear, n3o implica, necessariamente, que funcionardo quando se realiza

uma analise fisicamente n3ao linear.
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5.1. Dominio de Suporte

5.1.1 Painel L

Neste problema exemplo serdao explorados alguns aspectos citados anteriormente. Posteri-
ormente os resultados obtidos em laboratério serao comparados com aqueles da simulacao
numérica. A geometria do painel em forma de L estd mostrada na Fig. 5.1. Tais en-
saios em laboratério sdo devidos a Winkler et al. (2004). As propriedades do material so:
Ey = 25850.0 N/mm?, f; = 2.7 N/mm?, f. =310 N/mm?2, G; = 0.065 N/mm?, v = 0.18,
comprimento caracteristico h = 28 mm, carga distribuida ¢ = 28 N/mm. Modelo constitutivo
escolhido é o de fissuracao distribuida, cuja relacido tensdo-deformacdo para compressao é de-
vida a Carreira e Chu (1985) e aquela para tragdo seguindo Boone et al. (1986), conforme
descrito em Penna (2011). Foi adotado o método de controle de deslocamento generalizado
com fator de carga inicial de 0.01, equilibrio tangente e tolerancia para convergéncia de 1074
para a norma do vetor de forcas residuais. Para a solucao do EFG+MEF, a base polinomial
hierdrquica de 1° grau p(x) = {1,z,y,zy}, e fungdo peso spline cibica foram adotadas. A

500,0

2500

250,0

250,0

Figura 5.1: Geometria do painel L.

discretizacdo e a malha de células de integracdo estdo indicadas na Fig. 5.2. Esta discretiza-

cdo uniforme foi escolhida para facilitar a discussdo pois, uma discretizacao ideal teria uma
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5.1. Dominio de Suporte

configuracdo diferente, com uma densidade maior de nds na regido de descontinuidade e uma
densidade menor de nds nas regides mais afastadas. Isto, porém, ndo invalida a discussao que
se segue, pois a discretizacdo usada é bastante refinada para esta analise. A Fig. 5.3 mostra as

.A'

.B'

segmento
protegido

2 momomomokokomomom

Figura 5.2: Painel L: discretizagdo e malha de células de integracdo. Destacam-se na figura a
direita os elementos de acoplamento em cor mais clara.

trajetdrias de equilibrio para o deslocamento vertical do né superior esquerdo da discretizacao
para trés valores distintos do tamanho do dominio de influéncia dos nés da discretizac3o, i.e.,
pz = py = p =1{h,2h,3h}, onde h = h, = h, considerando a geometria tensorial (ou retangular)
do dominio de influéncia dos nés. No trecho de comportamento linear do material as curvas
s3o muito préximas, sendo que para p = 3h apresenta uma rigidez inicial ligeiramente inferior
aos outros dois casos. Observa-se claramente que o valor da carga limite aumenta a medida
que aumenta-se o tamanho da geometria do dominio de influéncia dos nés. Isto pode ser
explicado pela natureza da aproximagdo ndo-local implicita no EFG, i.e., a medida que os
nds em regides pouco danificadas influenciam na resposta de pontos distantes localizados em

regides do dominio ja danificadas, resulta em um comportamento pds-critico mais flexivel.

Com relagdo aos resultados experimentais, observa-se na Fig. 5.4 um comportamento um

pouco mais rigido antes de atingir a carga critica no modelo numérico. Entretanto, ja no
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5.1. Dominio de Suporte

Comparagao tamanho dominio de influéncia

1.4
——pzh
1.2 = p=2h
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& 08 o
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O 4 '/ .....I
A1
0.2
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08
deslocamento vertical né superior esquerdo

Figura 5.3: Compara tamanho dominio de influéncia

regime pos-critico, a simulagdo numérica mostra um comportamento mais flexivel para o

tamanho de dominio de influéncia p = 2h.

A Fig. 5.5 mostra o aspecto do dano apds 500 passos incrementais. A esquerda, utiliza-se o
dominio de influéncia de todos os nés da discretizacao adotando-se o parametro p, = p, = 2h,
onde h é a distancia entre nds, e integracdo numérica com 5 x 5 pontos de Gauss. Ao centro,
na mesma figura, adota-se p, = p, = h e uma quadratura contendo 2 x 2 pontos de Gauss
para a integracao numérica. Neste Ultimo caso, a ordem da integracao numérica foi reduzida
devido ao fato de que para p, = p, = h, as fun¢bes de forma do EFG sdo idénticas aquelas
do MEF, portanto, bilineares. Finalmente, observe na mesma Fig. 5.5, a direita, o padrao de
dano para a solucdo do MEF com elementos Q4, no qual nota-se a localizacdo do dano em

uma faixa Unica de elementos. Fica evidente que, mesmo no caso onde as funcdes de forma
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5.1. Dominio de Suporte

Painel L

\ ¢ EFG d=2h
EFG d=1h

3
=
© \ Experimental
=]
® S
(&)
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

deslocamento vertical n6é superior esquerdo

Figura 5.4: Trajetéria de equilibrio comparada aos resultados experimentais

do EFG s3o bilineares, portanto capazes de conter a solucdo do MEF, a distribuicdo do dano

¢ mais espalhada, indicando, novamente, a aproximacdo nao-local intrinseca do EFG.

0 +0. 2556065 +0.216123 +0.774734 +1

Figura 5.5: Padrdo dano: esquerda, p, = p, = 2h com 5 x 5 pontos de Gauss. Ao centro,
Pz = py = h com 2 x 2 pontos de Gauss. A direita MEF Q4 com 2 x 2 pontos de Gauss.
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5.1. Dominio de Suporte

Ja a Fig. 5.6 ilustra o padrdo de dano experimental obtido por Winkler et al. (2004). Note
que o padrdo de dano na simulagao numérica pelo EFG+MEF é compativel com padrao de

dano observado experimentalmente.

n

Figura 5.6: Aspecto de dano: a esquerda, EFG+MEF p, = p, = 2h com 5x5 pontos de Gauss,
ao centro padrdo experimental, a direita MEF Q4 com 2 x 2 pontos de Gauss. Imagem central
adaptada de Penna (2011).
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5.2. Integragcdo Numérica

5.2 Integracao Numérica

A Fig. 5.7 ilustra resultado paradoxal encontrado quando utiliza-se a mesma distribuicao de
nés, fixando-se agora para o EFG4+MEF o tamanho do dominio de influéncia de cada né para
Pz = py = 2h, e variando-se a densidade de pontos de Gauss para 2x2,5x5 e 8 x8. Para este
caso, os resultados obtidos diferem pouco entre si quanto a variagdo da ordem de integracao

e obtencao da carga critica. Note que, fixando-se o tamanho do dominio de influéncia, neste

Comparagao ordem de integracao
1.4

—eo-2x%x2
5xb

1.2 g B

0.8 /J
0.6 /

0.4

0.2 /

0 01 02 03 04 05 06 07 038
deslocamento vertical né superior esquerdo

Fator de Carga

Figura 5.7: Compara ordem de integracdo com p = 2h

caso em p = 2h, e variando-se a quantidade de pontos de integracao, verifica-se a tendéncia de
convergéncia da solu¢do. Este é um fator importante que indica a necessidade, assim como no
MEF, da realizagdo de um estudo prévio de convergéncia antes da definicao dos parametros

do EFG para analise fisicamente nao linear.
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5.3 Base Polinomial

O mesmo painel em forma de L é agora analisado com a mesma distribuicdo de nds.
Todavia, adota-se neste caso uma aproximagdo polinomial de grau 2, sendo p(x) =
{1, z,y,xy, 22, 22y, y?, yx?, 2%y?}. A ordem de integracdo adotada é 6x6 e p, = p, = {2h, 3h}.

A discretizacao e a malha de células de integracao estdo indicadas na Fig. 5.8. Ressalta-se

mohmohm hohmohononn

Figura 5.8: Painel L: discretizacao e malha de células de integragcdo. Destacam-se na figura a
direita os elementos de acoplamento em cor mais clara.

neste caso que, como a aproximacao adotada é quadratica, é necessario que o elemento de
acoplamento seja capaz de reproduzir o mesmo espaco de fungdes do EFG. Entdo, o elemento
finito de acoplamento usado aqui é do tipo Q9. Outra observacdo importante é relativa a
quantidade de nés dentro do dominio de suporte de um ponto no dominio do problema. Para
a aproximacgao quadratica usada, s3o necessarios no minimo 9 nés para o cdlculo da matriz
momento ou, equivalentemente, para a definicdo dos coeficientes do polindmio considerado.
Assim, o tamanho minimo do dominio de influéncia dés nds é equivalente a p = 2h para a

distribuicdo nodal indicada na Fig. 5.8.
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5.3. Base Polinomial

A trajetéria de equilibrio do deslocamento vertical do né superior esquerdo estd mostrada na
Fig. 5.9. A titulo de comparacdo, incluiu-se também a solu¢dao do mesmo problema utilizando-
se uma malha de elementos finitos Q9, e ordem de integracdo 6 x 6, a mesma usada no EFG.
Novamente observa-se uma mudanca de comportamento quando o tamanho do dominio de
influéncia é aumentado. Todavia, a variacdo do valor da carga limite é menor. Note que
as curvas para o MEF e para o EFG com p = 2h s3o bem préximas, como esperado, pois o
tamanho do dominio de influéncia é o minimo necessario para a obtencdo da inversa da matriz
momento. Observa-se também que a solugdo do EFG é um pouco mais flexivel a medida que

aumenta-se o tamanho do dominio de influéncia.

Comparacao aproximacdo quadratica

1.4

—e— p:2h
1.2 _ = p=3nh
. " ——-(Q96 x 6

f
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Fator de Carga
e
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0 01 02 03 04 05 06 07 08
deslocamento vertical né superior esquerdo

Figura 5.9: Compara aproximacao quadratica

Analisando-se os graficos nas figuras 5.10 e 5.11, constata-se que, para o exemplo em tela, a
mudanca da base de polindmios usada teve menor influéncia do que a variagao do tamanho

do dominio de influéncia.
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1.4 —

Fator de Carga

0

Figura 5.10: Comparacdo da aproximacao linear e quadrética para p = 2h

1.4 —

Fator de Carga

0

Figura 5.11: Compara¢ao da aproximacao linear e quadratica p = 3h
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5.4. Processo lterativo Incremental

5.4 Processo lterativo Incremental

Esta secao visa comparar os resultados de trajetéria de equilibrio obtidas a partir do célculo do
preditor e corretor da forma tradicional, i.e, baseado em deslocamentos, e da forma proposta

neste trabalho. Ver secbes 4.2 e 4.4.

O primeiro exemplo a ser estudado é o painel em forma de L, para o qual a trajetéria de
equilibrio do deslocamento vertical do né superior esquerdo (né A indicado na Fig. 5.2) sera
obtida através de diferentes métodos de controle, i.e., controle direto de deslocamento (CDD),
controle de deslocamento generalizado (CDG) e controle do comprimento do arco cilindrico
(CAC). O fator de carga inicial de 0.01 foi utilizado para os métodos CDG e CAC, e para o
método CDD optou-se por controlar o deslocamento vertical /parametro correspondente do né

B (mostrado na Fig. 5.2), com incrementos constantes de valor 1.2 x 10~3 mm.

A escolha do né B para o controle direto de deslocamento/parametro se justifica para possi-
bilitar a comparacao entre as formas de calculo do preditor e corretor, uma vez que o referido
nd ndo estd associado a qualquer elemento finito de acoplamento. Assim, os valores (V) da
solucdo do sistema de equagbes correspondentes a este né ndo serdo iguais aos valores dos
deslocamentos nodais (U) associados ao mesmo. A (nica excecdo seria no caso de p = h,

quando coincidiria com a solucao do MEF, como ja visto.

Em todos os casos foi adotado equilibrio tangente e tolerdncia para convergéncia de 10~ para
a norma do vetor de forcas residuais. Para a solu¢do do EFG+MEF utilizou-se base polinomial
hierdrquica de 1° grau p(x) = {1,z,y,zy}, 5 x 5 pontos de integracdo e fungdo peso spline

cubica.
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5.4. Processo lterativo Incremental

A Fig. 5.12 ilustra a trajetdria de equilibrio ja citada considerando-se o tamanho do dominio
de influéncia p = 3h, e utilizando-se a forma em deslocamentos do célculo do preditor e do
corretor. Este valor para p foi escolhido como forma de realcar a diferenca entre o pardmetro

(V), solugdo do sistema de equagdes, e o deslocamento (U).

Como pode ser notado, os varios métodos de controle resultam em curvas praticamente idén-

ticas, embora os pontos nido sejam os mesmos. A Fig. 5.13 considera as mesmas trajetdrias

Comparagdo de métodos de controle por deslocamentos

14
—eo— CAC
1.2 e CDD
S . — CDG
.
1 / .

N
/ .
0.8 "
. 8
, ¥

0.6 / e

. / Sy
0.4
0.2 /

0 01 02 03 04 05 06 07 08
deslocamento vertical do n6 A

Fator de Carga

Figura 5.12: Compara métodos de controle tradicional (por deslocamentos)

obtidas via controle de parametros. Novamente as trajetérias tém a mesma forma, embora

formada por pontos distintos.

A Fig. 5.14 compara as trajetdrias de equilibrio obtidas pelo método de controle direto de deslo-
camento (CDD) utilizando-se controle por deslocamento e controle por pardmetros. Ressalta-

se que o controle do deslocamento ou pardmetro é feito pelo né B, e as trajetdrias de equilibrio
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5.4. Processo lterativo Incremental

Comparacgao de métodos de controle por parametros
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deslocamento vertical do n6 A

Figura 5.13: Compara métodos de controle utilizando-se parametros

referem-se ao n6 A na Fig. 5.14 e ao né B na Fig. 5.15. As trajetdrias tém a mesma forma,
como pode ser notado, embora n3o tenham os mesmos pontos. Entretanto, nao é possi-
vel perceber esta diferenca visualmente, pois os valores de deslocamentos obtidos sdo muito

préoximos uns dos outros, mesmo sendo resultado de duas formas de calculo distintas.

A Tabela 5.1 mais adiante mostra claramente que, sendo o né A um né ativo de elementos
finitos, a funcdo de forma do EFG é nula neste ponto e, portanto, a solucdo do sistema de
equagdes é um parametro (v, ) cujo valor é o préprio deslocamento nodal (u,). Outro aspecto
a ser ressaltado é a distincdo entre controle por deslocamento e controle por parametro.
Para facilitar a exposicao, usar-se-a o método de controle direto de deslocamentos, no qual
incrementos constantes de deslocamentos sdo impostos a cada passo j de carregamento. A
Tabela 5.2 ilustra, para alguns passos de carga, j, os valores obtidos para o deslocamento

vertical do né B (u,), assim como o pardmetro (v,) de EFG associado ao mesmo. Na
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Comparacdo controle por deslocamento x controle por pardmetro (CDD)
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deslocamento vertical do né A

Figura 5.14: Compara controle por deslocamento x controle por parametro (CDD) né A

segunda coluna nota-se a variagao constante de v, e o valor de deslocamento correspondente
a esta solucdo imposta. Por outro lado, a quarta coluna da mesma tabela mostra a variacdo

constante imposta ao deslocamento u,, e o parametro v, obtido para atender a esta restricao.

A Fig. 5.16 ilustra a comparagdo da trajetéria de equilibrio para o né A, obtida pelo método
de controle comprimento do arco cilindrico (CAC), via controle por deslocamento e controle
por parametro. Novamente observa-se trajetérias com a mesma forma, entretanto formada
por pontos distintos. A Fig. 5.17 ilustra a comparacao da trajetéria de equilibrio para o né B,

obtida da mesma forma que no caso ilustrado na figura anterior.

Os resultados mostrados nesta secdo indicam claramente a equivaléncia na obtenc3o das tra-

jetdrias de equilibrio através de 3 métodos de controle diferentes, quer usando o controle por
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Tabela 5.1: Comparagdo da trajetéria de deslocamentos do né A (CDD)

passo controle por pardmetro controle por deslocamento
J Uy Aj Uy Aj
Uy Uy
1 | 0.001492314577 | 0.009938574690 | 0.001489249168 | 0.009918159557
0.001492314577 0.001489249168
2 | 0.002984629155 | 0.019877149389 | 0.002978498336 | 0.019836319121
0.002984629155 0.002978498336
3 | 0.004476943732 | 0.029815724114 | 0.004467747503 | 0.029754478712
0.004476943732 0.004467747503
4 | 0.005969258309 | 0.039754298893 | 0.005956996671 | 0.039672638357
0.005969258309 0.005956996671
499 | 0.696690763300 | 0.531469680817 | 0.697991480100 | 0.530614519466
0.696690763300 0.697991480100
500 | 0.698051942600 | 0.530463765696 | 0.699355910100 | 0.529608641822

0.698051942600

0.699355910100

Tabela 5.2: Comparagdo da trajetéria de deslocamentos do né B (CDD)

passo controle por pardmetro controle por deslocamento
J Uy Aj Uy Aj
Uy Uy
1 0.0012 | 0.009938574690 | 0.001197535043 | 0.009918159557
0.001202470031 0.0012
2 0.0024 | 0.019877149389 | 0.002395070086 | 0.019836319121
0.002404940062 0.0024
3 0.0036 | 0.029815724114 | 0.003592605129 | 0.029754478712
0.003607410093 0.0036
4 0.0048 | 0.039754298893 | 0.004790140172 | 0.039672638357
0.004809880124 0.0048
499 0.5980 | 0.531469680817 | 0.5999438738000 | 0.530614519466
0.597657561600 0.5980
500 0.6000 | 0.530463765696 | 0.601146739000 | 0.529608641822

0.598854714600

0.6000

deslocamentos, quer usando o controle por pardmetros, como proposto nesta tese (vide secdo

4.4).

94



5.4. Processo lterativo Incremental
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Figura 5.15: Comparagdo do controle de deslocamento x controle por pardametro (CDD) né
B
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Figura 5.16: Compara¢do do controle por deslocamento x controle por pardmetro (CAC) né

A
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Figura 5.17: Comparac¢do do controle por deslocamento x controle por pardmetro (CAC) né
B
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5.5 Aproximacao do Tensor Constitutivo

Muitos modelos constitutivos para o concreto, como por exemplo o modelo de dano isotrépico
de Mazars (1984), sdo formulados utilizando-se o tensor constitutivo secante E7,;, para a
analise fisicamente ndo linear. O framework proposto por Penna (2011) fornece tanto o tensor
constitutivo tangente Efjkl, quanto o secante E7,,. O exemplo a seguir ilustra a utilizacdo de

ambos.

5.5.1 Chapa Tracionada

MI’O m

| l 3 1 3
|
4 3 ba 5 0
E [ 0 1
Oﬂ
p—
f 7 A 9
2 e E
q=1,0 MN/m

1,0 m

Figura 5.18: Geometria chapa tracionada, discretizagdo com 16 células de integra¢do / 25 nés

Propriedades do material: £ = 2 x 10* MPa, Poisson v = 0,2. Modelo de dano de Mazars
Mazars (1984): a; = 0,95; 5, = 10% . = 1,0; 5. = 3 x 103, kg = 1 x 107%; Controle de
deslocamento generalizado fator de carga inicial de 0.1, com tolerancia para convergéncia no
valor de 10~* na norma do vetor de forcas residuais. Base polinomial do tipo hierdrquica de
grau 1, p(x) = {1, z,y,zy}, e funcdo peso spline cibica foi usada. O tamanho do dominio de

influéncia é igual a p = 2h.
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5.5. Aproximacao do Tensor Constitutivo

Foi considerado um modelo discreto consistindo de 64 células de integracao e 81 nds, para os
quais obteve-se a trajetéria de equilibrio para trés situagGes nas quais variou-se a ordem da
integragdo numérica (5 x5 e 10 x 10), bem como utilizou-se equilibrio tangente e secante. As

referidas trajetdrias sdo mostradas na Fig. 5.19.

Aproximacao do tensor constitutivo
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Figura 5.19: Aproximacdo do tensor constitutivo

Era de se esperar que quanto maior fosse a ordem de integracao, mais preciso seria o resultado
e, em principio, a obtencao completa da trajetéria de equilibrio seria natural. Todavia, com o
modelo constitutivo de Mazars utilizado nesta simulagao nao foi possivel obter convergéncia
para equilibrio tangente, indicando localizacdo de deformagdes numericamente induzidas, o
que fica evidenciado analisando-se na Fig. 5.19 as curvas para equilibrio secante e tangente,

usando para ambas o mesmo esquema de integracdo numérica, i.e., 10 x 10 pontos de Gauss.
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5.5. Aproximacao do Tensor Constitutivo

Com relacdo a precisdo dos resultados em funcao da ordem de integracdo numérica, aquela
de menor ordem n3o convergiu dentro do limite de 200 iteracdes em cada passo de carga,
ndo ultrapassando o ponto limite de carga. A Fig. 5.20 mostra a distribuicdo de deformacgao
normal €., nos passos de carga anterior e imediatamente posterior a ocorréncia de localizacdo

de deformagdes numericamente induzidas. A Fig. 5.21 mostra a distribuicdo da varidvel de

-(1.0000375 +0.0003746 +0.0008467 +0.0013187 +0.0017316

Figura 5.20: Distribuicdo da deformacdo normal €,, nos passos de carga anterior e imediata-
mente seguinte a ocorréncia de localizacdo de deforma¢bes numericamente induzida.

dano, segundo o modelo constitutivo usado, correspondente ao estado de deformacdo normal

€. mostrado na Fig. 5.20.

Para este modelo constitutivo o EFG mostrou os mesmos problemas de localizagdo de defor-
mac¢oes numericamente induzidas que ocorre no MEF, quando utiliza-se o tensor constitutivo
tangente. Todavia, esta é uma caracteristica deste modelo constitutivo em particular, como é

ressaltado pelo autor Mazars (1984).

Para este problema, que tem resposta linear em deslocamentos, foi necessario recorrer a inte-
gracao numérica com muitos pontos de Gauss, mesmo com equilibrio secante. Uma vez que,

mesmo com a base polinomial usada contendo os termos para a solucao exata do problema,
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n - L}
0 7 ipzssoeds 40516129 s0.7741935 41

Figura 5.21: Distribuicdao do dano nos passos de carga anterior e imediamente apds a ocorréncia
de localizacdo de deformacBes numericamente induzida.

o EFG nao foi capaz de representar toda a trajetdria de equilibrio esperada, que sé foi obtida

recorrendo-se a esquema de integracao numérica de ordem mais elevada.
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5.6 Diferentes Modelos de Analise

A fim de ilustrar a possibilidade de utilizacao de outros modelos de andlise, nesta secao
alguns problemas exemplo como andlise 3D e problemas em estado plano de tensdo (EPT) s3o

apresentados. Outro objetivo é validar o framework de modelos constitutivos para concreto.

5.6.1 Barra 3D

Este exemplo objetiva obter a trajetéria de equilibrio do né A indicado na Fig. 5.22. A barra
tem 3 m de comprimento, secao transversal quadrada de lados unitdrios, estando submetida a
uma carga de tra¢ao uniformemente distribuida sobre a extremidade direita de valor 2 MPa. O
modelo constitutivo adotado € aquele proposto por Mazars (1984) sendo o médulo de elastici-
dade longitudinal Ey = 2x10* MPa, coeficiente de Poisson v = 0.2, o = 0.7, 3; = 104, . = 1.0,
Be=3x103, kg =1x107%. A tolerancia para verificacdo da convergéncia é de 1 x 10~ para a
norma do vetor de forcas residuais, considerando a aproximacgao secante do tensor constitutivo.
A base polinomial do tipo hierdrquica de grau 1, p(x) = {1, z,y, z, 2y, zz,yz, xyz}, e funcdo
peso spline ctbica foram usadas. O nlimero maximo de passos de carga é 200, e o método de
controle de deslocamentos generalizado com fator de carga inicial de 2 x 1072 s30 escolhidos.
A integra¢ao numérica considerada de 5 x 5 x 5 pontos de Gauss e tamanho do dominio de

influéncia igual a p, = 2h, p, = p. = h. A Fig. 5.23 mostra a trajetéria de equilibrio desejada.
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Figura 5.22: Discretizacao barra 3D. Note as células de integracao nas extremidades.

Trajetéria de equilibrio barra 3D
]_2 T T T T T T T T T T

0.8 -

0.6 .

Fator de Carga

0.2 -

I I | I I | I I | I I | I I | I I | I I | I I
00 02 04 06 08 1 1.2 14 16
deslocamento horizontal né A 1073

Figura 5.23: Trajetdria de equilibrio do deslocamento horizontal do né A.
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5.6.2 Viga Alta

Neste exemplo, a viga de 30 cm de espessura ilustrada na figura 5.24 foi analisada
considerando-se estado plano de tensdo (EPT). Aproximagdo linear e quadratica foram con-
sideradas. O comportamento do material segue as leis de Carreira e Chu (1985, 1986), para
tracdo e para compressdo com: Fy = 20000 MPa, f. =20 MPa, f; = 2.0 MPa, . = 0.0011
e ¢, = 0.0002. Para a andlise ndo linear, foi utilizado o método de controle de comprimento
de arco cilindrico para o modelo de anadlise com fator de carga inicial de 0.005 e tolerancia
para a convergéncia de 1 x 10~ para a norma do vetor de cargas residuais. Para a base
polinominal linear (P! = p(x) = {1,z,y,xy}), o dominio de influéncia p = 2h e integracdo
numérica com 5 x 5 pontos de Gauss foram adotados. No caso da base polinomial quadratica
(P? = p(x) = {1,z,y,xy,x2,y?}) foram escolhidos 8 x 8 pontos de Gauss para integracdo
numérica e p = 3h para o tamanho do dominio de influéncia. Em todos os casos funcao peso

spline cubica foi adotada. A Fig. 5.25 ilustra a discretizagdo, as condicdes de apoio € 0 nd

lP=lMN P=1MN
4

SUOMUNNNNNNN
1,0m

S
|

2.0m 1,0 m

Figura 5.24: Geometria viga alta com balango

A para o qual a trajetdria de equilibrio sera obtida. A malha de células de integracdo para
a aproximacao quadrdtica estd mostrada na Fig. 5.26. Note os elementos de acoplamento
(mais claros) nos locais onde cargas e condiges de apoio sdo aplicadas. Ressalta-se que o

carregamento na extremidade livre foi aplicado sobre as arestas dos elementos finitos de aco-
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plamento considerando uma variagdo parabdlica na altura da viga, e cuja resultante é 1 MN.

A outra carga concentrada foi modelada como uma carga distribuida triangular. A figura

oY BT T BT T T ¥ T
=,

- 5 -

Figura 5.25: Discretizacao viga alta

Figura 5.26: Malha de células de integracao viga alta

5.27 apresenta as trajetdrias de equilibrio do né A na extremidade livre do balanco.

104



5.6. Diferentes Modelos de Analise

10!
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1.2

0.8
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Fator de Carga
—_

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
deslocamento vertical nd A 1073

Figura 5.27: Trajetdria de equilibrio do deslocamento vertical do né A (EPT).
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5.6.3 Viga Com Defeito Inicial

Neste exemplo, uma viga biapoiada é modelada com uma discretiza¢ao correspondente a uma
malha de elementos finitos Q8. A configuracao geométrica, o carregamento, as condicGes de

contorno e a malha de células de integracdo sao mostradas na Fig. 5.28. Foi adotado o modelo

q=1,0 No1m# . _ __

[ |

£ i |
=) !

: | |

£ :
regido fissurada ‘ :

L =2000 mm |_ ..................... J

h

Figura 5.28: Viga com defeito: Geometria e discretizagdo

de dano isotrépico com deformagdo equivalente de Mazars (1984) e variacdo exponencial do
dano. A fim de simular uma regido fissurada no centro do vao, como mostrado na Fig. 5.28, foi
utilizada uma propriedade do material diferente, correspondente a regido fissurada, assumindo
a perda de resisténcia devido a degradacdo do material. Considerou-se mdédulo de elasticidade
de 2 x 10* N/mm?2, coeficiente de Poisson de 0.2 e fun¢do de dano com a =1, 8 = 1500
e ko = 1074, e na regido fissurada assumiu-se o valor de x( reduzido para 8 x 10-°. Funcio
peso spline cibica foi usada e tamanho do dominio de influéncia p = 2.1h foi escolhido. Base
polinomial quadrética (P? = p(x) = {1, z,y,zy,x%,y?}), foi adotada. Integracdo numérica
com 6 x 6 pontos de Gauss. O método de controle de deslocamentos generalizado com fator
de carga inicial no valor de 0.25, e tolerancia para a convergéncia de 1 x 10~ para a norma

do vetor de cargas residuais.
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A Fig. 5.29 ilustra a trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do né central inferior.
Note a mudanca da trajetdria de equilibrio devida a localizacdo de deformagdes numericamente

induzida.

Trajetoria de equilibrio
10

—o— P2

Fator de Carga

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
deslocamento horizontal né A

Figura 5.29: Trajetdria de equilibrio do deslocamento vertical do né A.
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Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivos a implementagdo de um método sem malha (EFG) acoplado ao
MEF para anélise fisicamente n3o linear, cuja principal motivacao foi aproveitar a flexibilidade

dos métodos sem malha evitando as dificuldades inerentes da utilizacdo do MEF.

Uma das contribui¢des deste trabalho foi apresentar um projeto de implementacdo de um mé-
todo sem malha tirando o maximo proveito em termos de aproveitamento de cédigo legado da
plataforma INSANE, originalmente preparada para o MEF. Em particular, foi possivel validar
a utilizagdo do framework de modelos constitutivos para o concreto (Penna (2011)) também
no contexto de um método sem malha acoplado ao MEF, mostrando a independéncia entre o
método de discretizacdo e do modelo constitutivo. Muitos trabalhos na literatura consultada
mostram resultados para alguns modelos constitutivos. O arcabouc¢o tedrico-computacional
disponibilizado pelo INSANE, contendo inlimeros modelos constitutivos para o concreto, pode
ser usado integralmente pelo método sem malha implementado. Também foi possivel imple-

mentar diferentes modelos de andlise com muito pouca alteracdo de cédigo legado.
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Outra contribuicao desta tese foi a proposta de célculo do preditor e do corretor nos métodos
de controle utilizando-se controle por pardmetros no processo iterativo incremental, como

alternativa ao processo tradicional que utiliza controle por deslocamentos.

Os experimentos numéricos realizados indicam que os mesmos cuidados tomados para realiza-
¢do de analise fisicamente n3o linear via MEF devem ser também observados para o caso do
EFG, tais como, por exemplo, a aproximacao polinomial, a integracao numérica e a aproxima-

¢ao do tensor constitutivo por rigidez tangente ou secante.

Nesta investigacdo detectou-se que, dos varios parametros necessarios ao EFG, a escolha do
tamanho do dominio de influéncia, da integracdo numérica e da base polinomial usada, sao
determinantes para a realizacdo de analise fisicamente nao linear. Muitos trabalhos tais como
Dolbow e Belytschko (1999), Liu (2003) e Zhuang et al. (2012), oferecem sugestdes para a

escolha dos referidos parametros, porém, dentro do contexto de andlise linear.

Com este trabalho foi possivel identificar que, para cada valor fixo do tamanho do dominio de
influéncia, p, um estudo de convergéncia prévio deve ser realizado, variando-se a quantidade

de pontos de integracao.

Resumidamente, para analise fisicamente nao linear, na ponderacdo entre fatores como o
tamanho do dominio de influéncia, o esquema de integracao numérica e da base polinomial
usada, o tamanho do dominio de influéncia tem destaque. Em particular porque este estudo
indica, através dos exemplos estudados, a natureza nao-local implicita na aproximacao realizada
pelo EFG+MEF. Observe a Fig. 6.1 que ilustra trés dominios de influéncia de tamanhos
distintos, D1, Dy e D3, para um mesmo ponto de interesse de determinado corpo submetido
a certo carregamento, e cujo comportamento do material estd descrito na Fig. 6.2. Pontos

de interesse submetidos a estado de deformag&o caracteristicos de regime pés-critico (pontos
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Figura 6.1: Corpo e seu carregamento

Ao

Figura 6.2: Comportamento do material

em vermelho nas referidas figuras) sdo influenciados por nés, deles distantes (pontos verdes e
brancos), e estdo submetidos a regime de deformagdo eminentemente caracteristico de estagio
inicial. Tal combinagcdo de comportamentos, leva a resposta global da estrutura mais ou menos
resistente, ou mais ou menos dictil, dependendo da relacdo entre as dimensdes do dominio de
influéncia (D;, Dy e D3) dos nés do dominio do problema, bem como da distribui¢do espacial
da degradacdao do meio, como ilustra, qualitativamente, a Fig. 6.3. Em outras palavras, os

ndés em regides pouco degradadas influenciam na resposta de pontos distantes localizados
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Y >

Figura 6.3: Resposta estrutural global

em regides do dominio em avancado estagio de degradacdo, possibilitando uma forma de

regularizacdo ou atenuacdo dos efeitos localizados de degradacdo do material.

Os resultados obtidos nos fazem acreditar que novas vertentes de trabalho podem ser abraca-

das, as quais sao a seguir sucintamente delineadas.

Um ponto que precisa de atencdo imediata é a questdo da integragdo numérica. Como as
funcbes de forma dos métodos sem malha n3o sdo polinomiais, ha obviamente a necessidade
de utilizacdo de uma quadratura mais densa, como sugerem os exemplos estudados, bem como
os trabalhos de Lu et al. (1994), Dolbow e Belytschko (1999), Liu (2003), Zhuang et al. (2012),
Elmer et al. (2012) e Breitkopf et al. (2004). Adicionalmente, os resultados dos métodos sem
malha s3o, em geral, uma aproximac3do da solucdo analitica, em contraste a interpolacdo que
ocorre com o MEF. Em particular, note-se, quando a solucao exata de um modelo matematico
é polinomial, a solucio do método sem malha é apenas uma aproximacao desta, mesmo
para polindmios de baixa ordem. Todavia, durante o desenvolvimento da pesquisa, percebeu-
se que as sugestoes contidas nos trabalhos acima citados contemplavam apenas casos de

analise fisicamente linear. Em analise fisicamente n3o linear, uma solucdo aproximada muitas
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vezes impede, por exemplo, a obtencao completa das trajetérias de equilibrio, seja devido a
localizagao numericamente induzida, problema comum ao MEF e ao EFGH+MEF, seja devido

ao erro induzido por conta de uma integracdo numericamente deficiente.

A utilizacdo de modelos n3do-locais e a correspondente comparacao, tanto para o MEF quanto
para o EFG merece uma atencdo, tendo em vista os resultados obtidos e observacao da natureza

nao-local intrinseca da aproximacao do EFG, variando-se o dominio de influéncia.

Outro ponto é o enriquecimento da aproximacao de forma extrinsica como é feito no hp-Cloud
(Duarte e Oden (1996)) e no MEFG (Barros (2002)). Em tal abordagem, as fungdes do
EFG s3o enriquecidas sem a alteragdo da base de polinémios usadas. Esta estratégia torna
desnecessaria a inclusao de novos pontos para se calcular a aproximagao e, consequentemente,
a alteragdao dos dominios de influéncia. Sendo assim, novas perspectivas para a analise ndo
linear s3o criadas, na medida que se tem mais liberdade para a definicio do dominio de

influéncia e assim para a investigacdo do impacto do mesmo sob a solugdo numérica.

Em anélise fisicamente n3o linear a montagem e solucdo do sistema de equacgbes é a parte
que mais consome tempo de processamento. Entdo, a utilizacdo de técnicas de processamento
paralelo utilizando-se, por exemplo, os nticleos de processamento das CPUs atuais, é um campo

a ser investigado.

112



Referéncias Bibliograficas

Alves, M., Yu, J., e Jones, N. (2000). On the elastic modulus degradation in continuum

damage mechanics. Computers & Structures, 76:703-712. citado por Penna (2011).

[citado na(s) pédginas(s) 49]

Armero, F. e Oller, S. (2000a). A general framework for continuum damage models. |. infinite-

simal plastic damage models in stress space. International Journal of Solids and Structures,

37:7409-7436. citado por Penna (2011) [citado na(s) paginas(s) 53]

Armero, F. e Oller, S. (2000b). A general framework for continuum damage models. II.
integration algorithms, with applications to the numerical simulation of porous metals.

International Journal of Solids and Structures, 37:7437-7464. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 53]

Barros, F. B. (2002). Métodos Sem Malha e Método dos Elementos Finitos

Generalizados em Andlise N3o-Linear de Estruturas. Tese de Doutorado, USP-S3o Car-

los. [citado na(s) péginas(s) 62, 112]

BaZant, Z. P. (1976). Instability, ductility and size effect in strain-softening con-

crete. Journal Engineering Mechanics ASCE, 102:331-344. citado por Penna (2011).

113



Referéncias Bibliograficas

[citado na(s) paginas(s) 47]

BaZant, Z. P. e Cedolin, L. (1979). Blunt crack band propagation in finite element analysis.

Journal of the Engineering Mechanics Division, 105:297-315. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 47]

BaZant, Z. P. e Cedolin, L. (1980). Fracture mechanics of reinforced concrete. Journal

of the Engineering Mechanics Division, 106:1287-1306. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 47]

BaZant, Z. P. e Cedolin, L. (1983). Finite element modeling of crack band propagation. Journal

of Structural Engineering, 109(1):69-92. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 47]

BaZant, Z. P. e Gambarova, P. G. (1984). Crack shear in concrete: crack band microplane

model. Journal of Structural Engineering, 110(9):2015-2035. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

BaZant, Z. P. e Oh, B. H. (1983). Crack band for fracture of concrete. Matériaux et

Constructions, 16(93):155-177. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48]

Bazant, Z. P. e Oh, B. H. (1985). Microplane model for progressive fracture of concrete

and rock. Journal of Engineering Mechanics, 111(4):559-582. citado por Penna (2011).

[citado na(s) pédginas(s) 49]

Bazant, Z. P. e Pijaudier-Cabot, G. (1987). Softening in reinforced concrete beams and

frames. Journal of Structural Engineering, ASCE, 113(12):2333-2347. citado por Penna

(2011) [citado na(s) paginas(s) 49]

BaZant, Z. P. e Pijaudier-Cabot, G. (1988). Nonlocal continuum damage, localization ins-

tability and convergence. Journal of Applied Mechanics, 55(2):287-293. citado por Fuina

(2009) [citado na(s) paginas(s) 49]

114



Referéncias Bibliograficas

Belytschko, T., Krongauz, Y., Organ, D., Fleming, M., e Krysl, P. (1996). Meshless methods:

An overview and recent developments. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, 139(1?4):3 — 47. [citado na(s) paginas(s) 74]

Belytschko, T., Lu, Y. Y., e Gu, L. (1994). Element-free galerkin methods. International

Journal for Numerical Methods in Engineering, 37(2):229-256. [citado na(s) paginas(s) 27, 34]

Belytschko, T., Organ, D., e Krongauz, Y. (1995). A coupled finite element—element-free

galerkin method. Computational Mechanics, 17(3)2186—195. [citado na(s) péginas(s) 34, 37, 38]

Blaauwendraad, J. (1972). Realistic analysis of reinforced concrete framed structures. HERON,

18(4):1-23. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 47]

Booch, G., Rumbaugh, J., e Jacobson, |. (2000). UML - Guia do Usudrio. Editora Campus.

[citado na(s) paginas(s) -]

Boone, T., Wawrzynek, P. A, e Ingraffea, A. R. (1986). Simulation of the fracture process

in rock with application to hydrofracturing. International Journal of Rock Mechanics and

Minig Science, 23(3):255-265. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48, 56, 81]

Boone, T. J. e Ingraffea, A. R. (1987). Simulation of the fracture process at rock interfaces.

In Proceedings of the fourth international conference in Numerical Methods in fracture

Mechanics, pp. 519-531. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48, 56]

Breitkopf, P., Rassineux, A., Savignat, J.-M., e Villon, P. (2004). Integration constraint

in diffuse element method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,

193(12714):1203 — 1220. <ce:title>>Meshfree Methods: Recent Advances and New Appli-

cations</ce:tit|e>. [citado na(s) paginas(s) 111]

Brekelmans, W. A. M., Scheurs, P. J. G., e de Vree, J. H. P. (1992). Continuum damage

mechanics for softening of brittle materials. Acta Mechanica, 93:133-143. citado por Penna

(2011). [citado na(s) péginas(s) 49, 56]

115



Referéncias Bibliograficas

Carol, I. (1996). Elastic degradation and damage: plasticity-like formulation, stiffness recovery

and localization. In Mecanica Computacional vol. XVII, pp. 243-252, Tucuman, Argentina.

citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 52]

Carol, I. (1999). New developments in elastic degradationand damage: anisotropic formulations
and evolution laws in pseudo-log space. In MECOM 99, pp. 3-16, Mendoza, Argentina.

citado por Penna (2011). [citado na(s) péginas(s) 52]

Carol, I., Jirasek, M., e BaZant, Z. (2001a). A thermodinamically consistent approach to mi-

croplane theory. part i. free energy and consistent microplane stresses. International Journal

of Solids and Structures, 38:2921-2931. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 50]

Carol, I., Prat, C., e BaZant, Z. P. (1992). New explicit microplane model for concrete: The-

oretical aspects and numerical implementation. International Journal of Solids Structures,

29(9):1173-1191. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 50]

Carol, 1., Rizzi, E., e Willam, K. (1994). A unified theory of elastic degradation and damage

based on a loading surface. International Journal of Solids and Structures, 31(20):2835-

2865. citado por Penna (2011). [citado na(s) péginas(s) 52, 53, 54]

Carol, |., Rizzi, E., e Willam, K. (2001b). On the formulation of anisotropic elastic degradation.

i. theory based on a pseudo-logarithmic damage tensor rate. International Journal of Solids

and Structures, 38:491-518. citado por Penna (2011). [citado na(s) péginas(s) 53]

Carol, ., Rizzi, E., e Willam, K. (2001c). On the formulation of anisotropic elastic degradation.

ii. generalized pseudo-rankiner model for tensile damage. International Journal of Solids and

Structures, 38:519-546. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 53]

Carol, I. e Willam, K. (1996). Spurious energy dissipation/generatation and stiffiness recovery

models for elastic degradation and damage. International Journal of Solids Structures,

33(20—22)22939—2957. citado por Penna (2011). [citado na(s) péginas(s) 52]

116



Referéncias Bibliograficas

Carreira, D. J. e Chu, K.-H. (1985). Stress-strain relationship for plain concrete in com-

pression. American Concrete Institute Journal, 82(6):797-804. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 48, 56, 81, 103]

Carreira, D. J. e Chu, K.-H. (1986). Stress-strain relationship for reinforced concrete in

tension. American Concrete Institute Journal, 83(1):21-28. citado por Penna (2011).

[citado na(s) péginas(s) 48, 56, 103]

Cauvin, A. e Testa, R. B. (1999). Damage mechanics: basic variables in continuum theo-

ris. International Journal of Solids and Structures, 36:747-761. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

Chen, W. F. (1982). Plasticity in Reinforced Concrete. McGraw-Hill Book Company, Nova

York, EUA. citado por Penna (2011) [citado na(s) péginas(s) 50]

Chow, C. L. e Wang, J. (1987). An anisotropic theory of continuum damage mechanics for

ductile fracture. Engineering Fracture Mechanics, 27(5):547-558. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

Crisfield, M. A. (1983). An Arc Length Method Including Line Searches and Accele-

rations.  International Journal for Numerical Methods in Engineering, 19:1269-1289.

[citado na(s) paginas(s) -]

Crisfield, M. A. (1986). Finite Element and Solution Procedures for Structural Analysis.

Pineridge Press. [citado na(s) paginas(s) -]

Darwin, D. e Pecknold, D. A. (1976). Analysis of rc shear panels under cyclic loading.

In Journal of the structural division, ASCE, pp. 355-369. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 47]

117



Referéncias Bibliograficas

de Borst, R. (1990). Simulation of Localization using Cosserat Theory. In Bicanic e Mang,

eds., Proceedings of the 2"? International Conference Computer Aided Analysis and Design

of Concrete Structures, pp. 931-943. Pineridge. [citado na(s) paginas(s) -]

de Borst, R. (2002). Fracture in quasi-brittle materials: a review of continuum damage-

based approaches. Engineering Fracture Mechanics, 69:95-112. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49, 52]

de Borst, R. e Blaauwendraad, J. (1988). Stability and Spurius Kinematic Models in Strain-

Softening Concrete. In Proceedings of the International Conference on Computational

Engineering Science, vol. 1, pp. 1-4. [citado na(s) paginas(s) -]

de Borst, R. e Gutiérrez, M. A. (1999). A unified framework for concrete damage and fracture

models including size effects. International Journal of Fracture, 95:261-277. citado por

Penna (2011). [citado na(s) péginas(s) 49, 52, 56]

de Borst, R. e Nauta, P. (1985). Non-orthogonal cracks in a smeared finite element model.

Engineering Computations, 2:35-46. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48, 56]

de Vree, J. H., Brekelmans, W. A. M., e van Gils, M. A. J. (1995). Comparison of nonlocal

approaches in continuum damage mechanics. Computers & Structures, 55(4):581-588.

citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

Dolbow, J. e Belytschko, T. (1999). Numerical integration of the galerkin weak form

in meshfree methods. Computational Mechanics, 23:219-230. 10.1007/s004660050403.

[citado na(s) paginas(s) 80, 109, 111]

Duarte, C. A. e Oden, J. T. (1996). H-p clouds?an h-p meshless method. Numerical Methods

for Partial Differential Equations, 12(6):673—705. [citado na(s) paginas(s) 112]

118



Referéncias Bibliograficas

Elmer, W., Chen, J., Puso, M., e Taciroglu, E. (2012). A stable, meshfree, nodal integration

method for nearly incompressible solids. Finite Elements in Analysis and Design, 51(0):81

— 85. [citado na(s) paginas(s) 111]

Ferndndez-Méndez, S. (2001). Mesh-Free Methods and Finite Elements: Friend or Foe? Tese

de Doutorado, Universitat Politécnica de Catalunya. [citado na(s) paginas(s) 19]

Ferndndez-Méndez, S. e Huerta, A. (2004). Imposing essential boundary conditions in mesh-

free methods. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 193(12-14):1257-

1275. [citado na(s) paginas(s) xi, 2, 10, 34, 35, 36, 37, 38, 40, 41, 71, 72]

Fonseca, A. R. (2011). Algoritmos Eficientes em Métodos Sem Malha. Tese de Doutorado,

UFMG. [citado na(s) paginas(s) 76]

Fonseca, F. T. (2008). Sistema computacional para andlise dindmica geometricamente n3o-
linear através do método dos elementos finitos. Dissertacio de Mestrado, Universidade

Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil. [citado na(s) paginas(s) 58]

Fonseca, M. T. (2006). Aplicagcdo orientada a objetos para anilise fisicamente n3o-linear com
modelos reticulados de secGes transversais compostas. Dissertacdao de Mestrado, Universi-

dade Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil. [citado na(s) paginas(s) 58]

Fries, T.-P. e Matthies, H.-G. (2004). Classification and overview of meshfree methods. Rela-
tério Técnico 2003-3, Institute of Scientific Computing, Technical University Braunschweig,

Germany. [citado na(s) paginas(s) 4, 5, 13]

Fuina, J. S. (2009). Formulagdes de Modelos Constitutivos de Microplanos para Continuos

Generalizados. Tese de Doutorado, UFMG. [citado na(s) paginas(s) 58, 114, 124]

Ghrib, F. e Tinawi, R. (1995). Nonlinear behavior of concrete dams using damage me-

chanics. Journal of Engineering Mechanics, 121(4):513-527. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

119



Referéncias Bibliograficas

Gosz, J. e Liu, W. K. (1996). Admissible approximations for essential boundary conditi-

ons in the reproducing kernel particle method. Computational Mechanics, 19(2):120-135.

[citado na(s) paginas(s) 34]

Hansen, E., Willam, K., e Carol, I. (2001). A two-surface anisotropic damage/plasticity model

for plain concrete. In Proceedings of Fracture Mechanics of Concrete Materials - Framcos-4

Conferece, pp. 1-8, Paris, Franga. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 52]

Hillerborg, A., Modéer, M., e Petersson, P. E. (1976). Analysis of Crack Formation and Crack
Growth in Concrete by Means of Fracture Mechanics and Finite Elements. Cement and

Concrete Research, 6(6):773-782. [citado na(s) paginas(s) 47, 48]

Huerta, A., Belytschko, T., Ferndndez-Méndez, S., e Rabczuk, T. (2004a). Meshless
Methods. In Stein, E., de Borst, R., e Hughes, T. J. R., eds., Encyclopedia of

Computational Mechanics, vol. 1: Fundamentals, Cap. 10, pp. 279-309. John Wiley &

Sons. [citado na(s) paginas(s) 2, 10]

Huerta, A. e Ferndndez-Méndez, S. (2000). Enrichment and coupling of the finite ele-

ment and meshless methods. International Journal for Numerical Methods in Engineering,

48(11)1615—1636 [citado na(s) paginas(s) 34, 38]

Huerta, A., Ferndndez-Méndez, S., e Liu, W. (2004b). A comparison of two formulations to

blend finite elements and mesh-free methods. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, 193(12—14)21105—1117. [citado na(s) paginas(s) 38]

Jirdsek, M. e Patzdk, B. (2002). Consistent tangent stiffness for nonlocal damage models.

Computers & Structures, 80:1279-1293. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

Jirdsek, M. e Zimmermann, T. (1998). Rotating crack model with transition to scalar

damage. Journal of Engineering Mechanics, 124:277-284. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

120



Referéncias Bibliograficas

Ju, J. W. (1989). On energy-based coupled elastoplasticity damage theories: constitutive mo-

deling and computational aspects. International Journal of Solids and Structures, 25(7):803—

833. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 56]

Junior, F. S. e Venturini, W. S. (2007). Damage modelling of reinforced concrete

beams. Advances in Engineering Software, 38:538-546. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

Kaplan, M. F. (1961). Crack Propagation and the Fracture of Concrete. Journal of the

American Concrete Institute, 58(11):591-609. [citado na(s) paginas(s) -]

Kuhl, E., Steinmann, P., e Carol, I. (2001). A thermodinamically consistent approach to mi-

croplane theory. part ii. dissipation and inelastic constitutive modeling. International Journal

of Solids and Structures, 38:2933-2952. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 50]

Lee, J. S., Choi, |.-Y., e Cho, H.-N. (2004). Modeling and detection of damage using

smeared crack model. Engineering Structures, 26:267-278. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

Lee, U., Lesieutre, G. A., e Fang, L. (1997). Anisotropic damage mechanics based on strain

energy equivalence and equivalent elliptical microcracks. International Journal of Solids

Structures, 34:4377-4397. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

Lemaitre, J. e Chaboche, J. L. (1990). Mechanics of Solid Materials. Cambridge University

Press, Cambridge. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 56]

Lemaitre, J. e Desmorat, R. (2005). Engineering Damage Mechanics - Ductile, Creep, Fatigue

and Brittle Failures. Springer, Berlim. [citado na(s) paginas(s) 48, 51]

Lemaitre, J. e Dufailly, J. (1987). Damage measurements. Engineering Fracture Mechanics,

28(5/6)643—661 citado por Penna (2011) [citado na(s) paginas(s) 48]

121



Referéncias Bibliograficas

Lemaitre, J. A. (1992). Course on Damage Mechanics. Springer-Verlag. citado por Penna

(2011) [citado na(s) péginas(s) 48, 122]

Leukart, M. e Ramm, E. (2002). An alternative split within the microplane material model. In

H.A. Mang, F. R. e. J. E., ed., Fifth World Congress on Computational Mechanics, Viena,

Austria. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 50]

Leukart, M. e Ramm, E. (2006). Identification and interpretation of microplane mate-

rial laws. Journal of Engineering Mechanics, 132(3):295-305. citado por Penna (2011).

[citado na(s) péginas(s) 50]

Li, S. e Liu, W. K. (1996). Moving least-squares reproducing kernel method. part ii: Fou-

rier analysis. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 139:150-193.

[citado na(s) paginas(s) 5]

Liu, G. R. (2003). Mesh Free Methods: Moving Beyond the Finite Element Method. CRC

Press. [citado na(s) paginas(s) xi, 2, 8, 11, 12, 13, 15, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 27, 28, 33, 36, 37, 80, 109, 111]

Lu, Y., Belytschko, T., e Gu, L. (1994). A new implementation of the element free galerkin

method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 113(3-4):397 — 414.

[citado na(s) paginas(s) 34, 111]

Lucy, L. B. (1977). A numerical approach to the testing of the fission hypothesis. The
Astronomical Journal, 12(82):1013-1024. [citado na(s) paginas(s) 10]

Matallah, M. e LaBorderie, C. (2009). Inelasticity-damage-based model for numerical modeling

of concrete cracking. Engineering Fracture Mechanics, 76(8):1087-1108. citado por Penna

(2011). [citado na(s) péginas(s) 53]

Mazars, J. (1984). Application de la mécanique de I'endommagement au comportement non

lineaire et a la rupture du béon de structure. Tese de Doutorado, Université Paris, Paris.

Citado por Lemaitre (1992). [citado na(s) paginas(s) 49, 56, 97, 99, 101, 106]

122



Referéncias Bibliograficas

Mazars, J. e Lemaitre, J. (1984). Application of continuous damage mechanics to strain and

fracture behavior of concrete. In Shah, S. P., ed., Application Of Fracture Mechanics to

Cementitious Composites. NATO Advanced Research Workshop, 4-7 Setembro, pp. 375-

378, Northwestern University. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 56]

Mazars, J. e Pijaudier-Cabot, G. (1994). Damage Localization Analyzed as a Crack Propaga-

tion. In et al., Z. P. B., ed., Fracture and Damage in Quasibrittle Structures: Experiment,

Modelling and Computer Analysis, vol. 58, pp. 145-157. E&FN Spon. [citado na(s) paginas(s) -]

Monaghan, J. J. (1982). Why particle methods work. SIAM Journal on Scientific and Statistical

Computing, 3(4):422-433. [citado na(s) paginas(s) 11]

Monnier, T. (1970). The moment-curvature relation of reinforced concrete. HERON, 18(2):1-

101. citado por Penna (20].1) [citado na(s) paginas(s) 47]

Mosler, J. e Meschke, G. (2004). Embedded crack vs. smeared crack models: a comparison of
elementwise discontinuous crack path approaches with emphasis on mesh bias. Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering, 193(30-32):3351. [citado na(s) paginas(s) -]

Nayroles, B., Touzot, G., e Villon, P. (1992). Generalizing the finite element method:

diffuse approximation and diffuse elements. Computational Mechanics, 10(5):307-318.

[citado na(s) paginas(s) 13, 28]

Neto, E. A. S., Peri¢, D., e Owen, D. R. J. (2006). Computational Methods For Plasticity:

Theory and Application. Wiley. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 51]

Ngo, D. e Scordelis, A. C. (1967). Finite element analysis of reinforced concrete be-

ams.  American Concrete Institute Journal, 67:152-163. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 46]

123



Referéncias Bibliograficas

Nguyen, V. P., Rabczuk, T., Bordas, S., e Duflot, M. (2008). Meshless methods: A review and

computer implementation aspects. Mathematics and Computers in Simulation, 79(3):763 —

813. [citado na(s) paginas(s) 2, 27, 74]

Nilson, A. H. (1968). Nonlinear analysis of concrete by the finite element method. Journal of

American Concrete Institute, 65:757-766. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 46]

Organ, D., Fleming, M., Terry, T., e Belytschko, T. (1996). Continuous meshless approxi-

mations for nonconvex bodies by diffraction and transparency. Computational Mechanics,

18:225-235. 101007/BF00369940 [citado na(s) paginas(s) 74]

O'Rourke, J. (1996).  Computational Geometry in C.  Cambridge University Press.

[citado na(s) paginas(s) 74]

Ozbolt, J., Li, Y., e Kozar, |. (2001). Microplane model for concrete with relaxed kinematic

constraint. International Journal of Solids and Strucutures, 38:2683-2711. citado por Fuina

(2009). [citado na(s) péginas(s) 50]

Penna, S. S. (2011). Formulagdo Multipotencial para Modelos de Degradacdo Eléstica:

unificagdo tedrica, proposta de novo modelo, implementagdo computacional e modelagem

de estruturas de concreto. Tese de Doutorado, DEEs-UFMG. [citado na(s) paginas(s) xii, 45, 54,

56, 58, 73, 81, 85, 97, 108, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128]

Petrangeli, M. e Ozbolt, J. (1996). Smeared crack approaches - material modeling. Journal of

Engineering Mechanics, 122(6):545-554. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

Pitangueira, R. L. S. (1998). Mecénica de Estruturas de Concreto com Inclusdo de Efeitos de

Tamanho e Heterogeneidade. Tese de Doutorado, PUC-Rio. [citado na(s) paginas(s) 45]

Pituba, J. J. C. (1998). Estudo e aplicagdo de modelos constitutivos para o concreto funda-
mentados na mecanica do dano continuo. Dissertacdo de Mestrado, Universidade de S3o

Paulo, S3o Carlos. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

124



Referéncias Bibliograficas

Pituba, J. J. C. (2003). Sobre a Formula¢do de um Modelo de dano para o Concreto.

Tese de Doutorado, Universidade de S3o Paulo, S3o Carlos. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 49]

Prochtel, P. e HauBler-Combe, U. (2008). On the dissipative zone in anisotropic damage

models for concrete. International Journal of Solids and Structures, 45:4384—4406. citado

por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 53]

Proenca, S. P. B. (1988). Sobre Modelos Matematicos do Comportamento N&o-Linear do

Concreto: Analise Critica e Contribuicdes. Tese de Doutorado, Universidade de S3o Paulo,

S3o Carlos. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48]

Ramm, E. (1981). Strategies for Tracing the Nonlinear Response near Limit Points. In Wun-

derlich, W., Stein, E., e Bathe, K. J., eds., Nonlinear Finite Element Analysis in Structural

Mechanics, pp. 63—83. Springer. [citado na(s) paginas(s) -]

Rashid, Y. R. (1968). Ultimate strenght analysis of prestressed concrete pressure

vessels.  Nuclear Engineering and Design, 7:334-344.  citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 46]

Rizzi, E. (1995). Sulla Localizzazione Delle Deformation in Materiali e Structture. Tese

de Doutorado, Dipartimento di Ingegneria Strutturale, Politecnico di Milano, Mildo, Itélia.

citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 52]

Rizzi, E., Carol, |., e Willam, K. (1995). Localization analysis of elastic degradation with

application to scalar damage. Journal of Engineering Mechanics, 121(4):541-554. citado

por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 52]

Rots, J. G. (1988). Computational Modeling of Concrete Fracture. Tese de Doutorado, Delft

University of Technology, Delft, Holanda. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 48]

125



Referéncias Bibliograficas

Rots, J. G. e de Borst, R. (1987). Analysis of mixed-mode fracture in concrete.

Journal of Engineering Mechanics, 113(11):1739-1758.  citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 48, 52]

Rots, J. G., Nauta, P., Kusters, G. M. A., e Blaauwendraad, J. (1985). Smeared crack

approach and fracture localization in concrete. HERON, 30(1):3-48. citado por Penna

(2011). [citado na(s) paginas(s) 48]

Scotta, R., Vitaliani, R., Saetta, A., nate, E. O., e Hanganu, A. (2002). A scalar da-
mage model with a shear retention factor for the analysis of reinforced concrete structures:

theory and validation. Computers & Structures, 79:737-755. citado por Penna (2011).

[citado na(s) pédginas(s) 49]

Shewchuk, J. R. (1997). Delaunay Refinement Mesh Generation. Ph.D. thesis, School of

Computer Science, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, PA 15213. Technical Report
CMU-CS-97-137. [citado na(s) paginas(s) 74]

Silva, R. P., Pitangueira, R. L. S., e Barros, F. B. (2012a). Material nonlinear analysis
using EFG. In WCCM 2012 — 10*» World Congress in Computational Mechanics, p. 1.

[citado na(s) paginas(s) -]

Silva, R. P., Pitangueira, R. L. S., e Barros, F. B. (2012b). Métodos sem malha para mo-

delagem de meios parcialmente frageis. In SIMMEC 2012 — X Simpdsio de Mecanica

Computacional, pp. 1-14. [citado na(s) paginas(s) -]

Silva, R. P., Pitangueira, R. L. S., e Barros, F. B. (2012c). Uma implementa¢&o orientada a
objetos de método sem malha acoplado ao MEF para modelagem fisicamente n3o linear. In

WCCM 2012 - 10t* World Congress in Computational Mechanics, p. 1. [citado na(s) paginas(s) -]

Simo, J. C. e Hughes, T. J. R. (1998). Computational Inelasticity. Springer-Verlag New York,

Inc., EUA, 2a edi¢do. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 52]

126



Referéncias Bibliograficas

Simo, J. C. e Ju, J. W. (1987). Strain- and stress-based continuum damage models — I.

Formulation. International Journal of Solids and Structures, 23(7):821-840. citado por

Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 56]

Suidan, M. e Schnobrich, W. C. (1973). Finite element analysis of reinforced concrete.

In Journal of the structural division, ASCE, pp. 2109-2121. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 46]

Swartz, S. E., Hu, K-K., e Jones, G. L. (1978). Compliance monitoring of crack growth in

concrete. In Journal of the engineering mechanics division, ASCE, pp. 789-800. citado por

Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 47]

Taylor, G. I. (1938). Plastic strains in metals. Journal of the Institute of Metals, 62:307-324.

Citado por Penna (2011) [citado na(s) paginas(s) 49]

Wang, J. G. e Liu, G. R. (2002). A point interpolation meshless method based on radial basis

functions. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 54(11):1623-1648.

[citado na(s) paginas(s) 25]

Winkler, B., Hofstetter, G., e Lehar, H. (2004). Application of a constitutive model for

concrete to the analysis of a precast segmental tunnel lining. International Journal for

Numerical and Analytical Methods in Geomechanics, 28:797-819. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 81, 85]

Wu, J. Y. (2007a). On isotropic and anisotropic unilateral damage model for concrete.

In Proceedings of International Symposium on Innovation & Sustainability of Structures

in Civil Engineering, pp. 360-371, Tongji University, China. citado por Penna (2011).

[citado na(s) péginas(s) 53]

Wu, J. Y. (2007b). Stress-based elastic anisotropic unilateral degradation model for concrete.

In Proceedings of Fracture Mechanics of Concrete and Concrete Structures - New Trends

127



Referéncias Bibliograficas

in Fracture Mechanics of Concrete, pp. 385-392, Catania, Italia. citado por Penna (2011).

[citado na(s) péginas(s) 53]

Wu, J. Y. e Li, J. (2006a). On a new framework for anisotropic damage model. In Proceedings

of Il European Conference on Computational Mechanics Solids, Structures and Coupled

Problems in Engineering, Lisboa, Portugal. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 53]

Wu, J. Y. e Li, J. (2006b). Stress-based effective space anisotropic damage model for

concrete. In Proceedings of Enhancement and Promotion of Computational Methods in

Engineering and Science X, pp. 1-8, Sanya, Hainan, China. citado por Penna (2011).

[citado na(s) paginas(s) 53]

Wu, J. Y., Li, J., e Faria, R. (2006). An energy release rate-based plastic-damage model for

concrete. International Journal of Solids and Structures, 43:583-612. citado por Penna

(2011). [citado na(s) paginas(s) 53]

Xiang, Z., Swoboda, G., e Cen, Z. (2002). |dentification of damage parameters for jointed rock.

Computers & Structures, 80:1429-1440. citado por Penna (2011). [citado na(s) paginas(s) 49]

Yang, Y. B. e Kuo, S. R. (1994). Theory & Analysis of Nonlinear Framed Structures. Prentice-

Hall, Singapore. [citado na(s) paginas(s) 61]

Zhu, T. e Atluri, S. N. (1998). A modified collocation method and a penalty formulation for en-

forcing the essential boundary conditions in the element free galerkin method. Computational

Mechanics, 21(3):211—222. [citado na(s) paginas(s) 34]

Zhuang, X., Heaney, C., e Augarde, C. (2012). On error control in the element-

free galerkin method. Engineering Analysis with Boundary Elements, 36(3):351 — 360.

[citado na(s) paginas(s) 80, 109, 111]

128



	Capa
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Lista de Algoritmos
	Lista de Símbolos
	1 Introdução
	2 Métodos Sem Malha
	2.1 Introdução
	2.2 Aproximações nos Métodos Sem Malha
	2.2.1 Obtenção das Funções de Forma
	2.2.2 SPH
	2.2.3 MLS
	2.2.4 PIM
	2.2.5 RPIM
	2.2.6 RPIMp

	2.3 Formulação dos Métodos Sem Malha
	2.4 Imposição de Condições de Contorno
	2.4.1 Modificação da Forma Fraca
	2.4.2 Modificação das Funções de Forma
	2.4.3 Acoplamento

	2.5 Formulação dos Métodos sem Malha Acoplados ao MEF

	3 Um Ambiente Teórico e Computacional de Modelos Constitutivos para Concreto
	3.1 Tentativas de Unificação
	3.2 Unificação Teórica

	4 Implementação
	4.1 Sistema INSANE
	4.2 Análise Estática Fisicamente Não Linear
	4.3 Classes Implementadas
	4.4 Contribuições

	5 Experimentos Numéricos
	5.1 Domínio de Suporte
	5.1.1 Painel L

	5.2 Integração Numérica
	5.3 Base Polinomial
	5.4 Processo Iterativo Incremental
	5.5 Aproximação do Tensor Constitutivo
	5.5.1 Chapa Tracionada

	5.6 Diferentes Modelos de Análise
	5.6.1 Barra 3D
	5.6.2 Viga Alta
	5.6.3 Viga Com Defeito Inicial


	6 Considerações Finais
	Referências Bibliográficas

