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Resumo

Esta dissertacao de mestrado apresenta uma implementacao computacional para
a solugao de problemas com nao linearidade geométrica por meio do Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), um método que pode ser considerado
como uma instancia do Método da Partigdo da Unidade (MPU). Na andlise com
nao linearidade geométrica, pode-se ter uma significativa distor¢ao da malha de ele-
mentos devido aos efeitos de grandes deslocamentos e deformacoes, que penalizam a
aproximacao da solugao feita a partir do MEF. No entanto, constata-se que o MEFG
¢ menos afetado por esta distorcao na malha, o que o torna mais vantajoso para este
tipo de andlise. Assim, um ambiente computacional existente e desenvolvido no
Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da UFMG, que possui meios
que permitem analises estruturais lineares e nao lineares, foi expandido de forma a
realizar as analises com nao linearidade geométrica através do MEFG. Como forma
de validar a implementacao desta expansao, os resultados de simulagoes numéricas,

para este tipo de analise, sao comparados com resultados encontrados na literatura.

Palavras-Chave: Mecanica Computacional, Analise Geometricamente Nao Li-
near, Método dos Elementos Finitos Generalizados, Métodos da Particao da Uni-

dade, Programacao Orientada a Objetos.
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Abstract

This master’s thesis presents a computational implementation project for the
solution of geometrically nonlinear problems by the Generalized Finite Element
Method (GFEM), a method that can be considered as an instance of the Parti-
tion of Unity Method (PUM). The partition of unity is provided by using the Fi-
nite Element Method (FEM) approximation functions, which are enriched by others
functions specially chosen according to the analyzed problem. In the analysis with
geometric nonlinearity, you can have a significant distortion of the element mesh
due to the effects of large displacements and deformations, which can penalize the
quality of the FEM solution. However, it is noted that the GFEM is less prone to
be influenced by this mesh distortion, which make it more advantageous for this
type of analysis. Thus, an existing computational environment developed in the De-
partment of Structural Engineering of Federal University of Minas Gerais (UFMG),
that allows linear and nonlinear analysis, has been expanded in order to execute
the analysis with geometric nonlinearity by GFEM. As a way to validate the imple-
mentation of this expansion, the results of numerical simulations, for this type of

analysis, are compared with results found in the literature.

Keywords: Computational Mechanics, Geometrically Nonlinear Analysis, Gene-
ralized Finite Element Method, Partition Unity Methods, Object Oriented Program-

ming.
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Capitulo 1

Introducao

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é, atualmente, o método numérico mais
utilizado em anélise estrutural. Ele é um método eficaz para a solucao de problemas
lineares e também nas anélises nao lineares, como, por exemplo, as analises com nao
linearidade geométrica, que envolvem grandes deslocamentos e deformacoes. Um
exemplo deste tipo de solugao nao linear ¢ mostrado no trabalho de dissertacao de
Fonseca (2008), onde o resultado da andlise de alguns exemplos via MEF tiveram
valores muito préximos aos analiticos.

Essas andlises geometricamente nao lineares, segundo Ribeiro| (2009), estao re-
lacionadas as nao linearidades da estrutura provenientes de variagoes na geometria,
como mudancas de forma e rotacoes, e essas variagoes podem levar a estrutura a ter
alteracoes considerdveis na configuragao de equilibrio.

Ao considerar grandes deslocamentos e deformacoes nas analises via MEF, a ma-
lha de elementos pode apresentar grandes distor¢oes, que deterioram a qualidade de
aproximacao, pois acorre a perda em determinados termos da fungao de aproximagcao
do elemento. Alguns trabalhos ja realizados demonstram que o MEFG ¢ menos in-
fluenciado por esta distor¢cao da malha, tornando-se mais adequado para problemas
com nao linearidade geométrica. Dentre estes, pode-se citar os trabalhos de |Barros
(2002) e de |Alves et al| (2013)), que realizam a andlise de uma viga, descrita em
estado plano de tensao e submetida a forcas em sua extremidade, apresentado em

Lee e Bathe|(1993). Ao se propor diferentes geometrias para a divisdo dos elementos



da viga, observou-se, nos dois trabalhos, que a anélise utilizando o MEFG obteve
um bom desempenho, atingindo-se valores iguais ao analitico para a malha com dis-
torcao angular e produzindo melhores resultados que os elementos serendipicos na
presenca de elementos com faces curvas.

No artigo de [Tadano e Noguchi| (2010) sugere-se, diretamente, o uso do MEFG
para problemas com nao linearidade geométrica, apresentando-se trés exemplos dis-
tintos que evidenciam o efeito da distor¢ao da malha nos resultados das analises via
MEF e MEFG. Existem, também, trabalhos que, mesmo nao relacionados direta-
mente com o assunto, mostram a possibilidade de se trabalhar com o MEFG para
minimizar os efeitos da distorcao da malha, como o trabalho de Mendonca et al.
(2009), que avalia o efeito da distor¢ao em problemas de placas.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto por [Strou-
boulis et al.| (2000) e por [Duarte et al. (2000), ¢ uma combinagdo do Método dos
Elementos Finitos (MEF) cldssico e do Método da Particao da Unidade (MPU) de-
senvolvido por Melenk e Babuskal (1996). Em uma andlise via MEFG, o dominio
do problema ¢é dividido em malhas de elementos onde sao construidas as funcoes de
aproximacao, utilizando para isto a particao da unidade associada aos pontos nodais.
Estas funcoes, que, usualmente, sao as mesmas utilizadas em elementos finitos, sao
entao enriquecidas de forma analoga ao Método das Nuvens-hp, método apresentado
em Duarte e Odenl (1996)), e que pode ser entendido como uma das variagdes do mé-
todo da Partigdo da Unidade. Desta maneira, segundo |Strouboulis et al.| (2000)), ao
se incluir essas fungoes de enriquecimento, aumenta-se consideravelmente a precisao
das aproximacoes do MEF, com a adicao de somente alguns graus de liberdade.

A plataforma INSANE é um software livre desenvolvido no Departamento de
Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), im-
plementado em linguagem Java. Em sua versao atual, o INSANE permite a rea-
lizagao de andlises com nao linearidade fisica e geométrica através do Método dos

Elementos Finitos, esta ultima implementada por [Fonseca| (2008)).



A implementagao do Método dos Elementos Finitos Generalizados na plataforma
INSANE foi iniciada por |Alves (2012)) e expandida para a analise de problemas com
nao linearidade fisica por Monteiro et al. (2017). N&o se encontra, contudo, prevista
a possibilidade de realizar analises com nao linearidade geométrica via MEFG. Por
outro lado, as ferramentas numéricas ja validadas e disponiveis no INSANE para
solugao de problemas com este tipo de comportamento foram concebidas dentro
da logica da orientacao a objetos, podendo ser especializadas para a utilizacao de
outros métodos além do MEF. Diante do exposto, fica a clara a motivacao deste
trabalho, que é a expansao do INSANE, para que as analises via MEFG possam
contemplar o comportamento nao linear geométrico das estruturas. Neste cenario,
procura-se mostrar o impacto da distorcao da malha de elementos, utilizando-se ou

nao a abordagem do MEFG.

1.1 Objetivos

Este trabalho de mestrado teve como objetivo a adaptagao para a abordagem do
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) de formulagdes para a solugao
de problemas com nao linearidade geométrica e a respectiva implementacao em um
ambiente computacional desenvolvido no Departamento de Estruturas da UFMG.

Para a realizacao deste objetivo, propor-se expandir a estrutura da plataforma
INSANE, a partir da definicao de um projeto de classes que processe o MEFG para
a analise geometricamente nao linear. A implementacao deste projeto de classes foi
validado a partir dos exemplos analisados por |Fonseca| (2008). Ao final, apresentou-
se um exemplo onde a malha de elementos tinha uma significativa distorcao, como
forma de identificar as vantagens da utilizacao da MEFG dentro do contexto da

analise nao linear geométrica.



1.2 Justificativa

As analises com nao linearidade geométrica podem envolver grandes deslocamen-
tos e deformacoes, fazendo com que a malha sofra consideraveis distor¢oes, que, por
sua vez, podem eliminar alguns termos da funcao de aproximagao do elemento, pe-
nalizando, assim, a solucao aproximada. Esta penalizacao é devida ao mapeamento
que se faz das coordenadas naturais para as coordenadas reais a cada ponto interno
do elemento, para o cédlculo da matriz de rigidez. Uma alternativa para se superar
este obstaculo é a de se refazer a malha, o que se torna um procedimento muito
oneroso computacionalmente.

No Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), a multiplicagdo ne-
cessaria para o enriquecimento da matriz de rigidez se da posteriormente a este
mapeamento. Assim, a aproximacao é menos prejudicada, se comparada ao que
ocorre no MEF, fazendo com que a solucao reproduza melhor o comportamento real
do problema. Este aspecto faz do MEFG uma estratégia interessante para ser uti-
lizada em problemas onde ocorra distor¢ao na malha, como acontece em problemas
com a nao linearidade geométrica.

A plataforma INSANE ja possui um arcabougo de ferramentas implementadas e
validadas para a solucao de problemas com nao linearidade geométrica via Método
dos Elementos Finitos. Uma vez ja implementado na plataforma o MEFG, e tendo
em vista sua caracteristica adequada a solucao deste tipo de problema, é natural
que seja proposto este trabalho de expansao do INSANE, de forma a possibilitar a

analise com nao linearidade geométrica via MEFG.

1.3 Organizacao do Texto

Como forma de apresentar o trabalho realizado, esta dissertacao ¢ dividida da
seguinte maneira:
No capitulo [I] é feita uma introducao do trabalho, explicando de forma clara e

sucinta os seus objetivos e a justificativa para a sua realizacao.



No capitulo[2]é realizada uma revisao tedrica, apresentando os aspectos relevantes
sobre os principais temas a serem desenvolvidos, o Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) e a nao linearidade geométrica.

No capitulo |3| explica-se a plataforma INSANE, utilizada para o trabalho, além
da implementagao realizada, detalhando as classes modificadas e criadas.

No capitulo [] sdo apresentadas as andlises geometricamente nao lineares em
alguns exemplos como forma de validar as implementacoes feitas para a formulacao
Lagrangiana Total e sao feitas consideragoes sobre a distor¢ao da malha.

No capitulo [5| sdo realizadas observagoes sobre a formulacao Lagrangiana Atua-
lizada na analise via MEFG.

No capitulo [0 tem-se uma discussao dos resultados obtidos e a conclusao do

trabalho.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Este capitulo tem como objetivo apresentar os aspectos tedricos relevantes para a
realizacao deste trabalho. Na secao 2.1}, o Método dos Elementos Finitos Generaliza-
dos (MEFG) é discutido, e na segao seguinte, , disserta-se sobre a nao linearidade

geométrica e as formulacoes para a solucao deste tipo de analise.
2.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) ¢ entendido como uma
extensao do Método dos Elementos Finitos (MEF) tradicional, adicionando fungoes
especiais para a aproximacao.

Segundo Barros (2002), o emprego deste método sob a designacao atual de MEFG
aparece pela primeira vez em Melenk! (1995), porém, ele também foi proposto de

forma independente por:

- Babuska e colegas, primeiramente com o nome de Método dos Elementos Fini-
tos Especiais, e posteriormente como Método da Parti¢ao da Unidade (Babuska

e Caloz, (1994));

- Duarte e Oden, como método das Nuvens, uma formulagao hibrida do MEF,

no ano de 1995 (Duarte e Oden, [1995)).

Por ser uma variagao do MEF, o MEFG possui caracteristicas importantes dos

chamados métodos sem malha. Nestes métodos, segundo Barros (2002)), a solugao
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aproximada do problema é construida sem a necessidade de definicao de uma malha
de elementos e com base na distribuicao dos pontos nodais.

Dentre as variagoes dos métodos sem malha, existem os métodos baseados na
definicao da Particao da Unidade. Para o trabalho realizado, destaca-se o Método
das Nuvens-hp, em que conjuntos de pontos, também chamados de nuvens de pontos,
formam a discretizacao do dominio do problema.

O método das Nuvens-hp tem origem no Método de Galerkin Livre de Elementos
(Belytschko e Blackl |1999)). Nestes dois métodos, a inexisténcia de elementos que
conectem os nos faz com que a aproximacao seja construida em cada posicao do
dominio, a partir de uma procura dos nds cujo dominio de influéncia (pardmetro
pré-estabelecido) contenha aquela posi¢ao. A flexibilidade advinda desta estraté-
gia conduz, por outro lado, a problemas relacionados a aplicacao das condigoes de
contorno e integracao numérica.

No método de Galerkin Livre de Elementos, a aproximacao é melhorada com a
inclusao de novos pontos no dominio ou com a introducao de novas fungoes a base
utilizada para se construir a aproximagao. Ja no método das Nuvens-hp, procura-se
o caminho mais simples, utilizando, para isto, uma estratégia de enriquecimento
em que a funcao de aproximacao original é multiplicada por fungoes quaisquer,
escolhidas especialmente para o problema.

Por outro lado, na formulagdo do Método de Elementos Finitos (MEF) as in-
terpolacoes locais em cada elemento definem a sua aproximagao, e a conectividade
entre os nds dos elementos garante a continuidade da aproximacao. No MEFG, as
aproximacoes sao inicialmente construidas como no MEF, ou seja, a partir de fungoes
identificadas com uma malha de elementos. Estas, contudo, sao interpretadas como
associadas aos nds e seus dominios de influéncia, as nuvens (conjunto de elementos
que contém um mesmo né). O MEFG herda, também, do método das Nuvens-hp,
a estratégia de enriquecimento da aproximagao. Como resultado, problemas como

a integragao numérica e imposi¢ao das condigoes de contorno sao superados como



ocorre no MEF, a aproximacao ganha uma certa flexibilidade, oriunda do método
das Nuvens-hp, e torna-se menos propensa a sofrer os efeitos negativos da distor¢ao
da malha.

Assim, segundo |Alves (2012), o MEFG instaura uma ponte entre os dois dife-
rentes métodos, onde, sobre uma malha de elementos finitos faz-se uso de funcoes
da Particao da Unidade (PU), e que tem o mesmo enriquecimento proposto pelo
Método das Nuvens-hp.

Dentro deste contexto de enriquecimento das fungoes PU, existe o XFEM (Ex-
tended finite element method), traduzido como o Método dos Elementos Finitos
Estendidos (MEFE). Uma formulacdo equivalente e desenvolvida em paralelo ao
MEFG, o XFEM foi introduzido por [Belytschko e Black| (1999) e por Moés et al.
(1999) para problemas da Mecéanica da Fratura Linear Eldstica enriquecidos em
apenas partes do dominio. Por possuirem vertentes de desenvolvimento similares,
fundamentada em funcoes de Particao da Unidade enriquecidas com funcgoes polino-
miais ou nao, ambos os métodos, XFEM e MEFG, foram tratados como equivalentes

por [Fries e Belytschko| (2010).
2.1.1 Formulacao

A caracteristica principal do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)
¢ o uso da Partigdo da Unidade (PU) associada a um conjunto de elementos finitos.

A particdo da unidade pode ser definida como um conjunto de funcgoes cujos
valores somam a unidade em cada posi¢ao x no dominio, e o problema a ser analisado
é que definira o tipo de funcao de PU a ser utilizada.

O emprego das fungoes convencionais de MEF (como as fungdes Lagrangianas)
facilita a aplicacao do método, verificando diretamente as condigoes de contorno,
ao contrario do que normalmente ocorre no Método das Nuvens-hp (Barros, [2002)).
Assim, aplicando-se as funcgoes de forma convencionais, para qualquer ponto do

dominio do problema, e n pontos nodais, tem-se:



N
> Nj(x) =1 (2.1)
j=1

Uma das caracteristicas herdadas do Método das Nuvens-hp pelo MEFG é a
discretizacao do dominio do problema em nuvens de elementos, que sao definidas
como as unioes de elementos finitos que partilham um mesmo né no dominio.

Para uma compreensao melhor dessas nuvens de elementos, as fungoes de La-

grange podem ser representadas como indicado na Fig. [2.1

(a) Nuvem cw; (b) Fi neio PU N;(x)
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(c) Fu&o de aproz. local L;;i(x) (d) ¢s:(w) = Ni() x Lj;(x)

Figura 2.1: Estratégia de enriquecimento da nuvem w; via MEFG , 2002).

Dado um ponto nodal do dominio, representado por x; na Fig. @a, a nuvem
associada a este no é representada pelo conjunto de elementos que contém este
mesmo ponto (indicada por w; na Fig. .a), fazendo com que a nuvem seja a uniao
dos elementos que formam o suporte da PU vinculada ao respectivo né (Fig. 2.1}b).

Assim, para a formulacao do Método dos Elementos Finitos Generalizados, as
fungoes de enriquecimento, conhecidas como funcgoes de aproximacao local, Fig.
[2.1]c, e oriundas das estratégias do Método das Nuvens-hp, multiplicam as fungoes

de Particao da Unidade (PU), formando, entao, a fun¢ao de aproximagao, como



10

indicado pela Fig. 2.1].d.

Desta forma, pode-se definir, a partir da Fig. 2.1, a nuvem de elementos w;, asso-
ciada ao ponto nodal x;, as fungoes de Lagrange obtidas pelo Método dos Elementos
Finitos, N;(x), associadas & regido wj, as func¢oes de aproximagao local L;;(x) e o
resultado da multiplicagao entre as duas fungoes.

Estas fungoes de aproximacao local, escolhidas a partir de um conhecimento pré-
vio da natureza do problema, devem construir um conjunto de ¢; fungoes linearmente

independentes e sao definidas para cada ponto nodal x; como:

I; = {le(x), Lja(x), ..., Ljg(x)} = {Lji<x) i1 (2.2)

com Lj(x) =1
Estas fungoes, multiplicadas pelas fungoes de PU, ampliam o espaco de aproxi-
macao de elementos finitos, que passa a ter como base um conjunto das funcoes de

aproximagcao ¢;;(x):

{5 321 = N;(x) x {Lji(x) ;,']il (2.3)

sem somatorio em j.
Assim, segundo |Alves| (2012)), as fungoes de forma do MEFG herdam o suporte
compacto da Particao da Unidade e as caracteristicas da aproximacao da funcao de
aproximacao local. Com isso, uma func¢ao genérica para a aproximacao do problema

(no caso um campo de deslocamentos u) é obtida com a combinagao linear das

funcoes de forma de MEF e MEFG:

N q
a(x) = ) N;(x) {uj +) Lj,.(x)bj,} (2.4)
j=1 =2
onde u; é o parametro associado aos graus de liberdade do MEF e bj; sao os novos
graus de liberdade, criados pelos enriquecimentos nodais, associados ao MEFG.
Em caso de funcoes de enriquecimento polinomial, o Lj;(z) da Eq. ¢é dado

da seguinte maneira:



11

pji(x) = <I ;;;-)T (y ;?yj)s (z ;;j)t (2.5)

sendo 7, s e t os respectivos graus do polinomio enriquecedor nas coordenadas x, y
e z. J& os parametros hj, h? e hi sao as dimensoes caracteristicas da nuvem nas
diregoes x, y e z e utilizados para normalizar os monomios enriquecedores, reduzindo
o crescimento do nimero de condicao do sistema de equagoes a ser resolvido, a
medida que os graus r, s e t aumentam.

Desta forma, a aproximacao definida na Eq. pode ser reescrita da seguinte

maneira:

a5 (p)
up(x) = Y Nj(x) quj + iji(x)bji =N'U (2.6)

que definem vetores com as fungoes de forma e os parametros nodais representados

por:

NT::@W,pHA@ . PigNi . Ny paNy . Aw%Aw} (2.7)

U= by oo by o uy bt o i) (2.8)

Cabe registro que a subtragao pelas coordenadas nodais z;, y; e z; na Eq. (2.5
deve ser realizada para garantir que o monodmio p;;(x) seja nulo quando calculado

no no j a ele associado. Isto faz com que em cada né j tenha-se, a partir das Eqgs.

N qa;(p)
up(x5) = D Ni(xp) S wi+ > pilxg)bji p = u(x;) = u (2.9)
j=1 i=2

Quando a PU, se polinomial, é enriquecida por monomios, o conjunto de fun-
¢oes ([2.3) torna-se linearmente dependente e a matriz de rigidez construida com

estas funcoes pode se tornar positiva semi-definida. Esta dependéncia, porém, pode
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ser solucionada ao se utilizar estratégias numéricas propostas em Strouboulis et al.

(2000), como o procedimento de Babuska, conforme denominado em Barros| (2002).
2.2 Analise Geometricamente Nao Linear

Em um problema em que o material seja considerado com comportamento elas-
tico linear, e que a estrutura esteja sujeita a pequenos deslocamentos e deformacoes,
o seguinte sistema de equagoes lineares pode ser obtido via discretizagao por ele-

mentos finitos e baseado na formulacao de Galerkin:

KU =F (2.10)

onde os deslocamentos, representados pela variavel U, variam linearmente com o
acréscimo de esforcos na estrutura, F, e a matriz de rigidez, K, é considerada cons-
tante durante toda a aplicacao do carregamento.

Em descrigoes mais realistas do comportamento estrutural, o corpo pode estar
submetido a grandes deslocamentos e deformagoes e a relagao constitutiva do mate-
rial nao é linear. Estes comportamentos acabam definindo dois tipos diferentes de
analises nao lineares na mecanica das estruturas, a andlise fisicamente nao linear,
onde apenas a relacao tensao x deformacdo do material é nao linear, e a andlise ge-
ometricamente nao linear, que considera a possibilidade de grandes deslocamentos
e deformagoes da estrutura. Para este trabalho, serd considerada apenas a andlise
com nao linearidade geométrica.

Em uma andlise nao linear busca-se encontrar o estado de equilibrio do corpo
correspondente as cargas aplicadas e, para isto acontecer, a seguinte equacao deve

ser satisfeita:

R-F=0 (2.11)

onde R representa o vetor forcas internas do corpo e F representa as forcas externas

representada na Eq. ([2.10).
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O problema da nao linearidade é justamente conseguir resolver o sistema repre-
sentado na Eq. , pois a rigidez da estrutura, K, passa a ser uma funcao dos
deslocamentos do corpo, que sao as incégnitas a serem determinadas no problema
da Eq. , criando, desta maneira, uma interdependéncia desses deslocamentos.
Assim, para solucionar este problema de interdependéncia e conseguir determinar o
vetor de deslocamentos, usa-se, para o calculo dos problemas nao lineares de estru-
turas, o processo incremental e iterativo, onde a carga é aplicada gradualmente na
estrutura, até se chegar ao equilibrio do sistema e a relagao apresentada pela Eq.
se aproximar ao maximo de zero.

Existem trés tipos de formulacoes que se propoem a descrever o movimento
dos sélidos deforméaveis, e que podem ser empregadas como formas de solucionar
problemas com nao linearidade geométrica. Sao elas a formulacao Lagrangiana,
também chamada de material, a formulacao Euleriana, ou espacial, e a formulacao
corrotacional. O uso de todas as formulacoes é adequado, pois elas incluem os efeitos
cineméticos nao lineares devido aos grandes deslocamentos e deformagoes.

De acordo com [Fonsecal (2008), a formulagao Lagrangiana é a mais apropriada
para a analise nao linear incremental iterativa na mecanica dos sélidos, pois, neste
caso, o importante é a trajetoria de deformacoes de cada ponto do sélido durante o
processo de carregamento.

A formulagao adotada neste trabalho é a Lagrangiana, conforme apresentada por
Bathe| (1996]) e serd descrita nos pardgrafos a seguir.

Na abordagem da andlise incremental Lagrangiana, o equilibrio do corpo em
um pseudo-tempo (chamado simplesmente de tempo) t + At, onde At refere-se a
um intervalo de tempo associado a aplicacao de parte do carregamento, é expresso

usando o principio dos deslocamentos virtuais a partir da seguinte equacao:

/ t+At7_ij 6t+Ateij dt+AtV :t+At §R (2 12)
t+Atv

onde o lado esquerdo da equacdo corresponde ao trabalho virtual interno e r2tR
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o trabalho virtual externo, na configuracio t + At, e ainda, ‘2%

Tij representa as
componentes cartesianas do tensor de tensoes de Cauchy, 6;yace;; corresponde ao
tensor de deformacoes associado aos deslocamentos virtuais e "2V o volume do
corpo no tempo correspondente. O subscrito a direita se refere a componente das

coordenadas cartesianas.

A expressao para o trabalho virtual externo é dada por:

t+At§R — t+At]¢;B§uidt+Atv + / t+AtﬂS5U?dt+AtSf (213)

t+AtV t+At Sf

onde A5 representa a componente de forcas externas aplicada por unidade de

volume no tempo t + At, a componente de forca de superficie por unidade

t+AtgS
de drea, "A1S; ¢ a superficie no tempo t + At no qual as forgas de superficie sdo
aplicadas e du? caracteriza du; avaliado na superficie 4¢3,

A dificuldade fundamental na aplicacao geral da Eq. ¢é que se desconhece
a configuragao do corpo no tempo t + At, e a mudanga continua na configuracao
do corpo implica em consequéncias para o desenvolvimento de um procedimento
de andlise incremental. Na formulacao Lagrangiana, por se conhecer a trajetéria
de deformacoes, pode-se fazer referéncia a uma configuracao de equilibrio anterior
ao tempo t + At para a solucao do problema. Existem duas diferentes formulagoes
que possibilitam a escolha desta configuragao de equilibrio, sao elas a formulagao
Lagrangiana Total (LT) e a formula¢do Lagrangiana Atualizada (LA). Na formula-
¢ao LT todas as variaveis estaticas e cinematicas sao referidas a configuracao inicial
(no tempo 0). A formulagdo LA tem procedimento andlogo a LT, porém, com as
variaveis referidas a ultima configuracao calculada no tempo t. As duas formulacoes
levam em consideracao os efeitos cineméticos nao lineares devido a grandes desloca-
mentos e deformagoes, porém, sao as relagoes constitutivas especificadas de tensdao
x deformacdo que proporcionam um adequado modelo para o comportamento de
grandes deformacoes. A descricao de Bathe (1996), que se estd seguindo, é genérica

o suficiente para abranger tanto a formulacao total quanto a atualizada, e serd assim
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apresentada nesta secao.

Assim, para andlise incremental, certas medidas de tensao e deformagao podem
ser empregadas para melhor representar a Eq. nas formas Lagrangianas Total
e Atualizada, e essas componentes sao: o segundo tensor de Piola-Kirchoff, S;;, e seu
conjugado energeticamente, o tensor de deformacoes de Green-Lagrange, €;;. Apos

as substituigdes pertinentes, a Eq. (2.12)) se transforma em:

/)VV 6+Atsij56+At€ijd0V :tJrAt R (214)

representando a formulacao Lagrangiana Total (LT), e:

/ IS0 A ey d V =T R (2.15)
ty

a formulacao Lagrangiana Atualizada (LA).

Nas Egs. e , o sobrescrito a esquerda indica a configuracao do corpo
em que a grandeza representada ocorre, e o subscrito a esquerda, em relagao a qual
configuracao do corpo em que a grandeza é medida.

Usando as relacoes para a decomposicao incremental das tensoes e deformagoes
e linearizando as equacoes, obtém-se as seguintes equacoes de equilibrio para as

formulagoes LT e LA, respectivamente:

/ OCijTSO GTSCS() eijdo\/ + / éSijéomjdoV :t+At éR — / ESij(;O e,-deV (216)
oy oy oy

[Vtcijrstemétezjdtv + [V tTij5t77ijdtV =IAt R — [v tTij(SteijdtV (2-17)

onde Cjjs € +Cyjrs 530 0s tensores incrementais das propriedades do material no
tempo t referenciado as configuragoes 0 e t, respectivamente. §S; representa o
segundo tensor de Piola-Kirchoff no tempo t e ‘7;; o tensor de tensao de Cauchy no

tempo t. oe;, €, 0Ny € 1 sao as componentes de deformacoes incrementais que
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se dividem em componentes lineares e nao lineares, referidas aos tempos 0 e t, como

representado pelas seguintes equagoes:

_t

t+At : —
0 €5 = o€y o€y €5 = 0Cij + 0N

thAE _
£ €y = 1€y €5 = 1€ T My (2.18)

onde §+Ateij e 6+Ate,~j sao as componentes de deformagcao que se dividem nas compo-

nentes lineares:

o 1 t t
06 = B (Oui,j + 0Uj,i + oUk,i 0Uk,; + 0Uk, ouk,j)
1
t6j = 5 (¢t g + 15,:) (2.19)

e nas componentes nao lineares:

t Uk i t Uk, j (2.20)

onde as equagoes com o subscrito ¢ a esquerda representam a formulagao Lagrangiana
atualizada, e as equacoes com subscrito 0 correspondem as equagoes da formulacao
Lagrangiana total.

As equacoes e sao empregadas no calculo do incremento de deslo-
camentos que irao atualizar os valores das aproximagoes dos deslocamentos, tensoes
e deformacoes correspondentes ao tempo t + At. A aproximacao dos deslocamentos
¢ obtida adicionando o incremento calculado ao deslocamento no tempo t, assim,
pode-se avaliar as deformacoes, a partir destes deslocamentos, fazendo uso de re-
lacoes cinematicas adequadas. A obtencao das tensoes aproximadas depende da

relacao constitutiva usada no problema.

As tabelas (2.1) e (2.2]) resumem as relagoes de tensoes e deformagdes usadas
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para se obter as equacoes de movimento para as formulacoes Lagrangianas total e
atualizada, respectivamente.

O principio basico da analise nao linear utilizando a formulagao paramétrica do
MEF, assim como no MEFG, é o mesmo da andlise linear. Deve-se obter as fungoes
de interpolagao (fungdes de forma) para o elemento finito desejado e, a partir delas,
calculam-se as matrizes necessérias para a andlise (Fonseca, [2008]).

Discretizando-se o problema via MEF ou MEFG, as Egs. e podem
ser substituidas pelas seguintes equagoes matriciais para as formulagoes Lagrangia-

nas para analise estatica da solugao:

(VK. +5 Kyg) AUY =HAT R L plG-D (2.21)

para formulagao Lagrangiana Total (LT)

(1K +i Kyr) AUV =HA R R0 (2.22)

para formulagao Lagrangiana Atualizada (LA).

Onde:

LKy, 'K = Matrizes de rigidez incrementais de deformagoes lineares

EK i, i Ky, = Matrizes de rigidez incrementais de deformagoes nao lineares

HAR = Vetor de forcas externas associados aos parametros nodais no tempo
t+ At

EF, 'F = Vetores associados aos parametros nodais de forcas equivalentes as
tensoes nos elementos no tempo t

AUU) = Vetor de incrementos de parametros nodais na j-ésima iteracio, defini-
dos conforme Eq. e sabendo que: UV = tUG-D 4 AUG)

Na Tabela sao reunidas as equacoes na forma integral e na forma matricial

para ambas as formulacoes Lagrangianas.



Tabela 2.1: Formulagao Lagrangiana Total (Bathe, 1996).

Equacao de Movimento

t+At t+At 0 __ t+At
/)‘ 0 Sij ) 0 €ij dV = R
\%

Decomposicoes Incrementais

(a) Tensoes

t+At _t
o Sij = 05 T 05

t t
OSij = OOijrs o€rs
(b) Deformagoes

t+At _t
0 Eij = 0fij T 0

0€ij = 0€ij Tt 07ij

_ 1 t td
0¢ij = 5 (ot + ottji + Uk otk + ok o)
1
oM = 5 0Uki 0Uk,;
0% = 5 \ 0% 0%5,% 0%k, 0%k,j

Equacao de Movimento com Decomposi¢oes Incrementais

Observando que § 6+At5ij = 0 €ij, a equacao de movimento é:

/ OSij 5 Ogij OdV+/ SSZ] 5 Onij OdV = t+At§R—/ BSZ] 5 Oeij OdV
oy oy oy

Linearizacao da Equacao de Movimento

Usando as aproxima(;()es osij = OCijrs 0€rs e 0 0€ij = 0 0€ij
obtém-se a seguinte equacao de movimento aproximada:

0

18

/ Ocijrs 0€rs 5 062']' 0dV+/ ESU (5 Onij OdV = t+At§R—/ ESZJ 5 Oeij OdV
1% oV oV



Tabela 2.2: Formulagao Lagrangiana Atualizada (Bathe, [1996).

Equacao de Movimento

t+At t+At t __ t+At
1‘ t Sij ) t €ij dV = R
\%

Decomposicoes Incrementais

(a) Tensoes

t+At _t t —t
¢ Sij = Tij + tSz'j Nota-se que tSij = Tz‘j

¢ ¢
Tij = tCz'j'rs t€rs
(b) Deformagoes

t+At —
t G = t&ij

t€ij = t€ij T ¢1ij

ey = 5 (i + i)
1
thij = 5 tUki tUk,j
o= st s s s )
t€ij = 5 tUi,j tUji — Uki ¢Uk,j

Equacao de Movimento com Decomposi¢oes Incrementais

/ lSij 5151‘]' 1dV+/ 1Tij 51771']' 1dv = 2% _/ 17_1']' 5161']' 1dv
1y 1y 1y

Linearizacao da Equacao de Movimento

Usando as aproximacoes 15 = 1Cijrs 16rs € 0 165 = 0 1€;5
obtém-se a seguinte equacao de movimento aproximada:

/ 102']'7«3 1Ers ) 1645 1dV+/ 17_1']' ) 1M 1dV = 23%—/ 1Tij ) 165 1dV
1y ly v

19
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2.2.1 Trajetérias de Equilibrio

Na simulagao de uma analise nao linear, utiliza-se do artificio da resolugao de
analises lineares sucessivas. Estas analises menores acabam introduzindo varios pon-
tos de equilibrio em um grafico de carga — deslocamento, e este conjunto de pontos
formam, assim, as trajetorias de equilibrio. Estas trajetérias de equilibrio sao uma
forma de se representar todo o histérico de carregamento sofrido pela estrutura e

como ela se comportou. Diferentes tipos de comportamentos estruturais sao ilustra-

dos pela Fig. 2.2

A B
1
1
< !
£
r:“ )\1-1 i L
~ A i
_..‘) ————————— 1
- | ’
S : D i
I | |
: 1
| .
: I
| H
U o Deslocamento

Figura 2.2: Trajetérias de equilibrio tipicas em problemas nao lineares (Fuina,
2004).

Pode ser observado pela Fig. 2.2] que no comportamento nao linear pode exis-
tir a ocorréncia de aumento de deslocamentos com aumento de carga (ponto A),
decréscimo de deslocamento e de carga (ponto D) ou até mesmo aumento de deslo-
camentos com decréscimo de carga (ponto C). Assim, para representar de maneira
correta estes diferentes tipos de trajetérias, empregam-se procedimentos numéricos
capazes de identificar pontos limites de cargas, como o ponto B da Fig. 2.2 e pontos
limites de deslocamentos, ponto D da Fig.

Para obtencao das trajetérias de equilibrio, a fim de se resolver o problema
com nao linearidade, utiliza-se de processos incrementais iterativos cujo objetivo,

segundo [Fuina (2004), é resolver um sistema de N + 1 incdgnitas (N deslocamentos
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incrementais e um incremento no fator de carga) e N + 1 equagoes (N equagoes de
equilibrio e uma equagao de restri¢ao).

Assim, dado um campo de deslocamentos, descrito pelos parametros nodais U,
e um fator de carga proporcional \, equivalentes a um ponto da trajetéria de equi-
librio (ponto A da Fig. , deseja-se encontrar outro ponto de equilibrio (ponto
B na Fig. de modo que a variacao de determinadas grandezas do problema no
passo incremental (do ponto A ao ponto B), seja controlada (Fuinal, 2004), ou seja,
conforme um determinado método de controle. Variando os valores deste fator de
carga consegue-se obter os varios pontos de equilibrio, formando, assim, a trajetéria
completa.

Nas andlises de elementos finitos, segundo Bathe| (1996)), os métodos de iteracao
mais utilizados sao baseados na técnica de Newton-Raphson, onde a solugao obtida
em passos/iteragoes anteriores é utilizada para obter a solugao atual. Dentro do
método de Newton-Raphson existem duas vertentes diferentes, o método padrao,
onde a matriz de rigidez ¢é calculada a cada iteracao do processo incremental, e o
método modificado, em que a matriz de rigidez da estrutura é atualizada a cada
passo deste processo, permanecendo constante nas iteracoes seguintes. Segundo
Fonsecal (2008), o método iterativo modificado é recomendado por |Bathe (1996))
para a solucao do sistema de equacgoes nao lineares, no entanto o método padrao é
mais estavel, embora demande um esfor¢co computacional maior.

Em uma formulacao geral do processo incremental-iterativo, para a obtengao das
trajetorias de equilibrio de uma andlise nao linear, as equacoes de equilibrio (2.21)) e
(2.22]) podem ser representadas em uma tnica equacao que corresponde a iteracao j
do passo i, e pode ser reescrita da seguinte maneira, conforme adaptado por [Fuina

(2004) de Yang e Shiehl (1990):

K! - 6U =0\ -P+Q_, (2.23)

onde,
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Kj-_l ¢ a matriz de rigidez tangente na iteracao 7 — 1 do passo ¢, associada aos
parametros nodais (5U§- e obtida, neste trabalho, a partir da soma da parte linear e
nao linear das matrizes de rigidez indicadas nas Eqs. e ;

5U§ é o vetor de parametros nodais incrementais da iteracao j do passo ;

(5)@- é o incremento do fator de cargas na iteracao j do passo i;

P é o vetor de cargas de referéncia representado pela soma dos vetores R e F
das Eqgs. e ;

Qéfl é o vetor de forcas residuais da iteracao j — 1 do passo i.

Para a resolucao da Eq. , a primeira providéncia a ser realizada é estipular
o incremento de fator de carga, 6)\3-, e o seu calculo varia em fun¢ao do método de
controle escolhido. Com o valor estabelecido, pode-se obter o incremento do vetor de
parametros nodais, 0U;, que pode ser decomposto nas parcelas associadas a carga

de referéncia 5U§D e a carga residual 5UJQ, da seguinte forma:

0U; = o), - 6UY + 5UY (2.24)
com
K, - 0U =P (2.25)
c
K, 0U? =Q;_, (2.26)

Com os valores encontrados para 5)\2 e 0Uj, as varidveis do problema podem ser

atualizadas, através das seguintes equacgoes:

A= Aj_1 + A (2.27)

U, = 6U;_, + 6U; (2.28)
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Com a atualizagao dos deslocamentos, as tensoes internas sao, também, atuali-
zadas. Ao final de cada iteracao, o equilibrio do sistema pode ser verificado pelo
critério das forcas, a partir do célculo do vetor de forgas residuais, Q;, ou entao pelo
critério vinculado aos deslocamentos, mediante a magnitude do vetor de parametros
nodais incrementais 6U;. O processo iterativo s6 termina quando se alcanca deter-
minado critério de convergéncia. Se a convergéncia nao for atingida, sera necessario
o calculo de uma nova iteracao, a partir da determinacao dos valores de (5Uf e (SUE2
pelas Eqgs. e , podendo-se assim obter o valor de \; com uma equacgao
de restricao que envolve combinagoes das grandezas do problema.

O vetor de cargas residuais da iteracao j é dado por:

Q=) P-F, (2.29)

onde F; é o vetor de forcas equivalentes as tensoes internas ao final da iteracao j.

Destaca-se ainda, que na primeira iteracao de cada passo, o vetor de cargas
residuais Q;_; € nulo.

Por ser uma formulagao aplicavel a varios tipos de métodos de controle, |Yang e
Shiehl (1990) apresentam um diagrama com os principais passos para um algoritmo
genérico de resolu¢ao do processo incremental-iterativo, como mostra a Fig. 2.3
Este algoritimo foi implementado no INSANE a partir do trabalho de Fuina| (2004).

O diagrama da Fig. possui um procedimento em destaque, indicando o
momento da obtencao do parametro de carga 5)@-. Ele esta em destaque pois é um
valor que é calculado de diferentes maneiras, dependendo do método de controle
adotado.

Existem varios métodos de controle para a realizacao dos procedimentos incre-
mentais iterativos, destacando-se entre eles os métodos de controle de carga, de
controle de deslocamentos e de controle de comprimento de arco.

No método de controle de carga, incrementa-se de maneira constante a carga

externa, porém este incremento se dd apenas a cada primeira iteragao (j = 1) de um
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passo qualquer, fazendo com que o carregamento permaneca constante ao longo de
todas as outras iteragoes (j > 1) deste mesmo passo. Devido a carga ser constante
durante o processo, quando uma carga ultrapassa o valor que corresponde a um
ponto limite (ponto B na Fig. [2.4(a)]), a linha horizontal que controla a trajetéria
de iteracao nao ira se cruzar com a trajetéria de equilibrio e assim o ponto de
convergéncia nao podera ser encontrado.

O método de controle direto de deslocamento (Fig. [2.4(b)) tem como parametro
de controle uma das componentes de deslocamento previamente escolhida, fazendo
com que as iteracoes sejam realizadas a partir de um deslocamento constante. Neste
método, segundo Fuina (2004), o analista precisa ter um conhecimento prévio da
estrutura para, desta forma, poder escolher o grau de liberdade mais adequado
para o controle. Além disso, assim como no controle de carga, este método nao
consegue atingir pontos limites quando se observa uma decréscimo de deslocamento
de um nivel de carga a outro (“snap-back”), pois a trajetéria de iteragado, por ser
uma linha vertical, nao conseguira cruzar com a trajetéria de equilibrio. Dentro do
contexto do deslocamento, existe o método de controle de deslocamento generalizado,
cujo objetivo é automatizar o ajuste do tamanho do passo incremental, através do
acompanhamento da variacao da rigidez, e a troca do sinal do incremento de carga
proporcional na ocorréncia de pontos limites (Fuinay, 2004]).

Buscando superar essas limitagoes, os métodos de controle de carga e de controle
de deslocamentos serviram para o desenvolvimento de outros métodos mais eficazes,
como o método de controle de comprimento de arco (Fig. [2.4(c)), onde o processo
iterativo é controlado a partir de uma combinagao geométrica entre as variaveis

deslocamentos e fator de carga proporcional.



Montagem do vetor de cargas de referéncia: {P}

\ 4

Loop sobre o n° de incrementos (i =i+1)

v

Loop sobre o n° de iteragdes (j = j+1)

Matriz de rigidez: [K]%_1

Parametros nodais incrementais associados a carga
de referéncia, ({ESU}]-P ), € a carga residual, ({SU};2 )

Incremento do fator de cargas 8?\]‘:
(Dependente do Método de controle)

Novo incremento
Nova iteragdo

[ Vetor de parametros nodais incrementais {8U}§- ) ]

[ Atualizag@o das varidveis: A;e {U}; ]

: Vetor de forgas internas: {F}; :
: Vetor de forgas residuais {Q}; :
Nao
Converge ?
Sim

Figura 2.3: Algoritmo para métodos de controle adaptado de |Fuina| (2004]).
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Capitulo 3

Sistema INSANE

Este capitulo apresenta a plataforma em que o trabalho foi desenvolvido, pro-
curando ressaltar apenas os detalhes necessarios para se compreender a expansao
realizada.

O sistema INSANE (INterative Structural ANalysis Environment) é um ambi-
ente computacional implementado em linguagem de programacao Java, utilizando a
Programagao Orientada a Objetos (POO) e desenvolvido no Departamento de En-
genharia de Estruturas (DEES) da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

A POO ¢ baseada em classes e objetos e isto permite, segundo [Fonseca (2008)),
que programas desenvolvidos desta maneira sejam divididos em moédulos indepen-
dentes. Ja a linguagem Java, de acordo com [Fonseca (2008)), além de ser uma
linguagem orientada a objetos, tem a caracteristica de ter portabilidade, por ser
desenvolvida de forma a ser independente de plataforma, fazendo com que o cédigo
possa ser compilado em um sistema operacional e executado em outro. Com isso, a
plataforma INSANE tem como principio de ser um ambiente segmentado, amigavel a
mudancas e, assim, ser melhorado e ampliado de forma progressiva, sem necessidade
de muitas modificagoes.

O INSANE pode ser dividido em trés grandes segmentos para seu funcionamento:
o pré-processador, que é a aplicacao gréafica interativa que oferece recursos para
inserir dados do modelo de diferentes formas; o processador, como sendo o ntcleo

numérico do sistema, responsavel pela leitura dos dados e obtencao dos resultados

28
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das anédlises dos modelos discretos; e, por fim, o pds-processador, que permite ao
usudrio a visualizacao dos resultados ao fim da analise.

Para a solucao dos problemas na plataforma, a estrutura do nticleo numérico
é concentrada nas relagoes entre duas interfaces, Assembler e Persistence, e duas

classes abstratas, as classes Solution e Model, como pode-se observar na Fig. [3.1]

oPer‘sistence

Model Kl > Y9 solution

OAssembler‘ —

Figura 3.1: Organizagao do nicleo numérico do INSANE

A interface Persistence é a responsavel por receber os arquivos de entrada ge-
rados na etapa de pré-processamento do programa e geragao de arquivos com 0s
resultados interpretados pelo pos-processador do sistema. Assim, as informacgoes
necessarias para descricao do modelo podem ser organizadas em uma estrutura de
dados estabelecida pelas classes relacionadas a Model. Apés a solucao do modelo
como ja mencionado, Persistence também é responsavel por gerar os arquivos com
os dados de saida para uma posterior andalise dos resultados.

Apo6s a leitura de dados por Persistence, sao as classes de Model que armazenam
os dados, podendo, assim, representar o modelo discreto a ser analisado. Para
tanto, Model possui listas de nds, elementos, modelos de analise, fungoes de forma,
pontos de integracao, materiais e carregamentos, necessarias para a descricao dos
modelos. A partir da classe abstrata Model sao derivadas classes que possuem
atributos especificos para determinados tipos de modelos, como indicado na Fig.
3.2l Dentre estas classe tem-se a classe FemModel, que é a responsével pelos modelos
discretos de MEF.

Derivando de FemModel, tem-se a classe GFemModel que, sendo uma classe filha
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Model

—nodes:Arraylist<Node>
—elements:Arraylist<Element> GFemModel
—analysistodels:Arraylist<AnalysisModel> FemModel

o hapee:ArrayLict<ohapes —enrich:Arrayl ist<EnrichmentType>

—loadings:ArraylList<FemLoading>
—degenerations :ArraylList<Degeneration>
—materials:Arraylist<Material>

Figura 3.2: Diagrama parcial de classe para Model

de FemModel, herda todas as caracteristicas presentes nesta classe e, além disso,
possui comportamento e atributos especificos do Método dos Elementos Finitos Ge-
neralizados (MEFG), como, por exemplo, uma lista de objetos das classes da heranga
de EnrichmentType. A classe EnrichmentType é bem especifica para o MEFG, pois
é ela que armazena e manipula as informacoes relacionadas aos tipos de enrique-
cimento nodal. EnrichmentType é uma classe abstrata, pois dela derivam classes
que implementam tipos especiais de enriquecimento, como a classe PolynomialEn-
richment, que possui métodos especificos de forma a representar o enriquecimento
polinomial.

Além disso, para a construcao da classe Model, tem-se implementado as classes
Node, Element, Shape e ProblemDriver. A classe Node é a encarregada de armazenar
todas as informacoes discretas associadas a cada né do problema. Especificamente
para a analise via MEFG, existem as variaveis CLOUD-SIZE, que representa o ta-
manho da nuvem deste n6, e ENRICHMENT-TYPE, que referencia um dos tipos
de enriquecimento que foram armazenados na lista de EnrichmentType em GFem-
Model, pois, desta forma, cada né tem a ele associado uma nuvem, w;, e uma ou
mais fungdes de enriquecimento L;;(x).

Shape é uma classe abstrata para representar as fungoes de forma e suas deri-
vadas para diversos tipos de aproximacoes diferentes. No contexto do MEFG, ¢ a
responsavel pela construcao das funcoes PU.

A classe Element é a responsavel em representar o elemento do modelo discreto,
possuindo todos os atributos necessarios para sua descrigao, como, por exemplo,

a funcao de forma, a lista de pontos de integracao e lista de nds para formar o
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elemento. Como FElement agrupa os dados elementares da discretizacao, as classes
que implementam a interface Assembler percorrem as listas de objetos FElement
contidas em Model para a montagem do sistema de equagoes finais do modelo.
Dentre os atributos, destaca-se também um objeto do tipo ProblemDriver, que faz
referéncia ao problema fisico a ser modelado.

Derivando de ProblemDriver, existem diferentes tipos de problemas e formulacoes
de modelos discretos, dentre eles, a classe SolidMech, que representa as formulagoes
para modelos da mecéanica dos sélidos. As diferentes formulacoes de elementos finitos
estao implementadas no programa como classes filhas de SolidMech, destacando-se,
as classes Parametric e GFemParametric, que sao responsaveis por fornecer infor-
magoes relevantes aos elementos paramétricos, como ilustrado na Fig. 3.3 Uma das
diferencas entre essas duas classes é que GFemParametric usa as coordenadas fisicas
e naturais do elemento para o calculo das funcoes de forma e derivadas, enquanto a

classe Parametric utiliza apenas as coordenadas naturais nos pontos de integracao.

ProblemDriver

® getC(Element)

® getF(Element)
® getIncrementalC(Element)

® getTotalC(Element)

| —

‘ GFemPhysicallyNonLinear ‘ ‘ GeometricallyNonlLinearTl ‘ | PhysicallyNonLinear‘

‘ GeometricallyNonlLinearUl ‘

Figura 3.3: Diagrama parcial de classe para ProblemDriver

Dependendo do tipo do modelo de anélise, é a classe abstrata AnalysisModel que

fornece as informagoes dos modelos matematicos necessarias aos elementos finitos,



32

como, por exemplo, o calculo da matriz de deformacao. Sua implementacao é re-
alizada pelas diversas classes que representam diferentes modelos de andlise, como
os modelos em estado plano de tensao (PlaneStress), estado plano de deformagao
(PlaneStrain), modelos lineares (Line) e sdlidos (Solid). Neste mesmo contexto,
existe a interface GFemAnalysisModel, que possui métodos com caracteristicas es-
pecificas para os modelos de elementos finitos generalizados. Assim, uma classe
para um modelo de andlise de um problema via MEFG, como, por exemplo, as clas-
ses GFemPlaneStress e GFemSolid, implementam a interface GFemAnalysisModel
e também sao derivadas da classe abstrata AnalysisModel. Com isto, elas possuem
métodos gerais dos modelos matematicos e métodos mais especificos para o MEFG,

e seu diagrama de classes é representado pela Fig. (3.4

GFemLinelD |

OGFemAnalysisModel |<P GFemPlaneStrain ‘

GFemPlaneStress ‘

GFemReissnerMidlinPlate ‘

N I S N B

GFemSolid ‘

=
|
|
|
—_——
|
|
|
|
|
|
I|._
|
|
L_
|
|
|
L_

—*{ GFemTimoSpaceFrame ‘

Figura 3.4: Diagrama parcial de classe para a interface GFemAnalysisModel

Apos armazenadas as informagoes do modelo nas classes relativas a Model, elas
sao recuperadas pela interface Assembler, que possui os métodos necessarios para a
montagem das matrizes e vetores do modelo conforme a Eq. (3.1)), simplificada para

o caso de uma andlise estatica:

CX=R-F (3.1)

onde X ¢ a variavel de estado do problema, C é uma matriz e R e F sao vetores.

Esta equacao ¢é a forma geral para o caso do procedimento aqui adotado e pode
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representar, de forma particularizada, a Eq. para os processos incrementais-
iterativos.

Assembler é implementada pela classe FemAssembler, por ser conveniente a di-
ferentes tipos de problemas que podem ser modelados pelo Método dos Elementos

Finitos.

C’Assembler

- 99 BemAssembler
FemAssembler

GFemAssembler
XFemAssembler
XFreeAssembler

Figura 3.5: Diagrama parcial de classe para a interface Assembler

|
[
|
|
I

Derivando de FemAssembler tem-se a classe GFemAssembler (Fig. , respon-
savel por montar a equagao para modelos que serao resolvidos via MEFG. A equacgao

(3-1) pode ser reorganizada e representada em sub-matrizes, da seguinte maneira:

{i}:{g}‘{i} 32)

onde a matriz C é a matriz de rigidez do modelo, X o vetor de graus de liberdade,

Cuu Cup
CPU CPP

como os parametros nodais, R é o vetor de cargas nodais e F as forcas nodais
equivalentes aos esforgos internos. Os indices u e p indicam se a sub-matriz refere-se
a graus de liberdade desconhecidos (u) ou prescritos (p).

Apos a montagem do sistema de equacoes a ser resolvido, é a classe Solution que
resolve o sistema de equagéo representado na Eq. (3.2)). Por ser uma classe abstrata,
possui classes derivadas que dispoem de métodos para solucionar diferentes tipos de
problemas. Dentre essas subclasses, tem-se a SteadyState, que representa a solugao
de problemas lineares estaticos e, por isso, é a mais simples delas. SteadyState tem
como um de seus atributos, um objeto da classe LinearEquationSystem, que é a
responsavel por resolver o sistema de equacoes lineares.

No enriquecimento da particao da unidade para a construcao das funcoes de
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forma do MEFG, a matriz de rigidez do sistema pode se tornar semi definida positiva,
quando a PU e as fungoes de enriquecimento sao polinomiais, conforme comentado
na secao [2.1.1} Para a solucao deste sistema, na classe LinearEquationSystem esté
implementado o procedimento iterativo, proposto por |Strouboulis et al.| (2000]).
Para a solugao de problemas nao lineares, a classe EquilibriumPath é a classe
herdeira de Solution que generaliza a solucao de problemas que necessitam determi-
nar as trajetorias de equilibrio. De EquilibriumPath surgem mais duas subclasses,
a DynamicEquilibriumPath para o calculo de problemas dinamicos, e a Static Equi-
libriumPath, que representa a solugao para uma analise nao linear estatica, como

indicado pela Fig. [3.6]

L)
EquilibriumPath Fﬂ

Ay

DynamicEquilibriumPath‘

StaticEquilibriumPath ‘

| SteadyState ‘

Figura 3.6: Diagrama parcial de classe para Solution

A classe StaticEquilibriumPath possui como atributos objetos do tipo Step e
IterativeStrategy. A interface I[terativeStrategy define o método de controle a ser
utilizado para obtencao das trajetérias de equilibrio, e é algo informado pelo usuério.
Em sua hierarquia estao representados os diferentes métodos de controle: o controle
de carga, o controle de deslocamento, e o controle de comprimento de arco, descritos
na secao[2.2.1} Todas as classes possuem os métodos getPredictor() e getCorrector(),
que calculam o fator de carga de cada iteragao, e também possuem um objeto do
tipo Step, que terd todas as informacoes sobre a iteracao anterior para o calculo do
fator de carga.

A interface Step representa o tipo de processo incremental iterativo utilizado
na analise. Sao implementadas a partir dela as classes StandardNewtonRaphson e
Modified NewtonRaphson, que possuem, respectivamente, métodos para a construcao

da formulagao Newton Raphson padrao e modificado (Fig. |3.7)).
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|
[—*I ModifiedNewtonRaphson
|
|
|

——| StandardNewtonRaphson

Figura 3.7: Diagrama parcial de classe para a interface Step

Estas classes possuem como atributos um objeto do tipo Assembler, que informa
as matrizes e vetores da equacao a ser resolvida em cada iteracao do processo, um
objeto da classe LinearEquationSystem, para resolver o sistema de equagoes algébri-
cas lineares na iteragao, e um objeto IterativeStrategy, como forma de representar
qual estratégia de iteracao esta sendo utilizada. Dentre os métodos presentes nas
classes, existe o método setConvergence(), que cria um objeto do tipo Convergence,
podendo, desta maneira, calcular a convergéncia baseada em forca, deslocamento ou
ambos, e também o método getConvergence(), responsavel em verificar a convergén-

cia da iteracao corrente.

3.1 Expansao da plataforma para a analise com
nao linearidade geométrica

Para este trabalho, o objetivo foi implementar na plataforma INSANE modelos
para solucionar problemas com nao linearidade geométrica via MEFG a partir das
formulagoes Lagrangiana Total e Lagrangiana Atualizada. Com isto, esta secao des-
creve as implementacoes realizadas no sistema INSANE para o seu funcionamento.

O seguinte esquema de cores foi utilizado para facilitar a vizualizacao:

Classe n3o modificada Classe modificada -

Figura 3.8: Esquema de cores utilizada para representar as classes nao
modificadas, modificadas e criadas

A formulagao paramétrica é tratada no MEFG na classe GFemParametric, a
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exemplo da classe Parametric usada no MEF, e ambas derivam de SolidMech e de
ProblemDriver (Fig. , que possuem apenas métodos gerais para a montagem das
grandezas matriciais e vetoriais da equacgao final do modelo. Com isto, criou-se a
classe GFemGeometricallyNonLinearTl, que é responsavel por fornecer informagoes
pertinentes aos elementos paramétricos de MEFG especificas a formulacao Lagran-
giana Total, e a classe GFemGeometricallyNonLinearUl para os elementos paramé-
tricos de MEFG especificos a formulacao Lagrangiana Atualizada. No momento que
o elemento é acionado por Assembler para a montagem da matriz de rigidez, ele
consulta o seu ProblemDriver, que neste caso serao as novas classes GFemGeome-
tricallyNonLinearTl ou GFemGeometricallyNonLinearUl, e estas classes fornecerao

as matrizes de rigidez linear e nao linear, além de também fornecer o vetor de forgas

das Eqs. (2.21) e (2.22)), como indicado na Fig. (3.9

@ ProblemDriver

® getC(Element)

® getF(Element)

® getIncrementalC(Element)
® getTotalC(Element)

@ solidMech
JAY
> (@)GFemParametric

Figura 3.9: Diagrama parcial de classe para ProblemDriver

O método getLinearIncrementalC() é o responsavel pelo cdlculo da matriz de
rigidez linear (K ), o método getNonLinearIncrementalC() pelo calculo da matriz
nao linear (Kyz), e o método getIncrementalC() pela soma das duas matrizes, como

determinado pelas Eqs. (2.21)) e (2.22). J& o método getF() é o responsavel pelo

calculo do vetor de forcas nodais, vetores associados aos parametros nodais de forcas
equivalentes as tensoes nos elementos, também das Eqgs. (2.21)) e (2.22)).

Para o cdlculo correto das matrizes de rigidez e do vetor de forcas, adicionando o
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enriquecimento oriundo do modelo de elementos finitos generalizados, foram neces-
sarias modificagoes em um grupo de classes que implementam a Interface GFemA-
nalysisModel (Fig. . Métodos existentes nas classes derivadas de AnalysisModel
para a analise via Elementos Finitos foram sobrescritos nas classes que implementam
GFemAnalysisModel e modificados de maneira que contemplassem enriquecimentos
nodais necessarios aos modelos do MEFG. Os métodos criados foram getInternal-
VariablesOperator() para a montagem da matriz By, e getNonLinearInternal Vari-
ablesOperator() para a montagem da matriz By, ambas indicadas nas equagoes
da Tabela[2.3] Os métodos getNonLinearDuallnternal VariablesMatriz() e getGree-
ninternal Variables() relativos ao célculo do tensor de deformagoes de Green para a
construgao do segundo tensor de Piola-Kirchoff (matriz S nas equagdes da Tabela
, e o método getAlmansilnternalVariables(), que calcula o tensor de deformagoes
de Almansi para a construcao do tensor de Cauchy (matriz 7 na Tabela , tam-
bém foram introduzidos na classe, para que o enriquecimento contido nas matrizes

By e By fossem considerados.

|

2 AnalysisModel
JAN
|

i

PlaneStrain ’ PlaneStress | LinelD
GFemSolid | ‘ GFemPlaneStrain | | GFemPlaneStress | ’ GFemLinelD |
T T T T

’ OGFemAnalysisModel |

Figura 3.10: Diagrama parcial de classe para AnalysisModel e GFemAnalysisModel

Além dessas modificacoes nos modelos de andlise, introduziu-se dois métodos na
classe GFemFElement, para recuperar caracteristicas especificas dos modelos de ele-

mentos finitos generalizados. Métodos ja implementados na classe Element, foram
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sobrescritos em GFemElement (Fig. [3.11]). Dentre estes métodos tem-se o getPoint-
GreenlInternal Variables(), que retorna o tensor de tensdes de Green em um ponto
do elemento, e foi criado de maneira que levasse em consideracao os enriquecimen-
tos nas fungdes de forma, e o getCartesianNodalDisplacementsMatriz(), responsével
pela montagem de uma matriz de parametros nodais do elemento, e sua criagao
foi necessaria para que os graus de liberdade adicionais, devido ao enriquecimento,

fossem contabilizados na matriz final.

L

Element
Hexahedral
i
— FrameElement Triangular
—| %9 ParametricElement < Quadrilateral
— SpringElement Tetrahedral
—— 98 ThinPlateElement GFemE Lement

—elm:ParametricElement

© getPointGreenInternalVariables

© getCartesianNodalDisplacementsMatrix
© getPointAlmansiInternalVariables

@ getCartesianPointCoords

@ getUpdatedCartesianNodalCoordsVector

Figura 3.11: Diagrama parcial de classe para Element

Para a formulagao Lagrangiana Atualizada (LA) foram necessarias modificagoes
mais especificas para levar em consideracao a atualizacao das coordenadas nodais
na construcao dos enriquecimentos polinomiais, representado pela Eq. , para o
calculo das fungoes de forma e suas derivadas.

Na formulacao Lagrangiana Total como a configuragao de referéncia é sempre a
indeformada (configuragao inicial), estas coordenadas nao sao atualizadas. O mesmo
nao ocorre na formulacao LA, em que a aproximacao é construida referenciando-se
a ultima configuragdo. Por esta razao, procede a necessidade de se atualizar tais

coordenadas.
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Na montagem das matrizes das funcoes de forma e das suas derivadas, os mé-
todos getShapeFunction() e getDerivedShapeFunction(), na classe EnrichedShape,
foram modificados de forma a utilizar as coordenadas nodais e as coordenadas re-
lativas aos pontos de Gauss nos calculos. Com isto, além do acréscimo do método
getUpdatedCartesianNodalCoordsVector() na classe GFemkElement, para considerar
as atualizacoes das coordenadas dos enriquecimentos e adicionar todos os graus de
liberdade nodais atualizados em um vetor de deslocamentos totais, nesta mesma
classe, foram modificados o método getPointAlmansilnternalVariables(), que con-
sidera a atualizacao dos deslocametos na construcao do tensor de deformacgoes de
Almansi, e o método getCartesianPointCoords(), que calcula as coordenadas car-
tesianas dos pontos de Gauss a partir das coordenadas paramétricas, de forma a
utilizar as coordenadas atualizadas destes pontos na equacao de enriquecimento
(2.5) (os parametros x, y e z). Para a atualizacdo das coordenadas z;, y; e z;
nesta mesma equacao, alterou-se os métodos getEnrichementMultipliers(), getXDe-
rived EnrichementMultipliers(), getYDerived EnrichementMultipliers() e getZDerive-
dEnrichementMultipliers(), de forma que as coordenadas dos pontos nodais fossem

acrescidas dos seus deslocamentos totais.



Capitulo 4

Resultados Numeéricos para a
Formulacao Lagrangiana Total

Neste capitulo busca-se mostrar que a expansao do INSANE, habilitando-o a
realizar andlises pelo MEFG empregando-se a formulagao Lagrangiana Total, foi va-
lidada. Adicionalmente, uma malha, utilizada em um dos problemas analisados, é
distorcida para se comparar a sensibilidade da solucao obtida via MEFG e aproxi-
macoes serendipetas pelo MEF.

Nas analises apresentadas neste capitulo sao utilizadas dois tipos de enrique-
cimentos. O primeiro deles é o enriquecimento com mondémios do primeiro grau,
gerando uma aproximacao capaz de representar um espaco de aproximacao qua-
dratico com termos (1 = y zy 2? y*> 2%y e zy?), equivalente & aproximagao do
elemento quadrilateral de oito nés (Q8) do MEF. Assim, a matriz das fungdes de

forma associado a cada né z; é dada por:

N[N0 RN 0 BEN 0

’ 0 N, 0 TEN, 0 LN,

(4.1)

O segundo tipo de enriquecimento é o com monomios do primeiro e segundo grau,

gerando uma aproximacao capaz de representar um espago de aproximacao cubica

2 3

com termos (1 = y zy 2?2 v* 2%y zy® 23 * 2%y xy?®), equivalente & aproxi-
macao do elemento quadrilateral de doze nés (Q12) do MEF. Neste caso, a matriz

das fungoes de forma associado a cada né z; & dada por:

40
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N; 0 TEN; 0 BEN, 0

T _ I
Nj T T—x; Y—y;
0N, 0 LEN, 0 LuN,
e L (4.2)
(52) N 0 (m2) N 0
B A

Como forma de padronizar os resultados inseridos neste capitulo, utiliza-se as

seguintes siglas:

LT quando ¢ feita a analise utilizando a formulacao Lagrangiana Total;
LA quando é feita a analise utilizando a formulacao Lagrangiana Atualizada;
NRP quando o problema ¢é analisado via método de Newton-Raphson Padrao;

NRM quando o problema é analisado via método de Newton-Raphson Modi-

ficado;

Q4 quando se utilizada elementos quadrilaterais de 4 nés;
Q8 quando se utilizada elementos quadrilaterais de 8 nés;
Q12 quando se utilizada elementos quadrilaterais de 12 nés;

MEFGp1l quando os graus de liberdade do problema sao enriquecidos com

monomios do primeiro grau, e a funcao de forma é dada pela Eq. (4.1));

MEFGp2 quando os graus de liberdade do problema sao enriquecidos com

monomios do segundo grau, e a fungdo de forma é dada pela Eq. (4.2);

Assim, para as analises de MEF tem-se combinagoes das siglas LT ou LA, NRP

ou NRM e Q4, Q8 ou Q12. Nas andlises de MEFG as combinagoes serao das siglas

LT ou LA, NRP ou NRM e MEFGp1l ou MEFGp2.
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4.1 Validacao dos resultados

Primeiramente, propor-se validar a implementacao. Apds a criacao da classe
GFemGeometricallyNonLinearTl e da introdugao de métodos em algumas classes na
plataforma INSANE, foram feitas andlises e comparacoes de resultados de exemplos
propostos por [Fonsecal (2008), que foram obtidos via Método dos Elementos Finitos.

Em todas as andlises foram usadas unidades consistentes.
4.1.1 Coluna Engastada e Livre

Este exemplo consiste em uma coluna engastada em sua extremidade inferior
e livre na outra extremidade, onde é aplicado o carregamento pontual vertical e

excéntrico, como apresentada na Fig. [4.1]

Po

-—

1
B —
EW

Figura 4.1: Coluna Engastada e Livre.

100

O material na anélise desta coluna foi considerado linear-elastico isotrépico, cujo
moédulo de elasticidade é E = 12 e o coeficiente de Poisson v = 0,3. As dimensoes

usadas para a coluna foram 100 x 1, com 1 de espessura.
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Para as analises via MEF e MEFG, foi utilizado um modelo de analise em estado
plano de tensoes (PlaneStress), e a coluna foi discretizada em 50 elementos finitos
quadrilaterais de 8 nés para o modelo via Método dos Elementos Finitos e em ele-
mentos quadrilaterais de 4 nds enriquecidos polinomialmente em x e y para se ter
uma aproximagao quadratica pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados. A

carga de referéncia foi Py = 2,0 x 107,

° 1 \ ——LT-NRP-08 Fonseca (2008)

5 \ LT-NRM-Q8 Fonseca (2008)
+ Wood eZienkiewicz (1977}

——LT-NRP-MEFGp1

\ ——LT-NRM-MEFGp1

Fatorde Carga
[ I

Deslocamento Horizontal do Ponto de Aplicacio da Carga [uc]

Figura 4.2: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de
aplicagao de carga.

No método de Newton-Raphson padrao foi utilizado o método de controle de
carga, em que se incrementou 0,1 a carga aplicada em cada passo, a tolerancia a
convergencia foi de 0,01 para as forcas e com 90 passos para a convergéncia. Ja no
método modificado, foi necessario utilizar o método de controle de deslocamentos
generalizados com um incremento no fator de carga de 0,5, a tolerancia foi aumentada
para 0,1 e foram necessarios 1000 passos. Isto vale para o MEF e para o MEFG. A

diferenca existente entre os dois métodos é devido a natureza da trajetoria de cada
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analise. Para esta andlise, constatou-se a existéncia da dependéncia linear devido ao
enriquecimento, e por este motivo a equagao do problema foi resolvida utilizando o
método de Babuska.

Os resultados das trajetérias de equilibrio para o deslocamento horizontal do
ponto de aplicagao da carga é apresentado na Fig.

Além do trabalho de |[Fonsecal (2008), foi utilizado como referéncia o resultado
analitico apresentado por Wood e Zienkiewics (1977)). Pode-se observar a concor-
dancia dos resultados calculados no INSANE para o modelo de Elementos Finitos
Generalizados com os valores analiticos e os fornecidos por |Fonsecal (2008), que
também foram obtidos na plataforma INSANE.

A diferenca numérica entre as analises realizadas para um determinado valor de
fator de carga utilizando o método de Newton Raphson Padrao é indicada na Tabela
[4.1] Observa-se valores muito préximos, porém nao sao coincidentes uma vez que se

trabalha com modelos de andlise diferente.

Tabela 4.1: Valores dos deslocamentos nodais com o fator de carga correspondente

Modelo Fator de Carga | Deslocamento horizontal
LT-NRP-Q8 [Fonseca/ (2008) 9,00 46,5335283
LT-NRP-MEFGp1 9,00 46,5337313

4.1.2 Portico de Lee

O Pértico de Lee, aprensentado na Fig. é um poértico em forma de L birro-
tulado que é amplamente utilizado na validacao de formulagoes nao lineares.

Em todas as andlises feitas para este pértico, foi utilizado um material linear-
elastico isotrépico, com modulo de elasticidade de E = 720 e coeficiente de Poisson
de v = 0,3. A sua secao transversal tem dimensoes de 2 x 3.

A discretizacao usada foi de 41 elementos finitos quadrilaterais, sendo que para
o modelo em Elementos Finitos, esses elementos foram de 8 nés e no modelo de
Elementos Finitos Generalizados, os elementos de quatro nds sao enriquecidos pelos

monomios x e y para se ter uma aproximacao quadratica. As restri¢oes do modelo de
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(b) Pértico para o modelo de MEFG

Figura 4.3: Pértico de Lee

MEF foram adicionadas nos nos existentes no meio dos vértices de extremidade dos

elementos de 8 nds (Fig. |4.3(a)). Como os elementos Q4, utilizados no modelo de

elementos finitos generalizados, nao possuem esses mesmos nés, optou-se por colocar

as restricoes nos nés de extremidade dos elementos, nos cantos internos do portico,

como indicado pela Fig. 4.3(b)|

25 1

——LT-NRP-Q8 Fonseca (2008)

——LT-NRM-Q8 Fonseca (2008)

¢ Galvdo (2000)

4 —— LT-NRP-MEFGp1
|
|

—LT-NRM-MEFGp1

-~ 15
g :/ \
= 1
£o ] N
= |
] |
o+
i 20 a0 60
-05

Deslocamento Horizontal do Ponto de Aplicacio da Carga [uc]

Figura 4.4: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de
aplicagao de carga.
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25 1 —— LT-NRP-Q8 Fonseca (2008)

| ——LT-NRM-Q8 Fonseca (2008)

| + Galvio (2000)

15 : T
1 | ——LT-NRP-MEFGp1
1 *| |I

0,5

Carga (kIN)

05 -

Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicacio da Carga [uc]

Figura 4.5: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de
aplicacao de carga.

O modelo de andlise foi o estado plano de tensoes (PlaneStress) e a carga de
referéncia considerada foi de Py = 2,0. Utilizou-se a estratégia de Newton-Raphson
Padrao e Modificada, o método de controle de deslocamento generalizado, com o
incremento de fator de carga de 0,01 e foram realizados 1300 passos, com uma
tolerancia de 0,001 para as forgas. Devido a dependéncia linear, se utilizou o método
de Babuska para a solucao das equagoes do problema.

O resultado das trajetorias de equilibrio para o deslocamento horizontal esta
indicado na Fig. [4.4] e para o deslocamento vertical na Fig. Pode-se observar

que os valores calculados pelo INSANE para a andlise via MEFG estao em excelente

concordancia com os valores fornecidos em |[Fonseca| (2008)) e os analiticos também

apresentados por (2000), e a pequena diferenca existente deve-se a mudanca na

posicao das restricoes do modelo.

4.1.3 Portico de Williams

O Pértico de Williams, apresentado na Fig. [4.6], é um pértico abatido biengastado

composto por um material linear-elastico isotrépico com moédulo de elasticidade
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E =10,3 x 10° e coeficiente de Poisson nulo. A espessura é 0, 753.

O portico foi discretizado com 10 elementos quadrilaterais de 8 nds para a andlise
via MEF no INSANE e com elementos quadrilaterias de 4 nds enriquecidos em x e
y para o MEFG. O modelo de andlise foi o estado plano de tensoes (PlaneStress) e

a carga de referéncia considerada foi Py = 20,0 .

R

0,386
10,243
12,943 ,

Figura 4.6: Pértico de Williams

A anélise foi feita, tanto para o MEF quanto para o MEFG, utilizando a estraté-
gia de Newton-Raphson Padrao e Modificado, o método de controle de deslocamentos
com um fator de carga de 0, 00325 incrementado no deslocamento vertical do n6 de
aplicacao da carga. Foram realizados 200 passos em cada analise e a tolerancia para
a convergeéncia foi de 0,0001 para as forgas.

Observa-se no grafico da Fig. [£.7uma compatibilidade de resultados das andlises
via MEFG com as anélises via MEF feitas por Fonseca (2008), ambas realizadas
no INSANE, e a concordancia com os valores fornecidos por |Williams| (1964)), que
apresentou os resultados analitico e experimental para o pértico. Como os resultados
coincidem graficamente, a Tabela indica a pequena diferenca numérica obtida
para o fator de carga nas quatro diferentes anélises encontradas na Fig. [£.2] para

um determinado valor de deslocamento nodal no ponto de aplicacao da carga.
4.2 Sensibilidade a distorcao da malha

Em um segundo momento, foram feitas analises para ilustrar a vantagem da

utilizacao do Método dos Elementos Finitos Generalizados no caso da existéncia de
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Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicacio da Carga [uc]

Figura 4.7: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de
aplicagao de carga.

Tabela 4.2: Valores do fator de carga correspondente ao deslocamento nodal de
0,65 no ponto de aplicacao do carregamento

Modelo

Fator de Carga

LT-NRP-Q8 [Fonseca| (2008)

3,6850494977882

LT-NRM-Q8 [Fonsecaj (2008)

3,68504949778818

LT-NRP-MEFGpl1

3,68440007505593

LT-NRM-MEFGp1

3,68440345290204

elementos distorcidos, e esta andlise foi realizada aproveitando os resultados obtidos

através do pértico de Williams, apresentado no item [4.1.3]

A Figura[d.§ apresenta a maneira como o pértico foi distorcido para esta anélise.

Como forma de apresentar numericamente o grau de distor¢ao dos elementos,

tém-se no apéndice [B|os arquivos de entrada XML do INSANE para os dois modelos

(elementos com distorgao e sem distorcao, respectivamente) de maneira a indicar as

coordenadas dos nos dos elementos.

Os mesmos parametros adotados na secao foram aqui empregados, usando
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Figura 4.8: Pértico de Williams com elementos distorcidos

apenas a estratégia de Newton-Raphson Padrao. Diferentes descrigoes para as fun-
¢oes de aproximacao foram testadas para esta nova malha, tanto para o MEF quanto
para o MEFG, porém a discretizagao foi feita com elementos quadrilaterais de Q4,
Q8 e Q12 néds para os modelos utilizando o Método dos Elementos Finitos (represen-
tado nos graficos, respectivamente, por LT-NRP-Q4, LT-NRP-Q8 e LT-NRP-Q12),
e para os modelos de MEFG foram utilizados elementos quadrilaterais de 4 nés en-
riquecidos em z e y (identificado por LT-NRP-MEFGp1), e enriquecidos em z, y,
z? e y? (LT-NRP-MEFGp2 nos graficos).

Para este exemplo, a dependéncia linear nao foi observada, logo, a equagao do
problema foi resolvida utilizando o procedimento de Crout, sem a necessidade de
se empregar o método de Babuska. No grafico da Fig. [1.9] a andlise foi feita
sem a distorcao nos elementos, e pode-se perceber que a andlise via MEF teve
resultados satisfatérios com elementos Q8, que utiliza uma aproximagao polinomial
quadratica. Assim, como na andlise via MEFG elementos Q4 enriquecidos apenas
em X e y representam a mesma aproximacgao polinomial quadratica, os resultados
coincidiram com os valores de Q8 e ambas com a trajetoria descrita em [Williams
(1964).

Quando observada uma distor¢ao angular nos elementos, a aproximacao da solu-
¢ao via MEF fica prejudicada, pois ocorre a perda de alguns termos na aproximacgao
polinomial. Esta perda é mostrada no trabalho de Lee e Bathe| (1993), e estd indi-

cada na tabela do Apéndice [A]
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Figura 4.9: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de
aplicagao de carga sem elementos distorcidos

Assim, esta distorcao nos elementos do pértico faz com que os resultados obtidos

nas analises estejam bem diferentes e mais rigidos do que aqueles encontrados com

elementos sem distorgao, e do resultado analitico encontrado em Williams| (1964)),

Fig. 4.10, Em contrapartida, quando se enriquece os elementos quadrilaterais Q4
polinomialmente, percebe-se uma significativa melhora nos resultados (grafico da
Fig. , representando o comportamento do problema de forma mais adequada.

As aproximagoes quadraticas e cibicas obtidas pelo MEFG representam o mesmo
espaco descrito pelas funcoes de forma dos elementos Q8 e Q12, respectivamente,
conforme mostrado nas Eqs. e . Percebe-se, contudo, que as aproximagoes
do MEFG sao menos sensiveis do que aquelas obtidas com elementos serendipetos
do MEF. Explica-se este fenomeno pelo fato de que o enriquecimento das funcgoes
de PU, no MEFG, ¢ realizado ja nas coordenadas reais do problema, evitando-se a

perda de termos da aproximacao inerente ao mapeamento do elemento mestre para
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Figura 4.10: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de
aplicagao de carga com elementos distorcidos.

o mapeamento do elemento real, quando este apresenta distorcao angular.



Capitulo 5

Consideracoes sobre a Formulacao
Lagrangiana Atualizada dentro da

abordagem do MEFG

Nesta secao discute-se a razao pela qual a expansao feita no sistema INSANE nao
foi capaz de reproduzir resultados confidveis para o caso da formulacao Lagrangiana
Atualizada. A hipdtese para justificar esta incapacidade é apresentada e corroborada

com um exemplo numérico.
5.1 Justificativa

Apés a criacao da classe GFemGeometricallyNonLinearUl e da introducao de
métodos em algumas classes na plataforma INSANE, tentou-se validar tal expansao
com os mesmos exemplos apresentados no capitulo |4} Esta validacao, todavia, nao
foi possivel de ser realizada, pois em todos os problemas, ou nao foi observada a
convergéncia da solucao ou a trajetéria descrita mostrou-se bastante distinta dos
resultados utilizados como referéncia. Buscou-se, entao, entender a razao para esta
possivel incompatibilidade entre a formulacao Lagrangiana Atualizada e a aborda-
gem do MEFG, chegando-se a estratégia de enriquecimento polinomial, conforme se
explica a seguir.

Como forma de simplificar esta exposicao, considere-se o caso especifico do cal-

culo da componente de deformagao €., para uma analise linear, que pode ser descrita

52
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derivando-se a aproximacao @ da componente em x no campo de deslocamentos:

0u
= — 1
Cou = o (5.1
onde
N
i=) NU* (5.2)
j=1

em que U* refere-se, neste caso especifico, apenas aos graus de liberdade nodais
associados a diregao x.

Para o processo incremental-iterativo, os valores nodais do vetor de graus de
liberdade U* devem ser atualizados somando-se o vetor incremental §U”, conforme

Eq. (2.28)). Assim, o calculo da deformagao €, torna-se:

N

_Ou _ ON; -y t+AL
exm—ax—;ax(U]+ sU;) (5.3)

No caso do MEFG, torna-se necessario abrir os vetores N e U representando

separadamente os termos associados aos deslocamentos nodais na diregao x, U7, e

€T

aqueles vinculados aos parametros enriquecedores, também na direcao z, bj;, con-
forme Eq. (2.9). Assim:

N ;(p)

j=1 i=2

Sejat =1 et = 2 as duas primeiras iteragoes ja calculadas no processo iterativo,

tem-se ao final de t = 2 que:

N 4 (p) N %(P)
Pup = NG NOUS Y g Yy g+ Y N Q20UT Y i Py (5-5)
=1 i=2 j=1 =2

onde ‘p;; é dado pela Eq. (2.5)).
No caso de uma andlise utilizando a formula¢ao Lagrangiana Total, a Eq. (5.5))

pode ser reescrita na forma:
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N a;(p)
Pu, = N;§ (0U5+26U5) + D i (T +7 b (5.6)
j=1 i=2

ulma vez que

0p 02 \" [y =0y \*
1]7]'1' = 2pji = ( X J) ( By ]) (5.7)
J J

pois na formulagao LT os valores sao referentes a configuragao inicial do elemento,
e com isto, as coordenadas x, y, x; e y; nao se alteram durante todo o processo
incremental-iterativo.

Substituindo o parametro nodal dado pela Eq. na Eq. , tem-se a
equacao de deformacao em x para a formulacao LT:

N Qj(p)
0 N; . . 9 (Nj pji
€on = §' =L (10U +26U%) + % (*bji +2 bsi) (58)

]:1 1=2
No caso da formulacao Lagrangiana Atualizada para o MEFG, observe-se que as
coordenadas nodais ‘z; e 'y;, diferentemente do que ocorre na formulagao Lagrangi-
ana Total, sdo atualizados ao final de cada passo de tempo. Assim, o enriquecimento

parat =1 et = 2 é dado respectivamente por:

0 0 T 0 0 s
1, [ E y— Y
Dji ( e > < i ) (5.9)

1 1 r 1 1 s
2 r— T y—y;
P (| 5.10

Assim, no célculo da deformagao no tempo seguinte, t+At, a fungao 'p;; usada no
célculo de Abj;, nao é a mesma utilizada no tempo ¢. De fato, nenhuma das fungoes
usadas em cada tempo t sao as mesmas. Nao se pode, assim, efetuar o calculo
da deformagao como em (5.8]), colocando as fungoes de forma e o enriquecimento
em evidéncia. Com isto, a deformacao para a LA sera aquela representada pela

derivagao em x dos parametros nodais representado pela Eq. (5.5)).



25

N 1 q](p N 1
-3y 3 e
FIN " (5.11)
2 4;\p 9 (N 2p..
L z% s,
_]:1 =2

Esta observagao justifica o insucesso das andlises realizadas com o MEFG no
contexto da formulacao Lagrangiana Atualizada, pois na plataforma INSANE, da
mesma forma que em outros sistemas computacionais em que a analise geometri-
camente nao linear é implementada, os parametros nodais sao atualizados a cada
passo de tempo. Uma mudanga desta abordagem para contemplar a Eq. e
as consequencias disso para a formulagao, implicaria em se alterar a generalizacao

atualmente vigente, fugindo do escopo inicialmente proposto.
5.2 Portico de Williams

Na tentativa de se confirmar o raciocinio desenvolvido na secao anterior, o se-
guinte exemplo numérico foi proposto. Optou-se por resolver novamente o Portico de
Williams, se¢ao [£.1.3] com a formulagao Lagrangiana Atualizada, porém alterando-
se o enriquecimento da aproximagcao.

Os mesmos parametros da analise da se¢ao foram aqui repetidos, porém o

enriquecimento foi realizado apenas com o monomio x.

r — ZL’J’
= 5.12

Como neste exemplo a estrutura é simétrica e a carga foi aplicada no centro e na

direcao vertical, os valores dos deslocamentos horizontais foram pouco significativos.
Por esta razao, nao ocorreu a atualizagao das coordenadas nodais z; ao longo do
processo incremental iterativo e, o problema inerente ao enriquecimento do MEFG

identificado na secao anterior nao prejudicou a analise.
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Na Fig. [5.1] a trajetoria de equilibrio encontrada com o MEFG, Newton-Raphson
Padrao e a funcao de enriquecimento ([5.12)) ¢ indicada pela sigla LA-NRP-MEFG-
px e representada juntamente com os resultados de Williams (1964) e de

(2008) para o MEF.

3.5
/ .
3 4
/* LA-NRP-Q8 Fonseca (2008)
= 25 +
o0 ¥
= S —— LA-NRM-08 Fonseca (2008)
¥
O
L¥] *
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i "'_ L e
E 15 4
o /*Q LA-NRP-MEFG-px
>
i g
0,5 I
»
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Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicacio da Carga [uc]

Figura 5.1: Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de
aplicagao de carga para a Formulacao Lagrangiana Atualizada

A discretizagao utilizada na andlise de MEF por Fonseca (2008) foi baseada em

elementos quadrilaterais de 8 nds. Os valores encontrados na andlise via MEFG

estao préximos dos valores encontrados analiticamente por Williams| (1964) e pelos

valores validados em Fonsecal (2008)) para a andlise via MEF.

Quando, porém, acrescenta-se a parcela y — y; no calculo do polindomio enrique-
cedor (Eq. ), e com isto os elementos quadrilaterais de 4 nés ficam enriquecidos
em X ey, ndo é observada a convergéncia da solugao (nao tendo sido, por isso, mos-
trada no grafico), porque a alteracao dos valores das coordenadas verticais durante

o processo ¢ relevante, e com isto a atualizacao destes valores é significativa.



Capitulo 6

Conclusao

Em uma analise com nao linearidade geométrica, os grandes deslocamentos e
deformagoes envolvidos podem fazer com que a malha sofra consideraveis distorgoes,
e esta distorcao faz com que se percam alguns termos da equacao de aproximacao do
elemento, penalizando a qualidade da solucao pelo MEF. Sabe-se que no MEFG, a
aproximacao ¢ menos prejudicada, se comparada com a do MEF| pois a estratégia de
enriquecimento é construida nas coordenadas reais do problema. Tal caracteristica
torna o MEFG bastante adequado para ser utilizado em andlises com nao linearidade
geométrica.

A plataforma INSANE ja possui um arcabouco de recursos implementados e va-
lidados para a solugao de problemas com nao linearidade geométrica via Método dos
Elementos Finitos. Uma vez ja implementado na plataforma o MEFG, e tendo em
vista sua caracteristica adequada a solugao deste tipo de problema, neste trabalho se
propos a implementagao da analise geometricamente nao linear pelo Método dos Ele-
mentos Finitos Generalizados para as formulagoes Lagrangiana Total e Lagrangiana
Atualizada. Dado os resultados dos exemplos apresentados na sec¢ao do capitulo
[], conseguiu-se validar o sistema de solugao proposto e implementado na plataforma
INSANE para a formulacao Lagrangiana Total. Esta comparacao de resultados foi
possivel, uma vez que a discretizagao utilizada nos modelos de MEF' (elementos Q8)

é equivalente a se utilizar elementos quadrilaterais de 4 nds enriquecidos por x e y

no MEFG.

o7
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A partir desta primeira etapa de validacao da implementacao da formulacao
Lagrangiana Total, foi possivel a comparacao entre o MEF e o MEFG com relagao
a sensibilidade a distor¢ao da malha na descricao do comportamento nao linear
geométrico. Identificou-se melhora significativa dos resultados ao se utilizar o MEFG
na analise, nao apenas para aproximagoes representando o mesmo espago polinomial,
como também ao se comparar com aproximacoes do MEF capazes de representar
espagos polinomiais de ordem superior (quando comparados o MEFG-pl com o
MEF-Q12). Esta observagao comprova a robustez ji esperada para o MEFG e ja
avaliada em outros trabalhos para o caso de problemas de comportamento estrutural
linear.

Com relagao a formulagao Lagrangiana Atualizada, nao foi possivel uma valida-
¢ao da implementagao realizada, porém identificou-se uma possivel razao para isso.
Basicamente, a hipdtese levantada refere-se a necessidade imposta nesta formulagao
de se atualizar as coordenadas nodais, criando uma inconsisténcia ao se atualizar o
vetor de graus de liberdade no processo incremental, tendo-se em vista os termos
associados ao enriquecimento. Tal hipdtese é coerente com o exemplo numérico mos-
trado na secao , porém nao é confirmada na tunica referéncia, (Tadano e Noguchi,
2010), encontrada a respeito do uso do MEFG no contexto da Formulagao Lagran-
giana Atualizada. Naquele trabalho, o enriquecimento com funcoes polinomiais é
usado e nao se faz alusao a maneira como é tratada a atualizacao das coordenadas
nodais. Também nao ¢é detalhada a estratégia de solucao do problema nao linear,
como, por exemplo, qual o método de controle empregado ou critério de identificar
a convergencia do processo iterativo de solugao. Um caminho para se adaptar o
MEFG a formulacao Lagrangiana Atualizada seria modificar a maneira com que os
tensores de deformacao e tensao seriam calculados caso, de fato, o problema seja a
atualizacao dos nés nas funcgoes de enriquecimento. Nenhuma mencao a este cami-
nho é apresentada por Tadano e Noguchi| (2010). Na presente implementagao do

INSANE;, tal estratégia modificaria bastante a generalizagao do processo de solugao
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do problema linear, nao tendo sido investigada, por isso, neste trabalho.
Considerando-se o cenario encontrado ao final deste trabalho, é possivel identifi-

car como propostas para trabalhos futuros:

Verificar e adaptar a generalizacao proposta para a solucao de outros modelos
de andlise como problemas de barras, vigas de Timoshenko, placas e problemas

tridimensionais.

Expandir a atual implementacao do MEFG para problemas de casca, muito

propensos a nao linearidade geométrica.

- Propor uma estratégia de atualizacao dos tensores de deformacao e de ten-
sao adequada ao enriquecimento do MEFG sob a abordagem da formulacao
Lagrangiana Atualizada. Tal estratégia deve ser genérica o suficiente para se

ajustar a légica de concepgao do sistema INSANE.

A retirada das coordenadas nodais nas fun¢oes de enriquecimento (Eq. (2.5))
pode ser uma alternativa para o problema obsevado nas andlises com a for-
mulagao Lagrangiana Atualizada. Testes foram realizados mas os resultados
nao foram conclusivos, muito provavelmente devido a instabilidades numeéri-
cas advindas pela retirada destes termos. Uma alternativa a ser avaliada é a
utilizacao da estratégia estavel do MEFG, proposta por (Gupta et al.| (2010)
e, recentemente, generalizado para o INSANE no trabalho de [Oliveira (2018)).
Também tornar-se-ia necessario alterar o método de controle, pois a retirada
das coordenadas nodais das fungoes de enriquecimento destréi a propriedade
de delta de Kronecker da aproximagao do MEFG, exigindo-se uma releitura

do que seria, por exemplo, um método de controle de deslocamentos.
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Apeéendice A

Efeito da distorcao da malha na
aproximacao polinomial

Tabela A.1: Campo de deslocamento polinomial

Tipo de Elemento Configuracao sem distorcao Distorcao angular
1
, Ty 1
Elementos serendipitos Q8 22 oy o -
22y Ty’
1
Ty 1
Elementos Serendipitos Q12 2% xy o> Ty

{L’3 $2y CL’yQ y3
$3y 3:y3

64



Apéendice B

Arquivo de entrada de dados do
INSANE

Neste apéndice, é apresentado o modelo de arquivo XML que representa dois
modelos do Pértico de Williams, o primeiro com elementos sem distorgao e o segundo

com elementos distorcidos.

Arquivo XML para o modelo do Pértico de Williams sem distorgao dos elementos.

1 <?xml version="1.0" encoding="utf-8"7>

9 <Insane xmlns="http://www.dees.ufmg.br" xmlns:xsi="http://www.w3.o0org/2001/
XMLSchema-instance" xsi:schemalocation="http://www.dees.ufmg.br insane.xsd">

3 <Solution class="StaticEquilibriumPath">

4 <NumMaxSteps>200</NumMaxSteps>

5 <SolverType>2</SolverType>

(8 <Step class="StandardNewtonRaphson">

7 <NumMaxIterations>500</NumMaxIterations>

g <Tolerance>0.0001</Tolerance>

9 <ConvergenceType>1</ConvergenceType>

1 </Step>

11 <IterativeStrategyList>

12 <IterativeStrategy class="DisplacementControl" LoadFactor="

-0.00325">

13 <NodeControl>1</NodeControl>

14 <DirectionControl>y</DirectionControl>

15 </IterativeStrategy>

16 </IterativeStrategyList>

17 </Solution>

18 <Model class="GFemModel">

19 <ProblemDriver>GFemGeometricallyNonLinearTl</ProblemDriver>
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217

2§

29

30
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34

35
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317

38
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44

45

46

47

48

49

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60
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<GlobalAnalysisModel>GFemPlaneStress</GlobalAnalysisModel>
<MateriallList>
<Material class="LinearElasticIsotropic" label="Material">
<Elasticity>1.03E7</Elasticity>
<Poisson>0.0</Poisson>
<ThermalCoeff>1.2E-5</ThermalCoeff>
</Material>
</MaterialList>
<DegenerationList>
<Degeneration class="PrescribedDegeneration" label="Section">
<Height>1.0000000</Height>
<CSMaterial>Material</CSMaterial>
<Thickness>1.0000000</Thickness>
</Degeneration>
</DegenerationList>
<EnrichmentList>
<Enrichment class="PolynomialEnrichment" label="El-PolynomialEnrichment">
<X>1 0</X>
<Y>0 1</Y>
<Z>0 0</Z>
</Enrichment>
</EnrichmentList>
<NodeList>
<Node label="1">
<Coord>12.943000 0.507450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6075977836652660E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="2">
<Coord>12.943000 0.264550 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.5946204475753283E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>

<Node label="3">

66




62

63

64

65

67

68

69

71

72

73

74

75

76

71

7§

80

81

82

83

84

85

86

87

8§

89

90

91

92

93

94

95

96

97

9§

99

100

101
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103

<Coord>15.530876 0.187350 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6075977836652660E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="4">
<Coord>15.532324 0.430250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6061607412406490E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="5">
<Coord>18.118752 0.110150 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6061607412406490E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="6">
<Coord>18.121648 0.353050 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6047237109528580E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="7">
<Coord>20.706628 0.032950 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>

<ScalingFactor>2.6047237109528580E00</ScalingFactor>
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</NodeValues>
</Node>
<Node label="8">
<Coord>20.710972 0.275850 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6032866928219850E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="9">
<Coord>23.294504 -0.044250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6032866928219850E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="10">
<Coord>23.300296 0.198650 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681695E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="11">
<Coord>25.882380 -0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681695E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="12">
<Coord>25.889620 0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>

<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
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181

182
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<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6004006505644446E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="13">
<Coord>0.003620 -0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681704E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="14">
<Coord>2.591496 -0.044250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6032866928219780E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="15">
<Coord>2.585704 0.198650 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681704E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="16">
<Coord>-0.003620 0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6004006505644472E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>

<Node label="17">
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<Coord>5.179372 0.032950 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6047237109528525E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="18">
<Coord>5.175028 0.275850 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6032866928219780E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="19">
<Coord>7.767248 0.110150 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6061607412406480E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="20">
<Coord>7.764352 0.353050 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6047237109528525E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="21">
<Coord>10.355124 0.187350 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>

<ScalingFactor>2.6075977836652660E00</ScalingFactor>
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</NodeValues>
</Node>
<Node label="22">
<Coord>10.353676 0.430250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6061607412406480E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
</NodeList>
<ElementList>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E1">
<Incidence>1 2 3 4</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E2">
<Incidence>3 5 6 4</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E3">
<Incidence>5 7 8 6</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E4">
<Incidence>7 9 10 8</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E5">
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273

274

275

27

2717

27§

279

280

281

282

283

284

285

286

288
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290

291
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293

294

295

296

297

299
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301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

<Incidence>9 11 12 10</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E6">
<Incidence>13 14 15 16</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E7">
<Incidence>14 17 18 15</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E8">
<Incidence>17 19 20 18</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E9">
<Incidence>19 21 22 20</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E10">
<Incidence>21 2 1 22</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

</ElementList>
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</Model>
<LoadingList>
<Loading label="Loading 1">
<NodeLoad node="1">0.000000E00 -2.000000E01 0.000000E00 0.000000E00
0.000000E00 0.000000E00</NodeLoad>
</Loading>
</LoadingList>
<ScalarFunctions>
<ScalarFunction type="ConstantFunction" label="Function-1.0">
<Amplitude>1.000E00</Amplitude>
</ScalarFunction>
</ScalarFunctions>
<LoadCombinations>
<LoadCombination label="LoadCombinationl">
<LoadCase loading="Loading, 1" inc="true" scalarFunction="Function-1.0"></
LoadCase>
</LoadCombination>
</LoadCombinations>

</Insane>

Arquivo XML para o modelo do Pértico de Williams com distor¢ao dos elementos.

1]

2

11

12

13

14

15

16

17

19

<?7xml version="1.0" encoding="utf-8"7>
<Insane xmlns="http://www.dees.ufmg.br" xmlns:xsi="http://www.w3.0rg/2001/
XMLSchema-instance" xsi:schemalocation="http://www.dees.ufmg.bryinsane.xsd">
<Solution class="StaticEquilibriumPath">
<NumMaxSteps>200</NumMaxSteps>
<SolverType>2</SolverType>
<Step class="StandardNewtonRaphson">
<NumMaxIterations>500</NumMaxIterations>
<Tolerance>0.0001</Tolerance>
<ConvergenceType>1</ConvergenceType>
</Step>
<IterativeStrategyList>
<IterativeStrategy class="DisplacementControl" LoadFactor="
-0.00325">
<NodeControl>12</NodeControl>
<DirectionControl>y</DirectionControl>
</IterativeStrategy>
</IterativeStrategyList>
</Solution>
<Model class="GFemModel">

<ProblemDriver>GFemGeometricallyNonLinearTl</ProblemDriver>




20

21

22

23

24

25

26

217

2§

29

30

31

32

33

34

35

36

317

38

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

<GlobalAnalysisModel>GFemPlaneStress</GlobalAnalysisModel>
<MateriallList>
<Material class="LinearElasticIsotropic" label="Material">
<Elasticity>1.03E7</Elasticity>
<Poisson>0.0</Poisson>
<ThermalCoeff>1.2E-5</ThermalCoeff>
</Material>
</MaterialList>
<DegenerationList>
<Degeneration class="PrescribedDegeneration" label="Section">
<Height>1.0000000</Height>
<CSMaterial>Material</CSMaterial>
<Thickness>1.0000000</Thickness>
</Degeneration>
</DegenerationList>
<EnrichmentList>
<Enrichment class="PolynomialEnrichment" label="El-PolynomialEnrichment">
<X>1 0</X>
<Y>0 1</Y>
<Z>0 0</Z>
</Enrichment>
</EnrichmentList>
<NodeList>
<Node label="1">
<Coord>0.003620 -0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681704E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="2">
<Coord>2.591496 -0.044250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6359517732203200E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>

<Node label="3">
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62

63

64

65

67

68

69

71

72

73

74

75

76

71

7§

80

81

82

83

84

85

86

87

8§

89

90

91

92

93

94

95

96

97

9§

99

100

101

102

103

<Coord>2.585704 0.198650 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6263749588391980E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="4">
<Coord>-0.003620 0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6004006505644472E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="5">
<Coord>4.920512 0.025230 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6249276023468404E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="6">
<Coord>6.210468 0.306730 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6359517732203200E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="7">
<Coord>8.543828 0.133310 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>

<ScalingFactor>3.6249276023468404E00</ScalingFactor>
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139

140

141

142

143

144

145

</NodeValues>
</Node>
<Node label="8">
<Coord>7.246632 0.337610 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.8853500503012626E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="9">
<Coord>10.096264 0.179630 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.8655491281944565E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="10">
<Coord>11.130256 0.453410 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.8853500503012626E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="11">
<Coord>12.943000 0.264550 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.8480023279653420E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="12">
<Coord>12.943000 0.507450 0.000000</Coord>
<NodeValues>

<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
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181

182

184

185

186

187

<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.8655491281944565E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="13">
<Coord>25.882380 -0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6018496868681695E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="14">
<Coord>25.889620 0.121450 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>true true true true true true</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.6004006505644446E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="15">
<Coord>23.300296 0.198650 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6263749588392047E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="16">
<Coord>23.294504 -0.044250 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6359517732203277E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>

<Node label="17">
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224
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<Coord>19.675532 0.306730 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6359517732203277E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="18">
<Coord>20.965488 0.025230 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6249276023468413E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="19">
<Coord>18.639368 0.337610 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.8853500503012610E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="20">
<Coord>17.342172 0.133310 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>3.6249276023468413E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
<Node label="21">
<Coord>14.755744 0.453410 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>

<ScalingFactor>3.8853500503012610E00</ScalingFactor>
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</NodeValues>
</Node>
<Node label="22">
<Coord>15.789736 0.179630 0.000000</Coord>
<NodeValues>
<DOFLabels>Dx Dy el e2 e3 e4</DOFLabels>
<Restraints>false false false false false false</Restraints>
<EnrichmentType>El1-PolynomialEnrichment</EnrichmentType>
<ScalingFactor>2.8655491281944530E00</ScalingFactor>
</NodeValues>
</Node>
</NodeList>
<ElementList>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E1">
<Incidence>1 2 3 4</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E2">
<Incidence>2 5 6 3</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E3">
<Incidence>5 7 8 6</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>
<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E4">
<Incidence>7 9 10 8</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>
</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E5">

79




272

273

274

275

27

2717

27§

279

280

281

282

283

284

285

286

288

28

290

291

292

293

294

295

296

297

299

300

301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

<Incidence>9 11 12 10</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E6">
<Incidence>13 14 15 16</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E7">
<Incidence>15 17 18 16</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E8">
<Incidence>17 19 20 18</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E9">
<Incidence>19 21 22 20</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

<Element class="ParametricElement.Quadrilateral.Q4" label="E10">
<Incidence>21 12 11 22</Incidence>
<AnalysisModel>GFemPlaneStress</AnalysisModel>
<IntegrationOrder>4 4 0</IntegrationOrder>
<ConstitutiveModel>LinearElasticConstModel</ConstitutiveModel>
<ElmDegenerations>Section</ElmDegenerations>

</Element>

</ElementList>
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</Model>
<LoadingList>

<Loading label="Loading 1">

<NodeLoad node="12">0.000000E00 -2.000000E01 0.000000E00 0.000000EOO

0.000000E00 0.000000E00</NodeLoad>
</Loading>
</LoadingList>

<ScalarFunctions>

<ScalarFunction type="ConstantFunction" label="Function-1.0">

<Amplitude>1.000E00</Amplitude>
</ScalarFunction>
</ScalarFunctions>
<LoadCombinations>
<LoadCombination label="LoadCombinationl">
<LoadCase loading="Loading1" inc="true"
LoadCase>
</LoadCombination>
</LoadCombinations>

</Insane>

scalarFunction="Function-1.0"></
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Apéndice C

Matrizes dos Elementos Finitos
Paramétricos

C.1 Linha com 1 Grau de Liberdade

Grau de liberdade: d,
Deformagao: e,

Tensao: o,

Por apresentar apenas um grau de liberdade, este modelo nao apresenta efeitos

geometricamente nao-lineares. Portanto, nao existem as matrizes By, ¢ Kny,.

B, =

ERERES

e~ o

E-|E|
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C.2 Linha com 2 Graus de Liberdade

Graus de liberdade: d, d
Deformacgao: &4,

Tensao: o,

Formulacao Lagrangeana Total

B, = B+ B,

2 -
BLO:E_NLCU 0‘ ‘Nn,:c 0}

2 -
B, = - Nig (cos —1) Ny, sen 0 ‘ ‘ Ny (cos 8 —1) N, sen 6
By, = — "

SH 0 S
E— [ E } S = §= { 51 }
0 Su

Formulacao Lagrangeana Atualizada

2
Bi==| Ny, 0] [N, o]

o[ Ny, 0 Nuw 0
Byr=>| "
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