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P Vetor de varidveis internas.

Cijk:l Componentes do tensor de flexibilidade secante.

Eij Kl Componentes do tensor de rigidez secante.

EZO] Kl Componentes do tensor de rigidez elastico.



Elt ikl Componentes do tensor de rigidez elastoplastico tangente.
F Funcao de escoamento.

Y 4 Moédulo ineléstico isotropico.

H Modulo ineléstico cinematico.

Q Funcao de potencial plastico.

Sij Componentes do tensor anti-esférico.

Lij Desvio quadratico do tensor de tensoes desviadoras.

Capitulo

K; Matriz de rigidez tangente.

oUu Vetor de deslocamentos incrementais.
O\ Incremento do fator de carga.

P Vetor de cargas de referéncia.

Q Vetor de cargas desbalanceadas.
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Resumo

O objetivo desta dissertagao de mestrado é a inclusao de modelos constitutivos
classicos da plasticidade no ambiente computacional INSANE (INteractive Structu-
ral ANalysis Environment), desenvolvido no Departamento de Engenharia de Es-
truturas da Universidade Federal de Minas Gerais. O trabalho tem inicio com uma
abordagem sobre o arcabouco tedrico necessario para a implementacao da teoria ma-
temética da plasticidade. Sao descritos de forma detalhada os principais modelos de
plasticidade utilizados nas analises de engenharia: Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb
e Drucker-Prager. Sao também descritos os modelos de Ottosen e Willam-Warnke
utilizados para o estudo do comportamento do concreto. E apresentada a formulacao
dos modelos constitutivos baseada em tensao e as leis de encruamento as quais um
material pode ser submetido. Também sao abordados os algoritmos para mapea-
mento de retorno, necessarios para a integracao das relacoes constitutivas que regem
o comportamento do material no contexto de plasticidade computacional. A seguir,
é discutida a metodologia necessaria para que os objetivos deste trabalho fossem al-
cancgados, explicitando os principais recursos do sistema INSANE e os modulos onde
foram realizadas as implementacoes. Varios exemplos sao apresentados, visando
ilustrar as possibilidades de modelagem proporcionada pelos modelos de plastici-
dade presentes no INSANE. Os resultados obtidos nessas andlises sdo comparados
com os ja existentes na literatura para a verificacao da estabilidade e acuracia dos
modelos.

Palavras-Chave: Plasticidade Computacional, Modelos Constitutivos, Leis de

Encruamento, Mapeamento de Retorno, INSANE.
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Abstract

This master’s thesis is concerned about the addition of classic constitutive mo-
dels of plasticity into the computing environment INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), developed at the Department of Structural Engineering of
the Federal University of Minas Gerais. The work starts with a discussion of the
theoretical framework necessary for the implementation of the mathematical theory
of plasticity. The main plasticity models used in engineering analysis are described
in detail: Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb and Drucker-Prager. The models of
Ottosen and Willam-Warnke used to study the behavior of the concrete are also
described. The formulation of the constitutive models based on stress and harde-
ning laws which a material may be subjected are showed. The return mapping
algorithms, required for the integration of constitutive relations governing the beha-
vior of the material in the context of computational plasticity, are discussed. Then,
the necessary methodology to achieved objectives of this work, explaining the main
features of INSANE system and the modules where the implementations were held.
Several examples are presented, in order to illustrate the modeling possibilities pro-
vided by the plasticity models present in INSANE. The results of these analyzes are
compared with those from the literature to verified the stability and accuracy of the
models.

Keywords: Computational Plasticity, Constitutive Models, Hardening Laws,
Return Mapping, INSANE.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O trabalho do engenheiro de estruturas sempre esteve relacionado a compreen-
sao das simplificacoes fisicas representadas por modelos matematicos, cabendo a ele
determinar o campo de forcas internas que esta atuando sobre o material e verificar
a resposta do mesmo a essas forcas. Durante muito tempo, estruturas foram ide-
alizadas tendo como base a teoria matematica da elasticidade, utilizando a andlise
estatica linear, onde os deslocamentos sao assumidos infinitesimais e a lei de Ho-
oke ¢é vélida. Em geral, concep¢ao do projeto, admite-se que a estrutura deva ser
submetida a uma tensao admissivel menor que o seu limite de elasticidade, muitas
vezes negligenciando uma analise estrutural mais adequada e um conhecimento mais
profundo acerca das propriedades do material.

Entender o comportamento real de uma estrutura é algo muito complexo, devido
a variacao das tensoes atuantes no corpo, que por vezes extrapolam os limites do
dominio eldstico. E nesse ambito que surge a teoria da plasticidade, uma exten-
sao necessaria da teoria da elasticidade, que fornece uma abordagem mais realista
acerca do comportamento do material e consequentemente da estrutura. O desen-
volvimento da teoria matematica da plasticidade estd intimamente ligado ao avango
das técnicas computacionais baseadas no Método dos Elementos Finitos e alimen-
tado pelo aumento constante da capacidade de processamento dos computadores,

fazendo uso de alguns conceitos fundamentais: o critério de escoamento, que define



o limite em que o material se torna pléastico; a regra de fluxo, que descreve a rela-
¢ao entre as tensoes e deformacoes, uma vez que o material tornou-se plastico; e a
condicao de consisténcia, que impede as tensoes de exceder o limite de escoamento.

Diversos autores trabalham na tentativa de conceber modelos constitutivos que
possam apresentar um comportamento mais realista. Um dos principais complica-
dores que envolvem as simulagoes relacionadas a plasticidade é a implementacao
do algoritmo de mapeamento de retorno, responsavel pela integracao das equagoes
relacionadas ao modelo constitutivo. Dessa forma, a construcao de um sistema com-
putacional eficiente requer a utilizacao de algoritmos precisos e estaveis.

O constante crescimento de pesquisas na area da mecanica computacional con-
tribui para o surgimento de diversos softwares utilizados por engenheiros e pesquisa-
dores, capazes de realizar andlises sofisticadas, tendo como pano de fundo modelos
constitutivos bastante complexos, como os que utilizam a teoria da plasticidade.
Uma enorme gama de problemas praticos de engenharia, como a anélise de tensoes
em estruturas metalicas, de concreto, de solos e rochas, pode ser resolvida a partir
da aplicacao destas técnicas, obtendo resultados precisos. E neste contexto que o
ambiente computacional INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment)
vem sendo desenvolvido no Departamento de Estruturas da Universidade Federal de
Minas Gerais.

O sistema computacional INSANE é um projeto de software livre, implementado
em linguagem Java segundo o paradigma de Programacao Orientada a Objetos, e
estd disponivel em http://www.insane.dees.ufmg.br. Este sistema dispoe de um
Ambiente Tedrico-Computacional para Modelos Constitutivos proposto em [Penna
(2011)), segundo o qual, os modelos constitutivos podem ser facilmente incluidos.

Este trabalho foi organizado de maneira que possa revisar os principais conceitos
que cercam a teoria da plasticidade e busca apresentar a metodologia necessaria

para a implementacao da mesma no INSANE.



1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo da teoria matematica de plasticidade é proporcionar uma modelagem
constitutiva capaz de descrever (qualitativa e quantitativamente) de forma sufici-
entemente rigorosa, o comportamento fenomenolégico de materiais que possuem as
caracteristicas discutidas anteriorment.

Esta dissertagao tem como objetivo principal estudar os modelos constitutivos
para plasticidade e inclui-los no ambiente unificado para modelos constitutivos, de-

senvolvido por Penna (2011)), pertencente ao sistema INSANE.

1.1.2 Objetivos Especificos

Visando atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram perse-

guidos:

(1) implementar no sistema INSANE modelos constitutivos elastopldsticos com os

principais critérios descritos na literatura;

(2) revisar e generalizar a implementagao dos algoritmos de retorno para a inte-

gracao das equagoes constitutivas;

(3) realizar simulagoes numéricas considerando as diferentes leis ineldsticas imple-

mentadas;

(4) e comparar os resultados obtidos a partir dos modelos implementados com

resultados experimentais, analiticos e numéricos disponiveis na literatura.

1.2 Organizacao do Texto

Esta dissertacao esta organizada em 6 capitulos.



O capitulo[l}apresenta a motivacao, delimitacao e os objetivos do trabalho a par-
tir da visao geral e contextual do problema tratado, como orientacao a organizacao
do trabalho como um todo.

O capitulo 2] abrange uma revisao geral sobre a Teoria Matematica da Plasti-
cidade. Sao apresentados os conceitos béasicos relativos a descricao matematica de
um modelo constitutivo elastoplastico, destacando-se a formulacao computacional
das relagoes incrementais entre tensao e deformacao da teoria da plasticidade, os
conceitos de superficies de falha, escoamento plastico e leis de encruamento, com
énfase para o algoritmo de integracao das tensoes.

No capitulo [3| os modelos constitutivos elastoplasticos sao formulados segundo
o Ambiente Teodrico-Computacional Unificado para Modelos Constitutivos apresen-
tado em [Pennal (2011). Destacam-se as equagoes que permitem calcular as tensoes,
os tensores constitutivos e as fungoes que descrevem o endurecimento ou amoleci-
mento dos materiais.

O capitulo 4| apresenta o projeto orientado a objetos da implementacao. Sao
detalhadas as interfaces e classes criadas e alteradas no nicleo numérico do sistema
computacional INSANE.

No capitulo o] sdo apresentadas e discutidas diversas simulagoes numéricas reali-
zadas com os modelos implementados, onde os resultados obtidos sao confrontados
com resultados experimentais e numéricos obtidos por outros autores.

O capitulo [] traz as consideracoes finais acerca do desenvolvimento do traba-
lho e dos resultados obtidos. Finalmente, a partir das discussoes realizadas, sao

apresentadas algumas sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

A TEORIA MATEMATICA DA
PLASTICIDADE

Neste capitulo, sao tratados alguns conceitos gerais referentes a formulagao e
implementagao computacional das relagdes incrementais entre tensao-deformagao
no regime das pequenas deformacoes no ambito da teoria da plasticidade, segundo
o0 equacionamento proposto por Souza Neto et al.| (2008)).

Segundo [Souza Neto et al.| (2008), para formular um modelo constitutivo elas-
topléastico, deve ser descrito: a decomposicao de deformacoes elasticas e plasticas,
uma lei eldstica, um critério de escoamento, uma regra para o fluxo plastico e uma

lei de endurecimento ou amolecimento do material.

2.1 Introducao a Teoria da Plasticidade

A teoria matemadtica da plasticidade compreende uma grande parte da modela-
gem constitutiva de materiais em geral. A teoria da plasticidade procura descrever
matematicamente deformagoes imediatas e nao reversiveis que ocorrem em um corpo
solido, ou seja, as deformacoes que nao desaparecem totalmente ao serem removidas
as forgas que lhe deram origem (Owen e Hinton, 1980} Proenca, |1988; [Lubliner,
1990; |Chen e Hanl| 2007; |Souza Neto et al., 2008]).

O desenvolvimento de modelos para materiais e a sua utilizagdo em plastici-

dade computacional é de muita importancia e interesse (Bathe e Montans, 2004)).



A anadlise desse tipo de comportamento do material torna-se complexa devido ao
fato de que diferentes materiais requerem diferentes modelos constitutivos para sua
adequada caracterizacao.

A descricao do comportamento elastoplastico do ponto de vista macroscépico
(designada por comportamento fenomenolégico) para estados multiaxiais de tensoes

é feita segundo as seguintes hipdteses:

(1) a existéncia de um dominio eléstico, isto é, uma regiao de tensoes dentro da
qual o material se comporta como sendo puramente elastico, sem o surgimento
de deformagoes permanentes. O dominio eléstico é delimitado por uma funcao

de escoamento escrita em termos da tensao limite de escoamento.

(2) a ocorréncia de deformagoes ineldsticas, ou seja, deformagoes associadas a
tensoes acima da tensao de escoamento, cuja evolucao pode ser descrita por

uma regra de escoamento.

(3) a ocorréncia do fenémeno de encruamento/amolecimento do material, ou seja,
a possibilidade de haver aumento/diminui¢ao da tensao de escoamento acom-

panhando a evolucao das deformagoes inelasticas.

E importante ressaltar que apesar da teoria classica da plasticidade ter sido
originalmente desenvolvida para o estudo dos metais (Proencaj, |1988), as hipdteses
citadas podem ser observadas em diversos tipos de materiais como o concreto, em
rochas e solos, entre outros. Deve-se, no entanto, observar que, de acordo com o tipo
de material, diferentes procedimentos experimentais podem ser necessarios para a

verificagao de tais propriedades (Souza Neto et al.l 2008).

2.2 Modelo Constitutivo Elastoplastico (Geral

Conforme [Souza Neto et al.| (2008), a formulacdo matematica de um modelo

constitutivo elastoplastico para aplicagdao em situacoes bi e tridimensionais é feita a



partir da descricao de forma geral dos seguintes aspectos:

(1) decomposicao aditiva do tensor de deformagoes;

(2) uma lei eldstica;

(3) um critério de escoamento;

(4) fluxo pléstico, definindo a evolucao das deformagoes plasticas, e;

(5) uma lei de encruamento/amolecimento, caracterizando a evolugao do limite de

escoamento.

2.2.1 Decomposicao Aditiva do Tensor de Deformacoes

Uma das principais caracteristicas da teoria da plasticidade, em regime de pe-
quenos deslocamentos e pequenas deformacoes, é o desacoplamento entre os efeitos
elastico e plastico, obtido através da decomposicao do tensor de deformacoes to-
tais, €, em uma soma composta por uma parcela eldstica (ou reversivel), €, e uma

parcela plastica (ou permanente), eP, dada por
€=¢€"+¢€P (2.1)

onde g€ é o tensor de deformacoes elasticas e eP o tensor de deformacoes plasticas.
As taxas correspondentes aos tensores de deformagao, na forma da decomposicao
aditiva, sao dadas por

g€ =c¢e°+eP (2.2)

2.2.2 Energia Potencial Livre e a Lei Elastica

Uma formulagao consistente de modelos constitutivos deriva da aplicacao do
Método do Estado Local (Neto, [1998)). O axioma do método do estado local segundo

Murakami (2012), considera que um processo nao equilibrado pode ser descrito a



partir de seu estado de equilibrio e consequentemente pelo processo de variacao de
suas variaveis de estado.

Lemaitre (1992) classifica as varidveis de estado em varidveis observaveis e varia-
veis internas. As variaveis observaveis sao aquelas passiveis de medi¢ao, como por
exemplo a temperatura, 7T, e a deformacao total, €, e que sempre estao presentes
em fenomenos de comportamento eldstico e plastico. As varidveis internas estao
presentes em fenomenos dissipativos e representam os processos irreversiveis, como
por exemplo, o aparecimento de deformacoes plasticas €” ou o encruamento.

Para a obtencao da lei constitutiva é preciso admitir a existéncia de um potencial
termodinamico, funcao das variaveis de estado. A teoria da plasticidade adota a
energia potencial livre, 1(e, ?, a), funcao das deformagoes totais,e, das deformagoes
plasticas, €P, e do conjunto de variaveis internas, «, associadas ao comportamento
plastico do material.

A energia livre é composta por uma parcela de contribuicao da energia elastica
e por uma contribuicao relativa ao comportamento plastico. Sua decomposicao é

usualmente representada por

V(e el a) = Y°(e — eP) + PP (o) (2.3)

Da equagao da energia livre pode-se expressar a segunda lei da termodina-
mica, que estabelece a irreversibilidade de processos dissipativos, pela inequacao

de Clausius-Duhem que é dada por

(a—pgfe):ée+a':ép—A*d20 (2.4)

onde o ¢é a forca termodinamica associada as deformacoes plasticas, p é a densidade

de massa de referéncia e

ouP
A= i

(2.5)

sao as forcas termodinamicas associadas ao endurecimento do material. O simbolo

x denota um produto adequado entre A e &, definido em funcao das ordens dos



tensores envolvidos. A inequacao implica na lei elastica geral sob a forma

o= pg‘é’: (2.6)
de tal forma que requer uma dissipagao nao negativa
TP(o, A, &) >0 (2.7)
onde TP é a chamada funcao de dissipacao plastica e é definida por
TP(o,A e’ &) =0 : P — Ax & (2.8)

A contribuicao da energia para um material que apresenta comportamento linear

elastico isotrépico é dada por

1
pye(e) = 566 D e (2.9a)
1
= Get:e5+ -K(e°)? (2.9b)

2

em que D° é o tensor eldstico isotrépico padrao, G é o médulo de cisalhamento e K
o moédulo volumétrico. O tensor € ¢ a parcela desviadora do tensor de deformagao

elastico e € a parcela volumétrica. Portanto,

o = D°:¢° (2.10a)

— 2GeS 4 Kel (2.10Db)

2.2.3 Critério e Superficie de Escoamento

A definicao da superficie de plastificagao segundo modelos fenomenoldgicos é
realizada através do uso de um critério de escoamento. Ao longo dos anos muitos
critérios foram sendo propostos a medida que se estudavam as diversas classes de
materiais. Um critério de plasticidade isotrépico pode, de modo geral, ser formulado

segundo um potencial plastico expresso na forma

B(o,A) =0 (2.11)
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em que o campo escalar ® é fungao do tensor das tensoes o e das forcas termodina-
micas A.

Um estado de tensao é dito plasticamente admissivel quando se apresenta no
dominio eldstico ou na regiao limite estabelecida pelo critério de escoamento adotado,
®(o, A) = 0. Para um estado de tensoes no dominio eldstico s6 ha a incidéncia de
deformagoes elasticas, com o escoamento podendo ocorrer no contorno da superficie.

O conjunto de equacgoes que representa o dominio plasticamente admissivel é
& ={o|®(o,A) <0} (2.12)

A regiao em que o escoamento inicia-se é limitada por uma hipersuperficie no espaco

de tensoes denominada superficie de escoamento e é definida por

Y ={o|®(c,A) =0} (2.13)

(o, A) >0
/ CARREGAMENTO

] a"n
P, A) <0
DOMINIO
ELASTICO \\
P(o,A)=0
SUPERFICIE DE
ESCOAMENTO

Figura 2.1: Superficie de escoamento no espago das tensoes

A figura ilustra esta definicao, mostrando o dominio eldstico, a superficie
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limite de escoamento e o dominio plastico e pode ser resumida da seguinte forma

se ®(o,A) < 0= e =0, dominio eldstico,

eP = 0, descarregamento eléstico, (2.14)
se (o, A)=0=

eP # 0, carregamento plastico.

2.2.4 Regra de Fluxo Plastico e Lei de Endurecimento

Os modelos de plasticidade, para que possam estar completamente caracteriza-
dos, requerem a definicao de uma lei de evolucao para as variaveis internas, ou seja,
as variaveis que se associam aos fenomenos dissipativos. Aqui, as variaveis internas
sao representadas pelo tensor de deformagcoes plasticas e pelo conjunto de variaveis
ineldsticas (associadas ao encruamento), denotado por a. A regra de fluxo e a lei

de endurecimento podem ser postuladas por
&P = AN (2.15)
& = \H (2.16)
em que A é um escalar denominado multiplicador plastico,
N =N(o,A) (2.17)

é o tensor de fluxo e

H =H(o,A) (2.18)

é a funcao que define a evolugao das variaveis ligadas ao encruamento. As equacoes
e sao complementadas pelas condi¢oes de Kuhn-Tucker para o carrega-

mento e descarregamento e pela condigao de consisténcia,
d<0 , A>0 e DN=0, (2.19)

responsaveis por definir quando a evolugao das deformagoes pléasticas e das variaveis
internas podem ocorrer.
A defini¢ao da regra de fluxo (e possivelmente a lei de endurecimento) na formu-

lacao multidimensional de modelos de plasticidade é feita a partir de um potencial



12

pléstico (ou potencial de fluxo), partindo-se da ideia da existéncia de um potencial

de fluxo com forma geral
v =1(0,A) (2.20)
a partir do qual pode-se obter o vetor de fluxo

O

N=_—-"=— 2.21
oy (2.21)
e a lei de endurecimento
o
H=—- 2.22
DA (2.22)

2.2.5 Multiplicador Plastico

O multiplicador pléstico, A, apresentado nas equacoes [2.15} [2.16] e [2.19 ¢ um

escalar cujo valor é nulo durante as deformagoes elasticas e positivo em caso de de-
formagoes plasticas, e tem como papel ajustar o tamanho dos incrementos plasticos.
Para a determinacao da forma explicita de \ é necesséaria a consideracao de uma

condicao de complementaridade dada por
PN =0 (2.23)

o que implica na condi¢cao de consisténcia ® = 0 durante o escoamento plastico.

Diferenciando a funcao de escoamento, obtém-se

00 . 90

@za—a.a—k%:A (2.24)

Tomando a decomposicao aditiva do tensor de deformacoes, a lei elastica e a lei de
evolugao (dada pela equagao [2.15)), pode-se escrever a equagao constitutiva para as

variacoes das tensoes da seguinte forma
6=D°: (¢ —¢P) =D°: (¢ — AN) (2.25)

Levando em conta a equagao em conjunto com a definicao de A em termos da

energia potencial livre e a lei de endurecimento (dada pela equagao [2.16]), a equagao
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2.24] pode ser reescrita como

0P o0 _9*yr

Hh — - T - (s _ &P
o = aU.D : (& €)+8A*p8a2*a (2.26a)
o> 9D 2P

A equagao [2.20] juntamente com a condigao de consisténcia permite escrever uma

forma explicita do multiplicador plastico, dada por

0P/0o : D : ¢

\ = 2.2
0000 : D : N — 00 /OA * p02» /0a x H (227)
2.2.6 Operador Tangente Elastoplastico
No regime elastico, os incrementos de tensao sao descritos por
o =D (¢ — AN) (2.28)

A relacao de variacao correspondente a existéncia de fluxo plastico pode ser
obtida substituindo o incremento infinitesimal do multiplicador plastico (equagao

2.27)) na equacgao [2.25] Assim, obtém-se
6=D7:¢ (2.29)

onde D é o operador elastopldstico tangente, definido por

(D°:N)® (D°: 0®/00)
0®/do : D : N — 00 /OA * pd>» /0 x H

A expressao acima é obtida fazendo-se uso da simetria do tensor eldstico, D°.

Dep — De o

(2.30)

Isto implica que
0P/0o :D: e =D°:0P/0o : € (2.31)
Em plasticidade computacional, D? é denominado operador tangente elastoplas-
tico continuo ou operador tangente numericamente consistente, e é responsavel por
relacionar os incrementos de tensao e deformacao, no entanto, para o caso de gran-
des deformacoes, o seu uso nao garante convergéncia quadratica na resolucao dos
métodos incrementais iterativos. Uma maneira de se obter taxas de convergéncia
quadratica é substituindo o operador tangente elastoplastico pelo operador tangente

consistente.
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2.3 Critérios de Escoamento

Na se¢ao [2.2.3| o critério de escoamento foi apresentado na sua forma geral como
uma fungao, escrita em termos das tensoes, que delimita uma regiao dentro da
qual o material tem comportamento puramente elastico, além de prever como o
material se comporta na ocorréncia de deformacao pléastica, associada ao fenéomeno
de encruamento do material, ou seja, a possibilidade de haver aumento da tensao de
escoamento acompanhando a evolucao das deformacoes inelésticas.

Uma variedade de modelos constitutivos foi entao proposta com o objetivo de
reproduzir matematicamente as relagoes tensao-deformagao do material para diferen-
tes condigoes de carga. Alguns dos critérios de escoamento mais relevantes utilizados

na pratica da engenharia serao descritos detalhadamente a seguir.

2.3.1 Tresca

Este critério, também conhecido por critério da méaxima tensao de cisalhamento,
foi proposto por Tresca para descrever o escoamento plastico em metais e define que
o escoamento tenha inicio quando a maxima tensao de cisalhamento atinge um valor

critico. A funcao de escoamento associada a Tresca pode ser representada por:
® = [Omax — Omin] — Ty (2.32)
Onde:

Omix — HléaX[Ul, 02, 03]

Omin = Min[oy, 09, 03]

em que o1, 02,03 sa0 os valores das tensoes principais e o, ¢ a tensao de escoamento

uniaxial, sendo igual a duas vezes a tensao limite de cisalhamento, 7,:
1
oy, =21, = §(Uméx — Omin) (2.33)

A superficie de escoamento descrita pelo critério de Tresca representa a superficie

lateral de um prisma de secao hexagonal e estd ilustrada na figura
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Figura 2.2: Superficie descrita pelo critério de Tresca

O critério de Tresca é um critério isotrépico (assim como os critérios de von
Mises, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb que serdo descritos mais adiante) e por isso
pode ser descrito em termos dos invariantes do tensor de tensoes.

O critério de Tresca pode ser escrito em funcao do segundo invariante do tensor
desviador ou tensor anti-esférico, Jo = Ja(s), e do angulo de carregamento, 6. Con-
forme proposto por Nayak e Zienkiewicz| (1972) e visto em |Owen e Hinton| (1980)),

Sloan e Booker| (1986) e [Souza Neto et al. (2008)) a funcao de escoamento assume o

formato
O(o) =24/ Jycos0 — o, (2.34)

em que

1, 1 )
Jo = —1I5(s) = §tr[s | = 5818 = IIs|| (2.35)
e o tensor anti-esférico é
1

s=o0— g(tr(a))] (2.36)

onde ||s|| = +/s:s e I é o tensor identidade.

O angulo de carregamento é definido como uma fungao do segundo e terceiro
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invariantes do tensor anti-esférico

0 = 1Sen <_3—\/§Jg> (2.37a)
3 2J2§
70 s
~% <0< 6 (2.37b)
onde
J3 = I3(s) = %tr(s) (2.38)

No espago de tensoes desviadoras, o angulo de carregamento pode ser descrito

graficamente como o angulo entre s e a linha de cisalhamento puro mais proximo

(como pode-se observar na figura [2.3).

Tresca

Figura 2.3: Superficies de escoamento para os critérios de Tresca e von Mises coincidindo

no cisalhamento puro (Souza Neto et al. 2008).

Outro aspecto importante do critério de Tresca é o fato dele ser insensivel a
pressao hidrostatica. Esta propriedade é particularmente relevante na modelagem
de metais, pois para estes materiais a influéncia da pressao hidrostatica sobre o

escoamento é geralmente insignificante na pratica.

2.3.2 Von Mises

O critério proposto por von Mises em 1913 também ¢é apropriado para a des-

cricao do escoamento pldstico em metais e materiais que nao dependam da pressao
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hidrostatica. Esse critério estabelece que a plastificagao tem inicio quando é atin-
gido o valor critico da energia de distor¢ao por unidade de volume. Este pressuposto
equivale a considerar que o segundo invariante do tensor desviador, .J5, atinge um

valor critico. A representacao matemaética do critério é dada por
Jo(s(o)) = R(ax) (2.39)

em que o valor critico assumido como R é uma fungao das variaveis internas de

encruamento a. O critério de von Mises também pode ser definido por:

O(o) = +/3J2(s(0)) — 0y (2.40)

A representacao grafica do critério de von Mises é apresentada na figura

Figura 2.4: Superficie descrita pelo critério de Von Mises

Na figura [2.5}a estd ilustrada uma representacao plana da superposicao dos cri-
térios de Tresca e von Mises. A figura [2.5}b ilustra as superficies de escoamento
no espaco de tensoes de Haigh-Westergaard e mostra que o prisma esta inscrito no
cilindro, caracterizando o critério de Tresca como sendo mais conservador que o de

von Mises.
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Figura 2.5: a) Superficies de escoamento de Tresca e von Mises no plano b) Superfi-

cies de escoamento de Tresca e von Mises no espago de tensdes de Haigh-Westergaard

(Pockszevnickil, [2004)).

2.3.3 Rankine

Os critérios até entao apresentados sao bastante adequados para a descricao
de metais, no entanto, nao sao apropriados para descrever materiais parcialmente
frageis, tais como, solos, rochas, concreto, entre outros. Para tanto, é necessaria a
utilizagao de outros critérios cujo comportamento seja sensivel a pressao hidrostatica,
sendo capazes de diferenciar tracao de compressao.

O critério da maxima tensao de tracao de Rankine, datado em 1876, é geralmente
utilizado para determinar se um material fragil falha por tracao. De acordo com este
critério, a falha ocorre quando a tensao principal maxima em um ponto no interior
do material atinge um valor igual ao da resisténcia a tragao encontrada num teste
de tragao simples, independentemente das tensoes normais ou de cisalhamento que
atuam em outros planos através deste ponto. A equacao para a superficie de ruptura

definida por este critério é:
®(o) =24/3Jzcos0 + 1, — 30, =0 (2.41)

onde I; é o primeiro invariante do tensor de tensoes, Jy é o segundo invariante

do tensor desviador e 6 é o angulo de carregamento. O critério de Rankine esta
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graficamente ilustrado na figura [2.6]

%
%m\/;g
Plano Eixo
Anti Esférico T Hidrostatico
% | 7

Pco = V6 Jo

c)

Figura 2.6: Critério de Rankine: a) Secao Transversal; b) Se¢do Meridiana (§ = 0); ¢)
Plano m (Chen e Han, 2007)).

Sabe-se que alguns materiais nao metélicos, tais como concreto, rochas e solos,
tém uma boa resisténcia a compressao. Quando confinados e submetidos a com-
pressao, este tipo de material pode apresentar um comportamento ductil com uma
resisténcia a tragdo muito baixa. Assim, de acordo com |Chen e Han (2007), para
obtencao de um comportamento de falha mais préximo do real, o critério de Rankine

pode ser combinado com o de Tresca ou o de von Mises. A literatura refere-se aos
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critérios combinados como critério de Tresca e critério de von Mises com limitador
de tracao, e as suas representagoes graficas consistem em duas superficies, o que cor-
responde a um comportamento combinado de tracao e compressao nas superficies

de falha, como mostrado na figura [2.7]

E<-30; o
P £ =0

g=0

\ [3_ .

vz
\(/- J3
3
2 z
-60° Hexagono de Tresca
2 o
Circulo de b)
a) von Mises

Figura 2.7: Critérios de Tresca e von Mises associados & Rankine: a) Se¢ao meridiana.

b) Segao transversal (Chen e Hanl 2007)).

2.3.4 Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb ¢ baseado na hipdtese de que as deformagoes plas-
ticas resultam do escorregamento entre as particulas materiais. Generalizando a lei
de atrito de Coulomb, estabelece-se que o escoamento plastico inicia quando, num
plano do corpo, a tensao limite de cisalhamento, 7, e a tensao normal, o, atingem

uma combinacao critica:

T = — outgp (2.42)

onde ¢ ¢ a coesao e ¢ ¢ o angulo de atrito interno.
O critério de escoamento pode ser facilmente visualizado na representacao plana
do circulo de Mohr como mostrado na figura 2.8 A falha do material ocorre quando

o circulo de raio maior é tangente a linha critica definida por 7 = ¢ — g,tg¢.
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T=c—0, tan¢

= o

Figura 2.8: Critério de Mohr-Coulomb (Souza Neto et al., 2008)).

Relacionando a equacao [2.42|com as tensoes principais maximas e minimas, o
€ Omin, respectivamente, o critério de Mohr-Coulomb pode ser reescrito da seguinte

forma
1+ seng 1l —seng

i ————— — Opin—————— = 2.43
? 2¢ cos ¢ 7 2¢ cos ¢ ( )

A forma tridimensional da superficie de ruptura do critério de Mohr-Coulomb é

dada pela equacao:

d(o,c) = (cos@ = %sen@semﬁ) V/Jz + p(o)seng — ¢ cos ¢ (2.44)

sendo p(o) = I;/3 a componente da tensao hidrostdtica. O critério de Tresca pode
ser considerado como um caso particular do critério de Mohr-Coulomb, sendo este
sensivel a pressao hidrostatica. Ambos sao baseados na hipétese da méxima tensao
cisalhante para inicio do escoamento. Porém, no critério de Tresca a tensao maxima
de cisalhamento é dada por uma constante, diferentemente do critério de Mohr-
Coulomb, o qual considera a tensao limite de cisalhamento 7, num plano, funcao da
tensao normal o, neste mesmo plano.

A superficie de plasticidade descrita pelo critério de Mohr-Coulomb no espacgo de
Haigh-Westergaard corresponde a uma piramide de base hexagonal, conforme figura

2.9
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Figura 2.9: Superficie de escoamento de Mohr-Coulomb no espago de tensoes principais

(Souza Neto et al., 2008).

Uma vez que nao se admite um estado de tensao fora da superficie de escoamento,
o topo da piramide (ponto A na figura define o limite de resisténcia do material
quando solicitado a tragao. A superficie de falha de Mohr-Coulomb é conveniente
em problemas nos quais fica evidente qual dos seis lados do hexagono sera utilizado,

pois os vértices podem causar complicacoes na obtencao de uma solugao numeérica.

2.3.5 Drucker-Prager

O critério proposto por Drucker-Prager em 1952 é uma generalizacao do critério
de von Mises, consistindo numa modificacao do critério, no qual um termo extra
¢ incluido para que o modelo se torne sensivel ao efeito da pressao hidrostatica.
Enquanto o critério de von Mises é interpretado em termos do tensor de tensoes
octaédrico, o critério de Drucker-Prager impoe que o escoamento plastico ocorre
quando o invariante da tensao desviadora J; e a tensao hidrostatica atingem uma

combinacao critica. A funcao que modela o critério de Drucker-Prager é dada por:

®(o,c) = /] +nplo) — k (2.45)
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sendo 1 uma constante relacionada ao material e a funcao k. Para o caso do ma-
terial sofrer encruamento isotrépico, a funcao k relaciona-se com a curva tensao-

deformagao uniaxial (Chen e Han|, 2007)) e pode ser definida por:

1
em que ¢ é uma funcao das variaveis internas de encruamento .
A superficie de escoamento no espaco de tensoes principais é representada por

um cone circular cujo eixo de simetria é o eixo da pressao hidrostatica. A superficie

de escoamento de Drucker-Prager estd ilustrada na figura [2.10]

plano

Figura 2.10: Superficie de escoamento de Drucker-Prager no espago de tensoes principais

(Kossal, 2011]).

O critério de Drucker-Prager pode ser entendido como uma aproximagao suave
do critério de Mohr-Coulomb, podendo coincidir com o ultimo, através de um ajuste
do tamanho do cone obtido a partir do parametro 7. As superficies podem coincidir

pelo cone de tracao (com o cone circunscrevendo a piramide hexagonal) com

B 6seng
' VBB seng)

ou coincidir pelo cone de compressao (caso o cone fique interno a piramide) com

(2.47)

B 6seng
= V3(3 + seng)

O cone interno corresponde ao critério de Mohr-Coulomb em estado de tracao

(2.48)

uniaxial e compressao biaxial. A aproximacao externa coincide com a superficie de
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Mohr-Coulomb em compressao uniaxial e tracao biaxial. Outra aproximacao entre
estes critérios bastante utilizada é obtida calibrando os critérios para que possam
prever cargas de colapso idénticas em condi¢oes de estado plano de deformacao,
neste caso, tem-se

po 80 (2.49)

VO + 12tg26

E importante ressaltar que qualquer uma das aproximagcoes para o critério de
Mohr-Coulomb pode fornecer uma descricao pobre do comportamento do material
para certos estados de tensao. Assim, de acordo com o estado de tensao dominante
em um problema particular a ser analisado, outras aproximacoes podem ser mais
apropriadas.

Na figura 2.11}a estd ilustrada uma representagao plana da aproximagao dos
critérios de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager. A figura[2.11}b mostra a representagao
geométrica das superficies de escoamento de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager no
espaco de tensoes principais.

703‘

-~
Drucker—Prager T3

Lado ext Drucker-Prager .}»@\rf
(1o extema) \ Mohr—Coulomb SrucerTtager 2

Drucker—Prager
(Lado intemo )

)

A\ N /
u\ Mohr-Coulomb

) - 7_/_,‘—-

-0, / -0,

J/Cisalhamentn
/ Puro

a)

Figura 2.11: a) Superficies de escoamento de Mohr-Coulomb e aproximagoes de Drucker-
Prager; b) Superficies de escoamento de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager no espago de

Haigh-Westergaard (Pockszevnicki, |2004)).
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2.4 Modelos Constitutivos Elastoplasticos para o
Concreto

A teoria classica da plasticidade foi originalmente desenvolvida para o estudo
dos metais e alguns dos seus fundamentos propostos nao sao adequados para outros
materiais de engenharia, tais como o concreto. No entanto, estes materiais ainda
tém algumas semelhancas, particularmente no regime pré-falha. Por exemplo, o
concreto exibe um comportamento tensao-deformagao nao linear durante o carrega-
mento e tem uma deformacao irreversivel significativa sob descarga. Especialmente
quando submetido a cargas compressivas com pressao confinante, o concreto poderéa
apresentar algum comportamento ductil. Desta forma, as deformagoes irreversiveis
do concreto sao induzidas por microfissuras e podem ser tratadas pela teoria de
plasticidade (Chen e Han|, 2007)).

Um modelo constitutivo adequado para analise de estruturas de concreto requer
uma descri¢ao completa do comportamento do material. Conforme pode ser obser-
vado na figura , onde s@o apresentados os comportamentos de pré-falha (Trecho

AC - endurecimento) e de pés-falha (A partir do ponto D - amolecimento).

|

| Endurecimento | Plasticidade
perfeita

I{f' -ID Comportamento diictil

A

|

Amolecimento

—

x
————

s

Esmagamento

T
251
==

Tracio

€
Compressio

L

Comportamento _-4 b £ —I-th—e*'
fragil '

Figura 2.12: Diagrama uniaxial de tensao x deformacao, regime de pré e pés-falha (Chen

e Hanl 1982]).
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Do ponto de vista macroscopico, a plasticidade cldssica pode simular o comporta-
mento do concreto particularmente no regime pré-pico, tais como a nao linearidade
da curva tensao-deformacao e a deformacao irreversivel apds o carregamento. Por-
tanto, a teoria da plasticidade pode ser utilizada na modelagem do comportamento
do concreto. Muitos trabalhos foram apresentados por pesquisadores que buscavam
adequar a teoria classica da plasticidade, a fim de obter uma melhor representacao
para o concreto (Park e Kim| 2005} (Grassl e Jirasekl 2006).

Na modelagem de plasticidade do concreto algumas caracteristicas, como sensibi-
lidade a pressao hidrostatica, regra de fluxo nao associativa, lei inelastica compativel
e limite de resisténcia a tragao, devem ser observadas. Alguns destes modelos pos-
suem alta complexidade matematica tornando-os indesejaveis para muitas aplicagoes
de engenharia, especialmente para a andlise e projeto de elementos estruturais sim-

ples. A superficie de ruptura do concreto pode ser expressa de maneira geral por:
[, J2, J3) =0 (2.50)

onde Iy, J5 e J3 sdo os invariantes ja descritos anteriormente.

A forma explicita da funcao de falha para o concreto é definida através de dados
experimentais, uma vez que os testes de resisténcia para concreto estao bem docu-
mentados na literatura (Chen e Han|, 2007)). A superficie de ruptura para o concreto

deve apresentar as seguintes caracteristicas :
(1) é uma superficie suave e convexa, com excecao do seu vértice;
(2) os meridianos sao parabdlicos e abrem no sentido do eixo hidrostatico negativo;

(3) a curva de ruptura é aproximadamente triangular para tensoes de tragao e
baixas tensoes de compressao, ficando mais circular a medida que as tensoes

de compressao aumentam.

A figura ilustra as caracteristicas basicas que a superficie de escoamento

para o concreto deve apresentar.
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P

“ Meridiano de compressao /%
Meridiano de
cisalhamento /;

Meridiano de tragao ,lz

a)

Figura 2.13: a) Meridianos da superficie de falha b) Se¢des no plano anti-esférico (Chen

e Hanl 2007)).

Os critérios de ruptura para o concreto sao classificados de acordo com a quan-
tidade de parametros que aparecem nas expressoes. Segundo Bono (2008), entre
as superficies de ruptura mais utilizadas para descricao da resisténcia triaxial do
concreto estao as superficies de cinco parametros de Willam-Warnke e de quatro
parametros de Ottosen (propostas em 1975 e 1977, respectivamente). Além de se-
rem atrativas pela simplicidade e facilidade de aplicacao das equacoes empregadas,
os pontos de ruptura determinados por essas superficies estao muito proximos de

resultados experimentais apresentados por |Chen e Han| (2007)).

2.4.1 Ottosen

A superficie de ruptura de quatro parametros (a, 3, ¢; e ¢3) para o concreto,
proposta por (Ottosen| (1980) envolve os invariantes de tensao I, Jo e o angulo de
carregamento, . Sua suavidade, convexidade e seus meridianos curvos que apresen-
tam uma transicao gradual entre uma forma quase triangular para quase circular no
plano desviador, a medida que a tensao hidrostatica aumenta, fazem com que este
critério seja apropriado para a simulagao de falha em estruturas de concreto (figura

2.14)).
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(a) (k)

Figura 2.14: Representagao do critério de escoamento de Ottosen no plano desviador.

a) baixa e b) alta tensao hidrostatica (Pereira et al., 2012-a))

A representacao matematica do critério de escoamento é dada por

b(o) = [k + 0. (\WE+ 1) —a, 2.51)

sendo a e B parametros do modelo. O parametro A é calculado a partir do invariante

6 (definido na equagao [2.37h) e de outros dois parametros (¢; e ¢;) e é dado por

\ c1 cos [cos™! (g cos(36)) /3], secos(36) > 0 (2.52)
c1 cos [(m — cos™! (g cos(30))) /3], secos(30) < 0

Existem diversas proposigoes para a determinacao dos quatro parametros (a, 53,

¢1 e ¢z) do modelo de Ottosen. Trés propostas de calibracao foram utilizadas neste

trabalho, as propostas de Ottosen| (1977), do |CEB| (2010) e de (1992).

Segundo |Ottosen| (1977), os quatro parametros podem ser determinados com

base nos seguintes ensaios:
(1) f. - resisténcia a compressao uniaxial (# = 60°);
(2) f: - resisténcia a tracao uniaxial (6 = 0°);

(3) foe = 1,16f. - resisténcia a compressao biaxial (6 = 0°);
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(4) (£, %) = (=5,4) - Estado triaxial de tensao no meridiano de compressao

(6 =60°);

Os valores obtidos para os parametros a partir destes ensaios dependem da re-
lagao das resisténcias médias a tracao e compressao, k = fin/fem. A Tabela

apresenta alguns dos valores mais comumente usados a partir desta calibracgao:

Tabela 2.1: Parametros do Material

k « 15} c1 Co
0,08 1,8076 4,0962 14,4863 0,9914
0,10 1,2759 3,1962 11,7365 0,9801
0,12 09218 2,5969 9,9110 0,9647

Os parametros para valores intermedidrios de k, podem ser obtidos através de
interpolagao.
Outra forma de se obter os parametros do modelo é através das expressoes reco-

mendadas pelo CEB| (2010)), que também fazem uso da relacao k = fi/ fem-

@ = o (2.53a)
1
= —— 2.
I6] 3Tkl (2.53b)
1
i = m (253C)
g = 1—6,8(k—0,07) (2.53d)

Esta calibracao permite a obtencao dos parametros para quaisquer valores de & de
forma automatica, desde que os valores de resisténcia a compressao nao ultrapassem
os valores estipulados em norma.

A proposta de Dahl| (1992)) se baseia em sua observagao de que as recomendagoes
do |CEB (2010) estavam de acordo com os resultados experimentais apenas para

concretos de baixa resisténcia, propondo assim uma forma de se obter os parametros



30

utilizando apenas a resisténcia a compressao média do concreto f,.,,.

k= W (2.54a)
o = —1,6k* 43,49k +0,73 (2.54b)
B = —0,19k* +0,41k + 3,13 (2.54c)
ci = 0,46k%* — 0,97k + 11,89 (2.54d)
e = —0,02k* + 0,04k + 0,974 (2.54e)

2.4.2 Willam-Warnke

O modelo de cinco parametros de Willam-Warnke, ilustrado na figura|2.15] apre-

senta curvas parabdlicas para os meridianos de tracao e compressao.

L
fI
(4
6
5 an?
Meridiano de Compressao f=60
4 §=0°
3
Meridiano de Tragao
2
|
Y -1 -2 -3 -4 -5
9m

fe

Figura 2.15: Meridianos de tracao e compressao para o modelo de Willam-Warnke.

Adaptado de |Chen e Han| (2007

As equagoes do critério sao definidas por
_ 2
Om = Qg + a1p; + aspy (2.55)

Om = bO + blpc + bQPCQ (256)
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em que, 0, = %1 é a tensao média, p; e p. sao as componentes de tensao perpendi-
culares ao eixo hidrostatico para 8 = 0° e = 60°, respectivamente, e ag, ay, as, by,

by e by sdo constantes do material. As tensoes o,,, p; € p. apresentadas nas equagoes

e estao normalizadas por f., representando de forma respectiva %, % e

&
fe©
Os cinco parametros da superficie de William-Warnke podem ser determinados

a partir dos seguintes valores na superficie de ruptura:
(1) f. - resisténcia a compressao uniaxial (# = 60°);
(2) fi =0,1f. - resisténcia a tragdo uniaxial (§ = 0°);
(3) fre = 1,15f. - resisténcia a compressao biaxial (6 = 0°);

(4) (omi, pr) = (—1,95f.,2,77f.) - resisténcia a compressao biaxial confinada com

01 > 09 = 03,

(5) (mes pe) = (—3,9f, 3,461 f.) - resisténcia a compressao biaxial confinada com

01 = 09 > 03,

Esses parametros foram obtidos a partir de ensaios biaxiais e ensaios triaxiais
(Chen e Hanl, [2007). O critério de Willam-Warnke nao faz parte dos modelos im-

plementados durante a realizacao deste trabalho.

2.5 Leis de Encruamento

Em sua tese, Neto (1998)) descreve o encruamento como um processo que estd
fisicamente ligado ao aumento da densidade de discordancias (defeito geométrico
no arranjo atomico). Para muitos materiais reais a tensao limite de escoamento do
material é dependente de uma medida de tensao plastica acumulada. No modelo
uniaxial, apds atingido o escoamento, a curva tensao-deformacao continua crescente

(em caso de endurecimento) ou decrescente (em caso de amolecimento), provocando
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uma variacao na tensao de escoamento ao longo do fluxo plastico. Nos modelos de
duas e trés dimensoes, o encruamento é caracterizado por mudancas no conjunto de
variaveis internas, a, durante o fluxo plastico. Essas alteracoes podem, em geral,
afetar o tamanho, forma e orientacao da superficie de escoamento, definida por
O(o,a) = 0.

Dependendo do tipo de material, as curvas tensao deformacao podem apresen-
tar formas distintas, sendo conveniente idealizar alguns destes comportamentos. A
figura ilustra trés modelos comumente utilizados na descrigao de materiais que

apresentam comportamento elastoplastico (Malavolta), 2008)).

(Th (Th (T k

ol

ol =

- ¥
.

.

(a) (b) (c)

Figura 2.16: a)Plasticidade perfeita b)Modelo Bilinear ¢c)Modelo Nao-linear (Malavoltal,
2008).

O caso (a) corresponde ao modelo de plasticidade perfeita, com o material apre-
sentando um trecho elastico com modulo de elasticidade E e, apds o escoamento, o
material permanece com nivel de tensao constante enquanto a deformacao aumenta.
O modelo (b) é denominado elastopléstico bilinear, onde a primeira inclinagao cor-
responde ao ramo elastico e, apds atingido o escoamento, inicia-se uma nova reta
com inclinagao H associada ao encruamento do material, correspondendo ao trecho
pléstico. O caso (c) representa o modelo elastoplastico ndo linear, em que uma vez

atingido o escoamento, o encruamento passa a ser descrito por uma lei nao linear.
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2.5.1 Plasticidade Perfeita

Um material é dito ser perfeitamente plastico quando nao ocorre endurecimento
(ou amolecimento), ou seja, a tensao de escoamento nao depende do grau de plasti-
ficagdo. Neste caso, a superficie de escoamento permanece fixa, independentemente
de qualquer processo de deformacao que o material possa experimentar. Nos cri-
térios de escoamento descritos anteriormente, a plasticidade perfeita corresponde a
um limite de tensao uniaxial constante.

A figura apresenta a curva de tensao-deformacao para um ciclo de carrega-
mento uniaxial (tragado-compressao) com critério de von Mises e plasticidade perfeita.
Modelos de plasticidade perfeita sao particularmente adequados para a andlise de
estabilidade das estruturas e dos solos e sao amplamente utilizados na pratica da

engenharia para a determinacgao de cargas limite e fatores de seguranca.

n- plano o, y E;=0

G,

/

superficie de

escoamento fixa

Figura 2.17: Plasticidade Perfeita. Teste uniaxial e representagao do plano-m (Souza

Neto et al., 2008]).

2.5.2 Encruamento Isotrépico

O encruamento isotropico implica numa expansao uniforme da superficie de plas-
ticidade mantendo-se inalterada a posicao do seu centro. Em linhas gerais, a super-
ficie de plasticidade obtida através do incremento de deformacao plastica é exclusi-

vamente uma expansao uniforme da superficie inicial, nesse caso, o dominio elastico



34

expande igualmente em tracao ou compressao durante o fluxo plastico. A figura [2.18
ilustra essa expansao da superficie em conjunto com uma curva tensao-deformacao
tipica para um carregamento ciclico uniaxial utilizando um modelo de von Mises

com encruamento isotrépico.

I

Superficie f
aposo —/
encruamento

Figura 2.18: Encruamento Isotrépico (Souza Neto et al., 2008).

A escolha de um conjunto adequado de varidveis internas associadas ao encru-
amento (a) depende das caracteristicas especificas do material a ser considerado.
Em plasticidade de metais, por exemplo, essa varidvel interna estd intrinsecamente
relacionada com a densidade de deslocamentos na microestrutura cristalografica,
provocando um aumento na resisténcia isotrépica para o fluxo plastico. Na mode-
lagem constitutiva do encruamento isotrépico, o conjunto a, normalmente contém
uma unica variavel escalar, que determina o tamanho da superficie de escoamento.
Segundo [Simo e Hughes| (1998), a formulacao de uma superficie de escoamento com

uma lei de encruamento isotrépico é dada entao por
O(o,a)=o|—(cy+Ha) <0,aa >0 (2.57)

H é o médulo pléstico e e é funcao do fluxo pléstico acumulado. o, > 0e H > 0

sao constantes conhecidas.
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2.5.3 Encruamento Cinematico

A regra de encruamento cinematico assume que a superficie de escoamento man-
tém sua forma e tamanho inalterados, enquanto é transladada no espaco de tensoes
como um corpo rigido durante o processo de deformacao plastica. Este comporta-
mento pode ser verificado em experimentos onde o material, apds ter sido carregado
(e atingido o limite de escoamento) em uma diregao (por exemplo, tragao), sofre na
diregao oposta (ou seja, compressao) uma diminuigdo da resisténcia ao escoamento
(Lemaitre e Chaboche, 1990). Segundo [Yan (2004)), o fenémeno em que ocorre a
diminuicao da tensao de escoamento durante o carregamento no sentido inverso é
conhecido como efeito Bauschinger.

A figura[2.19|ilustra o conceito do encruamento cinemético com o modelo de von
Mises. O material é submetido a um carregamento ciclico uniaxial e a ocorréncia do

efeito Bauschinger fica evidente no gréafico de tensao-deformagao.

(s

Plano -7 Superficie apés o

encruamento
o,

Superficie inicial

Figura 2.19: Encruamento Cinemadtico (Souza Neto et al., 2008).

A superficie de plasticidade, com lei de encruamento cinematico para um material

de von Mises pode ser modelada pela funcao

(I)(U>/6) =V 3‘]2("7(0-713)) — Oy, (258)

onde o tensor de tensoes 7, dado por

n(o,B)=s(o) - P (2.59)
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¢ definido como sendo a diferenca entre o tensor desviador e o tensor de tensoes 3,

conhecido como “back-stress” e cuja lei de evolucao é dada por
B = KEé? (2.60)

onde K é o médulo de encruamento cinematico e B é o tensor relativo as variaveis
termodinamicas associadas ao encruamento cinematico e representa a evolucao da
posigao do centro (Figura da superficie de plasticidade no espaco de tensoes.
Quando 8 = 0 tem-se n = s, e a superficie de escoamento definida por & =0 é a de
von Mises com encruamento isotrépico e tensao de escoamento o,.

Conforme [Souza Neto et al.|(2008), é importante observar que a funcao de escoa-
mento dada pela equacao é uma funcao isotrépica do tensor de tensoes relativas,
1. Analogamente a este processo, é possivel introduzir o encruamento cinematico em
outros modelos de plasticidade, substituindo o por uma medida de tensao relativa,

obtida pela diferenca o — 3, na definicao da funcao de escoamento correspondente.

2.5.4 Encruamento Misto

A maioria dos materiais nao apresentam encruamento puramente isotrépico ou
puramente cinematico, mas sim uma combinacao de ambos, o que resulta numa
lei de encruamento misto, permitindo uma maior generalizacao do seu comporta-
mento (Grilo, 2011)), ou seja, sob deformacao pléstica, a superficie do escoamento
expande/encolhe e translada simultaneamente. A expressao da condi¢ao de escoa-

mento para encruamento misto pode ser é dada por

A lei de evolucao se mantém inalterada em relacao a dada por . A adi-
¢ao das condigoes de carregamento/descarregamento e de consisténcia completam a
definicao do problema.

A figura mostra uma representacao esquematica onde fica visivel a diferenca

entre o encruamento misto e os demais tipos de encruamento.
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Carregamento Reverso

AR

Y S P

Figura 2.20: Encruamento Misto. Teste uniaxial com carregamento reverso (Souza Neto

et al., |2008)).

2.6 Algoritmo para Integracao das Tensoes

O principal problema de uma analise elastoplastica reside na determinacao iso-
lada das parcelas elastica e plastica do incremento de deformacao total, resultando
na necessidade de se realizar a integracao da lei constitutiva, devido ao fato do mé-
dulo elastoplastico ser fungao da deformagao plastica, decorrendo assim um processo
iterativo.

Pelo carater incremental dos modelos numéricos de plasticidade, deve-se utilizar
um algoritmo da classe de mapeamento de retorno capaz de obter a atualizagao das
tensoes necessaria ao equilibrio das forgas internas na analise nao linear.

Em seu trabalho, Ortiz e Popov (1985)) apontam trés requisitos basicos que al-

goritmos eficientes devem preencher:
(1) garantir a consisténcia das equagoes constitutivas a serem integradas;
(2) possuir estabilidade numérica;

(3) e garantir a consisténcia do modelo incremental .
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A escolha de um algoritmo impréprio pode levar nao s6 a uma solugao imprecisa
para as tensoes, como também pode atrasar a convergéncia das iteragoes de equilibrio
ou até mesmo levar a divergéncia da iteracao.

Existe uma grande variedade de métodos de integracao, com diferentes niveis
de complexidade (Tagieddin, 2008). Entretanto, algumas das principais estratégias
de integragao se agrupam em duas abordagens denominadas métodos de integracao
explicitos (“forward Euler”) e métodos de integracao implicitos (“backward Euler”).

A integracao numérica explicita recebe este nome, porque utiliza um estado de
tensao conhecido (obtido na iteracao anterior) para a determinagao dos parametros
de deformagao, diferente do método de integragao implicita, que trabalha com um
estado de tensao referente ao final do processo incremental (portanto ainda desco-
nhecido).

O objetivo aqui é apresentar algoritmos precisos e eficientes para a integracao
das relagoes constitutivas que regem o comportamento do material, no contexto de
plasticidade computacional. O método da projecao do ponto mais préximo (“closest-
point projection”) e o método do plano de corte (“cutting-plane”) serdo descritos mais

detalhadamente conforme apresentado em [Simo e Hughes| (1998)).

2.6.1 Método da Projecao do Ponto Mais Préximo (“Closest-

Point Projection”)

Do ponto de vista fisico, o algoritmo “Closest-Point Projection” é um processo
implicito sistematico, que considera um residuo de fluxo plastico para garantir que
a funcao de escoamento no passo atual “n+1” seja igual a zero. Conceitualmente,
a ideia do algoritmo ¢é bastante simples e consiste numa aplicacao sistemética do
método de Newton para o sistema dado pelas equacoes , que resulta no calculo
da projecao a partir do ponto mais proximo de um estado de tensao de tentativa
sobre a superficie de escoamento. O algoritmo é explicado abaixo em um contexto

generalizado utilizando as notagoes propostas por Simo e Hughes (1998)).
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(1) Supor a existéncia de um carregamento plastico, isto é, flﬁf‘{l > 0, de modo
que o multiplicador plastico, A, seja maior que zero. Definir o fluxo plastico residual

R, 1 e a condicao de escoamento.

o
€41 + P Oo fni1
Rflk_zl = { (:)1 } A)\n+1 { e f = f(o n+17qn—i)-1)

—an+1 —|— an q n+1
(2.62)
onde 0'7(#1 = VW (ept1 — ni)l) qﬁfjl = —VH(a,(ﬁl) e W representa a energia
elastica acumulada.
(2) Calcular o médulo eléstico e o médulo tangente consistente:
(k)
Cffll =V W(ent1 —enyy) e DSzk—i)—l = —VQH(G%) (2.63)
k
[A(k) ]! [Cn—H + A + 105 g fos1] Aln + 18?7qfn+1 (2.64)
n+1 - _ :
AN 10g e frin [D7(1+11) + AN 110G q ]

onde [A,(szl]*l ¢ uma matriz cujos argumentos referem-se aos modulos elastico e
tangente, C é a matriz de rigidez e D a matriz de flexibilidade.

(3) Obter incrementos dos parametros consistentes

— [0 fas10q faia) AL RE),

AW — fit . (2.65)
aO'fn—H
90 fu19q o ]TALL, {
ann+1
(4) Obter incrementos da deformacao plastica e das varidveis internas
(k) k
{ Achi } _ [[C&? + A0, fpa] 0 ]
Aalh), 0 (DY + AN 82, fas]
®) (2.66)
9o fn
Al R+ A { o fnst }
aq.fn—O—l
(5) Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes
) = Aty (2.67a)
oy = o+ aal (2.67h)
AN = AN AP (2.67¢)
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A principal desvantagem associada ao processo iterativo descrito é a necessidade
de se computar os gradientes da regra de fluxo e da lei de encruamento, dados pela
equacao pois esta tarefa pode ser extremamente trabalhosa para modelos de

plasticidade mais complexos.

0z,f(o.q) 07,f(o,q)
03.f(0,q) 05,f(0.q)

A interpretacao geométrica do regime de iteragao estd representado na figura

2.21]

(2.68)

trial
O ni1

Figura 2.21: Interpretagao geométrica do algoritmo da projegcao do ponto mais préximo.

k

Em cada iteragao (e)" as restrigoes sao linearizadas de forma a interceptar f = 0. A

k+1
f+

préxima iteracio (e)**1 situada no nivel f~ 11 > 0, é um ponto mais préximo do que o

nivel definido para a iteracio anterior ()% (Simo e Hughes, 1998).

2.6.2 Método do Plano de Corte (“Cutting-Plane”)

O método “Clutting-Plane”, analisado em |Ortiz e Simo| (1986)), é um processo
explicito, que integra primeiro as equacgoes elasticas, a partir da tensao no passo
anterior, para obter a tensao de tentativa para o passo atual. O principal obje-
tivo deste algoritmo ¢ ignorar a necessidade de computar os gradientes contidos na
equagao (2.68). O caso geral deste esquema envolve as seguintes etapas:

(1) supor a existéncia de um carregamento pléstico, isto é, fl’j‘{l > (0, de modo

que A > 0. Definir o fluxo plastico residual R, e a condi¢cao de escoamento.

k k k
W= e, d%)) (2.69)
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(2) obter incrementos dos parametros consistentes

k
£

A2\ — (2.70)
" [Oo farr: Criy i O iy + O fhy
(3) atualizar as varidveis de estado e os parametros consistentes.
ey = e+ a0 g £l (2.71a)
k+1 k k
gt = a4l + AN R, (2.71b)
AN = AR AT (2.71c)

A convergeéncia do algoritmo para o valor final das varidveis de estado é obtida
a uma taxa quadratica. FEssas taxas quadraticas de convergeéncia sao alcancadas
aqui apesar da simplicidade apresentada pelo método, o que acabam tornando o
algoritmo de plano de corte muito atraente para os calculos de grande escala em
modelos mais elaborados, principalmente nos codigos explicitos, que nao requerem a
solucao de um sistema global de equacoes de equilibrio. A interpretacao geométrica

do algoritmo ¢ ilustrada na figura [2.22]

(0) _ _ trial
Opnt1 = 0Ony1
Preditor Elastico

Cortes

~4—— Limite

K f: 0 Supericie de

escoamento

Figura 2.22: Interpretacao geométrica do algoritmo do plano de corte. Em cada iteracao
(8)* a restricio sobre (e) é linear. A intersecio do plano normal f*) =0 com o préximo

nivel (1) determina a préxima iteracao (8)¥+! (Simo e Hughes, 1998).

2.6.3 Operador Tangente Consistente

Para se obter a taxa de convergéncia quadratica durante a aplicacao do método

de Newton-Raphson na solugao de algoritmos como o “Closest-Point-Projection”,
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um passo crucial é utilizar o tensor tangente consistente (Simo e Hughes| 1998). O
conceito de médulo tangente consistente foi formalizado por Simo e Taylor| (1985)
e, posteriormente, reapresentado por diversos autores.

O procedimento para se obter o tensor constitutivo tangente envolve o célculo da
derivada da tensao o, relacionada a deformacao final, €,,,. Por esta razao, as de-
rivadas de todas as variaveis internas que aparecem no procedimento de atualizagao
de tensao correspondente tém que ser avaliadas (Szabo e Kossa, 2012). O modulo

tangente consistente é definido como
= —nid (2.72)

Como ja discutido anteriormente, cada modelo tem suas particularidades e pode
conter tantas variaveis quanto necessario para a descricao adequada do comporta-
mento do material e, dependendo do modelo, tais variaveis podem ser escalares,

vetoriais ou tensoriais (Souza Neto et al., [2008]).



Capitulo 3

FORMULACAO DOS MODELOS
CONSTITUTIVOS

Os modelos constitutivos em geral apresentam uma notagao propria e, embora
em muitos casos guardem semelhancas, a falta de uma unidade das formulagoes im-
pede uma implementacao computacional genérica e objetiva. O Ambiente Unificado
proposto por [Penna| (2011) apresenta uma expansao da estrutura tedrica proposta
por (Carol et al. (1994)), sendo capaz de contemplar varios modelos constitutivos -
elastoplasticos ou de degradacao eldstica; isotropico, ortotropico ou anisotrépico -
formulados com uma ou varias fungoes de carregamento.

A seguir, serd apresentada a formulacdo para os modelos constitutivos elasto-
plasticos seguindo a estrutura tedrica proposta. As parcelas necessarias a descricao
de cada modelo sao explicitadas indicando a correlagao entre a forma original e a

proposta por este trabalho.

3.1 Formulacao (eral para Modelos Constituti-
vos Elastoplasticos

Segundo |Carol et al.| (1994)), as equagoes das variagoes de tensdo podem ser

escritas como

Tij = Ezojkl(ékl - éil) (3.1)

43
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com

onde E?j 11 Sa0 as componentes do tensor de rigidez elastico, Am 6 0 multiplicador plds-
tico, my, é o gradiente das fungdes de potenciais plasticos Q) (com my; = 0Q /o),
que geometricamente, representa a diregao da regra de fluxo e £}, é a variacao das
deformagoes plasticas.

Ao longo dos anos, muitos critérios de escoamento foram sendo propostos para
a definicao de superficies de plastificacao, a medida que se estudavam as diversas
classes de materiais. A equacao [3.3 representa a forma linearizada da condicao de

consisténcia a partir da superficie de escoamento F'(o,p) onde os argumentos da

funcao sao o tensor de tensoes o e o vetor das variaveis internas p.

. oF oF
F=—| 6;; + — =0 3.3
8Uij pU] + 3pk Upk ( )
Podendo ser escrita como
com
oF
= 3.5
nJ ao_ij , ( )
e

H= ——| = —| —/— 3.6
oX|. ~ opi|, 0el, ™ (36)

onde n;; representa as derivadas de F' para valores constantes do multiplicador plas-
tico A e H é o médulo de endurecimento/amolecimento, obtido a partir de derivadas
de F para valores constantes de o, sendo positivo para o caso de endurecimento (ex-
pansao da superficie de escoamento), zero para o caso de plasticidade perfeita (sem
alteragdo da superficie de escoamento) e negativo para o amolecimento (contragao
da superficie de escoamento).

Em um modelo associativo, a funcao de carregamento F' e a regra de fluxo sao

definidas de tal modo que n e m sao totalmente proporcionais (ou seja Q) = F).
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A associatividade implica que a taxa de deformacao plastica é um vetor normal
a superficie de escoamento no espaco de tensoes, como apresentado na figura 3.1}
Em modelos nao associados o vetor taxa de deformacoes plasticas geralmente nao é

normal a superficie de escoamento.

Figura 3.1: Vetor de fluxo. Adaptado de [Souza Neto et al.| (2008]).

O multiplicador plastico ()\) apresentado na equagao ¢ um escalar, cujo valor
é positivo em caso de deformacoes plasticas, e tem como papel ajustar o tamanho
dos incrementos plasticos. Substituindo as equagoes [3.1] e 3.2 na equacao [3.3] tem-se

o classico formato para o multiplicador plastico, dado por

O .
. nchcdklgkl
H 4 np,ES  mys

pgrs

A (3.7)
As derivadas apresentadas fornecem as férmulas béasicas para o operador tan-
gente, que relaciona as variacoes de deformacao com variagoes de tensao e é neces-

sario para a montagem do tensor de rigidez tangente. Assim, a equagao constitutiva

pode ser dada por
dij = fjklékl (3'8)

Substituindo as equacoes e na equagao tem-se tensor Efjkl que é

denominado modulo tangente elastoplastico e é dado por
0
Eija

H 4+ np ES . mig

pgrs

0
pMabNed Eegr

t _ 0
B = Eijig —

(3.9)

As secoes a seguir descrevem de forma detalhada a formulacao para os mo-

delos constitutivos elastoplasticos de von Mises, Tresca, Rankine, Drucker-Prager,



46

Mohr-Coulomb e Ottosen os quais foram estudados e implementados a partir deste

trabalho.

3.1.1 Critério de Von Mises

A representacao matematica do critério de escoamento de von Mises com encru-

amento linear misto é dada por
F(o,a,8) =+/3J):(n(e,B)) — (0, + H ) (3.10)

onde 7 ¢é o modulo inelastico isotrépico generalizado, « é a funcao das deformagoes

plasticas acumuladas e 1 é o tensor de tensoes dado por

n(o,B) = s(o) - B (3.11)

e definido como sendo a diferenca entre o tensor desviador e o tensor de tensoes 3,

conhecido como “back-stress” e cuja lei de evolucao é dada por
B = e (3.12)

onde £ é o médulo de encruamento cinematico e 3 é o tensor relativo as variaveis
termodinamicas associadas ao encruamento cinematico.

O tensor 3 representa a evolucao da posicao do centro da superficie de plastici-
dade no espaco de tensoes. Quando B = 0 tem-se n = s, e a superficie de escoamento
¢ a de von Mises com encruamento isotrépico e tensao de escoamento o,.

Assim, tem-se
_oF 2 n

ny = 2L 2 3.13
1= 90 V3] (3.13)

Onde ||In|| = v/mn 7.

O modelo de von Mises é associativo, assim:

0
Ny = Myj = 1\| 5 i 0 (3.14)
3
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O moédulo inelastico, associado aos fenomenos de endurecimento ou amoleci-

mento, é dado por

g 9F ooy
do, O,
com
oF do
- - —_Y _
9o, e = H+ H

3.1.2 Critério de Tresca

(3.15)

(3.16)

Para o critério de escoamento de Tresca, com encruamento linear isotropico,

tem-se:

F(o,a) =2y/Jycos6 — (o, + H )

(3.17)

Assim como o critério de von Mises, o critério de Tresca é associativo e os gradi-

entes da funcao de escoamento e da funcao de potencial plastico, para um material

isotrépico, podem ser obtidos utilizando-se a regra da cadeia

_OF _OF0L OFdJ, OF dJs

MM S S T A 00 | 0y 0o | 95 0o

em que as derivadas dos invariantes em relacao a tensao sao

ol

LI

do !

oh _

oo Y

0J3

e tij = SikSkj — §J25i'

(3.18)

(3.19a)
(3.19b)

(3.19¢)

onde d;; é o delta de Kronecher, s;; sao as componentes do tensor de tensoes desvi-

adoras e ¢;; ¢ o desvio quadratico do tensor de tensoes desviadoras. As derivadas da

funcao de escoamento em relagao aos invariantes sao

OF
oI,
oF cos 6 3v/3.J;

oJy T 2J%(4cos?0—1)
OF V3

aJs Ja(4cos?0 —1)

=0

(3.20a)
(3.20Db)

(3.20¢)
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O moédulo inelastico, associado aos fenomenos de endurecimento ou amoleci-

mento, é dado por

H=—(-1)(#) (3.21)

3.1.3 Critério de Rankine

O critério proposto por Rankine tem a seguinte representacao
F(o,a) =24/3Jycos0 + I — 3(0, + H ) (3.22)

As derivadas das fungoes de escoamento e de potencial plastico podem ser obtidas
a partir da equacao [3.18, em que as derivadas dos invariantes em relacao a tensao
sao as mesmas apresentadas na equacao |3.19|e as derivadas da funcao de escoamento

em relacao aos invariantes sao

OF

F
8_ _ V3 cosf - 9.Js (3.23b)
0Jy NaA 2J2(4cos?6 — 1)
or - _ 5 (3.23¢)

dJs Jo(4cos?6 — 1)

O moéddulo inelastico associado ao critério de Rankine sera

H=—(=3) () (3.24)

3.1.4 Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker-Prager é dado pela funcao:

F(o,a) = +/Js(s(0)) + np(o) — k (3.25)

Para o caso de encruamento linear isotrépico, a fun¢ao o(«), presente no para-

metro k (dado pela equagao [2.46]), é dada por

ola) =0,+ Ha (3.26)
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onde o, é a tensao de escoamento inicial, o é o fluxo plastico acumulado e 7 ¢é o
moédulo de encruamento.

O modelo de Drucker-Prager é nao associado (F' # ). A lei nao associativa
Drucker-Prager é obtida através da adocao, para a funcao de potencial plastico,
de funcao uma similar a funcao de escoamento, em que o angulo de atrito, ¢, é

substituido pelo angulo de dilatancia (v)

(0,04) =/ Jo(s(0)) + np(o (3.27)

em que Y < ¢ e 7 é uma constante adicional do material, obtida através da substi-

tuicao de ¢ por ¥ nas equagoes [2.47], [2.48| e |[2.49,

Portanto, os gradientes de F' e (), para valores constantes do multiplicador plas-

tico, representados pelos tensores m e n, sao dados por:

250 0 100
3 1 1 3.98
Z] 80_” \/— 0 30' O + 3 0 1 0 ( . )
0 0 -lo 00 1
- - 250 0 100
o ja 1 1 Ui 3.29
0 0 -lo 00 1

O moédulo inelastico, obtido a partir de uma lei associada aos fenomenos de

endurecimento ou amolecimento, é dado por

H= (g + %) H (3.30)

A aplicagao do modelo de Drucker-Prager deve levar em consideracao a singula-
ridade existente na superficie de escoamento, seu vértice. Portanto, é necessario que
seja utilizada uma estratégia de solucao alternativa durante a aplicacao do algoritmo
de integracao das relagoes constitutivas. No contexto de superficies de escoamento
com singularidades tais como cantos e vértices, varios métodos ja foram propostos,

como os de Simo e Hughes| (1998)) e [Souza Neto et al| (2008). Quando o retorno
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ocorre no vértice, as fungoes de escoamento (equagao (3.25))) e de potencial de fluxo

pléstico (equagao (3.27))) devem ser alteradas para (Szabd e Kossal [2012)):
F(o,0) = np(o) — k (3.31)

Q(o,0y) = 7p(0) (3.32)

3.1.5 Critério de Mohr-Coulomb

A representagao matematica do critério de Mohr-Coulomb, considerando encru-

amento linear isotrépico, é dada por

F(o,a) = (COS 0 — %senesenqﬁ) VJa 4 plo)seng — ccos ¢ (3.33)

Da definicao geral da funcao de escoamento, tem-se o gradiente dado por

_OF _OF3l, OFdJ, OF 00

_ e _aon  oron 7R 34
90 0L, 00 | 9Jy 00 | 90 00 (3.34)

Tlij

em que as derivadas dos invariantes em relacao a tensao sao as mesmas apresentadas

na equagao [3.19]

As derivadas da funcao de escoamento em relacao aos invariantes para o critério

de Mohr-Coulomb sao

OF  seng

o~ 3 (3.35)
oF 1 senflsen¢
— = 0 — ——— 3.36
0y 2y Jy <COS V3 ) (3.36)
or cos fseng
% = —\ JQ (sen@ + T) (337)

a derivada 00/00 é

aO' 4J22 80' 2J23 00 3./1 27J3

T 43

Assim como o modelo de Drucker-Prager, o modelo de Mohr-Coulomb é nao

associado (F' # Q). As derivadas para a lei nao associativa de Mohr-Coulomb
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também sao obtidas através da substituicao do angulo de atrito, ¢, pelo angulo de
dilatancia, .

O médulo ineléstico é dado por
H = cos o (3.39)

Para tratar a singularidade existente na superficie de escoamento, o vértice,
adota-se a mesma estratégia de solucao alternativa durante a aplicagao do algoritmo

de integragao das relagoes constitutivas utilizada no modelo de Drucker-Prager.

3.1.6 Critério de Ottosen

Seja a funcao de escoamento dada por

F(o)= [ong + o, (/\\/72 + b’.h)]é — 0o, (3.40)

em que o, = (o, + H ).

Das definigoes gerais, o gradiente de F é dado por

_OF _0FOL  OF 0Jy | OF 0J;
N oo N 6[1 Oo 8J2 do 6J3 do

(3.41)

nij

As derivadas dos invariantes em relacao a tensao sao as mesmas apresentadas na

equacao |3.19| e as derivadas da fungao de escoamento em relagao aos invariantes sao

OF oS
- = 42
oI, h (3.422)
oF A o\ 00 1
Y | ==+ == = 3.42b
9 {(”U (2\/J2+896J2>} h (3-42b)
oF O\ 00 /J.
- 2V (3.42¢)
0J3 000Js h
onde
3
h=2 [aJQ Yo, (A\/J2 n 511)] (3.43)

—c1c2sen sen((cos™1 Co COS

oA _ et eraostiay L, se cos(36) > 0 (3.44)

060 —cicosen(30)sen((m cos™ ! (co cos(39)))/3)’ . COS(BQ) <0 .

sen(cos~1(ca cos(30)))
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90 3V3Js (3.45)
002 473sen(30)
Y _ V3 (3.46)

0J; 2J2%sen(39)

o modelo adotado é associativo (n;; = m;;).
O moédulo inelastico, associado aos fenomenos de endurecimento ou amoleci-

mento, é dado por

H= (1 - @) H (3.47)



Capitulo 4

IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL

Neste capitulo, sera apresentado o projeto orientado a objetos da implementacao
realizada. As implementagoes deste trabalho foram realizadas no sistema compu-
tacional INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), desenvolvido no
Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Ge-
rais. O sistema é desenvolvido em JAVA, seguindo o paradigma de Programacao
Orientada a Objetos (POO). O INSANE tem sua estrutura dividida em trés grandes
aplicagoes: o pré e pos processador, responsaveis por aplicacoes graficas interativas
e um nucleo numérico, onde ocorre o processamento, contendo as implementagoes
dos modelos numéricos e as técnicas de solucoes apropriadas.

As alteragoes realizadas no sistema (concentradas, principalmente, no niucleo
numérico do INSANE), serdo apresentadas através de diagramas UML (Unified Mo-
delling Language), que é uma linguagem padronizada para a modelagem de sistemas
de software orientados a objetos. A figura tem como objetivo ilustrar a simbo-
logia adotada na construgao dos diagramas. Na cor branca estao representadas as
classes que nao serao alteradas, as classes modificadas durante o desenvolvimento

sao representadas em amarelo e as classes criadas em verde.
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Classe nao modificada | ] Classe modificada w _

Figura 4.1: Notacao UML utilizada.

4.1 Nucleo Numérico

O ntcleo numérico do INSANE ¢é responsével pelo processo de solugao e obten-
cao de resultados da andlise estrutural. O atual estagio organizacional do nicleo

numérico é resultado de diversos trabalhos dentre os quais destacam-se |Almeida

(2005)); [Fonsecal (2006); Salibal (2007); Fonseca, (2008)); |Ajeje| (2009); Fuinal (2009) e
(2011)). Sua estrutura é composta pela interface Assembler e pelas classes

abstratas Model e Solution, conforme ilustrado na figura [4.2]

java.util.Observer

AN

<<interface>>
Persistence

<<interface>> <<interface>>
Observable Observable

I ]

I ]

I

. :
<<abstract class=> <<abstract class>>

Model Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 4.2: Organizacao do Nicleo Numérico.

A interface Assembler é a responsavel pela montagem do sistema matricial
de segunda ordem com o qual é possivel representar diversos tipos de modelos, a
classe abstrata Solution desencadeia o processo de solucao, possuindo os recursos

necessarios para resolver esse sistema matricial, seja ele linear ou nao linear, e a
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classe abstrata Model possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado
e fornece para Assembler todas as informacoes necessarias para montar a equagao
do modelo, que sera resolvida por Solution.

As classes abstratas Model e Solution se comunicam com a classe Persis-
tence, que é a interface responsavel pelo tratamento dos dados de entrada e pela
persisténcia dos dados de saida, sempre que observada alguma alteracao no estado
dos modelos. Esta persisténcia é realizada por meio de arquivos XML (eXtensible
Markup Language), que possibilitam a criagao de dados estruturados com base em
arquivo texto.

A comunicagao entre as classes Model e Solution e a interface Persistence
ocorre através de um mecanismo de propagacao de mudancas proporcionado pelo
padrao de projeto Observer. Persistence é um componente observador, enquanto
os componentes observados sao as classes abstratas Model e Solution. Quando
alguma mudanca ocorre no estado de um objeto observado, o mecanismo de propa-
gacao de mudancas ¢é disparado e se encarrega de notificar os objetos observadores
para se atualizarem, assegurando a consisténcia e a comunicagao entre o componente

observador e os componentes observados.

=:<:in;ﬂer1;acle>i= = w— ModeiDataManager
ode

‘{'1 - model

: Observable
[

1
FemModel J

fa

I ] I ]
HonLocalFemModel MfreeModel GFemModel XFemMaodel

Figura 4.3: Hierarquia da classe Model (Penna, [2011)).

A figura mostra a hierarquia da interface Model. As classes que a imple-
mentam sao constituidas por listas de objetos inerentes ao modelo discreto a ser

analisado, como por exemplo FemModel, que representa um modelo de elementos
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finitos propriamente dito e contém métodos de acesso e manipulacao de seus dados.
Na mecanica dos sélidos computacional, para o caso de andlise estatica fisica-
mente nao linear, as solugoes sao obtidas por meio de um processo incremental

iterativo dado por:

K,-0U =6\-P+Q (4.1)

onde K; é a matriz de rigidez tangente, U o vetor de deslocamentos incrementais,
0\ é um incremento do fator de carga, e os vetores de cargas de referéncia e de cargas
residuais do modelo sao, respectivamente, P e (), sendo que, o ultimo é obtido pela
diferenca entre o vetor de cargas externas e o vetor de forcas equivalentes das tensoes
internas Fj.

No INSANE, o processo incremental iterativo segue o processo de solugao do
algoritmo genérico proposto por Yang e Shieh (1990). As implementagoes acerca do
processo iterativo tem como base o trabalho de [Fuinal (2004)), e tiveram sua inclusao
no sistema a partir dos trabalhos de |[Fonsecal (2006); [Fonsecal (2008)); [Fuina (2009)
e Pennal (2011)).

Durante a solucao, é solicitada a montagem do tensor constitutivo necessario
para a obtencao da matriz de rigidez incremental. Neste contexto, a classe Consti-
tutiveModel é especialmente importante, pois uma vez que o modelo constitutivo
recebe as informacoes dos elementos, do formato da integracao, dos dados dos pontos
materiais, das propriedades fisicas do meio e do tipo de andlise, todas as operacoes
necessarias para o célculo do operador tangente e das forcas internas podem ser re-
alizadas, sem se remeter diretamente aos elementos finitos, aos pontos de integracao
e nem mesmo ao modelo discreto, seja este do Método dos Elementos Finitos, ou
outras abordagens, tais como o Método dos Elementos Finitos Generalizado (Alves|,
2005), Método dos Elementos de Contorno (Anacleto et al., [2013) ou Métodos Sem
Malha (Silvaj, 2012).
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4.2 Implementacao dos Modelos Elastoplasticos

A partir da criagdo do ambiente computacional proposto por Penna (2011), o
modelo constitutivo passou a ser descrito por funcoes potenciais e seus respecti-
vos gradientes, que resultam em um conjunto de operacoes tensoriais capazes de
lidar com os tensores constitutivos, os gradientes das funcoes e as condigoes de
carregamento e descarregamento. As operacoes da estrutura teodrica unificada e as
particularidades de cada modelo sao entao atribuidas a um conjunto de classes, deno-
minadas “Filters”, criadas para responder pelas parcelas que compoem as operagoes
comuns. As implementacoes sao tais que cada “Filter” contém as informacoes do
respectivo modelo constitutivo que ele quer representar e as hipoteses do modelo de
analise. O modelo constitutivo é tratado pelo “Filter” no formato tensorial, possibi-
litando ao modelo de anédlise fornecer as componentes de cada tensor (de rigidez, de
flexibilidade, de tensao e de deformacao) necessédrias para sua montagem.

A figura ilustra a heranca de classes de ConstitutiveModel. Observa-se
que o modelo constitutivo geral, UnifiedConstitutiveModel possui uma instancia
de UnifiedConstitutiveModelFilter, entendida como a superclasse do conjunto

de classes que formam a camada “Filter”.

<¢ahstract classs>
Constitutive Model

@mourt G

@mount Ss...)
@mourt Gt}
@ mount Duallntenal'ariables(...) |4 UnifiedConstitutiveMadel
& checkilviaterial)
@ check{ Continuous Pointhodel) A
@ chechi®nalysishodel) -fitter )

D getlabel...) — — -
@ updatel...) Unifi ed Constitutive Model Filter

@init(...)

Figura 4.4: Diagrama de classes para ConstitutiveModel.

A classe UnifiedConstitutiveModel se auxilia dos respectivos “Filters” para

a montagem das parcelas que compoem as operagoes gerais da estrutura tedrica
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unificada, tais como a obtengao do tensor de rigidez eldstico (mountC(...)), da apro-
ximagao secante do tensor de rigidez incremental (mountCs(...)), a atualizagao das
varidveis constitutivas (update(...)), o célculo do tensor de tensdes (realizado pelo
método mountDuallnternal Variable(...)) e do operador tangente (mountCt(...)). A

figura apresenta as atividades mais gerais do modelo constitutivo unificado.

mountCsy...) N

A& montagem dos tensores elasticos (mountCi...])
e secantes (mountCsi...)) 3o delegados aos
"Filters".

Constitutheeblodel Filter
UnifiedConstingiveModel | | Unified ConstitutiveModelFilter
| mountCi...) [ getElasticTensor|...) ]
5 5
5 5
L] 5

ﬁ[ getSecaniTenson...) J \

Cada "Filter" apresenta Y
a implementacio
particular de cada

models constitutivo

update]) | 7 .
Lo

Figura 4.5: Obtencao dos tensores de rigidez elastico e secante e atualizagao das variaveis

(Pennal, 2011)).

A heranga de UnifiedConstitutiveModelFilter é apresentada na figura [4.6]
onde estao destacadas as classes referentes aos modelos elastoplasticos com os crité-
rios de Tresca, von Mises, Rankine, Mohr-Coulomb, Drucker-Prager e Ottosen.

Como pode ser visto na declaragdo dos métodos da figura [£.6] a classe Unifi-
edConstitutiveModelFilter é responséavel por efetuar as operacoes referentes aos

modelos constitutivos, delegando as especificidades de cada modelo aos respectivos
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“Filters” através da solicitacido das parcelas do tensor secante (método getSecant-
Tensor(...)), do tensor de médulo inelastico (método getHardeningSofteningPoten-
tial(...)), do tensor relativo ao gradiente das fungoes de potenciais plasticos (método
getInelasticPotential(...)) e do tensor dos gradientes das fungoes de carregamento
(método getLoadingFunctionPotential(...)), que sao utilizados no célculo do tensor

tangente.

<<abstract class>>
ConstitutiveModelFilter

+ getConstitutiveMatrix(...)
+ getTangentOperator...)

UnifiedConstitutiveModelFilter

+ getElasticTensor(...)

+ getSecantTensor(...)

+ getinelasticPotential(...)

+ getLoadingFunctionPotential(...)

+ getHardeningSofteningPotentiall...)

+ updateConstitutiveVariables(...)

+ getNumberofPreviousVariables(...)

+ getConstitutiveVariablesLabels(Material)
+ update(...)

+ isSymmetrized(AnalysisModel)

+ setSymetrized(ContinuousPointModel)

T

IsotropicCDnstitutiveModeIFilterl | MLFconstitutiveModeIFiIterl | SLFconstitutiveModeIFiIterl | MicroPlaneConstitutiveModelFilter

| ElastoPlasticConstitutiveModel
AN

][]

SLFEPCMVonMises
JAN

Figura 4.6: Diagrama de classes para UnifiedConstitutiveModelFilter

A interagao entre o modelo constitutivo e os “Filters” é descrita nas figuras [1.7) e
4.8 através de diagramas de atividade, que apresentam o processo de obtengao do
operador tangente e o calculo das tensoes, por exemplo, para o modelo elastoplastico

de Drucker-Prager.
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actTangent Const Model x Filter )

ConstitutiveModel

UnifiedCostitutiveModel

UCMSingleLoadingFunctionivodel

SLFEPCMDruckerPrager |

mountCt(..)

~
~

O modelo constitutivo delega
ao "Filter" as fungdes de
montagsm dos tensores

[ getloadingFunctionPotential...) ] Thngl

[ getinelasticPotential(...) ] My

para o calculo do operador [ getHardeningSofteningPotential(..) ] .Hw m

tangente

» , :
Eijie = By + 7 tmis Tkl
namn

Os termos tensoriais necessarios ao
calculo do operador tangsnte séo
implementados nos "Filters"
especificando as caracteristicas
proprias de cada modelo constitutivo

[ getSecantTensor(...) ] EU'H

Figura 4.7: Célculo do Operador Tangente. Adaptado de |Penna; (2011)).

actStress Const Model x Filter J

ConstitutiveModel

UnifiedCostitutiveModel

UCMSingleLoadingFunctioniModel

[ mountDualinternalVariableVectar(. ) ]/

!
i’
’
’
i/

!
O calculo das tensdes e
realizado por um
algoritmo de retorno.

SLFEPCMDruckerPrager I

J

[ updateConstitutiveVariables( )

)
[ getSecantTensor(..) ] ‘

O metodo realiza todas as operagdes
necessarias ac modelo constitutivo,
como por exemplo, o calculo do estado
de degradagao do material e a avaliagao
das variaveis historicas para o estado
de tensdo corrente.

Figura 4.8: Célculo das Tensoes. Adaptado de Penna| (2011]).

A figura 4.9 evidencia a relacao de heranca entre as classes relativas aos modelos

elastoplasticos e a classe abstrata ElastoPlasticConstitutiveModelF'ilter, que
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ocorre através da utilizacdo de métodos como getElastic Tensor(...) e getComplian-

ceTensor(...).

=<abstract class==
ElastoPlasticConstitutiveModelFilter
@ getBlasticTensor(..)
@ getComplianceTensor()
[ | | |
SLFEPCMVonMises SLFEPCMTresca SLFEPCMohrCoulomb SLFEPCMDruckerPrager
@ getinelasticPotential(...) @ getinelasticPotertial(...) @ getlnelasticPatertial{. )
- - - @ getLoadingFunctionPotential( ...) @ getlLoadingFunctionPotertial(...) @ getLoadingFunctionPotential(...)
SLFECPMVonMisesMixHardening B GetinelasticGracd(...) B GetinelasticGrad...) & GetinelasticGrad(...)
© getlnelasticPotential( .) © getHardeningSofteningPotential( ...} @ getHardeningSofteningPotentiall...) @ getHardeningSofteningPotertial(...)
© getLoadingFunctionPotential ...) © getLoadingFunction...) @ getloadingFunction...) ® getloadingFunction .. )
@ GetinelasticGrady ...) @ getinternalVariables(...) @ getinternalVariables(...) @ getinternalvariables(...)
@ getHardeningSofteningPotentiall ..) @ getResidualPlasticFlow(...) @ getResidualPlasticFlow(...) @ getResidualPlasticFlow...)
@ getLoadingFunction...) @ gethloduliTangentConsistent(...) @ getModuliTangentConsistent(...) @ getModuliTangentConsistent(...)
© getinternalVVariables(... © getheissiantiatrix(...) © getHeissianiatrix(... © getHeissianlatrix(..)
@ getResidualPlasticFlow( ) @ getOperator(...) @ getOperator(...) @ getOperator(...)
© gethoduliTangentConsistent ...) @ getPlasticStrainsincrements(...) @ getPlasticStrainsincrementsi..) @ getPlasticStrainsincrementsi...)
@ getHeissianhatrix(...) @ getinternal'ariablesincrements{...) @ getinternal'/arishlesincrementsy...) @ getinternalvariablesincrements(...)
@ getOperator(...) O updateConstitutive'/ariables( ..} @ updateConstitutive\/ariables(...) @ upciateConstitutive\arisbles(...)
© getPlasticStrainsincrements(...) “unLoadlaw(...) B .ur.wLaadLaw(. J ZunLoadLaw( )
@ getinternal'ariablesincrements(...) @init(...) @int...) @init...)
© updateConsttutive'Variables(...) @ update(...) © update(...) @ update(...)
ZrunLoadlaw(...)
@init(...)
@ updatel...)
SLFEPCMRankine SLFEPCMOttosen
@ getinelasticPotential ..} @ getinelasticPotertial(...)
@ getloadingFunctionPaotential( ...) @ getloadingFunctionPotential(...)
B GetinelasticGrad(...) B GetinelasticGrad(...)
@ getHardeningSofteningPotential( ...) @ getHardeningSofteningPotertial(...)
@ getloadingFunction(...) @ getLoadingFunction(...)
@ getinternal’/ariables(...) @ getinternal\Variables(...)
@ getResidualPlasticFlow(...) @ getResidualPlasticFlow(...)
@ getModuliTangentConsistent...) @ getMoculiTangentConsistert(...)
@ getHeizsianMatrix(...) @ getHeissianMatrix(...)
@ getOperator(...) @ getOperator(...)
@ getPlasticStrainsincrements(...) @ getPlasticStrainsincrements(...)
@ getirternalariablesincrements(...) @ getinternalVariablesincrementsi...)
@ updateConstitutiveVariables(...) @ updateConstitutive\/ariables(...)
ZrunLoadLaw(...) ZunLoadLaw(...)
@init(...) @initi...)
@ update...) @ update(...)

Figura 4.9: Diagrama de classes para ElastoPlasticConstitutiveModelFilter.

Na figura [4.9, também observam-se os métodos implementados nos filtros, se-
guindo a formulagao apresentada na secao do capitulo [3| como, por exemplo,
métodos getSecantTensor(...) (Efjkl), método getHardeningSofteningPotential(...)
(H,,,), método getInelasticPotential(...) (m;;), método getLoadingFunctionPoten-
tial(...) (ng). De maneira geral, os filtros sdo bastante parecidos, contendo também
métodos com as derivadas da funcao de carregamento e da fungao de potencial plas-
tico, utilizadas no algoritmo de mapeamento de retorno, necessario para a integracao

numérica das relagoes constitutivas que regem o comportamento do material.
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4.3 Classe Material

Os materiais sao representados pelas classes que implementam a classe abstrata
Material (figura[4.10)) e seus atributos sdo um identificador e um mapa (HashMap),
contendo os valores necessarios para caracterizar os distintos materiais como, por

exemplo, médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson.

=<interface>>
Hardenable

+ getinelasticModulus(doubie)
+ getinelastic Lawy)

FAN
==abstractclass== :

Material ==abstract class== «?:;g;citcclﬁis”
+ getLabel() ElastoPlasticMaterial
+ getMaterialValues § + getDamage(double
+ getPto 0 + getPt{Matrix) _____fige_lalslic_la_\»v____> + getlneIastgicr::‘mdulus?(double)
+ getPtMatrix) <|—-— + getlnelast!cModulus(double) + getlabel)
+ getPs() + getinelasticLaw() + getkappa0(
+ getPs(Matrix) & @l TS o + getDamageThreshold()
+isCombinableQ & EEI R0 + getRateThreshald

getRateThrashold()

+ getConstitutiveModels() 7~
+ createlnstance()

HardeningLawLinear | HardeningLawExponential |
| HardeningLawPotential |

Figura 4.10: Diagrama de classes para Material.

Conforme a figura [4.10] a classe ElastoPlasticMaterial implementa a classe
abstrata Material, herdando seus atributos e particularizando sua representacao
para materiais empregados em modelos elastoplasticos. De maneira geral, cada
modelo constitutivo esta associado a um tipo de material que o represente de forma
mais adequada, entretanto, alguns modelos, como o de Tresca e Rankine, possuem
os mesmos parametros de entrada que o modelo de von Mises e, portanto, utilizam a
classe VonMises ou os modelos de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, que utilizam
a classe Drucker-Prager para representacao do material.

O comportamento nao linear dos materiais elastoplasticos é definido por leis de
endurecimento ou amolecimento. Estas leis sao tratadas pela classe abstrata Ine-

lasticLaw e suas instancias, que podem assumir diversas formas para a evolucao
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do médulo ineldstico. Um aspecto importante a ser observado na figura [4.10 é que
a classe abstrata ElastoPlasticMaterial, implementa a interface Hardenable, ao
incorporar os métodos getlnelasticModulus(...) e getinelasticLaw(...), responséveis,
respectivamente, pelo calculo do moédulo inelastico especifico do material e por indi-
car a lei ineldstica utilizada na andalise. A instancia de InelasticLaw pode assumir
varias formas, para as diferentes leis de endurecimento ou amolecimento implemen-
tadas por InelasticLaw, conforme mostra a hierarquia de classes, também ilustrada
na figura [4.10]

Diversas fungoes de evolucao do médulo ineldstico tém sido propostas. Para a
representacao do comportamento inelastico exponencial, a fungao de endurecimento
ou amolecimento utilizada é dada na equacao [£.2] e que foi obtida a partir da
derivada da fungoes de evolucao do médulo ineldstico apresentada por |[Benallal et al.
(1987).

H (k) = b.a.e 70" (4.2)

sendo a e b parametros do material e xk a variavel interna associada ao fenémeno de
endurecimento ou amolecimento.

Além da funcao exponencial, o INSANE conta também com a funcao poten-
cial (representada pela classe HardeningLawPotential) apresentada por Bouchard
et al.| (2011) e por [Vaz Jr e noz Rojas| (2011), cuja lei de endurecimento ou amole-

cimento é definida por:
b.an
(K + (n.k)]t=?

H (k) = (4.3)

sendo a e b parametros relativos ao material, K uma deformacao inicial relativa ao
limite elastico, x a varidvel interna associada ao endurecimento ou amolecimento, n

o coeficiente responsavel por ajustar os valores de k, a e b.
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4.4 Implementacao do algoritmo para integracao
das tensoes

Atualmente, o sistema conta com dois algoritmos de retorno, o método da pro-
jegdo do ponto mais préximo (“closest-point projection”) e o método do plano de
corte (“cutting-plane”). A figura apresenta a associacao entre ElastoPlastic-
ConstitutiveModel e as classes dos algoritmos de retorno. Tal associagao é feita
a partir de uma instancia da classe ReturnMappingAlgorithm que devera ser
informada na inicializagao do modelo. Assim, todas as opcoes de algoritmos estarao

disponiveis para qualquer um dos modelos implementados.

pkg =<ahstract class==»
ElastoPlastic Constituti ve Model

@ getElasticTenson...)

@getComplianceTenson...)

@ getSecantTenson...)

D gethpex..]
getyieldGradStress...)
getyieldGradinternalvanl...)

(f‘gethadingFunctinn(...j

(:f'getlntern.al".!.ariaI:-Ies(...j __________
{f-getFtesidualF’IasticFIu:um.(...j

algetvieldGrad(..)

ghgethloduliTangentConsistent]...)
clgetHeissianMatrisal.. )
{f‘getDperatur(...j

& getPlasticStrainsincrements(...)

@ getinternalVariablesincrements(...)
@ getinternalVariablesinerements(...)
@ getReturnMappingalgarithm(...)
@setReturnMappingalgorithm(...)

Figura 4.11: Diagrama de classes para ReturnMappingAlgorithm.

A figura mostra um fluxograma para os algoritmos, implementados na classe
ReturnMappingAlgorithm, segundo a proposta de Simo e Hughes| (1998)), vi-

sando ilustrar a estrutura dos algoritmos de mapeamento de retorno implementados.



1. [nicializacao das variaveis:

Loop sobre o n® de iteragoes (k=Fk + 1)

2. Verificar os critérios de escoamento e avaliar a re-
gra de fluxo/let de endurecimento residuais:

Nan

Converge?

3. Calcular modulo eldstico e modulo tangente consistente:

v

4. Obter incrementos da deformacao plastica e das variaveis internas

y

5. Atualizar as vériaveis de estado e os parametros consistentes

Figura 4.12: Diagrama de atividades para o algoritmo de retorno.
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Capitulo 5

SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sao apresentadas simulagoes numéricas, aplicando os modelos
constitutivos implementados. Tais simulacoes foram baseadas em casos classicos
encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar e validar a implementagao,
ressaltando as caracteristicas individuais de cada modelo.

Dentre os problemas estabelecidos para anélise e validacao dos modelos, tém-se:

(1) tragao, compressao e cisalhamento puros;

(2) compressao diametral;

(3) flexdo pura de uma barra;

(4) viga em balango;

(5) fundagao em bloco rigido (sapata corrida);

(6) viga em balango com secao variavel;

(7) estabilidade de um talude;

(8) cilindro com pressao interna;

(9) placa circular com carregamento uniforme;
(10) chapa submetida a tragao;

(11) viga de concreto armado.

66
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5.1 Tracao, Compressao e Cisalhamento Puros

Nesta secao, os modelos constitutivos implementados sao apresentados em um
exemplo de tragao, compressao e cisalhamento puros, modelados com elementos
finitos planos. O objetivo deste exemplo é ilustrar todos os modelos implementados
sujeitos a estados elementares de solicitacao, pois assim, todos eles devem reproduzir
respostas equivalentes.

Sera considerada uma chapa retangular em estado plano de tensao, adotando-se
a malha com 16 elementos quadrilaterais de 4 ndés de tamanho 0,250m x 0,250m,
cujas configuragoes de geometria, de carga, bem como as condigoes de contorno para

tracao e compressao direta estao apresentadas na figura 5.1}

1,0 m 1,0m
A P

b - b

q=1,0 MN/m
[l

1,0m
L]
1,0m

q=1,0 MN/m

1.0m ' 1.0m
(a) (b) (c)

Figura 5.1: Condigoes de contorno, geometria e carga: (a) tragdo pura, (b) compressao

pura. (c) Malha de elementos finitos.

Para todos os modelos constitutivos foram empregados os mesmos parametros
do material, com modulo de elasticidade de 20000,0 MPa, o coeficiente de Poisson
de 0,2 e tensao de escoamento de 2,0 MPa. Foi empregada a lei de encruamento
isotrépico linear com um médulo “softening” (amolecimento) de 2000, 0 MPa.

A analise foi realizada com aproximacao tangente e tensor constitutivo continuo.
Para a solucao das equacoes nao lineares foi adotado o método de controle direto
de deslocamento, em que o deslocamento horizontal do ponto A foi controlado com

incremento de 0,000005m por passo, com tolerancia em deslocamento de 1 x 1074,
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Para a integracao das tensoes foi utilizado o algoritmo de retorno “Closest-Point
Projection” (com exce¢ao do modelo de “Ottosen”, em que foi utilizado o algoritmo
“Cutting-Plane”).

As trajetérias de equilibrio foram obtidas e, para cada modelo, as curvas “Fator

de carga x Deslocamento Horizontal” da extremidade da chapa estao apresentadas

nas figuras 5.2 e

Von Mises ) _ Drucker-Prager
2
16 16 -
: g /
=12 =12
g a
] @
3 3
Sos8 08
“” s
0.4 04
0 0
a 0,0001 0,0002 ) 0,0003 10,0004 10,0005 0 0,0001 0,0002 10,0003 0,0004 0,0005
Deslocamento horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)
, Tresca Mohr-Coulomb
2 [
16 1,6 :
8 8 f
S &
3 3 1,2
3 $
|
2os 208
Z E f
04 0,4
a a
0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005
Deslocamento Horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)
) Rankine 5 Ottosen
16
g 172
38
@
=
|
208
E
0,4
0 0
0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 o 0,0001 0,0002 0,0002 0,0000 0,0005
Deslocamento horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)

Figura 5.2: Tragao direta: diagramas Fator de carga x Deslocamento horizontal.
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Von Mises Drucker-Prager .
1 2
. 4
5 ng B
- -
3 ’ - 3
3 3
|4 =
2 8 s
I X" 2
o
~ o
-0,0005 -0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001 [} -0,0005 _0,0004 -0,0003 00002 _0,0001 o
Deslocamento horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)
Tresca ) Mohr-Coulomb
2
1
: X
54
o
-
4
o
2
£
o
8 o
-0,0005 -0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001 0 -0,0005 -0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001 0
Deslocamento Horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)
Rankine . Ottosen

Fatorde Carga

-0,0005 -0,0004 -0,0003 -0,0002 -0,0001 0 -0.0005 -0.0004 -0.0003 -0,0002 -0,0001 o
Deslocamento horizontal (mm) Deslocamento horizontal (mm)

Figura 5.3: Compressao: diagramas Fator de carga x Deslocamento horizontal.

Como era esperado, todos os modelos apresentam respostas semelhantes quando
solicitados tanto a tragdo quanto a compressao uniaxial. A excecdao é o modelo de
Rankine cujo critério nao prevée falha quando submetido a compressao apresentando
assim, apenas o comportamento linear eldstico, como pode-se observar na figura 5.3
sendo esta, uma caracteristica do modelo.

Para que o ensaio de cisalhamento puro pudesse ser simulado foram alteradas as
condicoes de contorno e mantidos os parametros de analise com controle do deslo-

camento horizontal do né A . A figura |[5.4] apresenta a geometria, as condigoes de
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contorno e a malha utilizada nesta simulacao. Os parametros adotados durante a
analise numérica sao os mesmos utilizados nas simulagoes de tragao e compressao.

As trajetérias de equilibrio obtidas sao apresentadas na figura [5.5

1,0m

=

AN A
T g=1,0 MN/m

1.0m

1,0m
(a) {b)

Figura 5.4: (a) Condicoes de contorno, geometria e carga para o cisalhamento puro. (b)

Malha de elementos finitos.

Von Mises Drucker-Prager

=
o

"

@

I
8]

Fator de Carga
o
oo

&

3 12
gi‘ [P .E

-]

Y

(=]

=
o
o

o 0,0001 10,0002 0,0002 0,0004 0,0005 o 0,0001 0,0002 00,0003 0.0004 0,0005
Deslocamento horizontal (mm) ' Deslocamento horizontal (mm) ' '
) Tresca . Mohr-Coulomb
16 15
2 &
512 g1z
£ FAR A 3 i
Sos Sos %
E jg\x £ f T
04 04 W
o o
o] 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 o] 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005
Deslocamento Horizontal {mm) Deslocamento horizontal (mm)
Rankine Ottosen

§ ) [P
, 7 MM

B

5 1,2 §1.2

3 M H

5oz 50z
o M 0a

o 0,0001 10,0002 0,0002 0,0004 0,0005 o 0.0001 0.0002 0,0003 0.0004 0.0005
Deslocamento horizontal (mm) Deslocamento horizontal {(mm)

Figura 5.5: Cisalhamento puro: Diagramas Fator de carga x Deslocamento horizontal.
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O comportamento apresentado na simulacao de cisalhamento puro variou de
acordo com o modelo utilizado. Como esperado o modelo de von Mises apresentou
comportamento semelhante aos da tracao e compressao, pois o mesmo depende
apenas do invariante Jo, responsavel pelo cédlculo da distor¢ao. Por se tratar de
uma generalizagao do critério de von Mises, o critério de Drucker-Prager apresentou
uma resposta igual ao do critério insensivel a pressao hidrostatica. Para os demais
critérios, o cisalhamento é calculado de forma indireta pelo sistema e, por isso,

apresentaram diferentes respostas se comparados uns com os outros.

5.1.1 Variacao da Lei Inelastica e dos Parametros de Encru-

amento

Aqui os ensaios de tracao e compressao direta foram adotados de maneira a
observar a variacao da lei inelastica do material com situacoes de endurecimento,
amolecimento e plasticidade perfeita, adequando-se os parametros das fungoes para
estes comportamentos e adotando-se as fungoes inelasticas linear, exponencial e po-
tencial, implementadas no sistema INSANE.

Os dados apresentados para as leis inelasticas variam em cada modelo, sendo
valido observar que, durante esta andlise, nao se teve a preocupacao de adotar dados
reais, pois o objetivo é apenas apresentar o funcionamento dos modelos. Ressalta-se
também que todas as leis podem ser adotadas por todos os modelos implementados.
Os parametros de cada modelo constitutivo sao listados abaixo:

Critério de Rankine: £ = 2,0 x 10*M Pa, v = 0,2, 5, = 2M Pa e lei ineldstica
linear;

Critério de Drucker-Prager: F = 2,0 x 10*M Pa, v = 0,2, 0, = 2M Pa e lei
inelastica exponencial;

Critério de von Mises com encruamento isotrépico: F = 1,0 x 10°M Pa,
v=0,2, 0, =50MPa, H=500M Pa e lei ineldstica linear;

Critério de von Mises com encruamento cinematico: £ = 1,0 x 10°M Pa,
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v=0,2, 0, =50MPa, K =1000M Pa e lei ineldstica linear;

Critério de von Mises com encruamento misto: £ = 1,0x 10°M Pa, v = 0, 2,
oy = 50M Pa, H = 500M Pa, K = 1000M Pa e lei ineldstica linear;

Critério de Ottosen: E = 32129M Pa, v = 0,2, 0, = 2MPa e leis inelasticas
potencial, linear e exponencial;

A analise foi realizada com aproximacao tangente e tensor constitutivo continuo.
Para solucao das equacgoes nao lineares foi adotado método de controle direto de
deslocamento, em que o deslocamento horizontal do ponto A foi controlado com
incremento de 5 x 10~6m por passo, com tolerancia em deslocamento de 1 x 1074

A figura reproduz o comportamento de endurecimento (mdédulo ineldstico
H = 2000 MPa), amolecimento (médulo ineldstico H = —2000 MPa) e plasticidade
perfeita (médulo ineldstico H = 0 MPa) para o modelo de Rankine no ensaio de

tracao direta.

3 ]

M
wn

[
1

Fator de Carga

-

=
0]

0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006
Deslocamento Horizontal{mm)

===Plasticidade Perfeita Hardening (endurecimento) ===Softening (amolecimento)

Figura 5.6: Rankine: Curvas Fator de Carga x Deslocamento Horizontal para variagao

do médulo ineléstico.

A partir da observacao dos resultados apresentados na figura [5.6, para as si-

mulacoes, verifica-se claramente que o modelo de Rankine respondeu corretamente
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quando submetido aos comportamentos de endurecimento, amolecimento e de plas-
ticidade perfeita do material, em virtude do ajuste do médulo ineldstico de encrua-
mento isotrépico.

A resposta do modelo esta diretamente associada a lei inelastica adotada, com
as fungoes dependendo de um conjunto de parametros que devem ser prescritos para
descrever o comportamento do material. Com o modelo de Drucker-Prager, buscou-
se ilustrar a lei inelastica exponencial implementada no sistema. Os resultados sao
apresentados na figura

A funcao inelastica exponencial possui a e b como parametros (equa(;éo. Por-
tanto, a analise do comportamento do material é realizada primeiramente mantendo-
se b constante e variando-se a e posteriormente procede-se mantendo a constante e

variando-se b.

35

'
\
|

Fator de Carga

-
in

05
o g
o 0,0005 0,001 0,0015 0,002
Deslocamento Horizontal (mm)
| -=-a=3.0b=3300 a=4300b=15 ——a=4300b=-1.5 ——a=4300 b=-04 ——a=-3.0b=3300 |

Figura 5.7: Drucker-Prager: Curvas Fator de Carga x Deslocamento Horizontal para

variacoes dos parametros da lei inelastica exponencial.

Na figura observa-se diferentes curvas obtidas pela variacao dos parametros
a e b da equacao Foram adotados valores abstratos para os parametros e com
estas variacoes, buscou-se ilustrar tanto o comportamento de amolecimento quanto

o de endurecimento, além de apresentar a sensibilidade das curvas aos parametros.



74

A partir da andlise das respostas apresentadas na figura pode-se observar
que tanto o parametro a quanto o b podem representar o amolecimento e o en-
durecimento. Entretanto, pode-se verificar que o parametro b aparenta ser mais
sensivel que o parametro a, influenciando de maneira acentuada no crescimento ou
decrescimento do fator de carga.

Com o modelo de von Mises sao apresentados os comportamentos da chapa
tracionada quando submetida aos variados tipos de encruamento (misto, isotrépico
e cinemédtico). As trajetérias de equilibrio obtidas para as curvas “Fator de carga x

Deslocamento Horizontal” da extremidade da chapa sao vistas na figura

Q0

80

70

=]
[=]

n
=]

Fator de Carga
&

[
[=]

0@
0 0,005 0,01 0,015 0,02
Deslocamento Horizontal (mm)
—s—Encruamento Misto  ==S—=Encruamento Isotropico Encruamento Cinematico

Figura 5.8: Von Mises: Curvas Fator de Carga x Deslocamento Horizontal para encrua-

mento isotrépico, cinematico e misto

E possivel observar a partir das curvas obtidas, que, quando é usado o encrua-
mento misto, as tensoes, apos atingido o escoamento, alcangam um patamar maior
para um mesmo nivel de deformacao em comparacao com as curvas com encrua-

mento isotropico e cinematico. Este resultado era esperado, uma vez que o médulo
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de encruamento misto é igual a soma dos outros dos médulos isotrépico e cinematico
(H + K = 1500M Pa).

Outro aspecto a ser observado é que para os trés tipos de encruamento, as trajeto-
rias de equilibrio apresentam respostas semelhantes para um carregamento monoto-
nico. No gréafico da figura[5.8| observa-se que quanto maior o médulo de encruamento
adotado maior a inclinacao da reta que representa o ramo apos atingida a tensao de
escoamento.

Uma melhor andlise pode ser feita em termos da superficie de escoamento. As
superficies de escoamento foram geradas a partir dos valores das tensoes obtidos
no tdltimo passo da anélise. Na figura [5.9 pode-se observar claramente a super-
ficie eliptica de escoamento inicial com critério de von Mises, antes que qualquer
carregamento fosse aplicado. Apds a aplicagdao do carregamento, tém-se trés outras
superficies, uma para cada tipo de encruamento (isotrépico, cinemético e misto)

geradas a partir da implementacao.

(a) (b) (c)

= superficie Inical = encruamento Isotrépico Il Encruamento Cinemético =1 Encruamento Misto

Figura 5.9: Superficie de escoamento de von Mises.

Os resultados obtidos mostraram que, quando aplicado o encruamento isotrépico,
a superficie sofreu expansao uniforme, mantendo a sua posi¢ao de centro inalterada.
Quando aplicado o encruamento cinematico, a superficie manteve sua forma e foi
transladada na direcao de aplicagao da carga. A partir da consideracao do médulo

de encruamento misto no problema, a superficie teve tamanho alterado (conforme
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encruamento isotrépico) e também sofre translacao (conforme encruamento cinemé-
tico).

A figura[5.10] apresenta os resultados obtidos com o modelo de Ottosen, um crité-
rio de falha de quatro parametros valido para uma grande variedade de combinacgao
de tensoes, e desenvolvido para reproduzir matematicamente as relagoes tensao-
deformagao para o concreto. Neste modelo, buscou-se apresentar o comportamento

das leis inelasticas em um ensaio de compressao uniaxial.

2,5

Fator de Carga

0 -0,0002 -0,0004 -0,0006 -0,0008  -0,001 -0,0012 -0,0014 -0,0016  -0,0018

Deslocamento Horizontal (mm)

—=—Exponencial Geral —=—Llinear ——Exponencial

Figura 5.10: Ottosen: Curvas Fator de Carga x Deslocamento Horizontal para variagao

da lei inelastica em ensaio de compressao uniaxial.

Deve-se apontar que as condigoes de geometria e contorno apresentadas ante-
riormente foram mantidas, alterando o sentido da carga (passando de tra¢ao para
compressao) e em todas as andlises buscou-se representar o amolecimento do mate-
rial. Os resultados apresentados na figura [5.10] mostram que todas as leis inelasticas
adotadas foram capazes de reproduzir o amolecimento do material através do ajustes

dos parametros nas curvas.
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5.2 Compressao Diametral

O ensaio de compressao diametral é comumente usado para a determinacao da
resisténcia a tracao do concreto e consiste em aplicar carregamentos diametralmente
opostos em um corpo de prova cilindrico a fim de solicita-lo a tracao indireta em
sua regiao central. Neste sentido, critérios de plasticidade podem ser adotados para
se determinar a tensao de ruptura. Para tanto, foi utilizado o modelo de Drucker-
Prager com a aproximacao interna da superficie de Mohr-Coulomb. A geometria do

modelo, bem como as condigbes de carregamento estao especificados na figura [5.11]

Ponto de
Contrale

Figura 5.11: Configuragdo geométrica e malha de elementos finitos do modelo de com-

pressao diametral.

Os parametros do material estao apresentados na tabela [5.1] e foram baseados

no estudo apresentado por Cecilio| (2011)).

Tabela 5.1: Parametros do Material

Moédulo de Elasticidade E = 20000,0 MPa

Coeficiente de Poisson v=20,20
Coesao c=9,2376 kPa
Moédulo Inelastico 1000 MPa

Angulo de atrito interno (¢) 20°
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Na anélise nao-linear, foi adotado o método de controle direto de deslocamento,
com incremento de 0,00002179 mm, controlando o deslocamento horizontal do né
destacado na figura [5.11] tolerancia para convergéncia de 5 x 102 e carga de refe-
réncia P = 60 KN. O modelo foi analisado em estado plano de deformagao.

O resultado das tensoes no centro do disco, enquanto o material se encontra na
zona elastica, pode ser obtido analiticamente em funcao da carga aplicada, P, do

diametro do disco, D, e da espessura do disco, t, através da equacao

2P
_ 2P 5.1
o= DL (5.1)

A simulac¢ao nao foi capaz de descrever o comportamento inelastico do corpo de
prova. Entretanto, a simulagao conseguiu representar o comportamento do material
na zona elastica. A figura |[5.12| apresenta o momento em que aparecem deformacgoes
residuais (passo 111) na peca, representada pelo varidvel de fluxo plastico acumulado,

ilustrando assim o limite elastico do material.

+0.000007 +0.000004 +0.000007 +0.00001
+0.000003 ;+0.000006 +0.000009 +0.000011

Figura 5.12: Inicio das deformagoes plasticas acumuladas.
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A distribuicao de tensoes no disco esta apresentada na figura [5.13] em que se

observa claramente a condicao de tragao indireta do ensaio.

Yalue: Stress_Smx

Min: -11.150184
hax.: +0.534031
L Y
-9.596032 _GABTI07 3379723 -0.271535
-11.150164 -£.041999 -4.933815 -1.62563 +0.634031

Figura 5.13: Distribuicao de tensoes o,.

A tensao limite de tragao no regime elastico, segundo a equacao[5.2| nas condigoes

apresentadas, é de
2 % 60.000
m x 300 x 150

Oy —

= 0,848M Pa (5.2)

O valor méximo obtido para a tensdo, apresentado na figura [5.13] é de 0,894
MPa, apresentando uma excelente concordancia com a solucao analitica. As figuras
e apresentam as distribuicoes de tensoes normalizadas ao longo do eixo y
do corpo de prova. Os graficos das figuras e ressaltam o estado de tracgao

dominante no centro do corpo de prova.
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5.3 Flexao Pura de uma Barra

Apresenta-se uma viga metdalica contendo um entalhe em V de 90° e sujeita a

flexao pura. A definicdo da geometria e da malha de elementos finitos, bem como os

carregamentos sao vistos na figura [5.16] Esta barra foi estudada por (1953))

apud |Souza Neto et al| (2008), que propds um limite de carregamento para este

problema.

4

,,,,,,,,,,,, S L A SR Y- L1551

L]

=-233625 N

h=

Figura 5.16: Flexao de uma barra com entalhe em V: definicao do problema, condi¢oes

de geometria e discretizagao da malha de elementos finitos. Adaptado de[Souza Neto et al.|

(2008).

O limite do momento por unidade de largura da barra, obtido por (1953)

apud [Souza Neto et al.| (2008)), para um angulo de entalhe de 90° é definido por:

M, = 0,623ca’ (5.3)

onde a é a espessura da barra medida a partir do entalhe e ¢ é a resisténcia ao
cisalhamento, definida como

c=< (5.4)

em que og ¢ a tensao de escoamento do material que, para esta analise, tem valor
de 240 MPa.
Substituindo a equacao [5.4] em [5.3] e utilizando o valor prescrito para a tensao de

escoamento e as medidas que definem a geometria da barra, obtém-se o valor limite
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para o momento, dado por

M, ~ 1869N.m (5.5)

Da equagao do momento

M, = Fh (5.6)

em que F' ¢é a forca aplicada e h é a altura da barra, obtemos
F =233625N (5.7)

que ¢é o carregamento aplicado na modelagem deste problema.

Devido a simetria existente no problema, apenas a metade da barra foi discre-
tizada. As condigoes de carregamento sao impostas pela aplicacao de um bindrio
de forcas, prescritas nos nés 3 e 4. Na modelagem da estrutura foram adotados os
seguintes parametros para o material: Fy = 210000 MPa e v = 0, 3.

A andlise procedeu-se com o ajuste dos parametros de encruamento para que o
comportamento de plasticidade perfeita fosse representado, adotando-se valor zero
para os modulos isotropico e cinematico. Na solucao do problema fisicamente nao
linear, foram adotados elementos finitos quadrilaterais de quatro nds e o método
de controle de deslocamento generalizado, com fator de carga de 2,50 x 107 e
tolerancia de 1 x 1073. O objetivo desta analise é comparar os resultados obtidos
com os modelos constitutivos elastoplasticos de von Mises e Tresca com a solucao
proposta por Green| (1953)) apud |Souza Neto et al.|(2008]). As trajetérias de equilibrio
com as solugoes estao apresentadas na figura [5.1

O valor méximo para o momento de flexao M/ca® obtido com a aplicacao do
modelo de von Mises foi de aproximadamente 0,630246, sendo 1,163% maior que
o limite estabelecido por |Green (1953) apud Souza Neto et al.| (2008)). O modelo
de Tresca apresentou um valor de 0,657861 para o limite, sendo 5,595% maior que
o limite, permitindo concluir que ambos os modelos implementados conseguiram

representar adequadamente o comportamento de plasticidade perfeita.
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Figura 5.17: Comparagao entre o resultado de (1953) e os resultados obtidos pelo

modelos de von Mises e Tresca.

O contorno do fluxo plastico obtido na solucao numérica, utilizando o modelo de

von Mises, esta representado na figura [5.18 em paralelo com os resultados obtidos

pelo modelo de elementos finitos de [Souza Neto et al| (2008). O tragado do con-

torno das deformagoes plasticas ilustra uma concentragao de deformacoes préoximas

a trinca e ilustra o mecanismo de colapso da barra.

0
. +0.057452
+0.085753

+0.148417

0.117
0.010

0.004
0.000

Figura 5.18: Mecanismo de colapso da viga obtido pelo modelo de elementos finitos de

‘Souza Neto et al.| (2008), a esquerda, e pelo modelo de von Mises implementado, & direita.
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5.3.1 Algoritmo de Retorno e Médulo Tangente Consistente

Os algoritmos de retorno implementados sao apresentados em um exemplo de
flexao pura. Este exemplo ilustra todos os algoritmos implementados e também a
utilizacao do operador tangente consistente.

Para esta analise foi utilizada a modelagem realizada no exemplo de flexao pura
com o modelo de von Mises. A tabela[5.2lapresenta os dados relativos ao tltimo passo
da anélise do modelo para os algoritmos de retorno “Closest-Point Projection” com
operador tangente continuo, “Cutting-Plane” e “Closest-Point Projection” com ope-

rador tangente consistente.

Tabela 5.2: Dados do iltimo passo da andlise

Algoritmo de Retorno Closest-Point  Cutting-Plane Operador Tangente

Processamento (segundos) 79,332 75,528 88,728
Fator de Carga (x1073) 1,0087699 1,008884822 1,009571372
Iteragoes 2 2 2

Analisando a tabela[5.2] podemos perceber que o algoritmo de retorno “Closest-
Point Projection” com uso do operador tangente numericamente consistente apre-
sentou os melhores valores com relagao a convergéncia, apresentando um estagio de
carga mais avancado que os outros dois algoritmos. A figura[5.19 apresenta o console

de processamento com o uso deste o algoritmo de retorno.

X Console l = 28—

Console Insane

Console

Fec...

Figura 5.19: Console de processamento. Tracao direta com uso do “Closest-Point Pro-

jection” e operador tangente consistente.
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Analisando console de processamento, pode-se observar que este algoritmo levou
10 passos a menos para atingir o mesmo valor de carga que os outros dois algoritmos
atingiram no passo final (figura [5.19). Quanto ao tempo de anélise (levando cerca
de 88,728s) e nimero de iteragoes, esta técnica mostrou-se inferior as outras.

A tabela apresenta a quantidade de iteracoes até que fosse atingida a con-

vergéncia para os passos 1, 40, 75 e 120.

Tabela 5.3: Tabela de convergéncia

Passo Closest-Point  Cutting-Plane Operador Tangente

1 3 iteragoes 3 iteragoes 3 iteragoes
40 3 iteracoes 3 iteragoes 4 iteragoes
75 2 iteracoes 2 iteracoes 4 iteracoes
120 2 iteracoes 2 iteracoes 2 iteracoes

Os algoritmos de retorno sem a utilizacao do médulo tangente apresentam com-
portamentos semelhantes durante a analise, variando muito pouco a quantidade de
iteracoes e o tempo de processamento durante os passos.

Apesar de aparentar ser mais vantajosa a utilizacao do algoritmo de retorno com
moédulo tangente consistente, seu uso em andlises de estruturas mais complexas fez
com que aparecessem instabilidades numéricas. Em algumas situagoes, o processa-
mento foi interrompido subitamente.

Por essas conclusoes, sempre que possivel, durante as andlises, foi utilizado o
algoritmo de retorno “Closest-Point Projection” com mddulo tangente continuo,

pois este apresentou maior estabilidade entre todas as opcoes disponiveis.

5.4 Viga em Balanco

Este exemplo trata do colapso de uma viga em balango. As caracteristicas geomé-

tricas, as condig¢oes de contorno e as malhas utilizadas nos modelos estao ilustradas

na figuras e[5.21]
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P b =50 mm

T

| [
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L = 1000 mm

Figura 5.20: Geometria da viga em balanco submetida a carregamento na extremidade

livre.

Nesta simulacao, foram adotadas duas malhas distintas, variando-se o tipo de

elemento (Q8 na figura ae Q4 na b).

(b)

Figura 5.21: Malhas de elementos finitos para a viga em balanco submetida a carrega-

mento na extremidade livre (a) Malha de elementos Q8. (b) Malha de elementos Q4.

As propriedades adotadas para o material estao na tabela [5.4]

Tabela 5.4: Parametros do Material

Médulo de Elasticidade FEF = 210G Pa
Coeficiente de Poisson v=20,3
Tensao de escoamento o, = 0.24G Pa

Lubliner; (1990)) fornece de forma detalhada a solugao analitica para a carga limite

de colapso da viga apresentada neste problema, que pode ser obtida por

o,bh?
Eimite - ZL (58)

em que b e h sao a largura e a altura da secao transversal, respectivamente, e L o
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comprimento total da viga. Para a geometria e propriedades do material apresenta-

dos, o limite de carga analitico é

0,24 x 0,05 x (0,1)?
4x1,0

F’limite = = 30kN (59)

A partir destas informagoes, foi utilizado o modelo elastoplastico de von Mises,
considerando plasticidade perfeita, andlise sob condic¢oes de Estado Plano de Tensao
(EPT), método de controle de deslocamento generalizado com fator de carga inicial
de 0,015 e tolerancia de 1 x 1073,

A figura[5.22) mostra a solu¢do numérica obtida a partir da trajetéria de equilibrio
“Carga aplicada x Deslocamento vertical” do né central da extremidade livre da
viga. Para o modelo de elementos finitos de quatro nds, a carga alcangada no 1ltimo
passo foi de F' = 31,23kN, apresentando um erro relativo de 4,11%. O modelo
de elementos finitos de oito nds apresentou um nivel de carga de F' = 30,47kN,
resultado que esta em concordancia com o limite tedrico estabelecido, com um erro

relativo de 1,57%.

35

30

25

/

15 -

——Modelo von Mises Q.4

© Modelo von Mises Q.8

Carga aplicada, F (KN)

—Limite de Carga Analitico

o 10 20 30 40 50 60 70 80
Deslocamento vertical do né carregado (mm)

Figura 5.22: Carga Aplicada x Deslocamento Vertical para a viga em balanco.

Para otimizar o processo de solucao, foi utilizado um artificio numérico durante
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o ramo elastico. Este artificio pode ser observado no gréafico da figura [5.22 onde
o ramo elastico é representado por um passo de carga correspondendo a 50 vezes o
incremento do fator de carga.

A configuragao deformada da viga quando a mesma atinge a carga de colapso e

o contorno da varigvel de fluxo pldstico acumulado, «, sao ilustrados na figura [5.23

(a)

+0.004472 +0.015625 +0.026778 +0.037931 Walue: Alpha

hin: 0001105

-0.001105 0.010048 0.021201 0.032354 0.042113
- z . M N Max,: +0.042113

Figura 5.23: Viga engastada em balanco (a) Malha deformada e (b) Fluxo plastico.

Pode-se observar, na figura b, a concentracao de deformacoes plasticas na
regiao proxima ao engaste, indicando o local onde ocorre a plastificagao do material.
A solucao eldstica para a tensao maxima solicitante e para a flecha maxima na

linha neutra para este modelo é dada por

PL
PL3
Ymix = FBEJ,_I (511)

onde F ¢ o fator de carga. Calculando os valores de o, e yn4 para um fator de carga

F = 0,51, obtém-se

30 x 100 KN
30 x 1007
Ymax = 0,51 x . x 12 = 0, 583cm (5.13)

3 x21.103 x 5 x 103
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As figuras e apresentam os resultados obtidos com a modelagem numé-

rica:
(a) Fator de carga=0,51

Value: Stress_Sxx
Min. -192.065847
Max: +132.046763

|

-142.502755 -43.37637 +05. 746615 +154.6748
-192.065647 -92.939662 +B.185923 +105.311707 +192.046769

!

(b) Fator de carga = 1,000

“alue: Stress_S5x<
Min.: -267.53504
Max.; +267.595028

-188.535257 -B0.424631 +77.BEEETS +215.602441
-267.59504 -123.461474 +0.632092 +14B8.745658 +267.535028

i

(c) Fator de Carga=1,015

WValue: Stress_Srx
Min.: - 26856375
Max. +2B8.569778

-199.26145 -B0.64479 +F7.97187 +216.58853
- 26656978 -123.95312 +6.66354 +147 2802 +268.569778

i

(a) Fator de carga =0,51

-5.270632 -3.708963 -2.147294 -0.565626

Figura 5.24: Distribuicao de tensoes.
-B.051466 -4.489757 -2.928129 -1.36646 a

Yalue: Displacements—Dy

Min: -B.051466

Max.: 0
Value: Displacements-Dy
Min. -16.124211
hax.: 0

-14.04366G -9.662581 -5.721494 -1.560408
-16.124211 =11.963124 -7.602033 -3.640951 o

Yalue: Displacements-Dy
Min.: -35.3053
Max: 0

-30.749777 -21.638732 -12.527687 -3416642
-39.3093 -26.194255 -17.08321 -7.972165 i}

(b) Fator de carga = 1,000

!

(c) Fator de Carga = 1,015

i

Figura 5.25: Evolucao dos deslocamentos na direcao vertical ao longo do carregamento.
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O valor da tensao obtido no regime elastico através da andalise numérica foi
o, = 192M Pa, apresentando um erro de 4,57%. A deflexdo méxima medida no
INSANE foi de ymsx = 0,605¢m, com erro de 3,77% quando comparado & solucao
analitica.

A figura [5.26) mostra a solugdo numérica obtida através do critério de Drucker-
Prager. Foram utilizados os mesmos parametros e a malha de elementos quadrila-
terais de oito nés da andlise anterior. O objetivo desta andlise é demostrar que o
critério de Drucker-Prager pode ser entendido como uma generalizacao do critério
de von Mises, e por isso, ambos irao apresentar os mesmos resultados, entretanto,
para que isso ocorra, os angulos de atrito interno e dilatancia devem ser considerados
nulos.

35

30

25

20

15
/ —— Limite de Carga Analitico

10 / == Modelo Drucker-Prager Q.8

Carga aplicada, F (KN)

0 10 20 30 40 50
Deslocamento vertical do né carregado (mm)

Figura 5.26: Carga Aplicada x Deslocamento Vertical para a viga em balanco utilizando

o modelo de Drucker-Prager.

A solug@ao numérica com o modelo Drucker-Prager apresentou um nivel de carga
de F'= 30,47k N, o mesmo resultado obtido na anélise com o critério de von Mises e
malha Q8, mostrando que o critério, sensivel a pressao hidrostatica, ¢ um caso mais

geral do critério de von Mises, como ja foi discutido na segao 2.3.5.
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5.5 Fundacao em Bloco Rigido

O colapso de uma sapata corrida foi analisado por [Souza Neto et al.| (2008)). O
problema consiste em uma base retangular, com uma largura B e comprimento L,
apoiada sobre o solo (assumido como um meio infinito), submetida a uma pressao

vertical P. A figura ilustra a geometria do problema.

Figura 5.27: Sapata corrida: definicdo do problema. Adaptado de [Souza Neto et al.

(2008).

O objetivo desta andlise é determinar a pressao sob a qual ird ocorrer o colapso

da base. Os parametros do material estdo na tabela [5.5]

Tabela 5.5: Parametros do Material

Moédulo de Elasticidade FE = 10"kPa
Coeficiente de Poisson v=20,48
Coesao c =490 kPa

O solo foi modelado considerando-se os critérios de Drucker-Prager e Mohr-
Coulomb, que sao sensiveis a pressao hidrostatica e, portanto, adequados a este
tipo de andlise. Devido a simetria, apenas a metade da se¢ao transversal foi discre-
tizada, utilizando uma malha de 140 elementos quadrilaterais de oito nds e anélise
sob condigbes de Estado Plano de Tensao (EPT). Na solugao, foi adotado o mé-
todo de controle direto de deslocamento com incremento de deslocamento vertical
de 3.75 x 1077 m no ponto de simetria (conforme indicado na figura e com

tolerancia de 1 x 1073. Para simular o dominio infinito, a malha de elementos finitos
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foi discretizada com profundidade, largura e altura de 5,0 m conforme a figura [5.28]

Considerou-se também que a sapata ¢ rigida e sem atrito na interface solo/sapata.

Ponto de

Controle

Figura 5.28: Sapata corrida: Malha de elementos finitos.

Somente a lei associativa (¢ = 1 = 20) foi considerada durante a andlise. A

figura [5.29 apresenta a comparagao entre o resultado obtido com o critério de Mohr-

Coulomb e a solugao estabelecida por Prandtl (Souza Neto et al., 2008), que é dada

por:
]Dlim
C

~ 14,8 (5.14)

20

16

12

PressdoNormalizadaP/c

/ ——5Solucdo de Prandtl

——Mohr-Coulomb

0  0,00025 0,0005 0,00075 0,001 0,00125 0,0015 0,00175 0,002 0,00225 0,0025
u/B

Figura 5.29: Bloco rigido. Curva Carga Aplicada x Deslocamento Vertical Normalizado

para o modelo de Mohr-Coulomb.
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O deslocamento obtido, utilizando o modelo de Mohr-Coulomb, foi normalizado
e tem valor méximo u/B = 0,0025. A carga limite obtida para o modelo foi de
Piim/c = 16,05, 8,49% acima da solucao apresenta por Prandtl.

Também foram utilizadas as trés aproximacoes do modelo de Drucker-Prager
para o modelo de Mohr-Coulomb (cone externo, cone interno e estado plano de
deformacao) e o deslocamento normalizado é u/B = 0,004. Os resultados estao

apresentados na figura [5.30]

30

25

o 20
= =
m ¥
o
m \X{g‘
= 15 ;{=;{=L=A==A=Hm
E
o y
Zo 10 i =
g =+—Solucdo de Prandtl
g —<Cone de Tracdo
o 5 -
Cone de Compressao
==EPD
0 I I

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 0,004
u/B

Figura 5.30: Bloco rigido. Curva Carga Aplicada x Deslocamento Vertical Normalizado

para o modelo de Drucker-Prager.

O limite de carga normalizado obtido a partir do modelo numérico, utilizando a
aproximacao pelo cone externo, é aproximadamente Fj;,,/c = 25,251, um resultado
70% acima da solucao proposta por Prandtl. A pressao normalizada prevista pelo
cone interno foi de Py, /c = 18,400 (24,3% acima da solugao de Prandtl). O valor
obtido em condigoes de estado plano de deformagao foi de Py, /c = 14,754, muito

proximo do limite estabelecido por Prandtl, apresentando um erro de 0,31%.
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5.6 Viga em Balanco com Secao Variavel

Este exemplo traz a anélise do colapso de uma viga em balango com se¢ao trans-
versal varidvel, e, com carga de cisalhamento aplicado na extremidade livre. A
figura [5.31] ilustra a geometria da viga e a malha de elementos finitos adotada na
analise. A solucao numérica procedeu-se utilizando os modelos elastoplasticos de
Tresca considerando plasticidade perfeita e andlise sob condigoes de Estado Plano

de Deformagao (EPD).

L = 150 mm

S f = 100 mm

Figura 5.31: Viga em Balanco com Segao Varidvel. Geometria e malha de elementos

finitos (Souza Neto et al., [2008).

A tabela apresenta os parametros adotados para esta analise.

Tabela 5.6: Parametros do Material

Modulo de Elasticidade FE = 210,0 GPa
Coeficiente de Poisson vr=20,3
Tensao de Escoamento o, = 0,24 GPa

Green (1954) apud Souza Neto et al.| (2008) obteve a solugao analitica para

cargas limites em estruturas com esta configuracao geométrica. Para a estrutura em
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andlise, é proposto o seguinte limite normalizado para a carga:

% = 0,775 (5.15)

onde c é a resisténcia ao cisalhamento (para o modelo de Tresca é dada por ¢ = 7,,/2).
Na analise de elementos finitos realizada, a carga é aplicada de forma incremental
até que ocorra o colapso. A figura apresenta o diagrama “Deslocamento vertical

x Carga aplicada”, do né do meio da borda livre.

=
[0.2]

=]
=3}

Carregamento normalizado, S/c

0,4
——TRESCA
0,2 - -=LIMITE DE GREEN
O T T T 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04

Deslocamento Vertical normalizado, U/h

Figura 5.32: Viga em Balanco com Secao Variavel. Curva Carga normalizada x Deslo-

camento vertical normalizado.

A carga de colapso obtida foi de cerca de Sj;,,, = 0,78196, um valor 0,90% acima
do limite proposto por (1954). Isto permite concluir que o resultado obtido
com o modelo de Tresca aproximou-se bem do limite analitico estabelecido.

O modelo foi analisado novamente, desta vez com o critério de Mohr-Coulomb,
com o objetivo de demostrar que este é uma generalizacao do critério de Tresca,
e que, ambos apresentam os mesmos resultados se o angulo de atrito interno for
considerado nulo. O resultado da andlise pode ser visto na figura [5.33| e comprova

que o critério de Tresca pode ser considerado como um caso particular do critério

de Mohr-Coulomb.
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Figura 5.33: Viga em Balango com Secao Varidavel. Comparacao entre os modelos de

Tresca e Mohr-Coulomb.

A titulo de verificacao também foram feitas simulagoes com os modelos de von

Mises e Drucker-Prager. Os resultados obtidos podem ser vistos na figura [5.34]

l —
=
90,8
o
o
1)
N
®
£ 06
<]
o
=]
€ 04
£
) ~=-LIMITE DE GREEN
1]
£ 02 - VON MISES
o

—=—Drucker-Prager
0 & T T T 1

0 0,01 0,02 0,03 0,04
Deslocamento Vertical normalizado, U/h

Figura 5.34: Viga em Balango com Secao Varidavel. Comparagao entre os modelos de

von Mises e Drucker-Prager.
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A carga de colapso obtida com os dois modelos foi de Sj;,,, = 0, 79286, um valor
1,72% acima do limite proposto por |Green| (1954)), entretanto, apesar deste resultado
ter apresentado uma excelente aproximagcao com a solugao analitica, a solugao obtida
pelos critérios de Tresca e Mohr-Coulomb foi mais precisa.

A figura apresenta uma ilustragao esquematica do campo de deslocamentos
proposto por Green| (1954). Quando ocorre o colapso, a parte a direita da linha,
gira deslizando sobre o arco circular BC. O mecanismo de colapso associado a viga

analisada é do tipo charneira pléastica.

A

D

Figura 5.35: Viga em Balango com Segao Varidvel. Campo de deslocamentos proposto

por |Green| (1954) (Souza Neto et al., 2008).

De modo a ilustrar as deformagoes transversais, €,,, obtidas nos modelos numé-
rico, tém-se na figura a (para os critérios de Tresca e Mohr-Coulomb) e b
(para von Mises e Drucker-Prager), as isofaixas de valores para as deformagoes no

momento em que se atinge a carga critica.
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Walue: Strain_exy
Min. -0.007245

[ hax: +0.000093
-0.006298 -0.004404 -0.002511 -0.000617
-0.007245 -0.005351 -0.003458 -0.001564 +0.000093
(a)

Walue: Strain_exy
hin.: -0.0035979
b Mg -0.000094
-0.003478 -0.002475 -0.001473 -0.00047
-0.003379 -0.002376 -0.001574 -0.000971 -0.00003¢

(b)

Figura 5.36: Viga em Balango com Secao Varidvel. Deformacoes €, obtidas com os

modelos numéricos (a) de Tresca e Mohr-Coulomb e (b) de von Mises e Drucker-Prager.

Tais figuras evidenciam que a distribuicao de deformacoes, para ambos os crité-

rios, representa o comportamento esperado. Pode-se observar uma maior intensidade
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das deformacoes na regiao proxima ao engaste, de maneira semelhante ao mecanismo

de falha apresentado na figura [5.35|

5.7 Estabilidade de um Talude

Neste exemplo, foi realizada a analise de um talude de terra em estado plano de
deformagao. O objetivo é avaliar a seguranca da inclinagao do corte, ilustrado na

figura |5.37
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Figura 5.37: Estabilidade de talude. Geometria e malha de elementos finitos. Adaptado

de Souza Neto et al. (2008).

O solo (perfeitamente plastico) foi modelado segundo o critério de Mohr-Coulomb
com os seguintes parametros: moédulo de elasticidade de 20 MPa, coeficiente de
Poisson de 0,49, coesao de 0,05 MPa e peso especifico de 20 KN/m?. Foi adotado o
modelo associativo com angulo de atrito interno de 20°.

Para simulagao numérica, adotou-se uma malha com 168 elementos finitos qua-
drilaterais de oito nods, considerando plasticidade perfeita e andlise sob condigoes de
Estado Plano de Deformacao (EPD), método de controle de deslocamento direto,
com incremento de 0,0025m do deslocamento vertical do né do topo do talude e
tolerancia de 1 x 1073, A figura apresenta a trajetoéria de equilibrio obtida apds

a andlise.
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Figura 5.38: Estabilidade de um Talude.

A solucao analitica para este problema estd apresentada em (1975)) apud

Souza Neto et al, (2008). Para o caso em que o angulo de inclinagao do talude, £,

for maior que o angulo de atrito interno do material, ¢, como no presente problema,

o talude ira colapsar quando a taxa
N=nt (5.16)
c

atingir o limite critico. Aqui, h é a altura da inclinacao, ¢ é a coesao e v é 0 peso
especifico do solo

v = pg (5.17)

onde p é a densidade do solo e g é a aceleracao da gravidade. Para a geometria e
propriedades do material apresentadas, N = 4.

Os valores criticos de N, denotados por Ny, denominados fator de estabilidade,
sao tabelados por|Chen| (1975)). Para esta andlise (8 = 45° ¢ ¢ = 20°) o valor adotado
é

N, = 16,18 (5.18)

Este valor corresponde ao mecanismo de ruptura mostrado na figura [5.37 Um
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fator de seguranga com base na andlise limite pode ser definido como ay;, = Ng/N.
Para as presentes dimensoes e propriedades do material (5 = 45° e ¢ = 20°) o valor
adotado é

Qgim = 4, 045 (5.19)

O limite «, ou seja, o fator de seguranca, encontrado a partir da analise numérica

com elementos Q8 é de cerca de
Qim = 4, 1705 (5.20)

um valor 3,1% acima do limite obtido a partir dos dados prescritos por Chen! (1975).

5.8 Cilindro com Pressao Interna

Nesta simulagao, estuda-se o comportamento de um cilindro metélico longo de
paredes grossas submetido a pressdo interna (figura ). Para o presente pro-
blema, o escoamento tem inicio no interior do cilindro (com coordenada de raio
r = a) produzindo uma regido pldstica, como observado na figura [5.39b, que se
desenvolve gradualmente, sob a forma de uma fronteira pléstica cilindrica (com raio
¢), em diregao a face exterior do cilindro (r = b).

Dominio,plastico Fronteira

Dominio elastico

(a) (b)

Figura 5.39: Cilindro com Pressao Interna - (a) Geometria e (b) se¢ao transversal par-

cialmente plastificada. Adaptado de Souza Neto et al.| (2008).
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O colapso da estrutura ocorre quando a fronteira plastica atinge a borda exterior
(¢ = b), e todo o cilindro esteja plastificado. Uma vez atingida a carga limite, o
cilindro pode expandir indefinidamente sem aumento adicional da pressao aplicada.
Uma solugao analitica para este problema foi proposta por |Hill (1950)) e relaciona a

pressao limite aplicada e o raio ¢ da fronteira plastica por meio da expressao

20 b
Pim = —Hin (2 5.21
R (a> (5:21)

Os parametros do material para esta analise sao o Moédulo de Elasticidade, 210
GPa, o coeficiente de Poisson, 0, 30 e tensao de escoamento o, = 0,24 GPa. Para os
parametros do material e condi¢oes de geometria apresentados, o limite de pressao
é

Piim =~ 0,19209G Pa. (5.22)

Na analise por elementos finitos foi adotada uma malha quadrilateral de oito nos,
como ilustrado na figura [5.40| e devido & simetria considerou-se apenas um quarto
do cilindro (90°). A anélise foi feita em estado plano de deformagoes e foi adotado

o modelo de von Mises com plasticidade perfeita.

Figura 5.40: Cilindro com Pressao Interna - Malha de elementos finitos.

Para a solugao das equacgoes nao lineares, adotou-se o método de controle direto
de deslocamento, em que o deslocamento horizontal do ponto A foi controlado com

incremento de 0, 000001m por passo e tolerancia para convergéncia em deslocamento
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de 1 x 107, A trajetéria de equilibrio para o deslocamento radial do né A é apre-
sentada no gréafico da figura [5.41], juntamente com o limite analitico obtido por
(1950).

— 0,20 ~
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o] —==5olucao por Elementos Finitos
LFy ]
< —m-Hill (1950)
o

G,O[] 1 1 1 I

0 0,1 0,2 0,3 0,4

Deslocamento radial da face externa (mm)

Figura 5.41: Cilindro com Pressao Interna - Trajetéria de equilibrio.

O valor maximo obtido para a pressao interna pelo modelo de elementos finitos
foi de 0,1860 GPa, um valor muito préximo do limite estabelecido por (1950)).

A figura [5.42] mostra a evolucao da fronteira plastica no cilindro a medida que
o nivel de carga vai aumentando. A um nivel de pressao P = 0,1 GPa o cilindro
ainda se encontra no regime elastico. Com a pressao igual a P = 0,15 GPa a
fronteira plastica ja progrediu bastante e se encontra quase na metade da espessura
do cilindro. Para P = 0,186 GPa pode-se observar que a estrutura se encontra em
um estado de plastificacao bastante avancado, pressupondo assim, que o colapso da

estrutura esta prestes a acontecer.
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P =0,10 GPa P =0,15 GPa P =0,186 GPa
Value: Alpha

Min. -0.000012
Max: +0.04185

Value: Alpha
Value: Alpha Min. 0

Win: 0 Max.: +0.005863
Wax.: 0

L 1)

o 0 0 0 0 0 +0.001513 +0.003026 +0.004539  +0.005863 o +0.010791 +0.021594 +0.032397 +0.04185

Figura 5.42: Cilindro com Pressao Interna - Evolugao da fronteira plastica para o modelo

de von Mises.

5.9 Placa Circular com Carregamento Uniforme

Este exemplo simula uma placa circular simplesmente apoiada e submetida a um
carregamento uniformemente distribuido. As caracteristicas geométricas e a malha
de elementos finitos adotadas sao mostradas na figura A placa ¢ discretizada
em dez elementos quadrilaterais axissimétricos de oito nds, que estao distribuidos

em duas camadas ao longo da espessura.

A I N (D N N Y

=10

W (Deflexio no centro da placa)

|
i

R =100

Figura 5.43: Placa Circular - Geometria e malha de elementos finitos. Adaptado de

Souza Neto et al.| (2008).

Com o objetivo de determinar o limite de carga para a placa através de uma
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analise numérica, foi adotado um modelo perfeitamente plastico com os critérios de
escoamento de von Mises e Tresca, com: Ey = 107; v = 0,24 e o, = 16000.
O limite de carga para o presente problema também pode ser estimado usando

os métodos de andlise limite combinado com o método das diferencas finitas. O

procedimento é descrito por [Skrzypek| (1993)) e a carga limite correspondente é

1,630,h?
Plom ~ ——p3— (5.23)

Para os parametros apresentados nesta andlise a carga limite ¢é
Piim =~ 260, 8 (5.24)

A andlise nao-linear foi processada utilizando o método de controle direto de
deslocamento, controlando o deslocamento vertical do né central da parte inferior
da placa com incremento de 0,05 uc, tolerancia para convergéncia em deslocamento
de 1 x 10™* e carga de referéncia P = 1 uf.

O gréfico da figura [5.44) representa a trajetéria de equilibrio ”deslocamento no
centro da placa x pressao aplicada”.

300

250 -~

200

150

100

==Y on Mises

Intensidade daCarga, P

—==Tresca

50

=B-Limite de Carregamento de Skrzypek

7
Jf
W
7
i
b
b
g
¥
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Deslocamento vertical no centro da placa, w

Figura 5.44: Placa Circular - Diagrama Carga x Deslocamento.

A carga limite obtida nas analises por elementos finitos utilizando os modelos
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de Tresca e von Mises apresentaram erros relativos de 3,093% e 0,365%, respectiva-
mente. Deve-se notar que uma precisao elevada (principalmente para o modelo de
von Mises) foi obtida apesar da utilizacdo de uma malha pouco refinada.

As figuras [5.45)], [5.46] e [5.47] ilustram as isofaixas de valores para a varidvel de

fluxo plastico acumulado ao longo da trajetéria de equilibrio para a solugao obtida

por [Souza Neto et al.| (2008)) e para os modelos de Tresca e von Mises em diferentes

fases do carregamento. Os resultados apresentam concordancia com os resultados

numeéricos obtidos por |Souza Neto et al. (2008)).

Para o presente problema, o processo de plastificacao tem seu inicio nas faces
da placa, em torno do centro, e se propaga em direcao a linha neutra a medida que
a carga vai aumentando, até que se atinja o colapso da estrutura.Quando a carga
apresenta um moédulo P = 100 a placa ainda esta no regime elastico. Em P = 200,
tem-se o comecgo do escoamento, indicado pelas areas sombreadas em vermelho nas
figuras e Para P = 259, 5, observa-se que apenas uma camada estreita em
torno da linha neutra permanece no regime eldstico, indicando o colapso iminente

da estrutura.

P =100

P= 200

E—

P=259.5
=

Figura 5.45: Placa Circular - Evolucao do fluxo plastico obtido por [Souza Neto et al.|

(2008).




107

P=100 wno™™
n

P=200 e

haw: +0.0019392

0 +0.000514 +0.001028 +0.001542 +0.001992
o = Walug: Alpha
— Min.: 0002095
P - —”—)9"—) Mlal-mnmﬁna

-0.002095 +0.016667 +0.035428 +0.05419  +0.070606

Figura 5.46: Placa Circular - Evolucao do fluxo plastico para o modelo de Tresca.
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Figura 5.47: Placa Circular - Evolucao do fluxo pléstico para o modelo de von Mises.
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Por fim, as figuras e ilustram as isofaixas de valores das tensoes cir-
cunferenciais e radiais, correspondentes a carga maxima para os modelos de Tresca
e de von Mises. Verifica-se que as tensoes se distribuem simetricamente (tragao e
compressao) em torno da linha neutra. No caso das tensoes radiais, observa-se uma

variacao das tensoes na regiao do apoio da placa.

-15543.469105 -4574. 32163 +63393.644781 +17374.201726
- 2103674758 -10062.190635 +912 366309 +11666.923254  +21469.66055

|

-17335.33695 -B335.643113 +4867.050742 +16063. 744602
-23139.68391 -11936.930043 -734.296189 +10466.397672  +20270.75948

Figura 5.48: Placa Circular - Distribuicoes de tensoes circunferenciais e radiais para o

modelo de Tresca.

-14802.276864 -4322 930863 +B156.415138 +1B635.76114

-20041.949865 - 9562 603564 +316.742135 +11396.086139  +Z0565.51969

-12178.682305 -3535.450776 +5107.781353 +13751.013482
-16500.23837 - 7857 066541 + 706165268 +3423.397417 +16932.22553

Figura 5.49: Placa Circular - Distribui¢oes de tensdes circunferenciais e radiais para o

modelo de von Mises.
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5.10 Chapa Submetida a Tracao

5.10.1 Chapa com Furo

Este exemplo apresenta a simulagao numérica de uma chapa fina perfurada sob
estado plano de tensao. Este é um exemplo classico, frequentemente utilizado como
referéncia para a implementacao do estado plano de tensao para modelos de plasti-
cidade (Fuschi et al., 1992).

Na figura[5.50] sdo ilustradas a geometria da chapa e a malha de elementos finitos
quadrilaterais de quatro nds adotada. A chapa é carregada verticalmente e apenas

um quarto da mesma é discretizada, dada sua simetria.

y L T T 1T T te10n
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M
o
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T | P=10N

l =20 mm )

Figura 5.50: Chapa com Furo - Geometria e malha de elementos finitos.

A andlise nao linear foi processada para Estado Plano de Tensao (EPT), método
de controle de deslocamentos generalizado, com incremento de 0,001, com carga de

referéncia P = 1 N e tolerancia para convergéncia em deslocamento igual a 1 x 1074,
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A simulagao numérica procedeu-se utilizando os modelos elastoplasticos de von
Mises e de Rankine, com mddulo de elasticidade E = 70G Pa, coeficiente de poisson
v = 0, 20 e tensao de escoamento o, = 0, 243G Pa. A figura mostra as trajetorias

de equilibrio correspondentes ao deslocamento vertical da face de aplicacao da carga

para os modelos adotados, em conjunto com a solugao obtida por [Souza Neto et al.|

(2008) utilizando o modelo de von Mises.

3,0
215 u';_: \\\\\ _;_,,_,—-;—,_fw:.uu_,ur

z

= 2,0

m
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915

g =—+—Souza Neto et al, 2008
1,0 . -

!g‘ ' —==Rankine

m A

© 05 of von Mises i
0,0 & | | | |

0 0,04 0,08 0,12 0,16

Deslocamento da borda, u {mm)

Figura 5.51: Chapa com Furo - Curva Reagao na borda x Deslocamento da borada.

A evolugao do fluxo plastico esta representada na figura[5.52] que mostra os gra-
ficos de contorno da variavel de fluxo plastico acumulado, a, em diferentes etapas do

processo de carregamento para os modelos de von Mises e Rankine, comparados com

os resultados apresentados em |[Souza Neto et al.| (2008). Pode-se observar que os dois

modelos conseguiram representar a evolucao da regiao de plastificacao, entretanto,

o resultado obtido com o modelo de von Mises apresentou maior conformidade com

a solugao apresentada por Souza Neto et al. (2008), o que ji era esperado, ja que

ambas foram obtidas a partir do mesmo modelo.
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Figura 5.52: Evolugao do fluxo pldstico para os modelos de von Mises (a esquerda),

Rankine (centro) e solugdo numérica obtida por [Souza Neto et al.| (2008) (a direita).
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5.10.2 Chapa com Trinca

Este exemplo traz a andlise em estado plano de deformacao de uma chapa com
dois entalhes profundos submetida a tracao. Sob a hipdtese de plasticidade perfeita,
o presente problema é a versao de tracao do problema (Fundagao em bloco ri-
gido) e muitas vezes é adotado como um teste para as propriedades de convergéncia
de elementos finitos na plasticidade incompressivel (Nagtegaal et al. [1974). Este
exemplo também ¢ de grande importancia para materiais metalicos, pois ha a forma-
¢ao de uma zona elastoplastica na ponta da trinca, sendo esta regiao muito estudada
na mecanica da fratura.

A geometria e a malha de elementos finitos usadas sao mostradas na figura
A chapa, de largura w = 10 e comprimento [ = 30, contém dois entalhes
profundos e suas duas metades estao conectadas apenas por um ligamento de largura
b = 1. Devido a simetria do problema, apenas um quarto da chapa foi discretizada,

utilizando uma malha de 170 elementos quadrilaterais de oito nos.

HERERN

30

ol ﬁ%

w=10

FEEE T

Figura 5.53: Chapa Tracionada com Trinca - Geometria e malha de elementos finitos.

Adaptado de [Souza Neto et al.| (2008).

Prandtl propos uma tensao limite analitica para o ligamento. Para o presente
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problema, assumindo a hipotese de plasticidade perfeita, este limite é dado por

_ 2+

Olim = —=
l V3

Os parametros do material utilizados nesta analise sao o Médulo de Elasticidade,

oy ~ 2,970, (5.25)

206, 9 MPa, o coeficiente de Poisson, 0,29 e a tensao de escoamento o, = 0,45. Para
a analise nao linear, adotou-se o método de controle de deslocamentos generalizado,
com fator de carga igual a 0,01, tolerancia para convergéncia em deslocamento de
1 x 1074, carga de referéncia igual a 1 N.

A estrutura foi analisada utilizando-se os modelos de von Mises e Rankine. As
trajetorias de equilibrio, “Deslocamento normalizado X Tensao normalizada”, sao
apresentadas nos gréaficos da figura [5.54]

A normalizagao da tensao foi feita multiplicando-se o fator de carga pela tensao

limite. Para os deslocamentos, multiplicou-se o deslocamento vertical do topo por

2uE/o,.
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—=—Limite de Carga de Prandtl
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Deslocamento vertical da borda normalizado

Figura 5.54: Chapa Tracionada com Trinca - Deslocamento vertical da borda normali-

zado X Tensao normalizada com os modelos de von Mises e Rankine.

Verifica-se boa concordancia dos resultados obtidos com os modelos de von Mises

e Rankine com o resultado analitico, com ambos os modelos apresentando resultados
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muito préximos. A carga limite obtida para os modelos de von Mises e Rankine ¢é
apenas 3,45% maior do que a solu¢ao de Prandtl.

A figura apresenta os contornos dos autovalores de tensao (Eigenvalue-1 e
Eigenvalue-2) e do cisalhamento maximo (Eigenvalue-12,21) para os modelos de von
Mises e Rankine, respectivamente. A concentragao de tensoes, localizada na ponta

da trinca, é um fenomeno caracteristico deste tipo de ensaio, como visto nas figuras.

-0.076043 -0.271917 +0.002433
+0.017241 -0.188409 +0.026612
+0.110528 -0.1049 +0.050765
+0.20381 -0.021392 +0.074357
+0.297094 +0.062117 +0.09913
+0.3303758 +0.145825 +0.123303
+0.483663 +0.223133 +0.147478
+0.576347 +0.312642 +0.171848
+0.64631 . +0.375273 . ‘k +0.189778

value: Eigenvalug-1 Value: Eigenvalue-2 Walue: Eigenvalue-12,21

Min.: -0.076043 Min: -0271917 Min.: +0.002439

Masc: +0.64651 Max.: +0.375273 has.: +0.169778

-0.008777 -0.47256 +0.000072
+0.07333 -0.345804 +0 D46306
+01155557 -0.213027 +01.082538
+0.237725 -0.092251 +0138773
+0.313852 +0.034525 +0.165007
+0.402059 +0161301 +0.23124
+0.484226 +01 288075 +0.Z77474
+0.5663534 +0 4145854 +0.323708
'Y =
+0.628019 ‘050393 2 i +0.358363

Walue: Eigenvalue-1 Value: Eigenvalue-2 Walue: Eigenvalue-12,21

Min. -0.008777 Min: -0.47258 Min.: +0.000072

Max.: +0.626019 Max: +0.509338 M +0 358383

Figura 5.55: Chapa Tracionada com Trinca - Distribuicao de tensoes para o modelo de

von Mises (acima) e para o modelo de Rankine (abaixo).
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5.10.3 Chapa de Concreto com Fibras

Este exemplo apresenta um modelo de elementos finitos construido para simular
o comportamento experimental obtido a partir de um teste de tracao direta em uma
placa de concreto reforcado com fibras. Devido a simetria das condicoes de carga e
contorno, apenas um quarto da placa foi discretizada. As condi¢oes de contorno e a

malha de elementos finitos adotadas sao apresentadas na figura [5.56|

Figura 5.56: Chapa de Concreto com Fibras - Malha de elementos finitos, geometria e

imagem das condicoes de apoio usadas no experimento de Pereira et al.| (2012-bf). Adaptado

de Pereira et al. (2012-a)).

O material é considerado um composto com matriz de cimento reforcado com

fibras de 2% de poliacetato de vinila (PVA), conforme [Pereira et al| (2012-b)). Os

parametros do material obtidos nos experimentos sao dados na tabela
Para a simulacao numérica, foi adotado o modelo de Ottosen com lei de encru-

amento linear, utilizando o método de controle de deslocamento generalizado, com




Tabela 5.7: Chapa de concreto com fibras: Parametros do material .

Médulo de Elasticidade (E) 20000 MPa

Coeficiente de Poisson () 0,2
Resisténcia & compressao (o.) 60,0 MPa
Resisténcia a tracao (oy) 3,5 MPa
Tensao de escoamento (o) 4,0 MPa
Hardening 1000,0 MPa
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fator de carga inicial igual a 1 e tolerancia para convergéncia em deslocamento de

1 x 107%. A trajetéria de equilibrio para “Tensao x Deformacao” estd apresentada

no gréafico da figura juntamente com os resultados experimentais obtidos por

Pereira et al.| (2012-b).

6 -

=
|

Tens&o o, (MPa)
L

[xe]
|

Pereira et al., 2012-a - Experimental
== Pereira et al,, 2012-a - Numérico
=s= (Ot tosen

1 2 3 4
Deformagdo g, (%)

Figura 5.57: Chapa de Concreto com Fibras - Os resultados numéricos obtidos com o

modelo de Ottosen comparados com os resultados experimentais e numéricos obtidos por

Pereira et al.| (2012-a).

Observa-se que o modelo numérico apresentou capacidade adequada para simular

o comportamento do material e foi capaz de representar os resultados experimentais



117

com boa precisao.

A figura [5.58a apresenta a malha deformada. Pode-se observar que as linhas
ortogonais da malha ao longo do eixo longitudinal da chapa permaneceram paralelos
apoés a deformagao. O padrao de evolucao dos deslocamentos, apds atingida a tensao
de escoamento, obtido com o modelo de Ottosen, implementado neste trabalho, pode
ser visto na figura [5.58b. Verifica-se que os resultados obtidos estdo em excelente

concordancia com os resultados numéricos e experimentais apresentados por Pereira

(2012-a) (figura c).

—
o
—

+0.005254 +0.015763 +0.026272 +0.03673
+0.0710509 +0.021017 +0.031526 +0.040721

=1

+0.04072

o

Figura 5.58: Chapa de Concreto com Fibras - (a) Malha deformada e Campos de des-

locamentos obtidos (b) com o modelo de Ottosen e (c) solu¢do numérica apresentada por

[Pereira et al.| (2012-a)).
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5.11 Viga de concreto armado

Neste item, comparam-se os resultados obtidos através do modelo elastoplastico
de Ottosen com valores determinados por ensaios experimentais para vigas de con-
creto armado. Estes ensaios foram realizados por Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989)
em uma viga de concreto armado submetida a flexao em trés pontos, cuja geometria

pode ser vista na figura [5.59

700 mm | p

220 mm

220 mm

’%’ A (2012 mm
1400 mm 150 mum

Figura 5.59: Viga de concreto armado estudada por |Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989).

Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989) modelaram a armadura de forma discreta, con-
siderando aderéncia perfeita com o concreto. Na modelagem foi adotado médulo de
elasticidade de 210000, 0N/mm? e coeficiente de Poisson de 0,3 para o aco, mas o
limite de escoamento nao foi especificado.

Na andlise computacional, adotou-se o critério de Ottosen com lei de encrua-
mento de potencial, para o concreto. Para o aco, foi adotado o critério elastoplastico
de von Mises, assumindo plasticidade perfeita. Foi considerada aderéncia perfeita
entre o aco e o concreto.

Na figura ¢ ilustrada a malha de elementos quadrilaterais de oito nés, para

modelar o concreto, e elementos unidimensionais de dois nds, para representar a

armadura.
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Figura 5.60: Malha de Elementos Finitos: viga de concreto armado submetida a flexao

de trés pontos.

Na andlise nao linear, foi adotado o método de controle direto de deslocamento
horizontal, com incremento de 0,00lmm, do n6 de extremidade da malha, tolerancia
para convergéncia de 1 x 10™* e carga de referéncia P = 1,0N. O modelo foi
analisado em estado plano de tensao. Para a lei de encruamento potencial foram
adotados os parametros a = 0,96, b = 1350, 00, K = 0,00005 e n = 1, 0.

As trajetorias de equilibrio, correspondentes ao deslocamento vertical do ponto

de aplicagao da carga sao ilustradas na figura[5.61], juntamente com os valores expe-

rimentais apresentados por |Mazars e Pijaudier-Cabot| (1989). Nos resultados apre-

sentados pela figura [5.61] verifica-se uma boa concordancia entre os resultados ex-

perimentais e o modelo de Ottosen.

31

248

18.6

Carga (KN)
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—e— QOttosen
Mazars e Cabot, 1989 -

6.2 &
/ L Experimental
0 & | .

0 0.24 0.48 0.72 0.96 1.2
Deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga (mm)

Figura 5.61: Trajetérias de equilibrio do deslocamento vertical do ponto de aplicacao da

carga.



Capitulo 6
CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou a formulacao e a implementacao para modelos cons-
titutivos elastoplasticos, enfatizando os critérios de von Mises, Tresca, Rankine,
Mohr-Coulomb, Drucker-Prager e Ottosen. Além dos modelos constitutivos, tam-
bém foram apresentadas as equagoes para a implementacao dos algoritmos de retorno
“Closest-Point Projection” e “Cutting-Plane”, necessarios para a integracao das re-
lacoes constitutivas que regem o comportamento do material.

Os modelos constitutivos foram implementados no ambiente computacional IN-
SANE (INteractive Structural ANalysis Environment), segundo o Ambiente Tedrico-
Computacional para Modelos Constitutivos desenvolvido por |[Pennal (2011). Pode-se
constatar o grande potencial da biblioteca de modelos constitutivos do sistema com-
putacional INSANE em razao da generalidade das implementacoes dos modelos e
dos diversos recursos para modelagem constitutiva existentes nesta plataforma. Os
modelos tradicionais de plasticidade, associada e nao associada, foram facilmente
incorporados ao arcabouco tedrico, variando-se somente o algoritmo de retorno, de

acordo com a necessidade de cada modelo.

6.1 Sobre as Simulagoes Numéricas

No capitulo 5, foram apresentadas diversas simulagoes numéricas de casos clas-
sicos encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar, validar e ressaltar as

caracteristicas individuais de cada modelo. A partir do que foi apresentado, pode-se
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fazer as seguintes consideragoes:

- 0s modelos apresentaram comportamento adequado as solicitacoes em um es-
tado de tracao e compressao direta, e, as respostas obtidas foram condizentes

com O que se esperava.

Para o cisalhamento simples, os modelos de von Mises e Drucker-Prager, por
serem formulados a partir do segundo invariante de tensoes do tensor desvi-
ador, .J5, apresentaram comportamento semelhante ao observado na tragao e
na compressao. Para os demais modelos, o cisalhamento é calculado de forma

indireta e por isso apresentaram respostas variadas.

- os modelos apresentaram comportamento adequado com a utilizacao dos algo-
ritmos de retorno com médulo tangente continuo. Apds a inclusao do médulo
tangente consistente, no entanto, em estruturas mais complexas a utilizacao do
modulo consistente ocasionou o aumento de instabilidades numéricas durante

as analises.

- foi ilustrado o processo de ajuste das funcoes inelasticas através da simulagao
numérica de tracao pura. Assim, os diferentes parametros dessas funcoes fo-
ram sucessivamente alterados, verificando-se que os modelos se adequaram aos

ajustes apresentados.

- analisando todas as simulacoes numéricas apresentadas, pode-se dizer que os
modelos constitutivos para representar o comportamento elastoplastico dos
materiais, apresentam uma boa correlagao entre as respostas numéricas e os
resultados experimentais e analiticos para situagoes com cargas monotonicas,
concluindo-se que estes exemplos foram capazes de validar os modelos imple-

mentados.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestoes para continuacao da pesquisa, podem-se citar:
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implementacao de algoritmos de integracao com estruturas, mais simples e
mais complexas, que permitam convergéncias mais elevadas, de forma a reque-

rer um menor custo computacional;

Insercao de modelos para carregamentos ciclicos, analise em fadiga, por meio
da implementagao de leis de encruamento cinematico ou misto de modo a
permitir a descricao do efeito Bauschinger, e assim melhorar a previsao do

retorno elastico;

Insercao de modelos de plasticidade compostos por miltiplas superficies, aco-

pladas ou nao;

Os modelos implementados foram testado para discretizagoes do Método dos
Elementos Finitos (MEF). Porém, as implementagoes preservaram a gene-
ralizacao caracteristica do Ambiente Tedrico-Computacional Unificado para
Modelos Constitutivos apresentado por |[Pennal (2011)), onde é ressaltada a in-
dependéncia do ambiente unificado em relacao ao método numérico. Assim,
propoe-se verificar a independéncia dos modelos para discretizacoes baseadas
nos Métodos Sem Malha (MSM), no Método de Elementos de Contorno (MEC)

ou no Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG).
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Apeéendice A

Modelos Numéricos: Equacoes
Auxiliares

A.1 Derivadas de Primeira e Segunda Ordem

A implementagao dos modelos elastoplasticos descritos exige a obtengao dos gra-
dientes (derivadas de primeira e segunda ordem) das fungdes de escoamento e do
potencial plastico. Estes gradientes sao obtidos aplicando a regra da cadeia para

derivar os trés invariantes de tensao Iy, Js e Js.

A.1.1 Derivadas de primeira ordem dos invariantes de ten-
sao
As derivadas de primeira ordem dos invariantes de tensao I, Jo e J3 sao dadas

pelas seguintes expressoes:

oL 0L 0L

do, Oo, 0o, (A1)
ol ol ol

= = = A2
OTpy  OTpe  OTy, 0 (A2)

assim

o1 1 00

1
e — 5. A
5 = [0 1 0f =3y (A.3)

0 0 1
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Para Js:
aJ. 1
ao_i = 5(20'33 — O'y — O'Z) (A4a‘)
0J 1
a—o-y = §<2ay — 0, — o'z) (A4b)
0J 1
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A.1.2 Derivadas de segunda ordem dos invariantes de ten-
sao
As derivadas de segunda ordem dos invariantes de tensao Iy, Jo e J3 sao dadas

pelas seguintes expressoes:

s 1000

1

= =0 A9

52 = [0 00 (A.9)
00 0

O primeiro invariante de tensao, I, possui todas as derivadas de segunda ordem
em relagao as componentes de tensao nulas, como podemos observar na equagao[A.9]

Considerando o segundo invariante da tensao desviadora, Jo, sao obtidos os se-
guintes termos para a derivada de segunda ordem

- Se i < 3, com k e [ menores que 4, obtém-se

0 (0J 0|1
90, < 0‘2) =5 [3(2%‘ — Ok — Uz} (A.10)
J ? 7
e
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o (0J
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j 7
0, para j > 3
- se 1 > 3, obtém-se
0 <0J2) 0
0. = -(0i) (A.12)
aO'j g; aj
e

2’ S
0 (0 _ |2 paraj=i (A.13)
aO'j

O . .
g 0, para j # 1

onde o; representa uma componente genérica do segundo invariante de tensoes

desviadoras, J,. Para o terceiro invariante do tensor de tensoes desviadoras tém-se:

- Se i < 3, com k e [ nao excedendo 3, obtém-se

0 (0J g (1 1
T < 0’-3> == <9(20’Z-2 — 0} — 0} — 20401 — 2040) + dooy) + 5(05 + 02 - 2012+3)>
j i j
(A.14)
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