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Resumo

Pinheiro, D. C. C. Estratégias baseadas na Particao da Unidade para simulagao do

comportamento de meios parcialmente frageis. Tese de Doutorado, Universidade
Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil.

Os Métodos sem Malha tém sido usados como alternativas ao Método dos Elementos
Finitos devido a sua flexibilidade na construcao de aproximacoes conformes. Outra
caracteristica atrativa destes métodos ¢é sua capacidade de obtencao de aproxima-
¢Oes com alta regularidade. Tais caracteristicas podem ser empregadas com sucesso
na obtencao das variaveis de estado baseadas nas derivadas da solu¢do do problema
e responsaveis por representar o comportamento nao linear de meios parcialmente
frageis. Por outro lado, fatores como falta da propriedade do delta de Kronecker,
fungoes de forma nao polinomiais e problemas na integracao numérica representam
desvantagens que aumentam o custo computacional da andlise. Na analise nao li-
near, o tempo de processamento se torna um importante fator a ser considerado.
Com o objetivo de conciliar a eficiéncia do Método dos Elementos Finitos com a
flexibilidade dos Métodos sem Malha, técnicas de acoplamento dos dois métodos fo-
ram propostas, especialmente nos casos nos quais o fendomeno nao linear é confinado
a uma parte pequena da estrutura. Neste trabalho, é proposta uma nova estratégia
baseada na abordagem global-local do Método dos Elementos Finitos Generalizados
para simular a propagacao de dano em meios parcialmente frageis. O dominio global
da estrutura é representado por uma malha grosseira de elementos finitos. A regiao
onde ocorre a propagacao de dano define o dominio local, representado por um con-
junto de nés do Método sem Malha Element Free Galerkin (EFG). A discretizagao
local é responsavel por prover fungoes numericamente obtidas para enriquecimento
da solucao aproximada do problema global. Exemplos numéricos bidimensionais sao
apresentados com o objetivo de discutir como Métodos sem Malha podem descre-
ver de forma eficiente a propagacao de dano, enquanto o comportamento global da
estrutura é representado por uma solucao do método dos elementos finitos enrique-
cida.

Palavras-Chave: Estratégia Global-Local, Andlise Fisicamente Nao Linear, Mé-
todos sem Malha, INSANE.
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Abstract

Pinheiro, D. C. C., 2019. Numerical simulations of quasi-brittle media with strate-
gies based on the Partition of Unity. Thesis, Universidade Federal de Minas Gerais,
Belo Horizonte, MG, Brazil.

Meshfree Methods have been used as alternatives to the Finite Element Method,
due to their flexibility in building conforming approximations. Another attractive
feature is the capacity of obtaining approximate solutions of high regularity. Such
characteristics can be successfully used to describe state variables based on derivati-
ves of the problem solution and responsible for representing the nonlinear behavior
of structures made of quasi-brittle material. On the other hand, the lack of the
Kronecker-delta property, a more complex computation of the shape functions, and
numerical integration issues represent drawbacks that can overburden the computa-
tional analysis. In a nonlinear analysis, the processing time becomes an important
issue to be considered. Aiming to conciliate the efficiency of the finite element analy-
sis with the flexibility of meshfree methods, coupling techniques for both methods
have been proposed, especially in cases where the nonlinear phenomenon is confi-
ned in a small part of the structure. Here, a new coupling strategy based on the
Global-local Generalized Finite Element Method (GFEM-gl) to simulate damage
propagation in quasi-brittle media is proposed. The global domain of the structure
is represented by a coarse mesh of finite elements. The region of damage propagation
defines the local domain, represented by a set of nodes of the meshfree approach
called Element Free Galerkin Method (EFG). This local discretization is responsi-
ble for providing a numerically obtained function used to enrich the approximate
solution of the global problem. Numerical examples in two-dimensional domain are
presented to discuss how the meshfree method can efficiently describe the damage
propagation, while the global behavior of the structure is represented by the enriched
finite element solution.

Key words: Meshless Methods, Global-Local Strategy, Physically Nonlinear Analy-
sis, Meshfree Methods, INSANE.
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Capitulo 1

Introducao

O Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM) é ampla-
mente empregado na mecénica computacional e diversos estudos tém sido feitos
para aperfeicod-lo. Desta maneira, a busca por novos métodos numéricos surge da
necessidade de representar fendmenos que nao sao descritos satisfatoriamente pelo
FEM convencional (Alves, 2012). Fazem parte deste grupo, por exemplo, problemas
que envolvam grandes deformagoes e a descricao geométrica de propagacao de trin-
cas. Nestes casos, as mudancas significativas na geometria do dominio discretizado
demandam a continua reformulacdo da malha quando a andlise é feita através do
FEM, o que torna esse tipo de estudo bastante custoso do ponto de vista computa-

cional (Duarte, 1995).

Neste contexto, surge um novo grupo de métodos numéricos categorizado como
Métodos sem Malha. Segundo a defini¢ao encontrada em Duarte, (1995), classificam-
se como Método sem Malha aqueles onde as equagoes que governam o modelo dis-
creto de um problema de valor de contorno nao dependem da existéncia de uma
malha bem definida. No FEM, a aproximacao da solucao é obtida a partir de inter-
polagoes locais em cada elemento. Desta forma, a continuidade da aproximagao é

garantida pela conectividade preestabelecida entre os noés.

O emprego de Métodos sem Malha em todo o dominio do problema pode encon-
trar o obstaculo do encarecimento excessivo do processamento, ja que um grande

nimero de pontos de integracao é necessario (as aproximagoes sdo, geralmente, nao



polinomiais e ndo tém seu suporte associado as células de integracao adotadas) e a
conectividade dos nds ¢é definida em tempo de execugao. Sendo assim, alguns traba-
lhos disponiveis na literatura reservam a aplicagao dos Métodos sem Malha somente
a zonas de interesse limitadas. Uma técnica que emprega os Métodos sem Malha
somente nas regioes de interesse é o acoplamento de zonas modeladas através de um
Método sem Malha aquelas modeladas com elementos finitos, como em Belytschko
et al.| (1995)), Hegen| (1996)), Rao e Rahman| (2001)), Gu e Zhang (2008), |Yuan et al.
(2014)) e Liu e Gu (2000). Justifica-se, assim, a proposta deste trabalho de aplicar
Métodos sem Malha na resolu¢ao dos problemas locais da abordagem global-local
de |Duarte e Babuska/ (2005), onde as fungoes de enriquecimento do problema global
sao obtidas numericamente por meio da soluc¢ao de problemas locais nas zonas de

interesse.

Nos Métodos da Partigdo da Unidade (Generalized/Extended Finite Element
Method - G/XFEM, Partition of Unity Finite Element Method - PUFEM, Par-
tition of Unity Method - PUM, hp-Clouds) a aproximagao é construida com base em
fungoes de Particao da Unidade (PU) enriquecidas, de maneira extrinseca, pela sua
multiplicagao por uma base de fung¢oes especialmente escolhidas para o tipo de pro-
blema a ser descrito. O emprego de uma base extrinseca adicional tem por objetivo
o aumento da ordem de consisténcia da aproximacao ou melhora da aproximagao
com base na inclusdo de fung¢odes que contemplem aspectos da solugao do Problema
de Valor de Contorno (PVC) conhecidos a priori (Fries e Matthies| 2004). O enri-
quecimento extrinseco é uma das principais vantagens dos métodos ditos da Parti¢ao
da Unidade. A eficacia de métodos com PU esta ligada a escolha apropriada das
fungoes de enriquecimento e a possibilidade de variar o enriquecimento ao longo do

dominio.

Fungoes de enriquecimento adequadas podem ser usadas para modelar fissuras,
singularidades, inclusoes, vazios, entre outras particularidades. Para algumas clas-

ses de problemas, a construcao de funcgoes de enriquecimento cuja expressao seja



adequada ao fendomeno aproximado pode nao ser possivel. O trabalho de Duarte e
Babuska/ (2005) apresenta um procedimento para construgao de fungoes de enrique-
cimento para métodos que empregam a Particdo da Unidade, a chamada abordagem
global-local aplicada ao G/XFEM, o denominado GFEM-gl. Conforme apresentado
em Gupta et al.| (2012b), fazem parte da classe de problemas que podem beneficiar-se
do emprego do GFEM-gl: os problemas de fissuras em trés dimensoes, os problemas

multiescala, os fendmenos nao lineares, entre outros.

No GFEM-gl, um PVC local com condi¢oes de contorno provenientes da analise
de um problema global grosseiramente discretizado ¢ resolvido. Em seguida, a solu-
¢ao do problema local é utilizada para formar a base de enriquecimento extrinseco
da solucao do problema global. Finalmente, o problema global enriquecido é resol-
vido. Em diversos trabalhos, esta estratégia foi empregada com sucesso (Duarte e
Kim)|, 2008; Kim e Duarte, [2015; |Li e Duarte, 2018; Malekan et al., 2018; |Li et al.,
2019), todos eles construindo-se a aproximagao dos modelos global e local por meio
da abordagem do G/XFEM. E, contudo, possivel, segundo Duarte e Kim (2008)),

empregar outros métodos na discretizagao dos modelos locais.

Neste trabalho, a solucao numérica usada para enriquecer o problema global
serd obtida via Métodos sem Malha. Espera-se que o fendmeno local seja melhor
descrito pelas fungoes de um Método sem Malha enquanto que o comportamento

global continuarad sendo descrito pelo G/XFEM.

Materiais parcialmente frageis como concreto, rochas e outros geomateriais tém
natureza intrinsecamente heterogénea. Na analise estrutural, esses materiais cos-
tumam ser inicialmente modelados como continuos, elasticos, isotrépicos e homo-
géneos. Entretanto, para determinados carregamentos, essas simplificagoes deixam
de ser validas e hipoteses mais proximas do comportamento real devem ser feitas
(Silval [2012)). Este trabalho esté inserido no contexto geral da anélise nao linear de
meios parcialmente frageis. Especificamente, no trabalho aqui proposto, procura-se

desenvolver uma formulacao de uma abordagem global-local associada ao Método



Element Free Galerkin (EFG) (Belytschko et al., |1994)) implementando-a no INSANE
(Interactive Structural Analysis Enviroment).

O INSANE (Fonsecal 2008) é um projeto de software livre em desenvolvimento
no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas
Gerais que disponibiliza um ambiente computacional de cédigo aberto, com ca-
racteristicas tais que facilitem sua expansao e manutencao. A linguagem JAVA é
utilizada no desenvolvimento das aplicacoes do INSANE. Por apresentar vantagens
como a portabilidade, que possibilita a criacao de um software cujo funcionamento
independe do sistema operacional, e o suporte ao paradigma da Programacao Ori-
entada a Objetos (POO), a utilizagdo da linguagem JAVA favorece a expansiao do

software e o trabalho em equipe.

1.1 Histoérico da linha de pesquisa

Este trabalho esta vinculado ao Grupo de Pesquisa Simulacao Numérica e Com-
putacional na Mecanica dos Solidos e das Fstruturas e faz parte da Linha de Pesquisa
Andlise Nao Linear Geométrica e Fisica de FEstruturas. Nesta linha de pesquisa,
algoritmos para analise nao linear de estruturas sao desenvolvidos e implementa-
dos. Alguns dos métodos numéricos contemplados por estes algoritmos sao o Mé-
todo dos Elementos Finitos (FEM), o Generalized/Extended Finite Element Method
(G/XFEM), o Boundary Element Method (BEM), o Element Free Galerkin (EFG),
o Point Interpolation Method (PIM) e o hp-Clouds. Neste cenario, é importante
situar este trabalho na esfera da analise fisicamente nao linear de estruturas combi-
nando o G/XFEM com Métodos sem Malha.

Este trabalho esta inserido em trés projetos de pesquisa complementares. O
primeiro deles, Software Livre para Modelos do Método dos Elementos Finitos, levou
ao desenvolvimento do software INSANE, estruturado de forma a facilitar alteragoes
e ganho em complexidade. Dando continuidade a este desenvolvimento, o projeto

INSANE - I[Nteractive Structural ANalysis Environment: um Projeto de Software



Livre estabelece as bases para um sistema de cddigo aberto, modulado e amigavel a
mudancas a partir de padroes de projeto de software adequados.

O terceiro projeto ¢ denominado Mecanica Computacional do Concreto e Modelos

do FEM, do G/XFEM, do BEM e dos Métodos sem Malha e tem como diretrizes:

1. concepcao de um ambiente tedrico apto a unificar as diversas vertentes da

modelagem constitutiva do concreto;

2. implementacao da vertente computacional desse ambiente, disponibilizando
diferentes modelos constitutivos para o concreto, agrupando-os em um software

segmentado e expansivel, que viabiliza o aprimoramento progressivo;

3. incorporacdo de modelos discretos do FEM, do G/XFEM, do BEM e dos

Métodos sem Malha;

4. aplicagdo do ambiente tedrico-computacional concebido por |Pennal (2011)) e
Gori et al.| (2017b) para o estudo da heterogeneidade, anélise multi-escala e

propagacao de fissuras.

Alguns dos trabalhos vinculados aos referidos projetos e relacionados com a pro-
posta dessa tese sdo mencionados a seguir. Pennal (2011) formulou um framework
tedrico-computacional de modelos constitutivos para analise ndo linear. O traba-
lho de Alves) (2012)) expandiu o nicleo numérico do INSANE para abranger a abor-
dagem do G/XFEM e sua versao global-local. Diversos tipos de enriquecimento
extrinseco foram implementados, entre eles: enriquecimento polinomial; enriqueci-
mento nao polinomial (com singularidade); enriquecimento numérico (global-local).
O G/XFEM foi estendido para contemplar andlises com nao linearidade fisica em
Monteiro et al.| (2014) e Wolenski et al| (2015). Malekan| (2017)) implementou e tes-
tou no INSANE uma versao estavel do GFEM global-local, além de ter expandido
os recursos disponiveis, incluindo a propagacao de trinca no campo da mecénica da
fratura elastica linear para problemas da elasticidade plana e de placas de Reissner-

Mindlin.



No contexto das formulagoes sem malha, destacam-se os trabalhos de Silva) (2012)),
que incluiu o EFG para anélise linear e nao linear fisica no INSANE e de Pereira (2015))
que implementou o hp-Clouds para andlise linear. Ainda sobre os Métodos sem Ma-
lha, o esquema de Integracao Nodal Conforme e Estabilizada (Stabilized Conforming
Nodal Integration - SCNI) para os Métodos sem Malha foi adicionada ao INSANE
por [Farial (2014). Por tltimo, Gori| (2018) implementou no INSANE o Node-based
Smoothed Point Interpolation Method (NS-PIM) e o FEdge-based Smoothed Point
Interpolation Method (ES-PIM).

1.2 Objetivos

O enfoque desse trabalho é empregar a abordagem global-local, no contexto dos
métodos baseados na PU, para andlise nao linear de meios parcialmente frageis.

A estratégia global-local possui trés etapas distintas, sao elas:

1. resolugao do PVC global grosseiramente discretizado;

2. resolucao do PVC local com condi¢ées de contorno oriundas do PVC global

da etapa 1;

3. resolucao do PVC global enriquecido com a solugao do PVC local da etapa 2.

As propostas conhecidas da estratégia do GFEM global-local aplicam o G/X-
FEM nas trés etapas de processamento. O objetivo geral da tese aqui proposta é
generalizar esta abordagem desenvolvendo-se uma nova estratégia global-local, na
qual a etapa 2 é resolvida com Métodos sem Malha, formulada para representar o
comportamento fisicamente nao linear da estrutura analisada. Busca-se aplicar a
abordagem proposta a problemas fisicamente nao lineares de estruturas compostas

de material parcialmente fragil.

A motivacao para o emprego de Métodos sem Malha nos problemas locais da



abordagem global-local é baseada em caracteristicas destes métodos tais como ver-
satilidade na construcao de aproximagoes conformes para problemas especificos, ca-
pacidade de obtencao de aproximacoes com alta regularidade, capacidade de re-
gularizagao devido ao carater nao local e aproximagao numérica menos sensivel a
distribuicao nodal devido a auséncia de malha.

Por sua vez, os seguintes objetivos especificos foram estabelecidos:

1. realizar levantamento bibliografico sobre os temas relacionados a tese proposta
como métodos da Particdo da Unidade com ou livres de malha, anéalise global-
local e anélise fisicamente nao linear e compor o arcabougo tedrico necessario

para a elaboracao do trabalho (Capitulos , e Apéndice ;

2. implementar a Partigdo da Unidade com elevada regularidade (referida aqui
como GFEM-C*) no contexto dos Métodos sem Malha no INSANE e validar a

implementagao para problemas lineares (Capitulo [5));

3. generalizar o uso dos enriquecimentos extrinseco para Parti¢coes da Unidade,
sejam aquelas do hp-Clouds, seja a obtida pelo GFEM-C*, para as analises

com nao lineridade fisica (Capitulo [l);

4. realizar simulagoes numéricas com a utilizacao da biblioteca de modelos cons-
titutivos de [Pennal (2011)), existente no INSANE, com as fungdes C* e comparar

com outros resultados numéricos e experimentais disponiveis na literatura (Ca-

pitulo [@);

5. adaptar os recursos de andlise global-local de |Alves (2012) para comportar o

método EFG no problema local (Capitulo [7);

6. implementar o procedimento que permite a andlise fisicamente nao linear por

meio da estratégia global-local com o emprego do EFG nos modelos locais

(Capitulo [3));



7. realizar simulacoes numéricas com a utilizagao da biblioteca de modelos cons-
titutivos de |[Penna) (2011]), existente no INSANE, com a abordagem global-local
via EFG proposta e comparar com outros resultados numéricos e experimen-

tais disponiveis na literatura (Capitulo [3).

1.3 Organizacao do Texto

Este trabalho é composto por mais oito capitulos e trés apéndices, além deste
capitulo introdutério. O Capitulo Pl apresenta uma revisao da literatura sobre o
tema. No Capitulo B apresenta-se a fundamentacao teérica. No Capitulo [ sdo
apresentados aspectos tedricos da abordagem global-local e uma introducao aos ca-
pitulos de exemplos numéricos seguintes. No Capitulo [B] sao apresentados exemplos
numéricos de comportamento linear com a Particdo de Unidade com elevada regula-
ridade. No Capitulo [0l a estratégia utilizada no Capitulo [6] é novamente empregada
para problemas de comportamento nao linear. Nos Capitulos [7] e [8 sao apresenta-
dos exemplos numéricos com abordagem global-local com EFG nos modelos locais,
com comportamento linear e nao linear, respectivamente. O Capitulo [d é reservado
as consideragoes finais. O Sistema Computacional INSANE, bem como oS recursos
implementados na realizacao deste trabalho, sao apresentados no Apéndice [Al O
Apéndice [Bl apresenta a formulacao do modelo de fissuracao distribuida para o caso
de estado plano de tensoes, uma vez que este modelo é empregado nos Capitulos[6l e
B O Apéndicel[C] por sua vez, apresenta caracteristicas das funcoes de aproximacao

empregadas para os métodos G/XFEM, hp-Clouds e EFG neste trabalho.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Com o objetivo de apresentar o contexto no qual se insere este trabalho e evi-
denciar a relevancia do tema estudado, nesse capitulo é apresentada uma revisao da
literatura. Na Segao [2.1] vérias das formulagoes de Métodos sem Malha sdo apre-
sentadas como uma resposta a algumas limitacoes do FEM convencional. Trabalhos
relevantes acerca da aplicagao de Métodos sem Malha sdo apresentados na Secao
, com o objetivo de justificar a estratégia proposta nessa tese. O G/XFEM é
apresentado na Segdo [2.3] Em resposta a necessidade de obten¢do de fungoes de
enriquecimento adequadas para uma classe de problemas em que fungoes analiti-
cas nao estao disponiveis para o enriquecimento da aproximacao, surge o GFEM
global-local. Esta técnica é apresentada na Secdo [2.4 Neste capitulo, os méto-
dos sao citados apenas para contextualizar o trabalho. Detalhes a respeito de sua

fundamentagao téorica sao apresentados no Capitulo

2.1 Métodos sem Malha

Os Métodos sem Malha surgiram em resposta a algumas limitagoes do FEM con-
vencional para tratar problemas que envolvem remalhamento, como, no contexto da
mecanica dos so6lidos, problemas de propagacao de trincas e de grandes deformagoes
(Alves|, 2012)). Os Métodos sem Malha sao métodos numéricos cuja aproximagao é
definida a partir de nés cuja conectividade nao é definida a priori (Fries e Matthies,

2004)). Nestes métodos, a conectividade dos nds é definida em tempo de execugao.

9
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Por isso, este grupo de métodos mostra-se adequado para problemas de propagacao

de fissuras, como em Duflot e Nguyen-Dang| (2004) e Kumar| (2013), e grandes defor-

magoes, como em Rabczuk e Eibl (2006), ou ambos, como em Bordas et al.| (2008]).

Além disso, alguns tipos de Métodos sem Malha suportam bem a adaptatividade hp

(Duarte et al., 2005]).

Alguns dos Métodos sem Malha ja propostos sao:

1. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), de Monaghan| (1982, 1994);

2. Métodos baseados diretamente nas aproximacoes de Minimos Quadrados Mo-

veis (Moving Least Squares - MLS)

(a) Difuse Element Method (DEM), introduzido em [Nayroles et al.| (1992);

(b) Element Free Galerkin Method (EFG), de Belytschko et al.| (1994);

(¢c) Finite Point Method (FPM), de|Onate et al.| (1995), Onate et al.| (1996a))

e |Onate et al.| (1996b);

3. Métodos baseados na definicao da Particdo da Unidade

(a) hp-Clouds Method, de [Duarte| (1996), Duarte e Oden| (1995, [19962,b);

(b) Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM), apresentado em

Melenk! (1995), Melenk e Babuska, (1996b) e Babuska e Melenk (1997);

4. Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), de [Liu et al| (1995ab);

5. Meshless Local Petrov-Galerkin Method (MLPG), de Atluri e Zhu| (1998);

6. Wavelet Galerkin Method, proposto por Amaratuga e Williams (1997));

7. Familia de Point Interpolation Methods

(a) Point Interpolation Method (PIM), de [Liu e Gul (2001alb));

(b) Radial Point Interpolation Method (RPIM), de |Wang e Liu (2002);
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(¢) Node-based Smoothed Point Interpolation Method (NS-PIM), de |Zhang
et al.| (2007)), onde foi inicialmente proposto como Linearly Conforming

Point Interpolation Method (LC-PIM);

(d) Edge-based Smoothed Point Interpolation Method (ES-PIM), de [Liu e
Zhang (2008));

(e) Cell-based Smoothed Point Interpolation Method (CS-PIM), de Liu e
Zhang| (2009);

Maiores informacoes sobre os diversos Métodos sem Malha existentes podem ser
encontradas em Duarte e Oden| (1995), Belytschko et al. (1996)), Li e Liu/ (2002),
Fries e Matthies (2004), Nguyen et al.| (2008)), Rabczukl (2013)) e Daxini e Prajapati
(2014)).

2.2 Aplicacao dos Métodos sem Malha

2.2.1 Meétodos sem Malha para materiais parcialmente fra-
geis

Sao varias as vantagens dos Métodos sem Malha para problemas de Mecéanica
do Dano Continuo (MDC) e Mecénica da Fratura em materiais parcialmente frageis
como o concreto. A aproximagdo numérica é mais versatil e menos sensivel a dis-
tribuicao nodal, devido a auséncia de malha e sua interpolagao possui carater nao
local (Rabczuk e Belytschko| |2006). Além disso, os Métodos sem Malha possuem
uma maior ordem de continuidade, o que naturalmente suaviza o campo de tensoes
na ponta da trinca (Bordas et al., 2008]).

Nas ultimas décadas, uma série de trabalhos sobre o estudo de fissuras e dano
no concreto foi desenvolvida. Alguns deles empregaram Métodos sem Malha. Em
Tiago e Leitao| (2004), o EFG foi usado na andlise de dano em vigas de concreto
armado. O trabalho de [Barros (2002)) estudou o uso de Métodos sem Malha como o

EFG e o hp-Clouds para analise nao linear fisica de estruturas reticuladas. Na tese
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de (2012)), o EFG é empregado na analise fisicamente nao linear de estruturas
de concreto. Tanto (2002) quanto (2012)) constituem estudos focados

na aplicagdo da Mecanica do Dano Continuo (MDC).

Conforme mencionado em , durante a fase de amolecimento, os feno-
menos de degradacao tendem a se concentrar em determinadas partes do corpo ana-
lisado, o que resulta na chamada localizagao de deformacgoes. Na ocorréncia deste
fendmeno, a simulagao numérica pode ter a qualidade dos resultados comprometida
devido a fatores como: forte dependéncia de malha; iniciagdo prematura de fissuras;
fratura fragil instantanea. investigou problemas de localizacao de defor-

macoes em meios parcialmente frageis por meio de duas técnicas de regularizagao:

emprego do continuo micropolar (Cosserat et all [1909) no nivel da formulagao; e

emprego dos Métodos sem Malha dos tipos Node-based Smoothed Point Interpolation
Method (NS-PIM) e o Edge-based Smoothed Point Interpolation Method (ES-PIM)

no nivel numérico.

Outros trabalhos como |Liu et al (1999), [Li et al. (2000a), Chen et al,| (2004),

Chen et al| (2000), Wang e Li (2013) e [Pérez Pozo et al| (2014)), assim como

(2018), empregam Métodos sem Malha por sua habilidade de introduzir pro-

priedades de regularizagdo em problemas com localizacdo de deformacoes. Em

Liu et al. (1999)), |Li et al. (2000al), |Chen et al.| (2004), Chen et al. (2000)) e [Wang ¢

(2013) é empregado o RKPM, enquanto em Pérez Pozo et al.| (2014) é empregado

o FPM.

Alguns trabalhos buscam tirar proveito do carater matematico nao local dos

Métodos sem Malha, além da sua alta regularidade, para aplica-los em problemas

com formulagao nao local do dano. Em |Askes et al.| (2007), por exemplo, o EFG é

empregado em simulagoes com formulagoes nao locais para o dano.

O Extended Element Free Galerkin (XEFG) foi utilizado em Rabczuk e Zi (2007))

e |Zi et al.| (2007) na analise com modelos de trincas coesivas. O XEFG também

foi empregado em Rabczuk et al.| (2008) na andlise geometricamente nao linear de
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estruturas de concreto armado com modelos de trincas coesivas em trés dimensoes.
Em Rabczuk et al. (2010), o XEFG foi empregado na modelagem 3D de propagacao
de fissuras. O XEFG pode ser visto como um caso particular do hp-Clouds, o que

serd discutido com mais detalhes no Capitulo [3|

Em |Ghosh e Chaudhuri (2013)) e |Chaudhuri (2013)), a fratura no concreto é mo-
delada através de uma estratégia multi-escala. O concreto é considerado homogéneo
na escala macroscopica. Ja na escala mesoscopica, o meio é modelado com um

Método sem Malha. O método empregado em ambas as escalas é o XEFG.

Em Dong et al| (2010), uma estratégia para estudo da fissuracdo do concreto ¢é
proposta, empregando um modelo de trinca coesiva combinada ao EFG-P (Rabczuk

e Belytschko| |2004), formulacao desenvolvida a partir do EFG associado ao SPH.

Em [Liaghat et al. (2019) e Goudarzi e Mohammadi (2015) o R-PIM e o EFG
sao empregados, respectivamente, na propagacao de trincas coesivas, aproveitando

as vantagens da auséncia de malha.

Em [Teixeiral (2012) e Spada et al.| (2015)), sdo tratados problemas de homoge-
neizacao computacional onde aplica-se o Método sem Malha escolhido somente na
meso-escala, onde a estrutura é considerada heterogénea. Em Teixeiral (2012), o
EFG é empregado na modelagem numérica do concreto com heterogeneidade. O
Elemento de Volume Representativo (EVR), considerando o concreto heterogéneo,
é modelado com o EFG. A partir da solu¢gdo do PVC no EVR, sdo estimadas as
propriedades mecénicas macroscopicas do material. Em Spada et al.| (2015), uma
abordagem multi-escala une o FEM, na escala macroscépica, aos Métodos sem Ma-

lha, na escala mesoscopica, na modelagem de estruturas de alvenaria.

2.2.2 Outras aplicagoes dos Métodos sem Malha

Em Duflot| (2004), o EFG é empregado na mecénica da fratura. Sao estudados

problemas de propagacao de fissuras em materiais eldsticos lineares governados pala
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lei de Paris (Paris e Erdogan, 1963), em duas ou trés dimensoes. Em Rao e Rah-
man| (2004)), a possibilidade de enriquecimento intrinseco do EFG é empregada na
modelagem de problemas de mecanica da fratura nao linear. Em |Li et al.| (2000b)),

o RKPM ¢ empregado em problemas com grandes deformacdes em placas.

2.2.3 Acoplamento com o Método dos Elementos Finitos

Como evidenciado nas se¢oes anteriores, os Métodos sem Malha mostram-se bas-
tante apropriados para a modelagem de fendomenos de dano e fissuragao de diversos
materiais, dentre eles o concreto. Entretanto, o emprego destes métodos em todo
o dominio do problema encarece o processamento, devido a busca pelo dominio de

suporte e a integracdo de fungdes nao polinomiais.

Por esta razao, alguns trabalhos disponiveis na literatura reservam a aplicacao
dos Métodos sem Malha somente a zonas limitadas do problema. Uma técnica que
emprega os Métodos sem Malha somente nas regides de interesse é o acoplamento de
zonas modeladas através de um Método sem Malha aquelas modeladas com elemen-
tos finitos. Os seguintes trabalhos empregam variagoes desta técnica: Belytschko
et al.| (1995), [Hegen (1996), Rao e Rahman/ (2001) e Gu e Zhang (2008) com o
acoplamento EFG-FEM, [Yuan et al.| (2014) com o acoplamento RPIM-FEM e [Liu
e Gu/ (2000) com o acoplamento MLPG-FEM. Além dos ganhos em termos de de-
sempenho computacional, com o acoplamento com os elementos finitos, as condigoes
de contorno de Dirichlet podem ser aplicadas diretamente, conforme enunciado em
Belytschko et al. (1995). Em sua implementagao do EFG no INSANE, |Silval (2012)

também trabalhou com o acoplamento com o FEM.

Em Duarte et al. (2005), o G/XFEM ¢ utilizado na maior parte do dominio,
enquanto uma varia¢do do G/XFEM inspirada nos Métodos sem Malha, o GFEM-

C* de Duarte et al,| (2006)), é utilizada em algumas regides de interesse.
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2.2.4 Propriedades dos Métodos sem Malha

A Tabela[2.T]apresenta um resumo dos trabalhos apresentados nesta Segao com o
objetivo de evidenciar as ja desenvolvidas aplicagoes dos Métodos sem Malha. Cada
trabalho é associado ao método que aplica, as propriedades que sao exploradas
e a classe de problema que trata. S&o consideradas na Tabela 2.1} as seguintes
propriedades dos Métodos sem Malha, indicadas na tabela segundo esta numeragao:

Cada trabalho é associado

1. versatilidade na construcao de fungoes de forma conformes para problemas

especificos (Duarte et al., [2006));

2. fungoes podem ser construidas com grau de suavidade arbitrario (Fries e

Matthies, 2004);
3. flexibilidade devido a auséncia de malha;
4. interpolagao possui carater matematico nao local, regularizagao;
5. possibilidade de acoplamento com elementos finitos (Liu, 2009));
6. possibilidade de enriquecimento extrinseco;
7. possibilidade de enriquecimento intrinseco;

8. formulagdo adequada a adaptatividade (Liuj, 2009).
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2.3 G/XFEM

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (Generalized Finite Element
Method - GFEM) foi inicialmente proposto por Babuska et al.| (1994) e Melenk
e Babuska| (1996a) denominado como Special Finite Element Method e Partition
of Unity Method, respectivamente. Independentemente, nos trabalhos de Duarte
e Oden| (1995 1996b)), o método é apresentado como uma formulagao hibrida do
método dos elementos finitos. De acordo com Barrog (2002)), a denominagdo Ge-
neralized Finite Element Method (GFEM) foi usada primeiramente no trabalho de
Melenk] (1995). O GFEM foi aplicado primeiramente por Strouboulis et al.| (2000a)),
Strouboulis et al. (2000b) e |Duarte et al.| (2000). Inicialmente proposto para a
mecanica da fratura elastica linear, o Método dos Elementos Finitos Estendidos
(Extended Finite Element Method - XFEM) é, por sua vez, produto dos trabalhos
de [Belytschko e Black| (1999) e |[Moés et al.| (1999).

Segundo Belytschko et al| (2009), a denominagdo GFEM foi adotada pela Te-
zas University nos anos 1995-1996, enquanto XFEM foi adotada pela Northwertern
University em 1999. Em ambos os casos, os métodos sao baseados no conceito da
Particao da Unidade para realizar enriquecimento extrinseco, proposto por Babuska
et al.| (1994)), e utilizam fungoes de forma baseadas em malha de elementos finitos
como PU. Entretanto, o que os diferencia é que, quando foram inicialmente pro-
postos, o enriquecimento do GFEM era global, ou seja, em todo o dominio, e o
do XFEM era local, ou seja, somente nas regioes de interesse (Belytschko et al.,
2009). Além disso, no GFEM foram inicialmente utilizadas fungoes polinomiais e
harmonicas e no XFEM foram empregadas fungoes descontinuas e singulares.

Neste trabalho, o GFEM e o XFEM serao considerados como equivalentes, con-
forme é registrado por Belytschko et al| (2009). O G/XFEM pode ser visto como
um método intermediario entre os Métodos sem Malha e o FEM convencional por
utilizar fungoes da Particao da Unidade enriquecidas como no hAp-Clouds, sobre uma

malha de elementos finitos.
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Com o objetivo de aproveitar caracteristicas vantajosas dos Métodos sem Malha,
como a alta regularidade, e ao mesmo tempo contornar alguns de seus inconvenientes
como a falta da propriedade do delta de Kronecker, Duarte et al. (2006 propoem
uma abordagem para gerar funcoes aproximadoras de elevada regularidade para
o G/XFEM. Por meio do método proposto, as fungoes de PU do G/XFEM sao
construidas com base em estratégia semelhante a empregada no Método hp-Clouds.

A abordagem proposta por Duarte et al. (2006) aproxima o G/XFEM ainda
mais dos Métodos sem Malha. Em tal estratégia, as fungdes PU sdao construidas
via minimos quadrados, porém sobre nuvens poligonais associadas a uma malha de
elementos finitos. Denominada GFEM-C*, a abordagem foi utilizada por [Barros
et al. (2007) na construgdo de um procedimento p-adaptativo para o G/XFEM com
PU com alta regularidade. Em [Barcellos et al. (2009) e Mendonga et al. (2013),
o GFEM-C* ¢é aplicado a modelos de placas laminadas de Kirchhoff e de Reddy,
respectivamente.

Torres et al.| (2015]) e Torres et al. (2019) avaliaram os efeitos da alta regularidade
da PU na qualidade da representacao de enriquecimentos singulares nas aproxima-
¢oes do G/XFEM nas proximidades de fissuras. Nestes trabalhos observou-se que
o emprego das aproximacoes de elevada regularidade eliminou as descontinuidades
de tensao na vizinhanca da singularidade, o que reduziu a propagacao de erros e a
dependéncia com relacdo ao tamanho da zona enriquecida com fungoes singulares.
Além disso, a suavidade proporcionou uma melhora na captura do efeito oriundo do

enriquecimento singular.

2.4 GFEM Global-Local

O desempenho de métodos baseados na PU esta ligado a escolha apropriada
das fungoes de enriquecimento (Duarte e Kim| 2008)). Fungoes de enriquecimento
adequadas podem ser usadas para modelar fissuras, singularidades, inclusoes, vazios,

entre outras particularidades.
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Em Duarte e Babuska| (2005]), Duarte et al.| (2007) e Duarte e Kim| (2008]), é
apresentado um procedimento para construcao de fungoes de enriquecimento para
métodos que empregam a Particdo da Unidade. Trata-se de uma evolugdo do FEM
global-local, proposto inicialmente por Noor| (1986). No GFEM global-local (GFEM-
gl), resolve-se um PVC local com condigoes de contorno provenientes da andlise de
um problema global grosseiramente discretizado. Em seguida, a solu¢ao do problema

local é utilizada para enriquecer a solucao global usando conceitos da PU.

Em [Kim et al.| (2010)), o GFEM-gl é empregado para a andlise de problemas de
mecanica da fratura tridimensionais. No trabalho Kim et al. (2012), o GFEM-gl
é empregado na resolucao de problemas de plasticidade confinada onde a evolugao

plastica ¢ gradual.

O procedimento empregado possui trés etapas principais: (1) um problema
global, com o comportamento material suposto como linear elastico, é resolvido
considerando-se a carga total; (2) um problema local, em que o comportamento é
nao linear, contendo a regiao critica é resolvido considerando-se as condi¢oes de con-
torno oriundas da etapa anterior; (3) finalmente, o problema global enriquecido com
a solucao do problema local é resolvido em um processo incremental-iterativo com
relagdo constitutiva nao linear. Sendo assim, com a aplicacdo do GFEM-gl neste
tipo de problema, é possivel obter boas solugoes do problema nao linear com custo

computacional reduzido se comparado ao FEM convencional.

Em Freitas (2015), o GFEM-gl é aplicado a problemas de plasticidade confinada
bidimensional, com procedimento semelhante ao proposto em |[Kim et al,| (2012),

baseando-se, contudo, no GFEM-C* para construir a solucdo do problema local.

Em Kim e Duarte| (2015), o GFEM-gl é empregado para problemas de propaga-
¢ao de trincas coesivas em dominios tridimensionais. Na versao do GFEM-gl para
esta classe de problemas, as fun¢oes de enriquecimento obtidas no problema local
devem ser atualizadas durante a analise para que o amolecimento do material na

ponta da trinca seja levado em consideragao no comportamento do problema global
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enriquecido. No caso da propagacao de trincas coesivas, as fun¢oes de forma sao
dependentes do carregamento. Sendo assim, para cada passo de carga, um problema
global linear ¢ resolvido. Iteragoes no método de Newton-Raphson sao realizadas so-
mente no problema local. Sao obtidas do problema local fungoes de enriquecimento

e informacodes sobre o estado do material.



Capitulo 3

Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo sao discutidos os aspectos tedricos relevantes para este trabalho.
Na Secao [3.1]sdo apresentados métodos numéricos baseados no conceito da Particao
da Unidade. A Secao [3.2] por sua vez, apresenta aspectos da andlise nao linear de

materiais parcialmente frageis.

3.1 Métodos baseados na Particao da Unidade

Optou-se, neste trabalho, por interpretar as formulagoes abordadas a partir do
conceito da Particao da Unidade, PU, particularizando-as quanto a maneira que
esta é construida e as caracteristicas da aproximagao gerada em cada estratégia. A
Figura , adaptada de [Fries e Matthies (2004), apresenta esta interpretacao.

No item [3.1.1] é definida a PU e em algumas das diversas formas de sua
obtengao sdo apresentadas. No item [3.1.3] sdo apresentados conceitos referentes a
regularidade da aproximagao obtida nos Métodos sem Malha. No item [3.1.4] os
métodos sao individualizados quanto a forma em que a aproximacao ¢ aprimorada,

seja a partir de um enriquecimento intrinseco ou extrinseco das fungoes de PU.

3.1.1 Definicao da Particao da Unidade

De acordo com |Oden e Reddy| (1976)), uma classe de fungoes ¢;(x) em um dominio
Q2 em R”, cuja envoltéria é formada pela unidao dos conjuntos abertos {G, }j.v:l, forma

uma particao da unidade se apresentar as seguintes propriedades:

21
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Figura 3.1: Classificagdo dos Métodos (adaptado de Fries e Matthies (2004)))
L ¢;(x) € Co™(Gj)

2. XN ¢i(x) =1Vae;

3. ¢j(x) > 0 em

4. Todo sub-conjunto compacto de €2 intercepta um ntmero finito de suportes de

¢;(x).

Este conjunto de propriedades é bastante restritivo. Por esta razao, nas inter-
pretagoes realizadas para diversos dos métodos aqui discutidos, considera-se que

somente a segunda propriedade é essencial.

3.1.2 Construcao da Particao da Unidade

Existem diversas possiveis maneiras de se construir a Particao da Unidade, algu-
mas destas formas de construcao da PU, apresentadas na Figura|3.1], sao a obtencao

a partir das fungoes Lagrangianas definidas em uma malha de elementos finitos, ou
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de forma independente da malha como nos casos das aproximagoes obtidas pelos
seguintes métodos: Método dos Minimos Quadrados Méveis (Moving Least Squares
(MLS)) como no EFG, FPM, DEM e hp-Clouds; Point Interpolation Method como
no PIM, RPIM, NS-PIM, CS-PIM, ES-PIM; Reproducing Kernel Particle Method
como no RKPM. Nesta Secdo, tendo em vista o contexto deste trabalho, sdo apresen-
tadas as construgoes baseadas em malhas e aquelas oriundas do MLS. As fungoes de
Shepard, discutidas na Se¢ao B.1.2.3] sdo apresentadas como uma particularizacao
do MLS.

No PUFEM, a PU é construida pelo MLS ou com base na malha de elementos.
Ja no hp-Clouds, a PU pode ser obtida pelo MLS ou, de forma mais expedita,
pela utilizacao das fungdes de Shepard. No G/XFEM é empregada uma construgao
baseada na malha de elementos onde sao utilizadas as fungoes Lagrangianas do

FEM.

3.1.2.1 Construcao da PU baseada em malhas

Conforme |Fries e Matthies (2004), a construcao de uma PU baseada em malha
de elementos, utilizando as fungoes interpoladoras de Lagrange, leva as conhecidas
funcoes de forma utilizadas no FEM convencional. Neste tipo de construcao, as
funcoes da PU sao geralmente seccionalmente polinomiais e possuem a propriedade

do delta de Kronecker.

3.1.2.2 Construcao da PU pelo Método dos Minimos Quadrados Méveis
(Moving Least Squares - MLS)

O Método dos Minimos Quadrados Méveis ou Moving Least Squares (MLS) é um
método de aproximacao numérica introduzido por |[Lancaster e Salkauskas| (1981)).
Trata-se de uma variacado do Método dos Minimos Quadrados. A diferenca basica
entre os dois métodos é o emprego, no MLS, de uma funcao de ponderacao que acom-
panha o ponto onde se deseja definir a aproximacao. A func¢ao aproximadora obtida

por essa técnica é continua e suave no dominio do problema e pode-se reproduzir
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uma aproximagao polinomial com o grau desejado (Silval 2012).
A seguir apresenta-se a obtencao da PU pelo MLS conforme apresentado por
(Barros, [2002)). Primeiramente, considera-se o problema de uma fungao continua

u(x) : 2 — R™ n =1, que deve ser aproximada conhecendo-se apenas seus valores

N

u; em um conjunto de pontos nodais Qn = {z;} j=1, j € (2, conforme apresentado

na Figura[3.2] Vale ressaltar que, no caso geral, é valido R", para n = 1,2 ou 3.

Figura 3.2: Método dos Minimos Quadrados Méveis (Barros, [2002)

Em cada posi¢gdo & do dominio, uma aproximacao local @(x) deve ser definida
empregando-se um sub-conjunto de n(x) < N pontos vizinhos Qn(m) C Qn. O
sub-conjunto @n(a:) corresponde aos nos pertencentes ao dominio de suporte de x.

A aproximagao local @(x), para cada posicdo & do dominio, pode ser expressa

na forma de uma combinacao linear de uma base de fung¢oes

P = {p}7"). (m < n(@)), (3.1)

segundo os parametros «;:

u(z) ~ u(z) = ;pi(w)ai(w) =p'(z)a(z). (3.2)

Emprega-se geralmente uma base de monémios P capaz de gerar um espaco de
polinémios completos até o grau k.

Seja W, uma fungdo peso de suporte compacto, ou seja, W; € C}(w;), onde [

representa a continuidade de Wj;, w; a nuvem do né x; que coincide com a regiao
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em que a funcao peso é definida e o zero indica que a fungao até a ordem [ tém valor
nao nulo apenas no interior de w;. A funcao W; limita a regiao sobre a qual o né x;
contribui para a construgao da aproximacao e permite que os nés mais proximos de
x; influenciem mais do que os mais distantes do ponto de interesse.

A nuvem do ponto x; é limitada por uma medida de referéncia R;, e no caso de
dominios circulares ou esféricos é representada por w; = {x € Q; ||z — ;|| < R;}.
Quanto maior I7;, maior o nimero de pontos nodais cujos valores de u; contribuem

para se construir a aproximagao (Figura (3.3)).

Figura 3.3: Representagao das nuvens em R? (Barros, 2002)

A funcao J(x), definida a seguir, é composta pelas distancias entre u(x) e u(x),
ponderadas pelas fungoes W;. No MLS, minimiza-se a fungao .JJ(x) para encontrar

os coeficientes a(x).

n(x)
J(x) = Wyl —z){u; — a(x;)}? (3.3)
j=1
Participam da soma acima somente os n(x) pontos nodais x; cuja regiao de influén-

cia w; contenha x. Os coeficientes a(x) sdo determinados por:

a(z) = Y A7 (@)B, (@), (3.4)
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onde:
n(z)
A(z) = Z_:l W, (x — z,)p(z,)p" (x,) (3.5)
Bj(z) = Wj(z — z;)p(z;) (3.6)

Sendo assim, reescreve-se a aproximagao da Eq. (3.2):

n(x)

u(z) = d(x) = ¢j(x)u; = @"U (3.7)
j=1
sendo ¢; um elemento genérico da base de fungoes de aproximacgao, com o mesmo

suporte w; das fungoes peso e definido por:

¢ij(x) = p"(x)A" () B,(x) (3.8)

Definem-se os seguintes vetores de parametros nodais e de fungoes de forma:
def
Ur {m Uy - UN] (3.9)

o € [ g - on ] (3.10)

A existéncia da inversa de A(x) depende da conveniente defini¢do dos R; de
modo que respeite a condi¢do n(x) > m, ou seja, o nimero de pontos cujo dominio
de influéncia contém a posi¢do x (grupo de pontos denominado dominio de suporte
de x) deve ser maior do que o niimero de fungées contidas na base P. Tal condicao
¢ necessaria mas nao suficiente (Duarte, [1996), j4 que mesmo que esta condigdo
seja respeitada, a distribuicao de pontos pode ser tal que produza uma matriz A
singular.

O enriquecimento polinomial da aproximagcao pode ser obtido aumentando-se o
grau maximo do espago de polinomios gerado pela base Py com a introducao de
novos termos. Este procedimento, entretanto, produz matrizes A(x) de elevada

ordem encarecendo computacionalmente a técnica de aproximacao.
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Conforme discutido por Barros| (2002)), a forma e o tipo das fungdes de ponde-
racao W; tém grande influéncia na construcao da aproximacao, sendo diretamente

responsaveis, em combinacao com a base P, pela sua continuidade.
3.1.2.3 Fungoes de Shepard

Para uma base de fungoes Py = {1}, é possivel obter-se uma classe de fungoes
denominadas de fungoes de Shepard. Tais fungoes foram desenvolvidas por [Shepard
(1968)) e sao anteriores ao advento do MLS. A PU construida a partir dessas fungoes

¢ definida por:

n(z)

;) = Wj(x — fff?j)/z1 W (z — ;) (3.11)
onde W; é a mesma funcdo peso descrita na Secao [3.1.2.2l A funcao W; possui
suporte compacto, isto é, apresenta valores diferentes de zero somente para pontos
da nuvem wj.

E possivel verificar que:

n(a) ) (@ —x)
> o= { ! )} =1 (3.12)

= n(x) W, (x — x,
o que garante que ¢; constitui uma PU. Os demais critérios que caracterizam uma
PU também sao atendidos pelas fungoes obtidas com o MLS e, em particular, com
as fungoes de Shepard, dependendo da continuidade das fungoes W;, como discutido

a seguir.

3.1.3 Regularidade da Aproximacao

As fungoes de forma dos Métodos sem Malha podem ser construidas de tal ma-
neira que se obtenha qualquer ordem de continuidade desejada (Fries e Matthies|
2004). No caso das Partigoes da Unidade definidas pelo MLS, Eq. , ou pelas
funcoes de Shepard, Eq. , a PU herda das fungoes peso sua caracteristica de
suporte compacto. Além disso, a regularidade de ¢; depende da base de funcoes P

e da regularidade das fungoes peso (Duarte et all 2006; Belytschko et al., [1994)).
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Segundo [Silval (2012), nos Métodos sem Malha, o uso das fungdes peso permite
que os nés dentro do dominio de suporte que estejam mais préximos do ponto de
interesse contribuam mais do que os pontos mais distantes. Além disso, para funcgoes
peso suaves e continuas, a func¢do aproximadora resultante é compativel, uma vez

que os noés entram e saem do dominio gradualmente.

Varios tipos de fung¢ao peso sdo comumente empregados na construgao da PU dos
métodos que utilizam o MLS ou as fung¢oes de Shepard. Exemplos dessas func¢oes sao
as spline de segunda, terceira e quarta ordens, diversos tipos de fun¢oes exponenciais,
a funcao gaussiana, entre outras. Estas fungoes tém em comum o fato de nao estarem
relacionadas com a distribui¢ao nodal e possuirem, no caso bi-dimensional, dominios

de influéncia elipticos ou retangulares.

Com o objetivo de aproveitar caracteristicas vantajosas dos Métodos sem Malha
e a0 mesmo tempo contornar alguns inconvenientes, como a falta da propriedade do
delta de Kronecker, uma abordagem para gerar fungoes aproximadoras com elevada

regularidade para o G/XFEM é proposta por Duarte et al.| (2006)).

Em Duarte et al. (2006) e em Barros et al.| (2007), as fungdes de PU do G/X-
FEM sao construidas com base na mesma estratégia do Método hp-Clouds, porém
sobre uma malha de elementos finitos, possibilitando a obtencao de fungoes aproxi-
madoras de continuidade do tipo C*, onde k pode ser arbitrariamente definido. O
dominio de influéncia, ou nuvem wj, fica associado a uma forma poliédrica ou poli-
gonal, se em trés ou duas dimensoes, correspondente ao conjunto de elementos que
compartilham o né ;. Para se construir uma aproximacao arbitrariamente regular,
torna-se necessario empregar uma func¢ao peso diferente daquelas utilizadas no EFG
e hp-Clouds. Utiliza-se, entdo, o procedimento original de Edwards (1996), onde a
PU é obtida através de Fungoes de Shepard (Shepard, |1968) e fungoes de distancia
especiais. Entretanto, o procedimento de Edwards demanda nuvens convexas. Para
transpor essa limitagao, |[Duarte et al.| (2006) propoem a obtencao das fungdes peso

de continuidade C*, com k arbitrariamente grande, construidas a partir de funcées
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booleanas do tipo R, detalhadas a seguir, sobre a nuvem w;, convexa ou nao.
A seguir, descreve-se o procedimento de obtencdo das funcoes C> e C*, para

nuvens convexas € nao convexas, respectivamente.

3.1.3.1 Funcgoes de continuidade C* para nuvens convexas

Para o caso de uma malha em duas dimensoes, com nuvens convexas e fungoes
de aresta exponenciais, definidas a seguir, a continuidade C* das fungoes W; ¢
garantida pelo uso do procedimento original de Edwards (1996)). A parti¢ao da
unidade ¢ obtida da forma descrita a seguir.

Inicialmente, sao definidas as funcoes de aresta, €;;(x), associadas a nuvem w;
e a aresta 7. O termo boundary functions, que designa as funcoes associadas a
distancia ao contorno das nuvens, serd traduzido por fungoes de aresta, como foi
feito em [Torres| (2012)) e |Freitas| (2015). Tais fungoes tendem a zero suavemente a
medida que se aproximam da aresta ¢ e sao maiores que zero em pontos do interior

da nuvem.

e‘ﬁi(m)ﬂ , Sz >0

) &<

g;i(x (3.13)

onde vy é uma constante positiva e &;(x) = n; - (x — b;) é a distancia entre a posigao
x e a aresta i, conforme Figura [3.4l Ainda, b; é um da aresta retilinea j e n; é

definido a seguir.

arestai £ X

Figura 3.4: Nuvem convexa (Barros et al., 2007)
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Com o objetivo de garantir que todas as fungoes de aresta possuam o mesmo
valor em x; da nuvem, ou seja, €;,(x;) = €, (x;) para todas as arestas i e k de wj,

¢ definido o vetor n;:

1_27 1/v .

onde m; é um vetor unitario na aresta ¢ que aponta para o interior da nuvem e 3 é
uma constante positiva. A fungao peso W;(x) é definida pelo produto das fungoes

de aresta da nuvem:
M;
Wi(x) = e% H g;i(x) (3.15)
i=1

onde M; é o nimero de arestas da nuvem w; e ¢; = M; (1 —27/In8)~" é um fator

de escala (Duarte et al., [2006)).

3.1.3.2 Fungdes de continuidade C* para nuvens nido convexas

Para nuvens nao convexas, as funcoes de aresta definidas anteriormente apresen-
tarao valores nulos no interior da nuvem, o que conduziréd a valores nulos das fungoes
peso no interior da nuvem, Figura Para contornar esse problema, as fungoes
R (Shapiro, [1991)) foram empregadas em Duarte et al.| (2006) na criacdo de fungoes
peso adequadas para nuvens nao convexas. As fungoes R sao fungdes booleanas,
reais e com a propriedade de terem seu sinal definido completamente pelos sinais
de seus argumentos. A funcao definida a seguir é a funcdo conjuncao R com dois

argumentos:

1 k/2
N O e D [ A

onde —1 < a(z,y) < 1 é uma fungdo simétrica arbitraria, V é o operador légico da
o ) . .
conjungao “ou” e k é um inteiro positivo.

Em [Duarte et al. (2006), ¢ empregada a seguinte fungao R (RE):

k/2
(V) < (x+y+\/x2—|—y2> (> +42)" (3.17)
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Esta funcao é analitica em todo dominio, com excecao da origem z = y = 0. Na

origem, ela é k vezes diferenciavel. Além disso, a propriedade

=0 x=0 =0
<xv’gy>{ ey (3.18)

>0Vax>0o0uy>0

possibilita a utilizacdo desta funcao na construcao de uma nova funcao de aresta

associada a duas arestas adjacentes da nuvem nao convexa correspondente ao né

reentrante (Figura [3.5).

o °
/ " .
arcsta m P
aresta 1", l

Figura 3.5: Nuvem nao convexa (Barros et al., 2007)

Por exemplo, para os lados m e n da nuvem da Figura (3.5 a fungdo de aresta

sera:

et (Eaml@) Vi 250(a))
(1m(®)) V6 gjn(a)))

O termo no denominador é o fator de escala e k£ é uma constante inteira escolhida

(3.19)

5j,mn(w

de acordo com o grau de suavidade desejado para a funcao. Ao utilizar-se a fungao
gjmn(x) no lugar de €;,,(x) € €;,(x), um nova expressao é obtida para a funcao
peso W;(x):
M
Wi(x) = (ecj 11 Ej,i(w)) €jmn (T) (3.20)
i=1
onde M} é o numero de arestas da nuvem, com a exclusao dos lados adjacentes ao
vértice reentrante. Para o caso da nuvem apresentada na Figura 3.5 M; = M; — 2.

A funcao acima definida nao apresenta valores nulos no interior da nuvem e sera no

minimo diferenciavel k vezes.
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3.1.4 Tipo de base da Aproximacao

A aproximacao construida com base na PU pode ser aprimorada por meio de es-
tratégias reunidas sob a denominagao de enriquecimento intrinseco ou extrinseco. Na
Figura3.1| é possivel distinguir facilmente os métodos de acordo com essa classifica-
¢ao. O enriquecimento unicamente intrinseco pode ser observado em métodos como
SPH, DEM, EFG, FPM, RKPM, FPM, PIM, R-PIM, CS-PIM, ES-PIM, NS-PIM.
Os métodos hp-Clouds, G/XFEM, PUFEM e PUM, por sua vez, tém a aproximacao
enriquecida de forma intrinseca e extrinseca. Tanto os métodos que possuem enri-
quecimento intrinseco quanto os que possuem enriquecimento extrinseco podem ser
enriquecidos globalmente (em todo o dominio) ou localmente (somente nas zonas de
interesse).

A aproximagao em métodos enriquecidos unicamente de forma intrinseca corres-

ponde & Eq. (3.7), repetida a seguir:

n
u(w) = g) ¢j(x)u; = @'U (3.21)
j=1

A estratégia de enriquecimento intrinseco se da a partir da inclusao de novas
fungoes na base P, como em [Fleming et al.| (1997), Rao e Rahman| (2004)) e Sevilla
e Barbieri (2014). Nestes trabalhos, fungoes capazes de representar fissuras sao
incluidas na base intrinseca. Em casos com enriquecimento intrinseco, o nimero de
fungoes de forma e graus de liberdade do problema nao precisam ser alterados com a
inclusao de novas fungoes na base (Fries e Belytschko| 2010). Entretanto, a inversao
da matriz A, Eq., pode tornar-se cara computacionalmente.

O emprego de uma base extrinseca adicional tem por objetivo o aumento da
consisténcia da aproximacao ou melhora da aproximagao com a inclusao de fungoes
que contemplem aspectos da solugdo do Problema de Valor de Contono (PVC) co-
nhecidos a priori (Fries e Matthies, |2004). Nesta estratégia, familias de fungoes
podem ser incluidas na aproximag¢ao multiplicando-as pelas fungoes de PU. O resul-

tado deste produto é uma funcao que herda a continuidade da funcao original e as
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caracteristicas aproximatoérias das fungoes produto. Este resultado, conforme sera
mostrado a seguir, somente é possivel gragas as propriedades da fungao original caso
seja uma PU. Sendo assim, a funcao de forma associada ao né x; ¢ construida pela

multiplicagao da PU, ¢;(x), por uma funcdo de enriquecimento, L;;(x).

pj(x) = ¢j(x)Lji(x) (3.22)

As fungoes Lj;(x) podem pertencer a uma base de fungoes /; definida como

Ij = {L(®) 1l (3.23)

onde Lj;(x) corresponde a “i-ésima” funcao que multiplica a PU do né x;, podendo
ser polinomial ou nao, e g; representa o nimero de fungoes Lj;(x) utilizadas.
Conforme [Duarte et al.| (2007), o fato de ¢; constituir uma PU implica, no caso
de uma tnica fungao de enriquecimento de Lj;(x) = L(x), em
N N N
jz_:l i) =3 [¢j(x)L(x)] = LZ_; ¢j (@)

Jj=1

L(z) = L(x) (3.24)

Sendo assim, para o caso de L(x) enriquecer todos os nés que cobrem o ponto
x, garante-se que as fungoes de forma possam representar exatamente, por meio
de combinagodes lineares, as fungoes de enriquecimento. Desta maneira, se a fungao
L(x) da base extrinseca é capaz de aproximar bem a solugdo do PVC, a fungao de
forma construida com ela também o fara (Duarte et al., [2000).

A aproximacao nos métodos que utilizam as estratégias de enriquecimento in-

trinseco e extrinseco apresenta a seguinte representacao geral:

N 95
(o) =X 0(a) {uy + 3 Loy | — 97U (3.25)

j=1 i=1
onde b;; correponde aos novos parametros associados a x; devido ao enriquecimento.

Para essa representacao, os vetores das func¢oes de forma e dos pardmetros nodais

sao definidos como:
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(I)Td:ewﬁbl Lu¢r -+ Ligdr -+ on Lnion -+ LN‘?N@V} (3.26)

def
yr de {ul by o+ bug 0 un byi e quN} (3.27)

Como apresentado na Secao [2.2] alguns autores propuseram uma versao do EFG
com base intrinseca e extrinseca, o chamado XEFG. Neste trabalho, o XEFG ¢é
considerado como um caso particular do hp-Clouds, ja que o método possui PU
tipica dos Métodos sem Malha, obtida pelo MLS, formando a base intrinseca e

enriquecimento extrinseco com fungoes descontinuas, a maneira dos métodos da

Particao da Unidade, como o G/XFEM e o hp-Clouds.
3.1.4.1 Tipos de base para a estratégia de enriquecimento extrinseco

As fungoes Lj;(x) da Eq. (3.25) podem ser de diversos tipos. A seguir, descrevem-

se as bases polinomiais, nao polinomiais e numéricas, bem como suas aplicacoes.

Polinomiais As fungoes polinomiais sao empregadas tendo como objetivo o au-
mento da ordem da aproximagao. As fungoes da Particdo da Unidade de Shepard
sao capazes de representar exatamente somente uma funcao constante, em termos
de funcgoes polinomiais. Por esta razao, sao utilizadas func¢oes de enriquecimento
polinomiais em métodos numéricos, tal como o hp-Clouds, onde a PU de Shepard é
utilizada.

O uso de fungoes polinomiais em métodos que possuem PU polinomial, como o
G/XFEM convencional, pode gerar um sistema de equagoes linearmente dependente,
ja que a PU utilizada é originalmente um polinémio do primeiro grau. A demostracao
desta afirmagao pode ser encontrada em detalhes em [Duarte et al.| (2000), onde sao

também indicados procedimentos para resolucao deste tipo de sistema de equacoes.

Nao Polinomiais Muitas vezes, aspectos da solugao analitica de carater nao poli-

nomial de um dado PVC sao conhecidos. Nestes casos, as fung¢oes da base extrinseca
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podem ser escolhidas adequadamente a partir do conhecimento a priori da solucao.
Estao inseridas neste contexto as bases contendo fungdes harmonicas, fungoes sin-

gulares, fungoes trigonométricas ou outros tipos de fungoes nao polinomiais.

Numéricas Para certos problemas, o carater nao polinomial da solu¢do pode ser
conhecido, mas fungoes definidas a priori capazes de descrever satisfatoriamente a
solucao nao existem. As fungoes da base de enriquecimento extrinseco podem ser
de qualquer tipo, até mesmo funcgoes construidas numericamente ao longo da ana-
lise. Este é o caso do Método dos Elemento Finitos Generalizados Global-Local.
Como enunciado na Se¢do [2.4] no GFEM global-local, um PVC local com condigoes
de contorno provenientes da analise de um problema global grosseiramente discre-
tizado é resolvido (Etapa 1). Em seguida, a solu¢do do problema local é utilizada
para formar a base extrinseca para o enriquecimento da solucao do problema global
(Etapa 2). Finalmente, o problema global enriquecido é resolvido (Etapa 3). Segue
uma adaptagao da formulacao proposta por Kim et al.| (2010) e Duarte et al.| (2007)),
para a abordagem proposta neste trabalho.

Etapa 1. Formulagao do problema global

E considerado o seguinte PVC eldstico linear de dominio Q¢ = Q¢ U 9Q¢ em
R™ e contorno decomposto em Q¢ = OQE U 0QF,, respectivamente os contornos de

Dirichlet e Neumman do problema global:

V-o=0 em Qg, (3.28)
o=C:e, (3.29)
u=u em 0§, (3.30)
o-n=t em 00Z, (3.31)

em que C é o tensor constitutivo, n é o vetor unitario normal a 927 e u e t sao os

vetores de deslocamentos e de tensoes prescritas, respectivamente.
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O campo vetorial ud, é a solugao aproximada da forma fraca do problema global

inicial definido nas Equacoes (3.28)), (3.29)), (3.30) e (3.31). A solugao pode ser obtida

via algum método numérico baseado na PU, com representacgao geral definida na Eq.

(3-25)). O enunciado do problema é:

Encontre ul € x&(Qc) C H'(Qg) V ve € X&(Qe)  tal que (3.32)

0:50d+/ O-Od:/ £ 0d+/ a-vlds, (3.33
f oty [ ukovids = [ Eovidsn [ wveds, (333

onde v¥ sao as funcoes teste, x%(Q¢) é a discretizacio de H!'(Qg), um espago de
Hilbert de ordem 1 definido em Qg¢, construido pelas fungoes de forma (Eq. )
do método empregado. Além disso, n é o parametro de penalidade, utilizado pois
nem sempre a PU ird produzir uma fun¢ao de forma que atenda a propriedade do
delta de Kronecker.

Etapa 2. Formulagao do problema local

Um PVC é resolvido no dominio local €2, que contém as nuvens em que ocorrem
os fenémenos locais de interesse. Este problema tem condi¢oes de contorno oriundas

da solugdo global inicial ug, da etapa anterior. O enunciado do problema é:

Encontre g € () CH' () V v € xn(Qr) tal que (3.34)

/Q o(ug):e(vy)dx +n uL-VLdS—{—/{/ uy - vpds =

N\ (0Q2LNING)

/ t-vids+n a-vyds +
aQLﬂaﬂg 8QLman

(t(ul) + xul) - vids, (3.35)

8QL0898

AQL\(aQLﬂan)

onde 7 é o parametro de penalidade, k é o parametro de rigidez de Cauchy e xr, é

a discretizagao de H'(Q2;) com as fungoes de forma (Eq. (3.22)). O espago xr é
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definido pela Eq. , onde L;;(x) pode conter fungdes continuas, descontinuas e
singulares.

O vetor de carregamentos t(u2,) que aparece na integral sobre 97, \ (097, N Q)
da Eq. é calculado a partir da solugdo do problema global pela relacao de
Cauchy:

t(ul) =n-oud) =h-(C: e(ud)), (3.36)

onde n é o vetor unitario normal a 0€);,.
Conforme Kim et al| (2010), a escolha do tipo de condi¢ao de contorno oriunda
da solugao global esta relacionada a escolha do pardmetro de rigidez de Cauchy k,

conforme disposto na Tabela [3.1]

Tabela 3.1: Tipos de condi¢oes de contorno

Tipo Descrigao K
Condicoes de Neumann funcoes de forca k=0
Condigoes de Dirichlet fungdes de deslocamento «=1n >>1

Condigoes de Cauchy fungoes mistas 0<k<n

Etapa 3. Formulacao do problema global-local
Nesta etapa, a solu¢do do problema local uy, (Eq. (3.35)) é utilizada como base
extrinseca de enriquecimento do problema global. Desta forma, a Eq. (3.22) é

reescrita conforme mostrado a seguir:

pi(@) = ¢;(@)uy (3.37)

onde ¢; ¢ a fungao PU empregada no problema global inicial e uz é a solugao do
problema local, chamada agora de funcdo de enriquecimento global-local.

O enunciado do problema global enriquecido é:

Encontre uf € x2(Q¢) € H' Q) ¥ vE € xE(Qq)  tal que (3.38)

Eye(vE)dx+n [ uE-vEds— [ F-vEds+y [ T-vEds, (339
/QGa(uG) e(va)dx +n anuG veds = | t-vg s+ o 1 VG4S, (3.39)

G G
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onde YZ(Qg) é a discretizagao de H'(g), um espaco de Hilbert de ordem 1 de-
finido em {2, construido pelas fung¢oes de forma do método empregado. Nesta
etapa, qualquer método que suporta o enriquecimento extrinseco pode ser utilizado.
A aproximagdo uZ(x) é dada pela Eq. (3.25), onde Lji(x) contém a solugdo do

problema local.

3.2 Analise nao linear de meios parcialmente fra-
geis

O concreto é conhecido por sua alta resisténcia a compressao quando comparada
com sua baixa resisténcia a tracao. Esta é uma das razoes pela qual o concreto fissura
mesmo quando submetido a pequenas cargas estaticas. A nucleagdo e propagacao de
fissuras é uma das fontes do comportamento altamente nao linear do concreto. Além
disso, em materiais parcialmente frégeis, a Zona de Processo de Fratura (ZPF), onde
ocorre a iniciagao, crescimento e coalescéncia de micro-fissuras, nao é desprezivel se
comparada ao tamanho de estruturas de pequeno e médio porte. Sendo assim,
torna-se inviavel a aplicacao da mecanica da fratura elastica linear.

A degradacao do concreto pode ser modelada por meio de uma abordagem tanto
continua quanto discreta. Na abordagem discreta, a fissura ¢ introduzida geometri-
camente no modelo. Por outro lado, nas abordagens continuas, o comportamento
nao linear do concreto é levado em consideragao por meio do modelo constitutivo.

O trabalho de [Ngo e Scordelis (1967) apresenta uma das primeiras aplicagoes
da modelagem discreta de fissuras no concreto. A fissura descrita geometricamente
propaga quando um valor limite de tensao de tragao é atingido. O trabalho de |Nilson!
(1968) é semelhante ao de |Ngo e Scordelis| (1967)), entretanto, em sua abordagem, o
material é considerado nao linear.

A abordagem da fissuracao distribuida foi inicialmente proposta por Rashid
(1968)) e desenvolvida posteriormente por |Suidan e Schnobrichl (1973); Bazant e
Oh| (1983); Borst| (1987); Rots et al.| (1985); Bazant e Lin| (1988), entre outros.
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Nos modelos de fissuracao distribuida, as fissuras nao sao fisicamente representadas.
As fissuras sao levadas em consideragao através de uma perda de rigidez da zona

danificada.

Juntamente com os modelos de fissuracao distribuida, a teoria do dano continuo
surgiu como uma alternativa para modelar o comportamento estrutural de materiais
parcialmente frageis. Um dos primeiros modelos de dano aplicados a esses materiais
foram os modelos de dano escalar de Mazars (1984) e Mazars e Pijaudier-Cabot
(1989). A degradacao das propriedades do material é representada por um conjunto
de varidveis que recebem a denominacgao variaveis de dano. Os modelos de fissu-
racao distribuida e de dano podem ser relacionados pelo uso das variaveis de dano
na definicdo dos fatores de reducdo do modelo de fissuracao distribuida (Borst e

Guitiérrez, (1999; Borst, 2002).

Os trabalhos de Borst e Abellan (2002)) e Borst et al.[ (2004) empregam modelos
de dano continuo na ZPF. Um modelo de dano continuo ¢ usado para modelar a
iniciacao, crescimento e coalescéncia de micro fissuras na ZPF, dando origem a uma

fissura modelada discretamente por meio de um modelo de zona coesiva, como o

desenvolvido por Dugdale| (1960)), Hillerborg et al.| (1976) e Needleman| (1987).

3.2.1 Formulagao unificada para modelos constitutivos

Carol et al.| (1994)), a partir de em uma série de trabalhos envolvendo o conceito
de dano, propuseram uma unificacdo teérica de modelos de degradacao elastica
baseados em uma tnica fungao de carregamento. Nesta mesma linha, |[Penna/ (2011))
propds uma formulacao unificada de modelos constitutivos baseados em multiplas
fungoes de carregamento.

A formulacao baseada em deformacao é empregada nos modelos de degrada-
¢ao elastica comumente empregados na modelagem do comportamento do concreto.

A formulacao baseada em deformagao, conforme a abordagem unificada de [Penna

(2011), é detalhada a seguir.
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Primeiramente, uma relagao total entre tensoes e deformagoes é definida como

1,

onde Ej;;, ¢ o operador constitutivo secante.
Da equagao anterior, uma relacao constitutiva tangente é obtida

dij - E?jkl ékh (3'41>

7

onde EJ;;, é o operador constitutivo tangente, dado por

1, 1,

r
Ejjw = Ejjy + T Mmij Tk (3.42)

nm

O operador constitutivo tangente Efjkl é composto pelos gradientes das fungoes
de carregamento F),(e,p), onde p é o conjunto de varidveis internas do modelo

definidas em termos de deformagoes. Os gradientes de F),, N € ]:Inm, sao definidos

nas Equagoes (3.43)) e (3.44)), respectivamente.

oF,

Nkl Den ( )

p

_ 0F,
H,, = —— ‘ (3.44)

OPm
O 1ltimo componente de Efj 1 & ser definido é o tensor das direcoes de degradagao

Mmij, definido como

Momij = Mokt iy (3.45)

onde Mmijkl, obtido pela regra da degradacao generalizada, ¢

Mmijkl = aékl

M, (3.46)

Na Eq. (3.46), 2, define um conjunto de variaveis de dano e .#,,, indica as

diregoes de degradacao. O simbolo * indica indices de acordo com a natureza do
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problema (Ex. & para um escalar, %; para um vetor e Z;; para um tensor de
segunda ordem).

O framework de modelos constitutivos proposto por [Penna (2011)) e expandido
por |Wolenski (2013), para incluir modelos de microplanos, e Monteiro| (2013)), para
incluir um modelo Elastoplastico com Dano, foi inicialmente concebido para o FEM.
Contudo, sua formulagao é geral o suficiente para que seja aplicado em outros mé-
todos de andlise. O framework de modelos constitutivos do INSANE ja foi testado
no contexto dos métodos G/XFEM (Monteiro et al., [2014; [Wolenski et al., [2015)),
BEM (Peixoto et al. [2016) e Métodos sem Malha como o EFG (Silva), 2012; (Gori
et al., 2019) e os métodos NS-PIM e ES-PIM (Gori, 2018)).

3.2.2 Métodos numéricos

Nas ultimas décadas, muitos esforcos foram feitos para estudar o comportamento
nao linear de meios parcialmente frageis. Diversos métodos numéricos foram empre-
gados, tais como FEM, G/XFEM, BEM, bem como alguns Métodos sem Malha.

Em Winkler et al.| (2004), o FEM é empregado para modelar o comportamento
nao linear de estruturas compostas de concreto simples. Sao empregados modelos
de fissuragao distribuida e modelos de dano continuo. (Cervera et al| (2011) tam-
bém empregaram um modelo de fissuracao distribuida em um modelo de elementos

finitos.

O trabalho de Su et al| (2010) apresenta uma estratégia para simular a propa-
gacao de fissuras considerando um meio de materiais heterogéneos. |Costa-Mattos
et al.| (2009) levam em consideragdo a micro estrutura do material para prever a
ruptura de materiais parcialmente frageis garantindo que o problema permaneca
bem condicionado mesmo apdés a ruptura do material. Modelos constitutivos de
micro-planos sao usados para modelar o comportamento de materiais parcialmente

frageis usando o FEM em [Fuina et al.| (2011)).

Barros et al.| (2004) empregaram o G/XFEM na andlise ndo linear de dano
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progressivo no concreto. Diversos trabalhos, tais como [Moés e Belytschko| (2002)),

Mariani e Perego| (2003)), [Unger et al| (2007, Wolff (2010]), Bobinski e Tejchman|

(2012) aplicaram o G/XFEM para modelar o crescimento de trincas coesivas. No

mesmo contexto, o trabalho de Kim e Duarte (2015) utiliza a abordagem global-

local do G/XFEM. Em Monteiro et al.| (2017) ¢ apresentada uma implementacao do

G/XFEM para a andlise fisicamente ndo linear de estruturas compostas de materiais

com modelos constitutivos de degradagao elastica. O trabalho de |Changhai et al.|

(2017) apresenta uma formulacao do G/XFEM que considera, entre outros, amole-

cimento, contato, friccdo na descricao da fissuragao do concreto. Em |Wolenski et al.|

(2018) o G/XFEM é usado na andlise fisicamente nao linear de meios parcialmente

frageis.

Em Peixoto et al. (2016)), Peixoto et al. (2017) e [Peixoto et al.| (2018) o BEM é

empregado na analise nao linear de meios parcialmente frageis. Ainda no contexto

do BEM, [Kabele et al.| (1999) propoe uma abordagem que combina FEM com BEM

para modelar a propagacao de fissuras em meios heterogéneos nao lineares.

Conforme apresentado na Secdo [2.2] o XEFG foi utilizado em |[Rabczuk e Zi

(2007), |Zi et al| (2007) e Rabczuk et al. (2008)) na andlise de trincas coesivas, en-

quanto (Ghosh e Chaudhuri| (2013) e |(Chaudhuri| (2013) empregam o XEFG na mo-

delagem de fratura no concreto através de uma estratégia multi-escala. (2018])
investigou problemas de localizacao de deformacoes em meios parcialmente frageis
e empregou Métodos sem Malha dos tipos NS-PIM e ES-PIM. Em (2012), o

EFG é empregado na analise fisicamente nao linear de estruturas de concreto.



Capitulo 4

Estratégias baseadas na Particao
da Unidade para simulacao do
comportamento de meios
parcialmente frageis

Conforme mencionado no Capitulo [I a estratégia proposta em Duarte e Ba-
buska, (2005) para o GFEM global-local utiliza malhas de elementos finitos para
discretizar os dominios das trés etapas de processamento. O objetivo geral da tese
aqui proposta ¢ generalizar esta abordagem desenvolvendo-se uma nova estraté-
gia global-local, na qual a etapa 2 é resolvida discretizando-se o problema com
o EFG. Tal estratégia recebera aqui a designagao de abordagem global-local com
EFG, GL%;gM e serd aplicada a problemas com comportamento fisicamente nao
linear. Propde-se reproduzir a nao linearidade na escala local, a exemplo do que é

realizado em [Kim e Duarte| (2015).

O GFEM global-local tem sido aplicado a diversas classes de problemas, dentre
eles, problemas que possuem algum tipo de nao linearidade fisica, tais como pro-
blemas com plasticidade (Kim et al., [2012; Freitas, 2015) e trincas coesivas (Kim
e Duarte, 2015)). Monteiro| (2019)) adaptou a formulagao proposta por Kim e Du-
arte| (2015]), para a propagagdo de trincas coesivas, e disponibilizou no INSANE a
abordagem global-local para andlise fisicamente nao linear, aplicando-a a materiais

parcialmente frageis com propagacao de dano em meio continuo. Neste trabalho,

43
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a formulacao de Monteiro| (2019)) foi modificada para comportar EFG no problema
local.
Das caracteristicas dos Métodos sem Malha apresentadas na Sec¢ao|2.2.4], consideram-

se as seguintes vantagens:

1. versatilidade na construcao de fungoes de forma conformes para problemas

especificos (Duarte et al., 2006]);

2. fungbes podem ser construidas com grau de suavidade arbitrario (Fries e

Matthies, 2004);
3. flexibilidade devido a auséncia do requisito de malha;
4. capacidade de regularizacao devido ao carater nao local.

Consideram-se também algumas desvantagens observadas em varias dessas for-

mulagoes:

1. alto custo computacional, relacionado a busca pelo dominio de suporte e a

integracao de func¢oes nao polinomiais;

2. falta de propriedade de delta do Kronecker (fungoes de forma nao interpolan-

tes);

3. integracao numérica é realizada em células desvinculadas com a defini¢ao da

Particao da Unidade.

A abordagem global-local com Métodos sem Malha no problema local proposta
é uma forma de aproveitar as caracteristicas vantajosas dos Métodos sem Malha
somente em zonas de interesse do modelo por meio do emprego de tais métodos no
problema local.

O desenvolvimento e implementacao desta abordagem no INSANE tem como ob-
jetivo final investigar o efeito do uso de Métodos sem Malha no problema local no

contexto da andlise fisicamente nao linear de meios parcialmente frageis.
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De forma a atingir o objetivo final deste trabalho, o desenvolvimento de uma
abordagem global-local com EFG no problema local para anélise fisicamente nao
linear, foram realizados uma série de estudos intermediarios, que também fazem
parte das contribuicoes deste trabalho. Primeiramente, com o intuito de conhecer
os recursos relacionados aos Métodos sem Malha disponiveis no INSANE, fruto dos
trabalhos de Silva (2012) e Pereiral (2015)), as fungdes C* e C*, definidas no Capitulo
B foram implementadas no contexto dos Métodos sem Malha. As referidas fungoes
de continuidade C'*°, para nuvens convexas, Secdo B.1.3.1, e C*, para nuvens nio
convexas, Se¢ao [B.1.3.2] tém as seguintes caracteristicas relacionadas as vantagens e

desvantagens dos Métodos sem Malha descritas anteriormente:

1. flexibilizacao da maneira de se construir aproximagoes de continuidade arbi-
traria, ja que esta fica dependente do pardmetro k apenas (Vantagens 1 e

2);

2. apesar do uso de malha, a aproximacao é bem menos sensivel a distor¢ao do

elemento (Vantagem 3);

3. seu custo computacional relativo & integracdo numérica (Desvantagem 1) é

bem maior do que no FEM, porém, inferior ao do EFG;

4. recupera-se a propriedade do delta de Kronecker, eliminando-se a Desvantagem

2;

5. a integracao numérica volta a ser realizada em células associadas com a defi-

nicao da Particao da Unidade, eliminando-se a Desvantagem 3.

A implementacdo das fungdes C* e C* para nuvens no INSANE tem como obje-
tivo investigar o efeito da alta regularidade no contexto da andlise fisicamente nao
linear de meios parcialmente frageis. O efeito da alta regularidade da Particao da
Unidade, uma caracteristica julgada vantajosa nos Métodos sem Malha, neste tipo

de analise foi avaliada nos Capitulos Bl e [ Uma vez evidenciada as vantagens do
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emprego de fungdes com alta regularidade na analise fisicamente nao linear de meios
parcialmente frageis, prosseguiram-se os estudos com o objetivo de empregar Méto-
dos sem Malha, métodos nos quais sao facilmente obtidas fung¢oes com a regularidade

desejada, na abordagem global-local.

Primeiramente, os recursos de andlise global-local de |Alves (2012) disponiveis
no INSANE foram adaptados para comportar EFG no problema local. A abordagem
global-local com EFG no problema local foi empregada na realizacao de testes, apre-
sentados no Capitulo [7, com simula¢bes com comportamento linear. Finalmente,
com a formulacao adaptada de Monteiro| (2019)) para comportar EFG no problema
local, foram realizadas simulagoes numéricas considerando comportamento fisica-
mente nao linear. Os resultados referentes a estas simula¢oes sao apresentadas no

Capitulo 8l

Desta forma, sao contribuigoes deste trabalho:

— o0 emprego da PU com alta regularidade na andlise nao linear de meios parci-

almente frageis;

— a analise linear via abordagem global-local com EFG no problema local;

— a analise fisicamente nao linear via abordagem global-local com EFG no pro-

blema local.

No que se segue neste capitulo, sao apresentados aspectos referentes a abor-
dagem com EFG proposta neste trabalho. A abordagem global-local para analise
fisicamente nao linear empregada ¢é apresentada na Secao L1l Por ultimo, parame-

tros inerentes a abordagem sao discutidos na Secao 1.2
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4.1 Analise fisicamente nao linear via abordagem
global-local

O procedimento de analise fisicamente nao linear via GFEM global-local foi de-
senvolvido e implementado no INSANE por Monteiro| (2019). [Monteiro (2019) adap-
tou a formulagdo proposta por |[Kim e Duarte| (2015), na qual cada bloco de anélise

global-local é resolvido como descrito a seguir.

1. Resolugao do problema global linear (inicial e estimado);

2. Resolugao dos problemas locais nao lineares com condig¢oes de contorno oriun-

das do problema global da etapa 1;

3. Resolucao do problema global enriquecido com a solucao do problema local

final da etapa 2.

Neste trabalho, a formulagao de Monteiro (2019)) foi modificada para comportar

Métodos sem Malha no problema local, conforme descrito a seguir.

4.1.1 Formulacao

Na formulacao que se segue e no restante deste capitulo, k, i e 5 sao empregados
para designar o bloco global-local, o passo local e a iteracao local, respectivamente.
Cada bloco de analise global-local k£ compreende as trés etapas descritas a seguir.

Etapa 1. Problema global linear inicial e estimado

Primeiramente, para k = 0, é considerado o PVC elastico linear definido pelas

Equagdes (3-28)), (3-29), (3.30) e (3.31), no Capitulo [3] A solu¢do aproximada da

forma fraca deste PVC é o campo vetorial u&o, onde o indice inferior indica que
trata-se do problema global inicial, enquanto o indice superior é referente ao bloco
de anélise global-local k = 0.

O enunciado do problema aproximado na forma fraca é:

Encontre ug, € x(Q6) € H' () V v € xa(Qs)  tal que (4.1)
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0 0 0 0 T.o0 = 0
o(ug,)e(v dx+/ Ug:V ds-/ t-v ds—l—/ u-vgds, (4.2
/Qc (ugo):e(ve) o G0 VG, oz, G,0 o G,0 (4.2)

onde v¢,  sdo as fungoes teste, xg(Qq) ¢ a discretizagao de H'(Q¢), um espago de
Hilbert de ordem 1 definido em g, construido pelas fungdes de forma (Eq. (3.22)))

do método empregado.

A solugao u%,o é obtida para a totalidade do carregamento (Fator de Carga \ =
1). Apés a obtencgao da solugao, uOG’O é ajustado em funcao do passo de deslocamento
Ppe pré-definido para o problema global em um né de controle adotado. Desta

forma, é obtido o fator de carga A\° definido como:

Ppa

0 _
A= 0
G,0,DC

(4.3)
onde ug; o po ¢ uma componente de deslocamento do né de controle adotado.

Para valores de k > 1, a solucio uf, , é estimada por meio da seguinte expressdo:

k+1) ,
gy = Py (4.4)

onde u’é‘l é a solugao da Etapa 3 do bloco de andlise global-local anterior (k — 1).
Etapa 2. Problema local nao linear

Um PVC é resolvido de forma incremental-iterativa no dominio local €y, que

contém as nuvens em que ocorrem os fenémenos locais de interesse. Este problema

k

tem condigoes de contorno oriundas da solugdo global inicial da etapa anterior ug .

O enunciado do problema é:

Encontre uf € x.(Qr) C HY QL) V vE € x0(Qr) tal que (4.5)
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k k ko k E ok
o(u}):e(vi)dx + uy - v ds+/<;/ uf -vids =
/QL (uz):e(vi) g oo oy, Uk o0\ 000e) © ¢

/ t-vids+n a-vyids+
902,N00%, 902,N00%,

t(u o)) Vids, (4.6
/89L\(89LNBQG)( (uG’O)+H(uG,O>) vras, ( )

onde 71 é o parametro de penalidade, x é o parametro de rigidez de Cauchy e x, é
a discretizacio de H'(Qr) com as fungdes de forma (Eq. (3.22)). Neste trabalho 6
empregado o método EFG para discretizar o dominio local nesta etapa.

Etapa 3. Problema global linear enriquecido

Na Etapa 3 é considerado um PVC semelhante ao empregado na Etapa 1, com
a diferenca de que emprega-se o tensor constitutivo secante C® obtido considerando
a danificacdo ocorrida no problema local. Desta forma, a Eq. é reescrita da

seguinte forma:

o=C’:¢, (4.7)

Nesta etapa, a solucio do problema local u¥ (Eq. (4.6)) é utilizada como base
extrinseca de enriquecimento do problema global. Desta forma, a Eq. (3.22)) é

reescrita conforme mostrado a seguir:

pi(x) = dj(x)uy (4.8)

onde ¢; é a fungao PU empregada no problema global inicial e u} ¢ a solugao do
problema local, chamada agora de funcao de enriquecimento global-local.

O enunciado do problema global enriquecido é:

Encontre uf, € x5(Qq) € HY(Qg) V vE € XE(Qe)  tal que (4.9)
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onde x(Q¢) é a discretizacio de H'(Qg), um espaco de Hilbert de ordem 1 definido
em (g, construido pelas fungoes de forma do método empregado. Nesta etapa,
qualquer método que suporta o enriquecimento extrinseco pode ser utilizado. A
aproximacao uf(x) é dada pela Eq. , onde Lj;(x) contém o enriquecimento
utilizado no problema global inicial e a solugao do problema local.

A solugdo uf, é obtida para a totalidade do carregamento (Fator de Carga A = 1).
Apés a obtengdo da solugdo, uf é ajustado em fungao do passo de deslocamento
Pp¢ pré-definido para o problema global. Desta forma, é obtido o fator de carga A%

definido como:

(k+1)Ppc

k _
Ay, = "
G,DC

(4.11)

onde u¥ - é uma componente de deslocamento do né de controle.

4.1.2 Procedimento de solucao

Conforme descrito na Secao 4.1.1} na Etapa 1, o modelo constitutivo é linear
elastico. Com k = 0, encontra-se o campo vetorial u0G70 (Eq. , que é multiplicado
por \° (Eq. ) e transferido como condicao de contorno para a Etapa 2. A Etapa
2, por sua vez, considera um modelo constitutivo nao linear. A soluc¢do da Etapa
2 é obtida empregando o algoritmo de Newton-Raphson. Apds a resolucao dos
passos ¢ do processo de solucdo do problema local nao linear, obtém-se a solugao
u! (Eq. ) empregada na construcao das fungoes de enriquecimento global-local
na Etapa 3. Na Etapa 3, por sua vez, ¢ obtido u% (Eq. ) utilizando-se uma
analise linear com a matriz constitutiva secante. Por fim, o vetor de deslocamentos
u?, ¢ multiplicado por A% (Eq. (4.11))).

Para k > 1, encontra-se a solugao global estimada ugo por meio da Eq. 1}
Esta solugao é transferida como condig¢ao de contorno para a Etapa 2 e a solugao
prossegue como descrito para k = 0. Apos a resolucdo dos passos i do processo de

solucdo do problema local ndo linear, obtém-se a solucdo uf (Eq. (4.6)) empregada
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na construcao das fungoes de enriquecimento global-local na Etapa 3. Na Etapa 3,
por sua vez, é obtido uf, (Eq. (4.10)) utilizando-se uma anélise linear com a matriz

constitutiva secante. Por fim, o vetor de deslocamentos uf, ¢ multiplicado por A%,
(Eq. ({.11)).

Em linhas gerais, o funcionamento do procedimento de anélise fisicamente nao
linear Global-Local com EFG no modelo local (GL%5EM) é semelhante ao funciona-
mento da andlise fisicamente nao linear via GFEM-gl, proposta por Monteiro (2019),
que, por sua vez, é baseado no trabalho de Kim e Duarte (2015). A Figura apre-
senta o algoritmo de solucao para a analise fisicamente nao linear via abordagem

global-local.

A seguir, de forma esquematica, é descrito o funcionamento da analise fisica-
mente nao linear via abordagem global-local para um problema ficticio onde sao
empregados 10 passos globais. A Figura ilustra o funcionamento da aborda-
gem global-local para os quatro primeiros blocos de analise global-local, ilustrando

a obtencao da trajetoria de equilibrio de um dado grau de liberdade do problema.

Primeiramente, na Etapa 1, para k = 0 resolve-se o problema global inicial para
obtencao do vetor de deslocamentos u0G70’ considerando a atuacao da carga total
(A = 1), dando origem ao ponto A na Figura . O ponto A possui coordena-
das ug;y e 1. Em seguida, uma vez obtido \°, define-se A’uf, , dando origem ao
ponto B da Figura . O ponto B possui coordenadas )\Ouoao e \°. Prossegue-se
entdao a resolucao da Etapa 2, a analise fisicamente nao linear do problema local,
considerando-se \'ug; , como condi¢do de contorno. Finalmente, resolve-se o pro-
blema global enriquecido com a solu¢ao oriunda da Etapa 2, obtendo-se a solugao
u?,, dando origem ao ponto C da trajetéria de equilibrio. O ponto C possui coorde-
nadas uy; e 1. Em seguida, uma vez obtido A}, define-se Ajug, o, dando origem ao
ponto D da Figura O ponto D é o primeiro ponto da trajetéria de equilibrio

e possui coordenadas \ul , e \°.

Em seguida, para k£ = 1, na Etapa 1 resolve-se o problema global estimado para
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1 inicio
2 execute();
3 para cada bloco de andlise global-local k faca
4 Resolver Etapa 1:
5 se k=0 entao
6 Resolver o sistema de equagao linear e obter u%’o
7 Obter \°
8 senao
9 ‘ Obter a solugdo estimada ugo = (kzl)u]gl
10 fim
11 Transferir condi¢do de contorno da Etapa 1 para Etapa 2;
12 Resolver Etapa 2:
13 para cada passo local i=i+1 faga
14 repita
15 Montar matriz de rigidez [K']5_; ;
16 Obter os pardmetros nodais incrementais {AX” }; e {AX®Q }3 ;
17 Obter o incremento de fator de carga AN ;
18 Atualizar o vetor de parametros nodais
{X} = {X}i |+ AN {AXTY 4 {AXQ};
19 Atualizar o fator de carga A = \j_; + AN}
20 Obter o vetor de forgas internas nodais equivalentes {F'}};
21 Atualizar o vetor de forgas residuais {Q}; = A} {P} — {F'}};
22 até convergéncia;
23 fim
24 Resolver Etapa 3:
25 Enriquecer o problema global com ulz calculado na Etapa 2;
26 Resolver o sistema de equagao linear e calcular u’é;
27 fim
28 fim

Figura 4.1: Algoritmo de solug¢do para a andlise fisicamente nao linear via
abordagem global-local
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obtencao do vetor de deslocamentos u570 por meio da Eq. , dando origem ao
ponto E na Figura O ponto E possui coordenadas ué,o e 2)\%. Em seguida,
u%;’o ¢é usado como condicao de contorno da Etapa 2. Prossegue-se entao a resolucao
da Etapa 2. Finalmente, resolve-se o problema global enriquecido com a solucao
oriunda da Etapa 2, obtendo-se a solugio ug,, dando origem ao ponto F da trajetéria
de equilibrio. O ponto F possui coordenadas ug; e 1. Em seguida, uma vez obtido
A, define-se Apug 5, dando origem ao ponto G da Figura O ponto G é o
segundo ponto da trajetéria de equilibrio e possui coordenadas Aug e Ap.

Para k = 2 e k = 3, sdo obtidos o terceiro (Figura e o quarto (Figura
4.2(d))) ponto da trajetéria de equilibrio, conforme funcionamento do bloco k = 1.

A Tabela apresenta as coordenadas de cada um dos pontos indicados na Figura

4, 2)
AC F
1| * . 1| * -
4 !
) / ) /
o // o /’ G
o s ,
‘6 B/* “5 P
el e}
g #D £
,I
y 3 3
Deslocamento Deslocamento
(a) bloco k=0 (b) bloco k =1
I KL
1| H?g = 1 * =
< ,/ ) //
£ / o0
] / o] 4
O &) 4
o ® /
< o /
= 4 = /
o 4 3 p
= ’ b5
P A €] /
A /
17,
) 3

Deslocamento

(c) bloco k =2

Deslocamento

(d) bloco k =3

Figura 4.2: Funcionamento da abordagem global-local nao linear (adaptado de

Monteiro| (2019))
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Tabela 4.1: Coordenadas dos pontos indicados na Figura

Bloco k£ FEtapa Ponto Deslocamento Fator de Carga

0 1 A ug o 1
0 1 B Aug g AY
0 3 C ul 1
0 3 D Aol A
1 1 E ug o 209,
1 3 F ug 1

1 35 @ M y
2 3 I u, 1
2 3 ] M v
3 1 K Ug o 3B
3 3 L ul, 1
3 3 M Nud, A3,

A Figura 4.3 apresenta esquematicamente a trajetéria de equilibrio obtida por

meio da abordagem global-local nao linear.

4.2 Consideracgoes sobre a Analise Global-Local

A seguir sao discutidos alguns itens que sdo estudados nas simulagoes numéricas

dos Capitulos [l e®l

4.2.1 Escolha do Tipo de Condicao de Contorno

Kim et al.| (2010) estudaram os efeitos dos diferentes tipos de condi¢oes de con-
torno (Neumann, Dirichlet e Cauchy) no desempenho do GFEM global-local para
problemas de mecanica da fratura elastica linear em 3D. Para os problemas anali-
sados e para a variagao de valores para k, Eq. (3.30]), avaliada, o erro relativo em
termos de norma de energia foi menor para as condi¢oes de contorno de Cauchy do
que para as de Neumann e Dirichlet. Comparativamente, o erro relativo foi menor
para as condi¢oes de Neumann do que nas de Dirichlet. Todos os tipos de condi-
coes de contorno apresentaram resultados aceitaveis para os problemas analisados.

Para os casos estudados por Kim et al.| (2010), as condigdes de Neumann deram
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Deslocamento

-k k=0—k—k=0-% k=1—kk=1-% k=2
—*—k=2-% k=3-—%k=3-% k=4-—%-k=4
-k k=5-—4—k=5-% k=6-—4—k=6-% k=7
—A—k=T k=38 k=8 k=9 k=9

Figura 4.3: Obtencao da trajetéria de equilibrio por meio da abordagem
global-local nao linear (adaptado de Monteiro| (2019))
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bons resultados. Entretanto, a utilizagao exclusiva destas condi¢oes pode inviabili-
zar a solucao do problema local, caso a solicitacao imposta nao esteja devidamente
equilibrada. A tensdao é uma grandeza derivada e frequentemente mal avaliada em
modelos do FEM ou G/XFEM. Desta forma, valores muito pequenos de rigidez x
devem ser evitados quando condigoes de Cauchy forem empregadas, ja que kK = 0
equivale a condigoes de Neumann. Além disso, |Kim e Duarte| (2015)) aplicam con-
digoes em termos de deslocamentos para problemas nao lineares de fratura coesiva.
Como o objetivo deste trabalho é a andlise de problemas com nao linearidade fisica
e considerando que nao se observa na literatura um comprometimento significativo
da andlise pelas imprecisoes advindas da aplicagao das condigoes de Dirichlet no

contorno do problema local, esta foi a estratégia adotada no presente trabalho.

4.2.2 Escolha do Método para Imposicao de Condigcoes de
Contorno

Nos trabalhos Duarte e Babuskal (2005), Duarte et al. (2007)), Duarte e Kim
(2008), Kim et al. (2010), |Kim et al.| (2012), Kim e Duarte] (2015)), que aplicam o
GFEM-gl, o Método da Penalidade (MP) é empregado para transferir condigoes de
contorno de um problema (global inicial) para o outro (local). A implementacao
atual do GFEM-gl no INSANE também utiliza o MP para transferir condi¢oes de
contorno do problema global inicial ao problema local. O escolha apropriada do
parametro da penalidade 1 envolve geralmente um processo de tentativa e erro.

Para que as restricdes sejam impostas corretamente, o parametro 71 deve ser o
maior possivel, desde que ndo gere um sistema mal condicionado (Liul [2009). Ainda,
conforme mencionado em [Zhu e Atluri (1998), um ndmero suficiente de algarismos
significativos deve ser considerado nos calculos.

No GFEM-gl, o valor de 10® x E x J, onde E é o mddulo de elasticidade e J é o
jacobiano do elemento global, é empregado em Duarte e Kim! (2008), Duarte et al.
(2007)) e |Santos| (2018)) para problema em trés dimensoes, com elementos de volume.

Esta relacao foi empregada em problemas em duas dimensoes com elementos planos
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por Alves (2012).

No contexto dos Métodos sem Malha, alguns trabalhos recomendam faixas de
valores comumente empregados para 7. Em |Liu (2009), o valor adequado para o
pardmetro de penalidade de Métodos sem Malha costuma ser certa de 10° x E a
108 x E. Os valores de n empregados em [Pereira (2015) para o hp-Clouds estdao
dentro da faixa sugerida por Liu (2009). Em Zhu e Atluri (1998), por sua vez, os
valores recomendados, em anélises pelo EFG, estdo entre 10° x F a 10® x E.

Nos trabalhos que empregam o método da penalidade, muitas vezes o parametro
n empregado nao é mencionado. Ainda, quando este é mencionado, ndo existem
consideragdes sobre a sua escolha. Entretanto, é possivel observar a partir de alguns
trabalhos disponiveis e da experiéncia com a aplicagao do método da penalidade
que a escolha adequada do parametro de penalidade é influenciada por diversos
fatores, tais como: grau da aproximagao, espacamento dos nds (Hosseini et al.,
2017), tamanho dos dominios de influéncia, médulo de elasticidade do material (Reis,
2016). Estes fatores estao relacionados, de certa maneira, a rigidez do modelo.

Neste trabalho, a influéncia do parametro de penalidade na abordagem global-

local com Métodos sem Malha nos dominios locais serd avaliada na Segao [7.1.2.2

4.2.3 Qualidade da transferéncia de informac¢ao do dominio
global para o local e do local para o global enriquecido

Os trabalhos de |Gupta et al. (2012a) e |Duarte e Kim| (2008), dentre outros,
apresentam algumas sugestoes para melhora da qualidade da solucao do problema
global-local. No caso de necessidade de melhora da qualidade da informacao trans-

ferida do modelo global inicial para o modelo local, tem-se as seguintes opgoes:
— aumentar a ordem dos elementos no problema global;
— usar enriquecimento polinomial nos nés do problema global.

No caso de necessidade de melhora da qualidade da informagao transferida do

modelo local para o global, tem-se as seguintes opgoes:
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— enriquecimento ou refinamento da discretizacao do problema local;

— aumento do tamanho do dominio local (uso de uma zona buffer) (Gupta et al.,

2012b));
— aumento do niimero de nos enriquecidos pela solugao local no problema global.

Além dessas alternativas, OHara et al.| (2009) e |Gupta et al.| (2012b) propoem
a realizacao de ciclos entre os modelos global e local como forma de melhorar a
qualidade da solugao. Neste trabalho, o termo ciclo global-local sera utilizado no
lugar de iteragao global-local para evitar qualquer confusao com as iteragoes do
método de Newton-Raphson usado na analise nao linear.

Os exemplos numeéricos apresentados na Sec¢ao avaliam a influéncia dos se-
guintes aspectos relacionados a qualidade das informacoes transferidas entre mo-
delos: uso do enriquecimento polinomial nos nés do problema global; aumento do
tamanho do dominio local; e aumento do niimero de noés enriquecidos pela solucao

local no problema global.

4.2.4 Escolha do Tamanho do dominio de influéncia nos Mé-
todos sem Malha

De acordo com a defini¢ao apresentada no Capitulo [3| o dominio de suporte de
uma dada posi¢ao @ é formado pelo conjunto de pontos cujo dominio de influéncia
contém a referida posicdo. Se os nés forem uniformemente espacados, o dominio de
suporte e o dominio de influéncia de & se confundem.

Em relacao ao tamanho dos dominios de suporte de um determinado ponto de
interesse (geralmente um ponto de integragao) da discretizacao, Liul (2009)) ressalta
a importancia de se garantir que o dominio possua uma quantidade suficiente, mas
nao exagerada, de nés. Conforme discutido em Zhu e Atluri| (1998), suportes maiores
fornecem resultados mais precisos do que suportes menores, uma vez que o formato
das fungdes de forma e suas derivadas se aproxima do formato de polindémios para

os suportes maiores, o que leva a uma melhor integracao numérica. Por outro lado,
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o aumento do suporte leva a um maior nimero de nés computados na aproximagao,
o que aumenta a largura de banda da matriz, elevando o custo computacional.
O tamanho do suporte pode também impactar no carater local da aproximacao,
tornando-se um aspecto relevante em analises em que o refinamento da solucao

induz a falta de objetividade da analise, conforme discutido no Capitulo

A possibilidade de variar o dominio de influéncia, mudando a descri¢ao da apro-
ximagao, sem a necessidade de se introduzir novos graus de liberdade a analise,
confere aos Métodos sem Malha, uma vantajosa flexibilidade que sera explorada

neste trabalho, dentro do contexto das andlises global-local.

Em seus estudos sobre o efeito do tamanho dos dominios de influéncia na analise
nao linear com EFG, Silvay (2012) averiguou que, devido ao cardter nao local da
aproximagao, um ponto submetido ao estado de deformacao do regime pés-critico
é influenciado por noés distantes submetidos a estados de deformacao caracteristicos
do ramo ascendente, conforme apresentado esquematicamente nas Figuras e
. Desta forma, o tamanho do dominio de influéncia afeta a resposta estrutural,

conforme pode ser observado na trajetéria de equilibrio da estrutura apresentada

esquematicamente na Figura [4.4(c)|

4.2.5 Integracao numérica

Na implementagdo do GFEM-gl no INSANE (Alves, 2012)) foi empregada a es-
tratégia de Duarte e Kim/ (2008]) em que a integracao numérica do problema global
enriquecido é realizada em células coincidentes com os elementos locais correspon-
dentes. Esta forma de integracao s6 é possivel se a malha local estiver contida na
malha global. Esta técnica de integracao aumenta o niimero de pontos de integragao
empregados no problema global enriquecido, quando comparado ao empregado na
malha global inicial (etapa 1). Essa mesma estratégia foi adotada no presente traba-
lho, com o diferencial de que, na discretizacao via Método sem Malha do problema

local, por ser inerente a estes métodos, o nimero de pontos de integracao ¢ ainda
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(a) PVC
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E, c ' A
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(b) Comportamento do material (c) Resposta estrutural global

Figura 4.4: Papel do tamanho dos dominios de influéncia na anélise nao linear
(Silval, [2012))
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maior do que no GFEM-gl.

4.2.6 Parametros da analise global-local nao linear

Na analise nao linear é necessario definir parametros como tamanho dos passos
de carga, nimero maximo de passos, nimero maximo de iteracoes, entre outros.
Na analise global-local nao linear realizada neste trabalho, é necessario definir os

seguintes parametros:

— Passo global de descolamento - Ppg;
— Numero de blocos de andlise global-local (passos globais);
— Numero de passos locais adicionados a cada bloco de analise global-local - Pf 4;

— Nudmero méximo de iteragoes locais (para cada passo);

Na Etapa 2 de cada bloco de analise global-local é necessario resolver o problema
desde o inicio do carregamento, até o nivel de carga do bloco. Desta forma, para
que se represente adequadamente o problema, é necessario que a cada bloco global-
local aumente-se a quantidade de passos locais resolvidos. Desta forma, o niimero

de passos locais resolvidos em cada bloco k ¢ dado por:

Npp = (k+1)Pp4 (4.12)

Nas simulag¢oes numéricas apresentadas no Capitulo [§| sao estudados os efeitos
do tamanho do passo global de descolamento Ppg e do niimero de passos locais

adicionados a cada bloco de analise global-local.






Capitulo 5

Analise linear com PU de elevada
regularidade

Conforme apresentado no Capitulo 2, a abordagem proposta por |[Duarte et al.
(2006)) para gerar fungoes aproximadoras com elevada regularidade para o G/XFEM
aproveita caracteristicas vantajosas dos Métodos sem Malha, como a alta regulari-
dade, e a0 mesmo tempo contorna alguns de seus inconvenientes como a falta da
propriedade do delta de Kronecker. A inclusao das fun¢ées com alta regularidade
no INSANE teve como objetivo investigar o efeito da alta regularidade no contexto
da analise fisicamente nao linear de meios parcialmente frageis, o que é apresentado
no Capitulo

Optou-se por implementar as funcoes C*¥ e C*, definidas no Capitulo B, no
contexto dos Métodos sem Malha no INSANE para aproveitar a estrutura ja exis-
tente para o calculo da PU de Shepard. Por essa razao, apesar de correspon-
der ao GFEM-C* (Duarte et al., 2006), o método foi chamado de hp-Clouds-C*.
Outra possibilidade de implementacio seria a inclusdo das funcdes C*¥ e C* no
contexto do G/XFEM. Desta forma, uma generalizagdo da forma de obtengao das
funcoes de PU seria necessaria. Mais precisamente, ao invés de serem utilizadas so-
mente funcoes de FEM como Particdo da Unidade, poderiam ser utilizadas fungoes
oriundas do MLS, fungoes de Shepard inclusive. Esta alternativa de implemen-
tagao seria mais préxima do método original proposto por Duarte et al.| (2006) e

empregado por Barros et al| (2007)), Barcellos et al.| (2009), Mendonga et al.| (2013)
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e(Torres et al.| (2015), onde a PU é uma fungao de Shepard obtida com fungoes peso
com alta regularidade (C* ou C*). A inclusdo das fungoes com alta regularidade
no INSANE e sua implementacao é descrita na Secao [A.Gl do Apéndice [Al

Neste capitulo sao apresentadas investigacoes em andalise linear referentes a Par-
ticio da Unidade com elevada regularidade. E estudado um exemplo de validacio
dos recursos implementados com a resolu¢ao de um problema cuja solucao analitica
é conhecida. Os resultados obtidos com a PU com alta regularidade sdo comparados
com os obtidos com G/XFEM convencional. Na Secao 5.1 é apresentado o exemplo

numeérico. Na Secao [5.2] sao discutidas as principais conclusoes deste capitulo.

5.1 Exemplo numérico

Para validar os recursos implementados e discutir particularidades do método,
o problema da viga apresentado em |Lee e Bathe (1993) é empregado. Trata-se de
uma viga, apresentada na Figura [b.]], submetida a seguinte distribuicao parabdlica

de forca tangencial aplicada em sua extremidade x = L:

120y 12092
&= L

(5.1)

As reagoes de apoio s@o impostas como condi¢oes de contorno aplicando-se na
face z = 0 a reacao de cisalhamento no valor de —¢, e de flexao através da seguinte
distribuicao linear:

240y

. — 120 5.2
q ; (5.2)

A estrutura encontra-se auto-equilibrada e os vinculos introduzidos servem apenas
para eliminar os movimentos de corpo rigido.
As propriedades do material adotado, conforme aparecem em Lee e Bathe| (1993)),

sao:

— Moédulo de Elasticidade F = 1,0 x 107 wf /uc?;
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— coeficiente de Poisson v = 0,3;
— espessura t = 1,0 uc;

onde uf = (unidades de forca) e uc = (unidades de comprimento).

1 : «

|
| B |

Figura 5.1: Geometria, sistema de eixos e carregamento da viga analisada -
L =100 uc e ¢ = 10 uc (Barros, 2002)

Em |Lee e Bathe| (1993) sao fornecidas as seguintes expressoes analiticas para as

funcoes de deslocamentos:
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A solucao analitica u, = 0,008046 uc em x = L, foi obtida ao utilizar-se a
implementagao proposta com uma tnica célula de integracao com 10 x 10 pontos de
integracao, quatro nos coincidentes com os vértices do dominio, enriquecimento do
terceiro grau, ou seja, multiplicanado a PU em cada n6 por uma base de monémios
capaz de representar qualquer polinémio com grau menor ou igual a 3 (ver Eq.
no Apéndice |C]).

O método da penalidade foi empregado para impor as condigoes de contorno.
Embora o método da penalidade tenha sido utilizado, a constru¢ao do método com
as funcdes C* permite a aplicacdo direta das condicoes de contorno essenciais, devido
a propriedade do Delta de Kronecker das fun¢des PU e do tipo de enriquecimento po-
linomial empregado. Para simular deslocamentos nodalmente prescritos por meio do

método da penalidade sao usados seguimentos de reta cujo comprimento é pequeno.
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Os novos recursos apresentados sao validados nas Figuras[5.2)e[5.3] que coincidem

com a solugao analitica do problema.

+0.001038 0005115 +0.005191 +0.007267
o +0.002076 +0.004153 +0.006223 +0.008046

Figura 5.2: Deslocamento vertical u, - 1 Célula - Enriquecimento do 3° grau

-89.03261 -Z7.097091 +34 638428 +96.773947
-120.00037 — G 064851 +3.6706AT +65 BOA1TEE +119 995767

Figura 5.3: Componente de tensao normal na direcao x, g,, - 1 Célula -
Enriquecimento do 3° grau

Com o objetivo de explorar as vantagens das fung¢oes de aproximagao com ele-
vada regularidade inseridas no INSANE, uma série de modelos do G/XFEM e do
hp-Clouds-C* com quatro células de integracdo e com diversos graus de aproxima-
¢ao foi analisada. Na Tabela [5.] sdo apresentadas as caracteristicas das andlises
realizadas. A terceira coluna da Tabela (.1l indica o grau da aproximagao em-
pregada, enquanto a quarta coluna faz referéncia as fungdes de forma empregadas
apresentadas no Apéndice[Cl Para os modelos do G/XFEM, o grau da aproximacao
p corresponde a um enriquecimento até o grau p — 1. Para os modelos do hp-Clouds,
o grau da aproximacao n corresponde a um enriquecimento até o grau p. O en-
riquecimento nestes casos significa multiplicar a PU em cada nd por uma base de
mondmios capaz de representar qualquer polindmio com grau menor ou igual a p—1
para o G/XFEM e p para o hp-Clouds-C*. A diferenca de abordagem entre estes
dois métodos esta no fato de no primeiro a PU ja ser linear. Sendo assim, para se

obter uma aproximacao de grau p, torna-se suficiente multiplica-la por monomios
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de grau até p — 1. Por outro lado, no hp-Clouds-C*, a PU é racional e exige a
multiplicagao de mondémios até a ordem p para se ter uma aproximacao com esta
caracteristica.

Nas segunda, quarta e sexta colunas da Tabela sao mostrados os resultados
das andlises em termos de deslocamento em y, energia de deformagao e componente
de tensao normal maxima 0.4 mas, respectivamente. Nas terceira, quinta e sétima
colunas da Tabela (5.2 por sua vez, sao mostrados os erros relativos das andlises
em relagdo a solugdo andlitica (A1) em termos de deslocamento em y, energia de

deformacao U e componente de tensao normal maxima o, e, respectivamente.

Tabela 5.1: Caracteristicas das anéalises

Analise Método Grau da Funcao
Aproximacgao de Forma

Al Solucao Analitica 3
A2 G/XFEM 1 Eq. (C.1
A3 G/XFEM 2 Eq. (C.2
A4 G/XFEM 3 Eq. (C.3
A5 hp-Clouds-C* 1 Eq. (C.5
A6 hp-Clouds-C* 2 Eq. (C.6
AT hp-Clouds-C* 3 Eq. (C.7

Tabela 5.2: Resultados das andlises

Anilise Uy erro U erro Owa,maz erro

Al 0,00805 - 0,08064 - 119,9997 -

A2 0,00076 90,604 % 0,00757 90,613 %  8,7614 92,699 %
A3 0,00770 4,275 % 0,07745 3,956 % 100,1411 16,549 %
A4 0,00805 0,000 % 0,08064 0,000 % 119,9997 0,000 %
Ab 0,00316 60,726 % 0,03274 59,400 % 31,5240 73,730 %
A6 0,00780 3,057 % 0,07845 2,716 % 104,6731 12,772 %
AT 0,00804 0,075 % 0,08064 0,000 % 119,2266 0,644 %

As Figuras a a seguir, mostram a distribuicao de tensao o,, para cada
um dos modelos analisados. Por meio dessas imagens e dos resultados da Tabela
, é possivel verificar que a aproximacao do 1° grau, tanto no G/XFEM quanto
no hp-Clouds-C*, nao é suficiente para representar adequadamente a solucdo do

problema com o nivel de discretizagao adotado. Entretanto, observa-se que o modelo
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de aproximacao do 1° grau com as funcées C* apresenta resultados melhores em
termos de deslocamentos e tensdoes méaximos, além de apresentar distribuicao de

tensoes continua, ainda que incorreta.

-B.515238 -1.962899 +£.54594401 +7 081781
-0, 761408 -4,243068 +0 263271 +4 015611 +0.701408

Figura 5.4: G/XFEM - Componente de tensdo normal na dire¢ao x, o,, - 4 Células
- Aproximagao do 1° grau

r—f ‘—
— I——

-23.38872 -7.1168285 +9.152151 +25.4225687
-31.523936 -15.253a02 +1.016333 +17. 267369 +31.524

Figura 5.5: hp-Clouds-C* - Componente de tensdo normal na direcdo x, 0y - 4
Células - Enriquecimento do 1° grau

As aproximagoes do 2° grau, mostradas nas Figuras e 5.7 apresentam solu-
coes de qualidade semelhante no que diz respeito aos deslocamentos. Entretanto,
as tensoes no modelo do G/XFEM continuam descontinuas e inferiores as obtidas
pelo hp-Clouds-C*. A continuidade das distribuicdes de tensdo nos modelos com
as funcdes C* colocam em evidéncia a utilidade deste tipo de aproximacdo para
analise fisicamente nao linear, uma vez que os campos de tensao e deformacao, va-
riaveis chave neste tipo de andlise, sdo melhor representados. As func¢des com alta
regularidade foram empregadas na andlise nao linear realizada no Capitulo [6]

Ambos os modelos com aproximagoes do 3° grau deveriam ter solugdes coinci-
dentes com a solugao analitica, como ocorre com o modelo do G/XFEM. Atribui-se
a pequena diferenca encontrada na solucdo do modelo com as funcoes C* a erros

advindos da integracao numérica e utilizagao, para os modelos do hp-Clouds deste
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exemplo, do método da penalidade para aplicacdo das condi¢oes de contorno em

deslocamentos.

|

-74 238148 -ZZ2E12445 +29.073258 +B0. 758981
-100.141 -48.455237 +3.2304086 =54.91611 +100.1411

l

Figura 5.6: G/XFEM - Componente de tensdo normal na dire¢ao x, 0., - 4 Células
- Aproximagao do 2° grau

|

-77.B57H93 -23.633595 +30.390096 +G4 414091
-104 BEIEY -50 645895 +3.378099 +37.402034 +104.673089

l

Figura 5.7: hp-Clouds-C* - Componente de tensdo normal na direcio X, 0,, - 4
Células - Enriquecimento do 2° grau

|

-89.03192 -27 036613 +34.638681 +96.773381
-115.39957 -a6.06427 +3.871031 +65.806331 +119.939719

ﬂ

Figura 5.8: G/XFEM - Componente de tensao normal na dire¢ao x, o, - 4 Células
- Aproximagao do 3° grau

|

-68.45508 -26.919741 +34.615577 +3B6.150696
-119.222719 -37 667401 +3.647918 +63.363236 +119. 22664

l

Figura 5.9: Componente de tensao normal na direcao x, 0., - 4 Células -
Enriquecimento do 3° grau
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5.2 Conclusoes

Os novos recursos foram validados e sua utilidade para a andlise fisicamente
nao linear de estruturas foi evidenciada através dos diagramas de tensao continuos

obtidos por meio do emprego das fungoes com elevada regularidade.



Capitulo 6

Analise nao linear com PU de
elevada regularidade

Como uma das contribuigoes deste trabalho, esta o emprego da PU com elevada
regularidade na simulacao do comportamento fisicamente nao linear de meios par-
cialmente fréageis. A alta regularidade melhora a descricao das variaveis de estado

usadas na andlise fisicamente nao linear.

Uma vez que a PU com alta regularidade foi incluida no INSANE no contexto do
Método hp-Clouds, para que seja possivel a realizacdo da andalise nao linear com as
funcdes CF foi necesséria a implementacdo de classes e métodos necessarios para o
funcionamento da andlise estatica fisicamente nao linear via hp-Clouds no Sistema
INSANE. Alguns aspectos desta implementacdao sao apresentados na Secao [A.7 do

Apéndice [Al

Neste capitulo, na Secao é apresentado um exemplo de aplicagao da imple-
mentacao empregando a Particao da Unidade com elevada regularidade na analise
fisicamente nao linear de meios parcialmente frageis. As simula¢oes numéricas, rea-
lizadas com uso de vérios tipos de enriquecimento polinomial, sdo comparadas com
resultados experimentais disponiveis na literatura. Finalmente, na Secao sao

apresentadas as principais conclusoes deste capitulo.
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6.1 Exemplo numérico

Simulacoes numéricas de um painel em L composto de concreto analisado nu-
mericamente e experimentalmente por Winkler et al. (2004) sdo apresentadas para
testar os recursos implementados e avaliar sua performance na analise fisicamente
nio linear de meios parcialmente frageis. E empregado o framework de modelos
constitutivos disponivel no INSANE (Gori et al., |2017b)).

A Figura ilustra a geometria, o carregamento e as condi¢oes de contorno do
problema analisado. Considera-se ¢ = 28 N/mm e espessura do painel de 100 mm.
O ponto A na Figura [6.1] ¢ o ponto cujo deslocamento vertical é considerado na
composicao das trajetorias de equilibrio. As func¢oes de forma dos modelos apre-
sentados possuem propriedade do delta de Kronecker, sendo assim, as condigoes de
contorno essenciais sao impostas diretamente ao longo dos nés do segmento BC' da
Figura [6.1 Todos os graus de liberdade, inclusive os oriundos do enriquecimento
extrinseco, sao bloqueados ao longo deste seguimento.

Ainda, nas simulagdes numéricas considera-se modelo de fissuracao distribuida de
direcao fixa com as leis tensao-deformagao de |Carreira e Chul (1985 1986) e estado
plano de tensdo (ver Apéndice [Bl). As propriedades do material sdo Ey = 25850
N/mm? v = 0,18, f; = 2,70 N/mm?, f. = 31,0 N/mm?, ¢ = 0,0001925 e ¢, =
0,0022. Os pardmetros dos modelos com funcoes C* sdo k = o0, 3 =0,6 e v = 0,3.
A andlise nao linear foi realizada com controle de deslocamentos generalizados (Yang
e Shieh, [1990), aproximagao secante do tensor constitutivo, 0,020 de incremento do
fator de carga e uma tolerancia relativa para a convergéncia em termos de norma
de deslocamento de 0,0001.

Uma série de simulacoes é feita com o FEM e o método hp-Clouds com fungoes
C*. Dois modelos sdo analisados com o FEM, um com elementos Q4 e outro com
elementos 8, ambos com malha de 48 elementos (ver Figura . O hp-Clouds-C*
foi utilizado para compor trés modelos com diferentes tipos de enriquecimento po-

linomial. Os modelos com o hp-Clouds-C* possuem 48 células de integracdo, com
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500 mm

250 mm

250 mm

vl . B C

X
250 mm 250 mm

Figura 6.1: Geometria do painel em L de concreto

vértices coincidentes com os nés da Figura . O primeiro modelo possui to-
dos os noés enriquecidos com polindomios completos até o primeiro grau. O segundo
modelo apresenta alguns nés enriquecidos com polindmios completos até o primeiro
grau e outros nos enriquecidos com polinémios completos até o segundo grau, con-
forme ilustrado na Figura [6.3(b)] O terceiro modelo, por sua vez, tem todos os
nos enriquecidos com polindmios completos até o segundo grau. Nas analises com o
hp-Clouds-C*, devido ao fato da PU ser racional e ndo polinomial, foram utilizados
7 x 7 pontos de integracao por célula. Além de serem funcgoes racionais e nao poli-
nomiais, as particoes da unidade com elevada regularidade regularidade empregadas
possuem derivadas altamente oscilatérias, o que requer um grande niimero de pon-
tos de integragdo para a obten¢do dos elementos da matriz de rigidez (Mendonca,
et al., 2013). Neste trabalho, as células de integracdo sao coincidentes com a malha
de elementos finitos utilizada nas analises pelo FEM. O uso de uma distribuicao
regular de nés tem como objetivo prover uma comparagao justa com os modelos de
FEM, em termos de capacidade de modelagem do problema com a mesma distribui-
cdo nodal. A abordagem C*, similarmente a outros Métodos sem Malha, possibilita
grande liberdade na distribui¢ao nodal, o que é dificilmente obtida no FEM.

Um dado né j enriquecido com mondémios do primeiro grau possui 6 graus de
liberdade adicionais. A Eq. (C.Al), no Apéndice [C] mostra as fungdes de forma enri-

quecidas para o né j para o enriquecimento do primeiro grau. O né enriquecido com
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Figura 6.2: 48 elementos Q4

Enriquecimento
. 1°grau
. 2%grau

(a) Geometria (b) Enriquecimento do 1° e do 2° grau

Figura 6.3: Geometria do modelo - 48 células de integragao

mondmios completos até o segundo grau, por sua vez, possui 14 graus de liberdade
adicionais. A Eq. (C.6), no Apéndice [C| por sua vez, mostra as fungoes de forma

enriquecidas para um dado né j para o enriquecimento do segundo grau.

De forma a facilitar a comparacao, todos as trajetorias de equilibrio das simula-
¢oes descritas anteriormente sdo plotadas na Figura[6.4] As trajetérias de equilibrio
sdo mostradas na Figura (a), para os modelos hp-Clouds-C*, e na Figura

(b) para os modelos do FEM. Os resultados obtidos sao comparados com os dados

experimentais de Winkler et al.| (2004]).
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Figura 6.4: Trajetérias de equilibrio obtidas com modelo de fissuragao distribuida
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A partir dos dados da Figura (a), é aparente que os resultados com aproxi-
macido C* sdo concordantes com o resultado experimental principalmente no ramo
descendente correspondente ao amolecimento. O modelo com enriquecimento de
segundo grau na zona de propagacao do dano mostrou melhores resultados no ramo
de amolecimento do que o modelo enriquecido somente com primeiro grau, o que
salienta a vantagem do método hp-Clouds e outros métodos da particio da uni-
dade de suportar enriquecimento nao uniforme ao longo do dominio. A Figura [6.4
(b) mostra maior dispersao entre as solugdes obtidas com elementos Q4 e Q8. Ao
comparar os dados obtidos nos dois tipos de modelo apresentados na Figura [6.4] é
possivel observar que a alta regularidade da PU tem boa influéncia sobre os resulta-
dos, uma vez que os resultados com este tipo de aproximacao foram mais préximos
dos resultados experimentais do que os resultados obtidos com o FEM. Isso pode
ser explicado pelo cardter suave da aproximacio C*. Ambos os métodos, FEM e
hp-Clouds-C*, sdo capazes de reproduzir uma solucdo polinomial, mas o primeiro é

uma aproximacao C° e o ultimo é uma aproximacao C*, com k = co.

Quando confrontadas aos resultados experimentais de Winkler et al.| (2004)), di-
versas simulagoes numéricas, inclusive as apresentadas em Winkler et al. (2004),
apresentam resultados com comportamento pré-pico mais rigido do que o experi-
mental. O comportamento mais rigido foi verificado independentemente da escolha
do modelo constitutivo ou método numérico, como pode ser confirmado pelos resul-
tados apresentados por [Peixoto et al.| (2016) com o BEM, [Pennal (2011)), |(Gori et al.
(2017b), |Zeiml et al.| (2013) e Gori (2018) com o FEM, Gori et al.| (2017a)), Gori et al.
(2017Db)) e [Silva (2012)) com o EFG e |Gori (2018) com o ES-RPIM e o NS-RPIM,
dentre outros. A maior rigidez inicial dos resultados numéricos pode ser atribuida
as diferengas entre as condigoes de contorno do experimento e aquelas definidas nos

modelos numéricos.

A Figura mostra o nimero de iteracoes para alcancar o equilibrio para cada

passo de carga dos modelos analisados.
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Figura 6.5: Numero de iteragoes por passo de carga
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E possivel observar que o tipo de parti¢do da unidade empregada nao afetou a
convergéncia do procedimento nao linear. Foram necessarios apenas duas iteragoes
para convergéncia na maior parte da analise em todos os modelos. O modelo com
funcoes C* enriquecidas com polindémios do 2° grau precisou de 22 iteracoes em
apenas dois passos. Como esperado, mais iteragdes sao necessarias quando a traje-
toria de equilibrio muda de dire¢do. O nimero total de iteracoes em cada modelo
também é apresentado. Este niimero nao varia significativamente entre os modelos
estudados.

As Figuras|[6.6] e [6.7| mostram as isofaixas de dano para o modelo hp-Clouds com
enriquecimento do 1° e 2° grau para os passos 80 (fator de carga = 1,13, ponto
D na Figura (a)) e 118 (fator de carga = 0,77, ponto E na Figura (a)),

respectivamente. A propagacao do dano foi corretamente representada.

+0.032539 +0.087813 +0162637 +0.2ETTTE
0 +0.065073 +0.130157 +0.195236 +0.25215

Figura 6.6: Variacao do dano no dominio - Ponto D - enriquecimento do 1° e 2°
grau

As Figuras [6.8] e mostram as isofaixas de deformagoes €,, para os
modelos hp-Clouds enriquecido com 1° e 2° grau (fator de carga = 0,77, ponto E
na Figura (a)), FEM Q4 (fator de carga = 0,77, ponto F na Figura (b))
e FEM Q8 (fator de carga = 0,77, ponto G na Figura (b)). Estes diagramas



+0.032539 +0.097617 +0 162634 +0.227772
i} +0.065078 +0.130155 +0. 195233 +0.252176

Figura 6.7: Variacao do dano no dominio - Ponto E - enriquecimento do 1° e 2°
grau

mostram que nao é necessario pos-processamento na determinacao de campos de
tensdo e def a t1 imagdes do tipo C* < d
ensao e deformagao continuos para as aproximacoes do tipo C”, como é o caso de

Métodos sem Malha.

L § L 8 L § " L |

-0.000028 -0.000002 +0.000024 +0.000043
-0.000041 -0.000015 +0.000011 +0.000036 +0.000053

Figura 6.8: Variacao da deformagao ¢,, no dominio - Ponto E - enriquecimento do
19 e 29 grau
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Figura 6.9: Variacao da deformagao ,, no dominio - Ponto F - Q4
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Figura 6.10: Variacao da deformacao ¢,, no dominio - Ponto G - Q8



6.2 Conclusoes

A vantagem de se utilizar a particdo de unidade com alta regularidade para a
analise fisicamente nao linear foi evidenciada por meio da obtengdo do campo de
deformagoes continuo. O objetivo da implementacao e exemplo anterior foi avaliar
o uso da aproximacao com alta regularidade na analise nao linear de meios parcial-
mente frageis. Para tanto, foi empregado um painel em L em concreto simples com
o modelo de fissuracao distribuida. Os resultados obtidos, comparados aos dados
experimentais disponiveis na literatura e com andalises via FEM, possibilitaram as

seguintes conclusoes:

— 0 uso da alta regularidade melhora a descricao dos campos de tensao e de-
formacgao, que sao variaveis chave em modelos com andlise fisicamente nao

linear;

— enriquecimento nao uniforme pode ser empregado, o que permite escolher quais
nuvens precisam de enriquecimento, reduzindo o tempo de processamento que

esta relacionado com o nimero de graus de liberdade do modelo.

Quando comparado aos Métodos sem Malha, o método hp-Cloud-C* tem as

seguintes vantagens com possivel impacto no custo computacional:

— imposicao direta das condigoes de contorno;

— as fungoes de forma tem o mesmo suporte que as fung¢oes do FEM definidas
sobre a mesma malha, o que facilita a integracao numérica e conduz a matrizes

com a mesma largura de banda que o GFEM convencional (Duarte et al., 2006);

— nao héa necessidade de emprego de critério de visibilidade quando existirem
dominios convexos ou descontinuidades que coincidam com as arestas das cé-

lulas.
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Entretanto, como a Particdo da Unidade do hp-Cloud-C* nao ¢ polinomial, o
numero de pontos de integragao por célula de integracao empregado para a aproxi-
macio C* (7 x 7) é bem maior que o niimero empregado nos modelos do FEM Q4
(2x2)eQ8(3x3).

Em termos de custo computacional, quando comparado ao FEM e ao G/XFEM,
os modelos com aproximacdo C* sdo bastante penalizados se as funcdes C* forem
empregadas em todo o modelo (como feito no exemplo apresentado). Uma forma
ideal de aproveitar as vantagens da PU com alta regularidade sem um alto custo
computacional seria empregar as funcoes C* somente onde necessério (Ex. em volta
de singularidades, em areas com plasticidade confinada, em areas de propagacao
de dano, entre outros) e usar aproximagdes polinomiais C° (G/XFEM) nas demais
regides, como sugerido em Duarte et al. (2006). Outra alternativa seria o uso da
aproximacdo C* somente nos modelos locais da abordagem global-local, como pro-

posto por |Freitas et al.| (2015)).



Capitulo 7

Analise linear com abordagem
global-local e Método sem Malha

Neste trabalho, a solucao numérica usada para enriquecer o problema global ¢é
obtida via EFG, dando origem ao denominado GL%;@M . Espera-se que o fendomeno
local seja melhor descrito pelas fungoes de um Método sem Malha enquanto que o
comportamento global continuard sendo descrito pelo G/XFEM. A motivagao para
o emprego do EFG nos problemas locais da abordagem global-local é baseada em
caracteristicas deste método, bem como de outros Métodos sem Malha, tais como
versatilidade na construcao de aproximagoes conformes para problemas especificos,
capacidade de obtencao de aproximagoes com alta regularidade, capacidade de re-

gularizacao devido ao carater nao-local e aproximagao numérica menos sensivel a

distribuicao nodal devido a auséncia de malha.

Os recursos de andlise global-local de Alves| (2012) disponiveis no INSANE foram
adaptados para comportar EFG no problema local. A implementacio das classes e
métodos necesséarios para o funcionamento da Abordagem Global-Local com EFG

no Sistema INSANE é apresentada na Secao [A.8 do Apéndice [Al

A influéncia de diversos fatores nos resultados das andlises com abordagem
Global-local com G/XFEM foi estudada em alguns trabalhos, conforme apresen-
tado na Secdo 2 E necessario avaliar, pela primeira vez, estes fatores e outros

referentes exclusivamente aos Métodos sem Malha na andlise Global-local com EFG
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no problema local. Desta forma, na Secao [[.1] sio apresentadas andlises via abor-
dagem Global-Local com EFG no problema local. Essas andlises sao, por sua vez,
comparadas com resultados obtidos via GFEM-gl tradicional e com uma solugao es-
tabelecida como soluc¢ao de referéncia. Na Secao sao apresentadas as principais

conclusoes deste capitulo.

7.1 Exemplo numérico

Para validar os recursos implementados e avaliar alguns aspectos especificos da
analise global-local, o problema de um painel em L é empregado. Trata-se do painel
em concreto simples mostrado na Figura ja apresentada no Capitulo [l e aqui
repetida com o objetivo de facilitar a leitura. A Figura também apresenta
o carregamento e as condi¢oes de contorno do problema analisado. Considera-se
q = 28 N/mm e espessura do painel de 100 mm. As condigdes de contorno essenciais
sdo impostas diretamente ao longo dos nés do segmento BC' da Figura [7.1} Todos
os graus de liberdade, inclusive os oriundos do enriquecimento extrinseco, quando
este existir, sao bloqueados ao longo deste seguimento. As propriedades do material

eldstico linear sao F = 25850 N/mm?, v = 0,18.

500 mm

250 mm

250 mm

vl . B C

X
250 mm 250 mm

Figura 7.1: Geometria do painel em L de concreto



85

7.1.1 Solugao de referéncia

Com o objetivo de obter uma solucdo de referéncia, o software ANSYS® foi
empregado para modelar o painel L com malhas bastante refinadas. Foi adotada
como solucao de referéncia uma malha de 303010 elementos Q8, 910302 nés e 1820604
graus de liberdade. A energia de deformacao da solugao de referéncia é 460,5603

N mm.

7.1.2 Analise global-local

A malha global empregada, apresentada na Figura [7.2] possui 192 elementos e
225 nés. Um dos fatores avaliados é a influéncia da qualidade da solucao global

inicial no resultado final. Desta forma, sao empregados 3 tipos de modelo global:

— G-PO0, sem enriquecimento extrinseco, 450 graus de liberdade;
— G-P1, com enriquecimento de primeiro grau, 1350 graus de liberdade;

— G-P2, com enriquecimento do segundo grau, 2250 graus de liberdade.

As funcoes de forma enriquecidas empregadas sao apresentadas no Apéndice [Cl
Os modelos globais G-P0, G-P1 e G-P2 possuem 2, 6 e 10 graus de liberdade (GDL)
por noé, respetivamente. A Tabela [T apresenta um resumo das caracteristicas dos
modelos globais empregados, com os resultados em energia de deformacao U obtidos

na primeira etapa (analise global) da estratégia global-local.

Tabela 7.1: Caracteristicas dos modelos globais

modelo  método  funcao de GDL U erro
forma relativo
G-P0  G/XFEM Eq. (C.1)) 450 446,3059 3,0950 %
G-P1  G/XFEM Eq. (C.2) 1350 4557609 1,0421 %
G-P2 G/XFEM Eq. (C.3) 2250 456,2210 0,9422 %

Sao empregadas trés tamanhos de modelos locais para cada tipo de modelo glo-

bal. Os modelos locais do G/XFEM sao apresentados na Figura , enquanto os
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Figura 7.2: Malha global - 192 elementos

(a) L1 | (b) L2 (c) L3

Figura 7.3: Tamanho do dominio local - G/XFEM

modelos locais com EFG sao apresentados na Figura [7.4]l A Tabela [7.2] apresenta

um resumo das caracteristicas dos modelos locais estudados.

Tabela 7.2: Caracteristicas dos problemas locais

malha elementos/ células nés graus de liberdade

L1 108 125 250
L2 144 169 338
L3 204 237 474

Com o objetivo de avaliar a influéncia do niimero de nés enriquecidos com a
solugao local no modelo global enriquecido, sao empregados modelos globais com

1, 8 e 21 noés enriquecidos com a solucao local, conforme apresentado nas Figuras



(a) L1 (b).L2 (c) L3

Figura 7.4: Tamanho do dominio local - EFG

(a) 1 né enriquecido (b) 8 nds enriquecidos (c) 21 nds enriquecidos

Figura 7.5: Enriquecimento

[7.5(a)l [7.5(b)|e|7.5(c)| respectivamente. Por limitagoes geométricas, para as andlises

com modelo local L1, somente 1 n6 é enriquecido com a solugao local. Pelas mesmas
razoes, para as analises com modelo local L2 sdo estudados modelos globais com 1 e
8 noés enriquecidos com a solugao local. Nas analises com modelo local L3, por sua
vez, sao estudados modelos globais com 1, 8 e 21 nods enriquecidos.

A Tabela apresenta um resumo das caracteristicas dos problemas analisados
neste estudo. De forma a facilitar as andlises realizadas a seguir, estas sao nomeadas
de PB-1 ao PB-36.

Primeiramente, sao realizadas analises com o objetivo de determinar o tamanho
do dominio de influéncia no EFG, o pardmetro da penalidade, o nimero de pon-
tos de integracao nas células dos problemas locais com EFG e o niimero de ciclos

global-local. Em seguida, com os parametros definidos anteriormente, sao realizados
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Tabela 7.3: Caracteristicas dos problemas analisados

numero do problema problema  modelo nés GDL GDL
problema global local local enriquecidos (ETAPA 1) (ETAPA 3)
PB-1 G-p0 L1 G/XFEM 1 450 452
PB-2 G-pl L1 G/XFEM 1 1350 1352
PB-3 G-p2 L1 G/XFEM 1 2250 2252
PB-4 G-p0 L2 G/XFEM 1 450 452
PB-5 G-pl L2 G/XFEM 1 1350 1352
PB-6 G-p2 L2 G/XFEM 1 2250 2252
PB-7 G-p0 L2 G/XFEM 8 450 466
PB-8 G-pl L2 G/XFEM 8 1350 1366
PB-9 G-p2 L2 G/XFEM 8 2250 2266
PB-10 G-p0 L3 G/XFEM 1 450 452
PB-11 G-pl L3 G/XFEM 1 1350 1352
PB-12 G-p2 L3 G/XFEM 1 2250 2252
PB-13 G-p0 L3 G/XFEM 8 450 466
PB-14 G-pl L3 G/XFEM 8 1350 1366
PB-15 G-p2 L3 G/XFEM 8 2250 2266
PB-16 G-p0 L3 G/XFEM 21 450 492
PB-17 G-pl L3 G/XFEM 21 1350 1392
PB-18 G-p2 L3 G/XFEM 21 2250 2292
PB-19 G-p0 L1 EFG 1 450 452
PB-20 G-pl L1 EFG 1 1350 1352
PB-21 G-p2 L1 EFG 1 2250 2252
PB-22 G-p0 L2 EFG 1 450 452
PB-23 G-pl L2 EFG 1 1350 1352
PB-24 G-p2 L2 EFG 1 2250 2252
PB-25 G-p0 L2 EFG 8 450 466
PB-26 G-pl L2 EFG 8 1350 1366
PB-27 G-p2 L2 EFG 8 2250 2266
PB-28 G-p0 L3 EFG 1 450 452
PB-29 G-pl L3 EFG 1 1350 1352
PB-30 G-p2 L3 EFG 1 2250 2252
PB-31 G-p0 L3 EFG 8 450 466
PB-32 G-pl L3 EFG 8 1350 1366
PB-33 G-p2 L3 EFG 8 2250 2266
PB-34 G-p0 L3 EFG 21 450 492
PB-35 G-pl L3 EFG 21 1350 1392
PB-36 G-p2 L3 EFG 21 2250 2292

estudos quanto a influéncia do tamanho do dominio local e influéncia do niimero de

nos enriquecidos com a solugao local no modelo global.



7.1.2.1 Efeito do tamanho do dominio de influéncia (Método sem Malha)

Sao empregados neste exemplo dominios de influéncia quadrados com fungoes
peso do tipo Cubic Spline. Como nos modelos utilizados os nés nao sdo uniforme-
mente distribuidos, o dominio de influéncia de cada né é definido em fungao da maior
distancia entre os nos vizinhos. Sao considerados noés vizinhos aqueles que comparti-
lham células de integracao com o né em questao. Com o objetivo de estudar o efeito
do tamanho dos dominios de influéncia dos problemas locais sao realizados alguns
testes variando o tamanho do dominio de influéncia dos nés. Desta forma, para os
problemas PB-22 a PB-27, com problema local L2 (ver Figura , sao realiza-
dos testes considerando trés tamanhos de dominio de influéncia por no, definidos
em fungao da maior distdncia entre os nés vizinhos (d.;). Sao usados dominios de
influéncia quadrados de lado igual a: 2d,,42; 3dmaz; 4dmaez. Os testes sao feitos para
valores do pardmetro de penalidade n = 108, n = 101 e = 1013,

Os resultados das andlises com os diversos dominios de influéncia sdo apresen-
tados nos graficos das Figuras a [T.11] Nestes graficos, o eixo das abscissas
corresponde ao logaritmo do nimero de graus de liberdade do problema global, en-
quanto o das ordenadas corresponde ao logaritmo da norma do erro em termos de
energia. O erro e, calculado a partir da solugao de referéncia definida na Se¢ao [[.T.1],

bem como sua norma ||e||, sdo definidos a seguir:

[ |Uf,~ef—1/{| (71)

lell = v2e (7.2)
em que U ¢ a energia de deformagao do problema e U, ¢ a energia de deformacao
da solucao de referéncia.

Nas Tabelas [7.4] e é apresentado um resumo das caracteristicas dos pro-
blemas analisados (colunas 1 a 3), bem como a energia de deformagao dos problemas

global inicial (Etapa 1 - coluna 4), local (Etapa 2 - coluna 5) e global enriquecido
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(Etapa 3 - coluna 6). Por ultimo, na coluna 7, é apresentado o erro relativo percen-
tual da energia de deformacao do problema global enriquecido em relacao a solugao

de referéncia. O erro relativo percentual ey, é definido por:

eo = uefmo% (7.3)

log(v2 x e)
S
3
T

—0,20 |-

—0,40 |- -

TN IS T Y [ T T S T S S [ T S S O A
2,60 2,65 2,70 2,75 2,80 2,85 2,90 2,95 3,00 3,05 3,10 3,15 3,20 3,25 3,30 3,35 3,40 3,45 3,50

log(GDL)

- PB-22 a0 PB-24 - 2dpmaz - ©- PB-22 ao PB-24 - 3dmaz —8— PB-22 ao PB-24 - 4dnax

Figura 7.6: EFG - n = 10®

Nos resultados dos graficos das Figuras|[7.6]a é possivel observar que para os
valores de 7 estudados (7 = 10® e n = 10'°) o problema nao converge a medida que o
grau do enriquecimento polinomial aumenta nos problemas com 3d,,40 € 4dmae. En-
tretanto, observa-se que houve melhora de todos os problemas globais enriquecidos
se comparado aos problemas globais iniciais.

Os resultados apresentados nas Tabelas e mostram que para os proble-
mas com 3d,q, € 4dpas, respectivamente, os valores de energia de deformagao do
problema local (Etapa 2) para 7 igual a 10'® sdo cerca de 10 vezes os valores desta
energia para os demais valores de n estudados, o que indica que os resultados destes
problemas nao sao confiaveis. Nas andalises seguintes, serdao empregados dominios

de influéncia com 2d,,,,, uma vez que, com este dominio de influéncia, serd possivel
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Figura 7.7: EFG - n = 10® - Problema Local L2

log(GDL)
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Figura 7.8: EFG - n = 10% - Problema Local L2
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log(v/2 x e)

log(vV2 x e)
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Figura 7.9: EFG - n = 10'° - Problema Local L2
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Figura 7.10: EFG - n = 10'3 - Problema Local L2
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Figura 7.11: EFG - n = 10'3 - Problema Local L2

Tabela 7.4: Resultados com dominio de influéncia de lado igual a (2d,,4.)

PB n  Problema U U U ey,
Global  (Etapa 1) (Etapa 2) (Etapa 3) (Etapa 3)

PB-22 10° G-p0  446,3059 87,2009  449,0627 2,4964 %
PB-23 108  G-pl  455,7609 94,4624  460,1796  0,0827 %
PB-24 108  G-p2  456,2210 95,0211  460,3636 0,0427 %
PB-25 108  G-p0  446,3059 87,2909  450,6295 2,1562 %
PB-26 108  G-pl  455,7609 94,4624  460,3563 0,0443 %
PB-27 108  G-p2  456,2210 95,0211  460,4303 0,0282 %

PB-22 10 G-p0 446,3059 87,8795  449,0664  2,4956 %
PB-23 10'° G-pl 4557609 94,5304  460,1794  0,0827 %
PB-24 10%° G-p2 456,2210 95,086 460,363  0,0428 %
PB-25 101° G-p0 446,3059 87,8795  450,6354 2,155 %
PB-26 10 G-pl 455,7609 94,5304  460,3558  0,0444 %
PB-27 10'° G-p2 456,2210 95,086 460,4739  0,0188 %

PB-22 10% G-p0 446,3059  100,5676  449,1677  2,4736 %
PB-23 10 G-pl 4557609 97,3123  460,1713  0,0845 %
PB-24 103 G-p2 456,2210 97,6329  460,3537  0,0449 %
PB-25 10 G-p0 446,3059  100,5676  450,7325  2,1339 %
PB-26 103 G-pl 455,7609 97,3123 460,309  0,0546 %
PB-27 103 G-p2 456,2210 97,6329  460,4224  0,0299 %
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Tabela 7.5: Resumo dos resultados - 3d,,4z

PB n  Problema U U U ey

Global  (Etapa 1) (Etapa 2) (Etapa 3) (Etapa 3)
PB-22 10° G-p0 446,3059 86,7944  449,2133  2,4637 %
PB-23 10% G-pl 4557609 94,0109  460,4129 0,032 %
PB-24 10% G-p2 456,2210 94,5567  460,7199  0,0346 %
PB-25 10% G-p0 446,3059 86,7944  450,7738  2,1249 %
PB-26 10% G-pl 455,7609 94,0109  460,8227 0,057 %
PB-27 10% G-p2 456,2210 94,5567  460,9027  0,0743 %
PB-22 10% G-p0 446,3059 88,7283  449,1786  2,4713 %
PB-23 10% G-pl 4557609 94,2865  460,4155  0,0314 %
PB-24 10'° G-p2 456,2210 94,799 460,7199  0,0347 %
PB-25 10% G-p0 446,3059 88,7283  450,7413 2,132 %
PB-26 10% G-pl 455,7609 94,2865  460,8152  0,0553 %
PB-27 10% G-p2 456,2210 94,799 460,9021  0,0742 %
PB-22 10% G-p0 446,3059 1073,4191 447,846  2,7606 %
PB-23 10% G-pl 455,7609 8252511  459,8999  0,1434 %
PB-24 10'3 G-p2 456,2210 818,225 460,3749  0,0402 %
PB-25 103 G-p0 446,3059 1073,4191  449,0941  2,4896 %
PB-26 10% G-pl 455,7609  825,2511  459,9435  0,1339 %
PB-27 10%3 G-p2 456,2210 818,225 460,4611  0,0215 %

Tabela 7.6: Resumo dos resultados - 4d,,q.
PB n  Problema U U U €%

Global  (Etapa 1) (Etapa 2) (Etapa 3) (Etapa 3)
PB-22 10% G-p0 446,3059 83,4794  449,6906  2,3601 %
PB-23  10% G-pl 455,7609 90,1968 460,461  0,0216 %
PB-24 10% G-p2 456,2210 90,6931  461,2796 0,1562 %
PB-25 10% G-p0 446,3059 83,4794  451,2036  2,0316 %
PB-26 10% G-pl 4557609 90,1968  461,7898 0,267 %
PB-27 10% G-p2 456,2210 90,6931  462,1686  0,3492 %
PB-22 10%° G-p0 446,3059 88,4937  449,6348  2,3722 %
PB-23 10% G-pl 455,7609 90,8211  460,8255 0,0576 %
PB-24 10% G-p2 456,2210 91,2939  461,5375 00,2122 %
PB-25 10% G-p0 446,3059 88,4937  451,1959  2,0333 %
PB-26 10% G-pl 455,7609 90,8211  462,1588  0,3471 %
PB-27 10'° G-p2 456,2210 91,2939  462,4652 00,4136 %
PB-22 10% G-p0 446,3059  714,7451  446,3709  3,0809 %
PB-23 10 G-pl 4557609  526,7565  455,8542  1,0218 %
PB-24 10% G-p2 456,2210  394,7084  456,4221  0,8985 %
PB-25 10% G-p0 446,3059  714,7451  448,5001 2,6186 %
PB-26 10% G-pl 455,7609  526,7565  457,6111  0,6404 %
PB-27 10% G-p2 456,2210  394,7084  458,2283  0,5063 %




avaliar os trés tipos de problema global propostos.
7.1.2.2 Influéncia do parametro de penalidade

Com o objetivo de escolher adequadamente o parametro de penalidade 7 e de
avaliar sua influéncia sobre os resultados na anélise global-local, sao realizados alguns
testes variando o pardmetro 7. Sao realizados testes com os problemas PB-7, PB-
8, PB-9, com G/XFEM no problema local, e PB-25, PB-26 e PB-27, com EFG no
problema local. Sdo empregados modelo local do tipo L2 e 8 nés globais enriquecidos
com a solugao local. No caso dos modelos locais com EFG o dominio de influéncia

adotado foi de 2d,,,,,.. Sdo empregados nas analises os seguintes valores de n: 10°, 108,

1019, 10, 1012, 103, 10% ¢ 10%. Os gréficos das Figuras|7.12 [7.13|e[7.14]apresentam

os resultados de energia de deformacao do problema global enriquecido em fungao
do logaritmo do pardmetro de penalidade empregado. Os gréficos das Figuras [7.15]
e [(.17, por sua vez, apresentam os resultados de energia de deformagdo do
problema local em funcao do logaritmo de 7.

450, 80

450,75 |- a

450,70 |-

450,65 |

450,60 |

450,55 |

Energia de deformacgao

450,50 |-

450,45 |

450, 40 | | | ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! | !
4,00 6,00 8,00 10, 00 12,00 14,00 16, 00 18,00 20, 00 22,00 24,00 26, 00

log(m)

’ w4 PB-7 - L2-G/XFEM-8enr-p0 —&— PB-25 - L2-EFG-8enr-p0 ‘

Figura 7.12: Energia de deformagao (modelo global enriquecido) em funcao de
log(n) para os problemas PB-7 e PB-25

Os resultados apresentados nos graficos das Figuras [7.12] [7.13 e [7.14] mostram
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Figura 7.13: Energia de deformacao (modelo global enriquecido) em fungao de
log(n) para os problemas PB-8 e PB-26
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Figura 7.14: Energia de deformacao (modelo global enriquecido) em fungao de
log(n) para os problemas PB-9 e PB-27
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Figura 7.15: Energia de deformacao (modelo local) em funcgao de log(n) para os

problemas PB-7 e PB-25
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Figura 7.16: Energia de deformacao (modelo local) em funcao de log(n) para os

problemas PB-8 e PB-26
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Figura 7.17: Energia de deformacao (modelo local) em fungao de log(n) para os
problemas PB-9 e PB-29

que, para os problemas analisados, os resultados em termos de energia nao variam
significativamente para os problemas com GFEM-gl, desta forma, o valor de n = 10'°
¢ adotado para os problemas PB-1 a PB-18 deste capitulo. Por outro lado, nestes
graficos é possivel observar que os resultados sao estabilizados a partir de n = 103
para os problemas com GL%?@M . Observa-se que quanto melhor a qualidade das
condigbes de contorno transmitidas ao problema local (neste caso, quanto maior a

ordem do enriquecimento do problema local), menos sensiveis sdo os resultados em

relacdo ao pardmetro de penalidade. Para os problemas com EFG nos modelos locais

(PB-19 a PB-36), ¢ adotado n = 10'3. Os resultados das Figuras [7.15] [7.16| e [7.17]

apresentam para os problemas locais, como esperado, comportamento semelhante
ao dos problemas globais no que diz respeito ao parametro de penalidade. O valor
de n = 10" adotado para os modelos com EFG (GLYEEM) é superior ao valor
méximo comumente usado na literatura 10® x E sugerido em [Liu/ (2009) e Zhu e
Atluri (1998). Entretanto, no contexto da andlise global-local, diferentemente de
Liu (2009) e |Zhu e Atluri (1998), que impoem deslocamentos nulos por meio do

método da penalidade, impde-se aqui uma funcao deslocamento nao nula.



7.1.2.3 Influéncia dos ciclos entre modelos Global e Local

Conforme mencionado na Se¢ao 23] (OHara et al.| (2009) e Gupta et al.| (2012Db))
propoem, para o GFEM-gl, a realizagao de ciclos entre os modelos global e local como
forma de melhorar a qualidade da solucdo. Para o GLEEEM a mesma estratégia pode
ser empregada.

Com o objetivo de escolher adequadamente o nimero de ciclos entre os modelos
global e local e de avaliar sua influéncia sobre os resultados na analise global-local,
sao realizados alguns testes com nimero de ciclos GL igual a 5. Assim como para
os testes do parametro de penalidade, sao realizados testes com os problemas PB-7,
PB-8, PB-25 e PB-26, com o modelo local do tipo L2 e 8 nés globais enriquecidos
com a solugao local. Os graficos das Figuras [7.18| e [7.19] apresentam os resultados
de energia de deformacao do problema global enriquecido em fun¢ao do nimero de
ciclos G-L. Os gréficos apresentados nas Figuras[7.20]e[7.21], por sua vez, apresentam

os resultados de energia de deformacgao do problema local em fun¢ao do niimero de

ciclos G-L.
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Figura 7.18: Energia de deformagao (modelo global enriquecido) em fungao do
numero de ciclos GL para os problemas PB-7 e PB-25

Na Tabela sao apresentados para cada problema analisado e para cada ciclo
global-local: a energia de deformagao U do problema global enriquecido (coluna
3); o erro relativo percentual da energia do problema global enriquecido em relagao
a solucao de referéncia (coluna 4); a energia de deformagao U do problema local

(coluna 5); a diferenca entre as energias do problema local dos ciclos ¢ e (i — 1)
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Figura 7.19: Energia de deformacao (modelo global enriquecido) em fungao do
numero de ciclos GL para os problemas PB-8 e PB-26
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Figura 7.20: Energia de deformacao (modelo local) em fun¢ao do nimero de ciclos
GL para os problemas PB-7 e PB-25

(coluna 6).

Os resultados apresentados no grafico da Figura[7.18 e na Tabela[7.7jmostram que
para os problemas PB-7 e PB-25, que possuem problema global sem enriquecimento
(G-p0), os resultados em termos de energia nao variam significativamente a partir do
segundo ciclo G-L. O mesmo ocorre para os problemas PB-8 e PB-26, com problema
global enriquecido com polindmios de 1° grau (G-p1). Entretanto, para os casos com
problema global G-pl, a reducao do erro é bem menor no que nos casos com G-p0.
Desta forma, é possivel afirmar que quanto pior for a qualidade da aproximacao do
problema global, mais efetivo é o uso de pelo menos dois ciclos GL na melhora dos
resultados. Os resultados dos problemas locais apresentados nas Figuras e
mostram que os resultados em termos de energia nao variam significativamente para

os problemas locais analisados a partir do segundo ciclo G-L. O nimero de ciclos
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Figura 7.21: Energia de deformacao (modelo local) em fungao do nimero de ciclos
GL para os problemas PB-8 e PB-26

GL adotado nas anélises apresentadas a seguir ¢ igual a 2.

7.1.2.4 Influéncia do niimero de pontos de Gauss do problema local

Com o objetivo de escolher adequadamente o niimero de pontos de integracao
empregados em cada célula de integracdo do modelo local discretizado com EFG e
de avaliar sua influéncia sobre os resultados na analise global-local, sao realizados
alguns testes variando o niimero de pontos de integracao por célula de 2 x 2 a 25 x 25.
Assim como para os testes do pardametro de penalidade e do nimero de ciclos Global-
Local, sao realizados testes com os problemas PB-7, PB-8, PB-25 e PB-26, com o
modelo local do tipo L2 e 8 nés globais enriquecidos com a solugao local. Os graficos
das Figuras e mostram os resultados de energia de deformagcao do problema
global enriquecido em func¢ao da raiz quadrada do nimero de pontos de integragao
por célula. Os gréficos das Figuras[7.24]e[7.25] por sua vez, apresentam os resultados
de energia de deformacao do problema local em funcao da raiz quadrada do niimero
de pontos de integracao por célula.

Na Tabela [7.8| sao apresentados para cada problema analisado e para cada nu-
mero de pontos de Gauss empregado: o ciclo GL (coluna 2); a energia de deformagao
U do problema global enriquecido (coluna 4); o erro relativo percentual da energia
do problema global enriquecido em relagdo a solugdo de referéncia (coluna 5); a

energia de deformagao U do problema local (coluna 6); a diferenga entre as energias
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Tabela 7.7: Resumo dos resultados - Ciclo Global-Local

PB ciclo U ey U diferenca
GL (Etapa 3) (Etapa 3) (Etapa 2)

PB-7 1 450,5681  2,1696 % 88,0664 0,0000
PB-7 2 450,6175  2,1588 % 93,3124 5,2459
PB-7 3 450,6170  2,1590 % 93,3866 0,0743
PB-7 4 450,6171  2,1589 % 93,3858 -0,0008
PB-7 5 450,6171  2,1589 % 93,3859 0,0001
PB-8 1 460,0863 0,1029 % 94,4572 0,0000
PB-8 2 460,0880 0,1026 %  100,3037 5,8466
PB-8 3 460,0879  0,1026 %  100,3030  -0,0008
PB-8 4 460,0880 0,1026 %  100,3034 0,0005
PB-8 5 460,0880 0,1026 %  100,3034  -0,0001
PB-25 1 450,7325  2,1339 %  100,5676 0,0000
PB-25 2 450,7695  2,1259 %  107,0335 6,4660
PB-25 3 450,7698  2,1258 %  107,0913 0,0578
PB-25 4 450,7698  2,1258 % 107,0917 0,0004
PB-25 5 450,7698  2,1258 % 107,0917 0,0000
PB-26 1 460,3090 0,0546 % 97,3123 0,0000
PB-26 2 460,3106  0,0542 %  103,3343 6,0220
PB-26 3 460,3106  0,0542 %  103,3679 0,0336
PB-26 4 460,3106  0,0542 %  103,3642  -0,0037
PB-26 5 460,3106  0,0542 %  103,3648 0,0006

do problema local do nimero de pontos de Gauss anterior (coluna 7).

Os resultados das Figuras e indicam que é mais custoso integrar o
problema local (Etapa 2) quando o problema global inicial tem grau mais baixo, ou
seja, a quando a solucao global inicial tem pior qualidade. Os resultados das Figuras
e e da Tabela|7.8§ mostram que, para os problemas analisados, os resultados
em termos de energia sao estabilizados a partir de 8 X 8 pontos de integracao, desta
forma, este é o valor adotado para cada célula de integracao empregada nos modelos
com EFG. Entretanto, os resultados obtidos a partir de 6 x 6 sao satisfatorios.

Os resultados das Figuras e [7.25] apresentam para os problemas locais, como

esperado, comportamento semelhante ao dos problemas globais.



Tabela 7.8: Resumo dos resultados - Variacao do ntimero de pontos de Gauss

PB ciclo numero de PG Uu ey, U diferenca
GL por célula (Etapa 3) (Etapa 3) (Etapa 2)

PB-25 1 2 x 2 450,7384  2,1326 % 92,0963 -
PB-25 1 3x3 450,7154  2,1376 %  105,9738 13,8775
PB-25 1 4 x4 450,7220 2,1362 % 95,6667  -10,3071
PB-25 1 5% 5 450,7321  2,1340 %  102,7686 7,1019
PB-25 1 6 x 6 450,7331  2,1337 %  101,5005  -1,2681
PB-25 1 Tx T 450,7324  2,1339 %  100,5229  -0,9776
PB-25 1 8 x 8 450,7325  2,1339 % 100,5676 0,0447
PB-25 1 10 x 10 450,7327 2,1338 %  100,4983  -0,0693
PB-25 1 25 x 25 450,7326  2,1338 % 100,5888 0,0905
PB-25 2 2 x 2 450,7804  2,1235 % 97,4043 -
PB-25 2 3x3 450,7562  2,1287 % 112,3362 14,9318
PB-25 2 4 x4 450,7593  2,1281 %  101,5252 -10,8110
PB-25 2 5% 5 450,7686  2,1260 %  109,5152 7,9900
PB-25 2 6 X6 450,7699  2,1258 %  108,0816  -1,4336
PB-25 2 Tx7 450,7693  2,1259 %  106,9849  -1,0967
PB-25 2 8 x 8 450,7695  2,1259 %  107,0335 0,0486
PB-25 2 10 x 10 450,7697 2,1258 % 106,9551  -0,0785
PB-25 2 25 x 25 450,7696  2,1258 %  107,0580 0,1029
PB-26 1 2 x 2 460,4354  0,0271 % 98,7199 -
PB-26 1 3x3 460,2911  0,0584 %  104,6058 5,8859
PB-26 1 4 x4 460,3031  0,0558 % 97,0010 -7,6048
PB-26 1 5x%x5 460,3112  0,0541 % 97,1723 0,1713
PB-26 1 6 x 6 460,3081 0,0548 % 97,3266 0,1544
PB-26 1 Tx T 460,3105 0,0542 % 97,2892 -0,0375
PB-26 1 8 x & 460,3088  0,0546 % 97,3273 0,0381
PB-26 1 10 x 10 460,3096  0,0544 % 97,3086 -0,0187
PB-26 1 25 x 25 460,3096 0,0544 % 97,3091 0,0005
PB-26 2 2 x 2 460,4389  0,0264 %  105,4115 -
PB-26 2 3x3 460,3010  0,0563 %  111,1174 5,7059
PB-26 2 4 x4 460,3044  0,0556 %  103,1436  -7,9738
PB-26 2 5% 5 460,3130  0,0537 %  103,1363  -0,0073
PB-26 2 6 x 6 460,3097  0,0544 %  103,3238 0,1875
PB-26 2 7Tx7 460,3121  0,0539 %  103,3172  -0,0066
PB-26 2 8 x 8 460,3105  0,0542 %  103,3509 0,0338
PB-26 2 10 x 10 460,3113  0,0541 %  103,3329  -0,0180
PB-26 2 25 x 25 460,3112  0,0541 %  103,3324  -0,0005
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Figura 7.23: Energia de deformacao (modelo global enriquecido) em fungéo da raiz

7.1.2.5

do nimero de Pontos de Integragao por célula para problemas PB-26

Influéncia da quantidade de nés enriquecidos

A partir dos resultados das analises anteriores, foi possivel definir os seguintes

parametros para as andlises com GFEM-gl convencional (PB-1 ao PB-18):

— parametro de penalidade 7 - 101?;

— numero de pontos de integracao por elemento - 2 X 2;

— namero de ciclos global-local - 2.

Da mesma forma, os seguintes pardmetros foram definidos para as analises com

GFEM
GLEFG

(PB-19 ao PB-36):

— parametro de penalidade 1 - 103;
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25: Energia de deformagio (modelo local) em funcao da raiz do ntiimero
de Pontos de Integragao por célula para o problema PB-26

— numero de pontos de integracao por célula de integracao - 8 x 8;

— tamanho do dominio de influéncia - quadrado de lado igual a 2 X d,,4z;

— numero de ciclos global-local - 2.

Com o objetivo de avaliar a influéncia da quantidade de nds enriquecidos sobre

os resultados da analise global-local, sdo realizadas comparagoes entre os modelos

globais com 1, 8 e 21 nés enriquecidos com a solucao global-local, conforme apresen-

tado na Figura [7.5] O modelo local é do tipo L3 (ver Figuras [7.3(c)| e [7.4(c)). Sdo

apresentados os resultados dos problemas PB-10 ao PB-18 e PB-28 ao PB-36 nas

Figuras e [7.27], respectivamente. Nos graficos apresentados nas Figuras [7.26] e

[7.27] o eixo das abscissas corresponde ao logaritmo do ntimero de graus de liberdade
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do problema global, enquanto o das ordenadas corresponde ao logaritmo da norma

do erro em termos de energia. O erro é calculado a partir da solugdo de referéncia

definida na Secao [7.1.1]

log(v2 x e)
S
S
T
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log(GDL)

—+— PB-10 ao PB-12 - lenr —— PB-13 ao PB-15 - 8enr PB-16 ao PB-18 - 2lenr

Figura 7.26: GFEM-gl - Variacdo do niimero de nés enriquecidos

Na Tabela é apresentado um resumo das caracteristicas dos problemas ana-
lisados (colunas 1 a 4), bem como a energia de deformagdo dos problemas global
inicial (Etapa 1) (coluna 5) e global enriquecido (Etapa 3) (coluna 6). Por ultimo,
na coluna 7, é apresentado o erro relativo percentual do problema global enriquecido
em relacao a solucao de referéncia.

Como esperado, quanto pior for a qualidade da solugdo do modelo global, mais a
quantidade de nés enriquecidos interfere na reducao do erro da solugao final. Desta
forma, para os casos analisados, é possivel observar uma maior reducao do erro a
medida que se aumenta a quantidade de nés enriquecidos para os problemas com
modelo global G-p0.

Ainda, é possivel observar que a mudanga do tipo de aproximagdo (emprego
do EFG no lugar do G/XFEM no modelo local) forneceu erros menores se forem

comparados com o mesmo modelo global e mesma quantidade de nés enriquecidos
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Tabela 7.9: Resumo dos resultados - Variacao do ntimero de noés enriquecidos

PB nos Problema U U €%

enriquecidos  Global  (Etapa 1) (Etapa 3) (Etapa 3)
PB-10 1 G-p0 4463059 4490114 25076 %
PB-13 8 G-p0  446,3059  450,6211 21581 %
PB-16 21 G-p0 446,3059  451,3613  1,9973 %
PB-11 1 G-pl 4557609  459,9938 0,123 %
PB-14 8 G-pl 455,7609  460,0881  0,1025 %
PB-17 21 G-pl 455,7609  460,0871  0,1027 %
PB-12 1 G-p2 4562210  460,1866 0,081 %
PB-15 8 G-p2 456,2210  460,2292  0,0719 %
PB-18 21 G-p2 456,2210  460,2352  0,0706 %
PB-28 1 G-p0 446,3059  449,1788  2,4712 %
PB-31 8 G-p0 446,3059  450,7625  2,1274 %
PB-34 21 G-p0 446,3059  451,5372  1,9592 %
PB-29 1 G-pl 455,7609  460,1813  0,0823 %
PB-32 8 G-pl 455,7609  460,3641  0,0426 %
PB-35 21 G-pl 455,7609  460,3768  0,0398 %
PB-30 1 G-p2 456,2210  460,3671  0,0419 %
PB-33 8 G-p2 456,2210 460,438  0,0266 %

PB-36 21 G-p2 4562210  460,4562  0,0226 %
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com solucgao global-local.
7.1.2.6 Influéncia do niimero de layers dos dominios locais

Conforme mencionado anteriormente, em |Gupta et al. (2012b)), o uso de uma
zona buffer é apresentado como estratégia para melhorar a qualidade das condigoes
de contorno transmitidas do problema global para o local. A zona buffer é definida
como a regiao entre as fronteiras do dominio local e a regiao com nés enriquecidos
no problema global enriquecido (Etapa 3).

Com o objetivo de avaliar a influéncia do tamanho da zona buffer nos resultados
da analise global-local sao realizadas comparacoes entre os problemas com apenas 1
né enriquecido com solugao GL (ver Figura e modelos locais L1 (problemas
PB-1 ao PB-3 e PB-19 ao PB-21), L2 (problemas PB-4 ao PB-6 ¢ PB-22 ao PB-24)
e L3 (problemas PB-10 ao PB-12 e PB-28 ao PB-30). Sdo também analisados os
problemas com 8 nés enriquecidos com solugao GL (ver Figura [7.5(b))) e modelos
locais L2 (problemas PB-7 ao PB-9 e PB-25 ao PB-27) e L3 (problemas PB-13 ao
PB-15 e PB-31 ao PB-33). Os modelos locais do G/XFEM sao apresentados na
Figura enquanto os modelos locais com Métodos sem Malha sao apresentados

na Figura [7.4 Os pardmetros dos modelos sdo os mesmos mencionados na Segao

:
:

Nas Figuras e sao apresentados os resultados dos problemas analisados
nesta Secao. No gréafico, o eixo das abscissas corresponde ao logaritmo do nimero
de graus de liberdade do problema global, enquanto as ordenadas correspondem ao
logaritmo da norma do erro em termos de energia. O erro ¢ calculado a partir da
solugdo de referéncia definida na Segao [7.1.1]

Na Tabela [7.10] é apresentado um resumo das caracteristicas dos problemas ana-
lisados (colunas 1 a 4), bem como a energia de deformagdo dos problemas global
inicial (Etapa 1) (coluna 5) e global enriquecido (Etapa 3) (coluna 6). Por ltimo,
na coluna 7, é apresentado o erro relativo percentual do problema global enriquecido

em relacao a solucao de referéncia.
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Tabela 7.10: Resumo dos resultados - Variacao do ntimero de layers

PB nos Problema Problema Uu Uu ey

enriquecidos  Local Global  (Etapa 1) (Etapa 3) (Etapa 3)
PB-1 1 L1 G-p0 446,3059 4489713  2,5163 %
PB-4 1 L2 G-p0 446,3059  449,0036  2,5093 %
PB-10 1 L3 G-p0 446,3059  449,0114  2,5076 %
PB-2 1 L1 G-pl 455,7609  459,9928  0,1232 %
PB-5 1 L2 G-pl 455,7609  459,9937  0,1230 %
PB-11 1 L3 G-pl 455,7609  459,9938  0,1230 %
PB-3 1 L1 G-p2 456,2210  460,1845 00,0816 %
PB-6 1 L2 G-p2 456,2210  460,1864  0,0812 %
PB-12 1 L3 G-p2 456,2210  460,1866  0,0811 %
PB-19 1 L1 G-p0 446,3059 4488573  2,5410 %
PB-22 1 L2 G-p0 446,3059  449,1840 24701 %
PB-28 1 L3 Gop0  446,3059 4491788  2,4712 %
PB-20 1 L1 G-pl 455,7609  460,1595  0,0870 %
PB-23 1 L2 G-pl 4557609  460,1723  0,0842 %
PB-29 1 L3 G-pl 455,7609  460,1813  0,0823 %
PB-21 1 L1 G-p2 456,2210  460,3562  0,0443 %
PB-24 1 1.2 Gop2 4562210 460,3562  0,0443 %
PB-30 1 L3 G-p2 456,2210  460,3671  0,0419 %
PB-7 8 L2 G-p0 446,3059  450,6175  2,1588 %
PB-8 8 L2 G-pl 455,7609  460,0880  0,1026 %
PB-9 8 L2 G-p2 456,2210  460,2290  0,0719 %
PB-13 8 L3 G-p0 446,3059  450,6211  2,1581 %
PB-14 8 L3 G-pl 455,7609  460,0881  0,1025 %
PB-15 8 L3 G-p2 4562210 460,2292  0,0719 %
PB-25 8 L2 G-p0 446,3059  450,7697  2,1258 %
PB-26 8 L2 G-pl 455,7609  460,3106  0,0542 %
PB-27 8 L2 G-p2 456,2210  460,4222  0,0300 %
PB-31 8 L3 G-p0 446,3059  450,7625  2,1274 %
PB-32 8 L3 G-pl 455,7609  460,3641  0,0426 %
PB-33 8 L3 G-p2 456,2210  460,4380  0,0266 %
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Para os problemas analisados, ambos os tipos de aproximagao no problema local
(G/XFEM ou EFG) nao se beneficiaram significativamente do aumento de cama-
das em torno da regido enriquecida. Ainda, é possivel observar que quanto pior a
qualidade da aproximagao do problema global inicial, mais significativo é o efeito do

aumento da zona buffer.

7.1.2.7 Resumo dos resultados

Nas Figuras e sao apresentados os resultados dos problemas analisados
neste capitulo. Nestes graficos os resultados da analise global-local sdo confrontados
com os resultados do problema global inicial, de forma a evidenciar a utilidade da
analise global-local para esta classe de problemas. No grafico, o eixo das abscissas
corresponde ao logaritmo do nimero de graus de liberdade (GDL) do problema
global, enquanto as ordenadas correspondem ao logaritmo da norma do erro em

termos de energia. O erro é calculado a partir da solucao de referéncia definida na

Segao [7.1.1]
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Figura 7.30: GFEM-gl
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Na Tabela é apresentado um resumo das caracteristicas dos problemas ana-
lisados (colunas 1 a 5), bem como a energia de deformagdo dos problemas global
inicial (Etapa 1) (coluna 6), local (Etapa 2) (coluna 7) e global enriquecido (Etapa
3) (coluna 8). Por tltimo, na coluna 9, é apresentado o erro relativo percentual do
problema global enriquecido em relacao a solugdo de referéncia. Os resultados de
energia de deformacao apresentados para as Etapas 2 e 3 correspondem a segunda

iteragao G-L.

Conforme mencionado, recursos como uso de uma zona buffer, emprego de ciclos
G-L, uso de enriquecimento polinomial nos nés do problema global e aumento do
numero de noés enriquecidos pela solucao local no problema global sao formas de
melhorar a qualidade da solugao global-local. Desta forma, conforme esperado, os
melhores resultados foram encontrados para os problemas PB-18 (GFEM-gl) e PB-
36 (GLS[h1"), ambos com problema local L3, 21 nds enriquecidos com solugao GL

e problema global enriquecido com polinémios do segundo grau.

Vale mencionar que neste exemplo numérico os problemas com modelo local



discretizado pelo EFG tiveram resultados melhores do que os discretizados com
G/XFEM (com excec¢ao do PB-19). Desde que a integracdo numérica seja adequada,
as fungdes do EFG constroem um espago de aproximagoes mais amplo do que aquele
obtido via FEM, justificando a superioridade na representacao da solucao. Este fato
torna-se ainda mais relevante em problemas em que a solucao tem comportamento
nao suave, como € o caso aqui avaliado, tornando mais significativa a contribuicao

das aproximacoes nao polinomiais do EFG.

7.2 Conclusoes

O objetivo da analise apresentada neste capitulo foi avaliar o uso de Métodos sem
Malha nos modelos locais da abordagem global-local. Para tanto, foi empregado um
painel em L com material eldstico linear. Os resultados obtidos, comparados aos

obtidos com GFEM-gl convencional, possibilitaram as seguintes conclusoes:

— a superioridade do emprego do EFG nos modelos locais foi evidenciada por
meio da obtencao de erros menores em termos de energia em relagao ao GFEM-
gl convencional se forem comparados problemas com o mesmo modelo global

e mesma quantidade de nds enriquecidos com solugao global-local;

— assim como no GFEM-gl, 0 GLS/EM com EFG apresentou melhora dos resul-

tados apds 2 ciclos global-local,

— devido a natureza racional da aproximacao com EFG, mais pontos de Gauss
sdo necessarios na integracao numeérica. Foi adotado 8 x 8 pontos, mas os

resultados com 6 x 6 pontos ja se mostraram satisfatérios;

— nos exemplo analisados observou-se que a escolha do parametro de penalidade
1 depende de caracteristicas do modelo. O valor de 1 determinado na analise
foi diferente para os modelos discretizados com G/XFEM e EFG. O valor de n
sugerido para os modelos do EFG foi de 103, o que difere dos valores sugeridos

na literatura.
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O uso de Métodos sem Malha no modelo local apresenta novas possibilidades
para a abordagem global-local. Entretanto, seu uso implica na escolha de inimeros
parametros da andlise referentes as caracteristicas dos Métodos sem Malha, tais

CO1mo:

— tipo de Método sem Malha;

— tamanho e formato do dominio de influéncia;
— numero de pontos de Gauss;

— tipos de fungao peso;

— enriquecimento extrinseco e intrinseco.

Os parametros levantados devem ser considerados sob duas perspectivas. A
primeira é aquela especifica desta tese. Sao valores que se considera favoraveis a se
evitar imprecisoes que poderiam prejudicar as conclusoes das andlises em problemas
com nao linearidade fisica do Capitulo[8. A segunda perspectiva seria uma referéncia,
ou sugestao, a ser utilizada em andalises com esta estratégia, mas que devem ser
devidamente avaliadas dentro do contexto das particularidades que cada analise

pode suscitar.



Tabela 7.11: Resumo dos resultados
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PB Prob. Prob. Modelo nods u U u ey,

Global Local Local enr. (Etapa 1) (Etapa 2) (Etapa 3) (Etapa 3)
PB-1  G-p0 L1 G/XFEM 1 446,3059 45,7145 4489713  2,5163 %
PB-2  G-pl L1 G/XFEM 1 455,7609 50,9103  459,9928  0,1232 %
PB-3  G-p2 L1 G/XFEM 1 456,2210 50,9633  460,1845 00,0816 %
PB-4 G-p0 L2 G/XFEM 1  446,3059 91,6404  449,0036  2,5093 %
PB-5 G-pl L2 G/XFEM 1 4557609 100,1771  459,9937  0,1230 %
PB-6  G-p2 L2 G/XFEM 1 456,2210  100,3859  460,1864  0,0812 %
PB-7  G-p0 L2 G/XFEM 8 446,3059 93,3124  450,6175 2,1588 %
PB-8 G-pl L2 G/XFEM 8 455,7609  100,3037  460,0880  0,1026 %
PB9 Gp2 L2 G/XFEM 8 456,2210 1004691  460,2290 0,0719 %
PB-10 G-p0 L3 G/XFEM 1  446,3059 133,0829 4490114 2,5076 %
PB-11 G-pl L3 G/XFEM 1 4557609 143,6375  459,9938 0,1230 %
PB-12  G-p2 L3 G/XFEM 1 456,2210 1438816  460,1866  0,0811 %
PB-13  G-p0 L3 G/XFEM 8 446,3059  135,2431  450,6211  2,1581 %
PB-14 G-pl L3 G/XFEM 38 455,7609  143,7864  460,0881  0,1025 %
PB-15  G-p2 L3 G/XFEM 8 456,2210  143,9703  460,2292  0,0719 %
PB-16 G-p0 L3 G/XFEM 21 446,3059 1359950 451,3613 1,9973 %
PB-17  G-pl L3 G/XFEM 21 4557609 1452033  460,0871  0,1027 %
PB-18 G-p2 L3 G/XFEM 21  456,2210 145,1371  460,2352  0,0706 %
PB-19 G-p0 L1 EFG 1 446,3059 57,2859 448 8573  2.,5410 %
PB-20 G-pl L1 EFG 1 455,7609 55,9976  460,1595  0,0870 %
PB-21  G-p2 L1 EFG 1 456,2210  103,2968  460,3562  0,0443 %
PB-22  G-p0 L2 EFG 1 446,3059  104,7550  449,1840  2,4701 %
PB-23 G-pl L2 EFG 1 455,7609 103,1354  460,1723  0,0842 %
PB-24 G-p2 L2 EFG 1 456,2210  103,3131  460,3562  0,0443 %
PB-25  G-p0 L2 EFG 8 446,3059  106,9551  450,7697  2,1258 %
PB-26 G-pl L2 EFG 8 455,7609  103,3343  460,3106  0,0542 %
PB-27 G-p2 L2 EFG 8 4562210 1034441  460,4222  0,0300 %
PB-28  G-p0 L3 EFG 1 446,3059  150,5515  449,1788  2,4712 %
PB-29 G-pl L3 EFG 1 4557609 1485117  460,1813  0,0823 %
PB-30 G-p2 L3 EFG 1 456,2210  148,7532  460,3671  0,0419 %
PB-31 G-p0 L3 EFG 8 446,3059  152,8994  450,7625  2,1274 %
PB-32 G-pl L3 EFG 8 455,7609  148,7468  460,3641  0,0426 %
PB-33 G-p2 L3 EFG 8  456,2210 148,8509  460,4380  0,0266 %
PB-34 G-p0 L3 EFG 21 446,3059 153,8116  451,5372  1,9592 %
PB-35 G-pl L3 EFG 21 4557609 1487112  460,3768  0,0398 %
PB-36 G-p2 L3 EFG 21 456,2210 148,8000  460,4562  0,0226 %







Capitulo 8

Analise nao linear com abordagem
global-local e Método sem Malha

Conforme ja mencionado nos Capitulos [l e[l o objetivo final deste trabalho é a
analise fisicamente nao linear de meios parcialmente frageis por meio da abordagem
global-local com EFG no problema local.

O procedimento de analise fisicamente nao linear via GFEM global-local foi de-
senvolvido e implementado no INSANE por Monteiro| (2019)), que por sua vez, adaptou
a formulagao proposta por Kim e Duarte (2015). Neste trabalho, a formulac¢ao de
Monteiro (2019) foi modificada para comportar Métodos sem Malha no problema
local, conforme apresentado no Capitulodl A implementacao das classes e métodos
necessarios para o funcionamento da Analise nao linear via Abordagem Global-Local
com EFG no Sistema INSANE é apresentada na Secao [A.9 do Apéndice [Al

Neste capitulo sao apresentados exemplos numéricos considerando-se o compor-
tamento nao linear e empregando EFG nos problemas locais, atendendo assim ao
objetivo principal deste trabalho. Os referidos exemplos de validagao e aplicacao da
abordagem proposta sao apresentados na Se¢ao 8.1l Na Secao sao apresentadas

as principais conclusoes deste capitulo.

8.1 Exemplo numérico

Nesta secao sao apresentadas simulagoes numéricas de um painel em L composto

de concreto utilizando-se a biblioteca de modelos constitutivos disponivel no INSANE,
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em abordagem global-local via Métodos sem Malha proposta. Para testar os recur-
sos implementados e avaliar seu desempenho na andlise fisicamente nao linear de
meios parcialmente frageis, os resultados numéricos oriundos desta abordagem sao
comparados com resultados experimentais disponiveis na literatura e com resultados

de andlises que utilizam o G/XFEM nos problemas locais (GFEM-gl).

A Figura [8.1] apresenta a geometria, o carregamento, as condi¢gdes de contorno
do problema analisado e a regido discretizada no problema local. Considera-se ¢ =

28 N/mm e espessura do painel de 100 mm.

No problema global, o ponto A na Figura[8.1|é o ponto cujo deslocamento vertical
é considerado na composicao das trajetorias de equilibrio. As condi¢oes de contorno
essenciais sao impostas diretamente ao longo dos nés do segmento BC' da Figura
8.1l Todos os graus de liberdade sao bloqueados ao longo deste seguimento. No
problema global, o material é inicialmente eldstico linear com Fy = 25850 N/mm? e

v =0,18.

Adicionalmente, é considerado no problema local um modelo de fissuracao dis-
tribuida de dire¢ao fixa com as leis tensdo-deformagao de |Carreira e Chu (1985,
1986)) e estado plano de tensao (ver Apéndice [Bl). As propriedades do material sdo
Ey = 25850 N/mm?, v = 0,18, f; = 2,70 N/mm?, f. = 31,0 N/mm?, ¢; = 0,0001925
e €, = 0,0022. A analise nao linear do problema local é realizada com controle de
deslocamentos (Batoz e Dhatt, 1979), aproximagcao secante do tensor constitutivo e
uma tolerancia relativa para a convergéncia em termos de deslocamento de 0,005. O
deslocamento vertical do ponto D da Figura 81l é o grau de liberdade de controle.
Sao empregados nos modelos locais do EFG parametro de penalidade n = 10 e
6 x 6 pontos de Gauss por célula, conforme experimentos nunéricos realizados no
Capitulo [7} Para os modelos locais discretizados em elementos finitos, por sua vez,
sdo empregados pardmetro de penalidade n = 10 e 2 x 2 pontos de gauss por

elemento.

A malha global empregada, apresentada na Figura 8.2(a)| possui 48 elementos e
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Figura 8.1: Geometria do painel em L de concreto

134 nés. Os modelos locais do FEM sao apresentados nas Figuras [8.2(b)| e [8.2(d)),

enquanto os modelos locais com EFG sao apresentados nas Figuras|8.2(c)| e [8.2(e)l

8.1.1 Efeito do tamanho do dominio de influéncia (Métodos
sem Malha)

Sao empregados neste exemplo dominios de influéncia quadrados com funcgoes
peso do tipo Cubic Spline. Como nos modelos utilizados os nés sao uniformemente
distribuidos, o dominio de influéncia de cada né é definido em funcao do valor d
correspondente a medida do lado da célula de integracao quadrada. Com o objetivo
de estudar o efeito do tamanho dos dominios de influéncia dos problemas locais sao
realizados testes variando o tamanho do dominio de influéncia dos nés.

Desta forma, para as analises com o problema local apresentado na Figura|8.2(c)|,
sao realizados testes considerando quatro tamanhos de dominio de influéncia. Sao
usados dominios de influéncia quadrados de lado igual a: 2d; 3d; 4d; 5d. Os diferentes
tamanhos de dominios sdo apresentados na Figura[8.3] Os testes sdo feitos com passo
global de deslocamento de 0,02 mm e 30 passos locais adicionados a cada bloco de
analise global-local.

As trajetérias de equilibrio das andalises com os diversos dominios de influéncia
sao apresentadas nos graficos da Figura[8.4] juntamente com os resultados da anélise

com o GFEM-gl convencional com a malha local da Figura [8.2(b)| e os resultados

119



120

(a) Problema Global

(b) Problema Local - FEM - 9x16  (c) Problema Local - EFG - 9x16

(d) Problema Local - FEM - 9x64  (e) Problema Local - EFG - 9x64

Figura 8.2: Problemas global e locais
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(a) Problema Local - EFG - 2d (b) Problema Local - EFG - 3d

(c) Problema Local - EFG - 4d (d) Problema Local - EFG - 5d

Figura 8.3: Dominios de influéncia

experimentais de [Winkler et al. (2004). Ainda, de forma a facilitar a anélise dos
resultados, na Figura [8.5sao apresentados os ramos descendentes das trajetérias de
equilibrio apresentadas na Figura [8.4] normalizados em relagao aos valores de carga

e deslocamento dos pontos de carga méaxima de cada curva.

A partir da andlise destes resultados, é possivel observar que o tamanho dos
dominios de influéncia tem bastante impacto sobre a trajetéria de equilibrio, prin-
cipalmente sobre o valor de carga maxima encontrado e sobre o comportamento
pés-critico (ramo de amolecimento). Desta maneira, observa-se para os casos testa-
dos que a medida em que se aumenta o tamanho do dominio de influéncia, maior
¢ o limite de carga atingido e maior a inclinagdo da trajetoria no ramo ascendente.
Para melhor compreender o que ocorre apods o pico, utiliza-se a Figura 8.5, em que o
fator de carga ¢ normalizado com relagdo ao valor maximo observado em cada curva.
Observa-se, entao, que com o aumento do tamanho do dominio de influéncia, sao
encontrados menores deslocamentos, indicando um comportamento mais fragil no
ramo descendente (excluiu-se desta andlise a curva obtida para dominio de influéncia

5d, uma vez que esta apresenta instabilidade na tragetéria). Estes resultados sao
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Fator de Carga
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coerentes com os resultados encontrados por Silva; (2012)) na analise nao linear com
EFG, conforme discutido na Secao [4.2.4]

Observa-se também que, para o problema analisado, os resultados foram pratica-
mente equivalentes para os problemas locais com EFG e FEM quando os suportes da
PU foram equivalentes (caso do dominio de influéncia de lado igual a 2d), apresen-
tando a mesma tendéncia de ramificagao da trajetéria de equilibrio (regidao marcada
em azul na Figura . Com o objetivo de investigar este fendomeno, foram reali-
zadas andlises empregando-se um numero maior de passos locais adicionados. Os
resultados destas andlises sdo apresentados na Figura 8.6, juntamente com as curvas

obtidas com P4 = 30.

Fator de Carga

0, 00 TR
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

Experimental ——  GFEM-gl - P4 =30 GFEM-gl - Pr, 4 =40
——  GFEM-gl- PLy =50 GLEGLEM _ 24 - P4 =30 GLELEM _2d - P4 =40
—— GLEEEM _2d - Py =50

Figura 8.6: Testes com P4 = 30, Ppy = 40 ¢ Ppq = 50 para GFEM-gl e GLGEEM

com dominio de influéncia de lado 2d
Na Figura 8.0, confirma-se que os resultados obtidos com GFEM-gl ou GL%?CE;M ,
com dominio de influéncia de lado 2d, sdo equivalentes, o que nos leva a concluir

que é o tamanho do dominio de suporte o fator de maior impacto na diferenciagao
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dos resultados entre o GFEM-gl e o GLEEEM.

Adicionalmente, observa-se que o fenémeno de tendéncia de ramificagdo desapa-
receu da trajetoria de equilibrio com o aumento do niimero de passos locais. Desta
forma, conclui-se que é necessario um nimero minimo de passos locais para a re-
presentacao correta da trajetoria de equilibrio. Neste trabalho, para os resultados
obtidos com GFEM-gl, serao empregados 40 passos locais adicionados. O resultado
deste teste motivou a realizacdo das andlises realizadas na Secao B 1.2, onde se es-
tuda a influéncia do tamanho do passo global empregado e do ntimero de passos
locais para o problema local apresentado na Figura e dominio de influéncia
de lado 4d.

8.1.2 Influéncia do tamanho do passo global e do niimero
de passos locais

Na anadlise fisicamente nao linear via a abordagem global-local proposta, é ne-
cessario o estudo da influéncia sobre os resultados do tamanho do passo global de
deslocamento e do nimero de passos locais adicionados a cada bloco de andlise. Na
avaliacao destes dois fatores, para as analises com o problema local apresentado na
Figura sao realizados alguns testes variando o valor do passo de deslocamento
global (Ppg) e o nimero de passos locais adicionados (Pp4).

O primeiro teste realizado avalia, para dominio de influéncia dos nés de lado igual
a 4d e 30 passos locais adicionados a cada bloco de analise global-local, o efeito do
tamanho do passo de deslocamento global. Sao avaliados problemas com a malha
local apresentada na Figura e passos de deslocamento global de 0,01 mm,
0,02 mm, 0,03 mm e 0,04 mm. As trajetérias de equilibrio das andlises com os
diversos passos de deslocamento global sdo apresentadas nos graficos da Figura
juntamente com os resultados experimentais de Winkler et al.| (2004).

A partir da analise dos resultados apresentados na Figura [8.7] é possivel obser-
var que o tamanho do passo global de deslocamento tem impacto sobe a trajetoria

de equilibrio, principalmente sobre o valor do limite de carga encontrado e sobre o



Fator de Carga

0,00
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

Experimental —— Ppg = 0,0l mm - Ppa = 30 —— Ppg = 0,02 mm - P4 = 30
—— Ppg = 0,03 mm - Pr,4 = 30 Ppg = 0,04 mm - P4 = 30

Figura 8.7: Variacao do tamanho do passo global de deslocamento para 30 passos
locais adicionados

comportamento pré-critico. Para os casos analisados, a medida que o passo de des-
locamento global aumentou, a carga de pico também aumentou e o comportamento
pré-critico foi mais flexivel. Observou-se também que valores elevados do passo de
deslocamento conduziram a trajetorias de equilibrio menos estaveis, enquanto va-
lores pequenos indicaram possivel localizacao de deformagoes. Observa-se também
que, para o ramo descendente, com a reducao do tamanho do passo global, ocorre a
convergéncia por cima, o que pode ser verificado a partir da analise da Figura K.8]
onde ¢é apresentado, para cada valor de Ppg, o fator de carga correspondente no
deslocamento 0,60 mm.

O segundo teste realizado avalia, para dominio de influéncia dos nés de lado
igual a 4d e passo global de deslocamento de 0,02 mm, o efeito do nimero de passos
locais adicionados. Sao avaliados problemas com a malha local apresentada na
Figura e 10, 20, 30, 40 e 50 passos locais adicionados a cada bloco de analise

global-local. As trajetérias de equilibrio das analises com os diversos nimeros de
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0,50
- L i
a0
5 0,40 |- -
o
Y L i
kS|
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3 0,30 |- — i
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0,20 | | | | | | | | |
0,05 0,05 0,04 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,01 0,01 0,00

Passo global [mm)]

Figura 8.8: Convergéncia com P, = 30

passos locais adicionados sao apresentadas nos graficos da Figura juntamente

com os resultados experimentais de Winkler et al.| (2004).

Fator de Carga

0,00 TN AR Y YT I S T ST [N A Y T A S TR ISR S N YIRS IR A A AN N B
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

Experimental —— Ppg = 0,02 mm - Py = 10 —— Ppg = 0,02 mm - Py = 20
—— Ppg =0,02mm - Ppg =30 —— Ppg = 0,02 mm - PpLg =40 —— Ppg = 0,02 mm - P4 = 50

Figura 8.9: Variacao do nimero de passos locais adicionados para passo global de
deslocamento 0,02 mm

Os resultados apresentados na Figura indicam que ¢é necessario um nimero
minimo de passos locais adicionados para representar o problema adequadamente,
uma vez que o ramo de amolecimento da trajetéria de equilibrio do problema com
apenas 10 passos locais adicionados por bloco global-local nao foi bem representado.

Observa-se também que, para o ramo descendente, com o aumento do nimero de



passos locais, ocorre a convergéncia por cima, o que pode ser verificado a partir da
andlise da Figura 810, onde é apresentado, para cada valor de Py 4, o fator de carga

correspondente no deslocamento 0,60 mm.

Fator de carga
L
w
o
T T
T

I I I I |
00 32,00 34,00 36,00 38,00 40,00 42,

0,25 [ || | s s s
00 44,00 46,00 48,00 50,00

I I I
20,00 22,00 24,00 26,00 28,00 30,

Pra

Figura 8.10: Convergéncia para Ppg = 0,02 mm

Por fim, o terceiro teste realizado avalia as trajetorias de equilibrio, para domi-
nio de influéncia dos noés de lado igual a 4d e razao constante entre o passo global
de deslocamento e o nimero de passos locais adicionados. Sao avaliados problemas
com a malha local apresentada na Figura e Ppg/Pra = 0,00067 mm/passo
local. Esta relagdo é adotada pois forneceu bons resultados em relagdo a compara-
¢ao com os resultados experimentais, conforme é possivel observar na trajetéria de
equilibrio correspondente a andlise com Ppg = 0,02 mm e Ppa = 30 (Figura .
As trajetérias de equilibrio das andlises sao apresentadas nos graficos da Figura[8.11

juntamente com os resultados experimentais de Winkler et al.| (2004).

Os resultados apresentados na Figura [B.11] indicam que o tamanho do passo
global tem influéncia sobre a qualidade da curva, como esperado e ja evidenciado
pelos resultados apresentados na Figura[8.7] Para passos globais maiores, o resultado
foi mais flexivel e o limite de carga menor. O comportamento pos-critico, por sua
vez, foi praticamente o mesmo para todos os casos avaliados. Observa-se também
que, com a reduc¢ao do tamanho do passo global, ocorre a convergéncia por baixo, o
que pode ser verificado a partir da analise da Figura [B.12] onde é apresentado, para

cada valor de Pp 4, o fator de carga correspondente a carga de pico.
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Fator de Carga

1,20 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1,00 (— |
0,80 |- -
0,60 |- -
0,40 |- =
0,20 |- -
0,00 T IS IR R SN SN N AR AR SR Y N AN AN AN NN S SN N (VI AR NN Y N S S

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00
Deslocamento [mm)]

Experimental —— Ppg = 0,00l mm - PLy = 15—— Ppg = 0,02 mm - Py = 30
+PDG = 0,03 mm - PLA = 45+PDG = 0,04 mm - PLA = 60—°—PDG = 0,05 mm - PLA =175
e Ppg = 0,06 mm - Pp4 = 90

Figura 8.11: Ppg/Pra = 0,00067 mm/passo local
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Passo global [mm|]

Figura 8.12: Convergéncia




8.1.3 Influéncia da discretizacao do problema local

Com o objetivo de avaliar a influéncia da discretizacao do problema local sobre
os resultados da analise fisicamente nao linear, sdio comparados os resultados das
analises realizadas com os modelos locais apresentados na Figura [8.2| e passo global
de deslocamento de 0,02 mm. Para os problemas com GL%?gM , sao empregados
30 passos locais adicionados a cada bloco de analise global-local, enquanto para os
problemas com GFEM-gl sdao empregados 40. Para as analises que empregam os
problemas locais discretizados com EFG foi empregado dominio de influéncia dos
nés de lado igual a 4d. As trajetérias de equilibrio das andlises sdo apresentadas

nos graficos da Figura juntamente com os resultados experimentais de Winkler

et al. (2004)).

Fator de Carga

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

Experimental 9%x64 - GL%E%M —— 9x64 - GFEM-gl
——9x16 - GLGLEM 9x16 - GFEM-gl

Figura 8.13: Influéncia da malha local - Ppg = 0,02 mm

Os resultados apresentados na Figura indicam que a discretizacao do pro-
blema local tem influéncia sobre a trajetéria de equilibrio obtida. Tanto para os

problemas locais discretizados com GFEM quanto para os discretizados com EFG,
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os problemas com células/elementos menores apresentaram trajetérias com valores
de limite de carga mais elevados. Atribui-se esta caracteristica ao fato de que nos

problemas mais discretizados a regiao onde o dano é propagado é menor.

8.1.4 Influéncia da base polinomial adotada no EFG

Conforme mencionado na Se¢ao[3.1.4] no EFG é possivel empregar diversos tipos
de fungoes para compor a base P. Desta forma, sao realizados testes com o objetivo
de avaliar a influéncia da base polinomial adotada sobre os resultados da analise
fisicamente nao linear. Os quatro tipos de bases polinomiais empregadas sdo apre-
sentadas no Apéndice [C] Sao avaliados problemas com a malha local apresentada
na Figura , dominio de influéncia dos nés de lado igual a 4d, passo global de
deslocamento de 0,02 mm e 30 passos locais adicionados a cada bloco de analise
global-local. As trajetorias de equilibrio das andlises sdo apresentadas nos graficos

da Figura juntamente com os resultados experimentais de Winkler et al.| (2004).

Fator de Carga

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

Experimental —— Base polinomial do 1° grau (T3)(Eq. (C.8))
—e— Base lagrangeana do 1° grau (Q4) (Eq. (C.9)) Base polinomial do 2° grau (T6) (Eq. (C.10))
Base lagrangeana do 2° grau (Q9) (Eq. (C.11))

Figura 8.14: Influéncia da base polinomial adotada - 48 elementos - Ppg =
0,02 mm - Pry =30




Com base no que foi discutido na Segao BT} suspeita-se que as trajetérias de

equilibrio com bases do 2° grau nao foram representadas corretamente devido a um

numero insuficiente de passos locais adicionados. Desta forma, com o objetivo de

investigar este fendmeno, sao realizadas andalises empregando-se um niimero maior de

passos locais adicionados (P4 = 40). Os resultados destas andlises sdo apresentados

na Figura .18 juntamente com as curvas obtidas com P4 = 30 para as analises

com base do 1° grau.

Fator de Carga

0, 00

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95

Deslocamento [mm)]

Experimental
—— P4 = 30 - Base polinomial do 1° grau (T3)(Eq. (C.8))
—— P4 = 30 - Base lagrangeana do 1° grau (Q4) (Eq. )
—— Pr.4 = 40 - Base polinomial do 2° grau (T6) (Eq. )
—=— P, 4 = 40 - Base lagrangeana do 2° grau (Q9) (Eq. (C.11))

Figura 8.15: Influéncia da base polinomial adotada - 48 elementos - Ppg =

0,02 mm

1,00

Os resultados apresentados na Figura [8.15] indicam, para o problema analisado,

que:

— o emprego das bases do segundo grau (Equacoes (C.10]) e (C.11))) forneceu tra-

jetorias de equilibrio com picos inferiores aos obtidos com as bases do primeiro

grau (Equagoes (C.8) e (C.9));
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— 0 emprego das bases do primeiro grau forneceu resultados mais préximos dos
resultados experimentais de [Winkler et al.| (2004) do que as bases do segundo

grau;

— as quatro bases empregadas forneceram trajetérias de equilibrio com compor-

tamento similar no ramo de amolecimento;

— o emprego das bases da Eq. (C.8)), T3, ou Eq. (C.9)), Q4, produziu trajetérias

de equilibrio praticamente equivalentes no ramo ascendente e proximas no

ramo descendente;

— 0 emprego das bases da Eq. (C.10)), T6, ou Eq. (C.11), Q9, produziu tra-

jetorias de equilibrio equivalentes no ramo ascendente e préximas no ramo

descendente;

— o0 aumento da ordem polinomial da base de fungdes empregada no problema
local tornou a estrutura mais flexivel, em oposi¢ao ao aumento da discretizacao,

que por sua vez, forneceu resultados mais rigidos, conforme apresentado na

Secao B3l

8.1.5 Evolug¢ao do dano

A trajetéria de equilibrio do modelo do GLEEEM com a malha local apresentada

na Figura[8.2(c)| dominio de influéncia dos nds de lado igual a 4d, Ppg = 0,02 mm e
P4 = 30, parametros que forneceram a melhor trajetoria, é novamente apresentada
na Figura [8.16| com o objetivo de avaliarmos a propaga¢dao do dano no problema
local.

Uma vez que no problema global enriquecido o problema ¢é resolvido linearmente,
nao é calculado dano nesta etapa. Com o objetivo de avaliar o comportamento dos
problemas locais do EFG, algumas imagens com a variagdo do dano no dominio
do problema local sao apresentados a seguir. Sao apresentadas variagoes do dano

para os pontos A, B, C', D, F e F da trajetéria de equilibrio, indicados na Figura



Os valores representados sao provenientes do ultimo passo ¢ da andalise nao

linear local do bloco de analise global-local k, cujos resultados foram empregados

para enriquecer o problema global, dando origem aos referidos pontos da trajetéria

de equilibrio apresentada na Figura |8.16| A Tabela [8.1|indica, para cada ponto, as

seguintes caracteristicas: bloco de andlise global-local k, passo local i, fator de carga

e deslocamento correspondente na trajetoria de equilibrio.

1,20 |-

1,10 |-
1,00 | D
0,90 |- Q E

0,80 |-

0,70 |-

Fator de Carga
o
g
T

0, 00 TR ISR Y T [T I S [ T T S S T (S S S ) I I ) A

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Deslocamento [mm)]

; GFEM
Experimental —a— GLEFG _4d

Figura 8.16: Trajetoria de equilibrio final

Tabela 8.1: Caracteristicas

ponto k ¢ Uy fator de carga Figura
A 3 130 0,08 mm 0,5527
B 5 190 0,12 mm 0,7397
C 7 250 0,16 mm 0,8821
D 9 310 0,20 mm 0,9371
E 11 370 0,24 mm 0,8876
F 13 430 0,28 mm 0,7624

Baseando-se nos dados apresentados nesta segao, é possivel observar o seguinte:

GFEM

— a trajetéria de equilibrio obtida com o GLgps" teve boa concordancia com
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Figura 8.17: Varia¢gdo do dano no dominio - 4d



os resultados experimentais de Winkler et al.| (2004));

— a distribuicdo do dano nos pontos avaliados estd coerente com o esperado,
apesar da existéncia de algumas zonas de danificagao fora do caminho principal

de propagacao, observadas nos pontos F e F.

8.2 Conclusoes

O objetivo deste capitulo foi avaliar o uso do EFG nos modelos locais da abor-
dagem global-local para andlise de meios parcialmente frageis. Para tanto, foi em-
pregado um painel em L com material eldstico linear no problema global e material
nao linear nos problemas locais. Os resultados obtidos, comparados aos obtidos com
GFEM-gl convencional e com os resultados experimentais, possibilitaram diversas
conclusoes, discutidas a seguir.

A possibilidade de aumento do dominio de influéncia dos nés, o que resulta em
maior dominio de suporte para os pontos de integracao, constitui uma das vantagens
do uso do EFG no problema local. Para os casos analisados, apresentados na Figura
B.4] & medida em que se aumentou o tamanho do dominio de influéncia, mais rigido
foi o comportamento (maior foi o pico de resisténcia atingido e maior a rigidez da
trajetéria no ramo ascendente). Entretanto, dominios de influéncia muito grandes no
problema local conduziram a trajetérias de equilibrio instaveis no problema global
enriquecido. Esta constatacao estda em conformidade com o que foi discutido no
Capitulo [7, a medida que o dominio de influéncia aumenta, a aproximagdo EFG
tem o carater local reduzido, propagando a interferéncia da aplicacao das condigoes
de contorno e, assim, prejudicando a qualidade da solugao global-local. A partir da
andlise dos resultados apresentados nas Figuras [8.7], e foi possivel concluir

que:

— o tamanho do passo global de deslocamento tem impacto sobe a trajetoria de
equilibrio, principalmente sobre o valor do pico encontrado e sobre o compor-

tamento pré-pico;
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— é necessario um numero minimo de passos locais adicionados para representar

o problema adequadamente;

— o numero adequado de passos locais adicionados depende do tamanho do passo
global de deslocamento e de outras caracteristicas do problema, tais como,

tamanho do suporte e tipo de base polinomial.

Conforme apresentado na Figura [8.13] a discretizacao do problema local tem
influéncia sobre a trajetéria de equilibrio obtida. Os problemas locais mais discre-
tizados apresentaram trajetérias de equilibrio com valores de pico mais elevados, o
que esta relacionado a uma regiao de propagacao de dano menor nestes problemas.

Por ultimo, a partir da comparacao entre diferentes bases polinomiais de primeiro
e segundo grau apresentada na Figura [8.14] verifica-se que ao se aumentar o grau
polinomial reduz-se o pico de carga encontrado. Ainda, observa-se que a mudanca
da base de T3 para Q4 teve pouco impacto sobre a trajetoria de equilibrio. O mesmo

foi observado na mudanca de base de T6 para Q9.



Capitulo 9

Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi generalizar a abordagem global-local ao utilizar, na
etapa 2, um Método sem Malha. A abordagem proposta foi aplicada a problemas
lineares com concentragao de tensdes e a problemas fisicamente nao lineares de
estruturas compostas de material parcialmente fragil. Para estas duas classes de
problema, o uso de Métodos sem Malha nos problemas locais beneficiou os resultados
da analise global-local.

Neste capitulo sao apresentadas as principais contribui¢oes deste trabalho (Se-

coes e , bem como algumas recomendagoes para trabalhos futuros (Secao

9.3).
9.1 Particao da unidade de elevada regularidade

No que diz respeito a particdo da unidade com elevada regularidade (objetivos 1

a 4), este trabalho apresentou as seguintes contribuicoes:

— implementacao da PU com alta regularidade no INSANE;

— a vantagen de se utilizar a particao de unidade com alta regularidade para a
analise fisicamente nao linear de materiais parcialmente frageis foi evidenciada
por meio da obtenc¢ao dos campos de deformagoes e tensoes continuos, que sao

varidveis chave em modelos com andlise fisicamente nao linear.

Relacionadas as contribuicoes desta tese no tema da particdo da unidade com
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elevada regularidade foram publicados trabalhos em periédicos (Pinheiro et al., 2016,

2017a)) e anais de congresso (Pinheiro et al., [2015] 2017D)).

9.2 Analise global-local

No que diz respeito a analise global-local com Métodos sem Malha no problema

local (objetivos 5 a 7), este trabalho apresentou as seguintes contribuicoes:

— possibilidade de andlise linear e nao linear via abordagem global-local com

EFG no problema local por meio da implementacao no INSANE de versoes
adaptadas/expandidas dos trabalhos de |Alves| (2012)) e [Monteiro (2019), res-

pectivamente;

a vantagen de se utilizar o EFG nos modelos locais foi evidenciada na analise
linear por meio da obtencao de erros menores em termos de energia em relacao
ao GFEM-gl convencional se forem comparados problemas com o mesmo mo-

delo global e mesma quantidade de nés enriquecidos com solugao global-local;

assim como ja estudado para o GFEM-gl em diversos trabalhos, tais como
Duarte e Kim/ (2008), Kim et al. (2010)), [Kim et al| (2012) e Gupta et al.
(2012al), o efeito do aumento da zona buffer, a determinagao do parametro de
penalidade, o efeito da qualidade da solugao global e a influéncia da quantidade

GFEM

de nés enriquecidos com solucao global-local foram avaliados para o GLEpx

na analise linear;

ainda no ambito da analise linear, com relacio as caracteristicas especificas do
GLSGEEM foram estudados os efeitos do tamanho do dominio de influéncia e

da quantidade de pontos de integracao empregada no problema local;

observou-se que a escolha do parametro de penalidade 1 depende de carac-
teristicas do modelo, tais como tipo de aproximagao (G/XFEM ou EFG) e

tamanho do suporte;
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— assim como nos resultados disponiveis na literatura para o GFEM-gl, observou-

se que o GnggM apresentou melhora dos resultados apds 2 ciclos global-local;

— devido a natureza racional da aproximacao com EFG, mais pontos de Gauss
sdo necessarios na integracdo numérica, sendo que os resultados com 6 X 6

pontos ja se mostraram satisfatorios;

— a utilidade do emprego do EFG nos modelos locais foi evidenciada na analise
fisicamente nao linear de meios parcialmente frageis por meio da obtencao de
trajetorias de equilibrio coerentes com os resultados experimentais, sendo que
a possibilidade de aumento do dominio de influéncia dos nods, o que resulta
em maior dominio de suporte para os pontos de integracao, constitui uma das

vantagens do uso do EFG no problema local;

— foram estudados o efeito do tamanho do dominio de influéncia dos nds, da

base de fun¢des empregada no MLS e dos parametros da anélise nao linear;

— maiores picos de carga foram encontrados para as trajetorias de equilibrio

obtidas com maiores dominios de influéncia;

— a partir da comparacao entre diferentes bases polinomiais de primeiro e se-
gundo grau verificou-se, para o caso analisado, que o aumento do grau polino-

mial reduz o pico de carga encontrado;

— quanto aos pardmetros da analise nao linear avaliados (tamanho do passo glo-
bal e niimero de passos locais) concluiu-se que o tamanho do passo global tem
impacto sobre a trajetoria de equilibrio e que é necessario um niimero minimo
de passos locais adicionados para representar o problema adequadamente, que
por sua vez, depende do tamanho do passo global de deslocamento e de outras
caracteristicas do problema, tais como, tamanho do suporte e tipo de base

polinomial.
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9.3 Recomendacoes para trabalhos futuros

A partir das contribuigoes deste trabalho, é possivel indicar recomendacoes para
trabalhos futuros relacionadas com os temas tratados. Algumas destas recomenda-

¢Oes sao enumeradas a seguir.

1. Estudar efeito do alargamento do suporte nas funcoes C*.

2. Testar os recursos implementados com outros Métodos sem Malha além do
EFG. O NS-PIM e o ES-PIM, por exemplo, foram recentemente incluidos no

INSANE por Gori (2018).

3. Empregar outros formatos de dominio de influéncia e outros tipos de fungao

peso.
4. Empregar enriquecimento extrinseco e intrinseco no problema local.

5. Aplicar os recursos implementados em analises que envolvam propagacao de
trincas e grandes deslocamentos, uma vez que problemas destas naturezas
foram tratados com sucesso com o emprego de Métodos sem Malha em Rao
e Rahman| (2001), [Yuan et al.| (2014)), [Belytschko et al.| (1995), Duflot (2004)),

Rabczuk et al. (2010), Rabczuk et al.| (2008), dentre outros intimeros exemplos;

6. Desenvolver outros tipos de esquemas de integracdo para o problema global

enriquecido, nao se limitando ao tipo de integracao "nested".

7. Flexibilizar a definicdo do problema local, ndo se limitando a ter nés corres-

pondentes aos nés do problema global inicial.

8. Desenvolver uma versio geral da abordagem global-local. E desejével uma
generalizacao do algoritmo, para que qualquer método baseado no conceito
da Particdo da Unidade possa ser utilizado no problema global enriquecido e

qualquer método possa ser empregado no problema local.
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Apéndice A

Sistema Computacional INSANE

O INSANE é um projeto de software livre em desenvolvimento no Departamento
de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais que visa dis-
ponibilizar um ambiente computacional de cédigo aberto, com caracteristicas tais
que facilitem sua expansao e manutengao. A linguagem JAVA ¢ utilizada no desen-
volvimento das aplicagdes do INSANE. Por possuir vantagens como a portabilidade,
que possibilita a criagdo de um software cujo funcionamento independe do sistema
operacional, e o suporte ao paradigma da Programacao Orientada a Objetos (POO),
a utilizacdo da linguagem JAVA favorece a expansao do software e o trabalho em
equipe.

Como enunciado, o INSANE ¢ um software orientado a objetos. Esta caracteristica
possibilita o tratamento de forma geral de entidades como funcao de forma, elemento
finito, ponto de integracao, modelo de andlise, modelo constitutivo, entre outras
(Pennay, 2011)). Neste apéndice sdo apresentados alguns itens relevantes para este
trabalho do projeto orientado a objetos do INSANE, que é apresentado por meio de

diagramas UML (Unified Modelling Language).

A Segao[A.I]trata de aspectos gerais do nicleo numérico do INSANE. Na Segao
sao abordados aspectos da implementagao do GFEM global-local de |Alves| (2012).
Por sua vez, a Secao trata de alguns aspectos da implementacao dos Métodos
sem Malha feita por Silval (2012), Pereira (2015) e |[Faria, (2014). Aspectos da anélise

fisicamente nao linear no INSANE, inicialmente implementados por Fuina (2009), sao
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apresentados na Se¢ao [A.4] Na Secao é apresentado o procedimento de analise
fisicamente nao linear via GFEM-gl de Monteiro (2019).

Nas Secoes a sao apresentadas as contribuicoes deste trabalho referentes
aos recursos implementados no INSANE.

Neste apéndice os diagramas UML seguem a simbologia apresentada na Figura

A

Classe Original Classe Modificada Nova Classe

Figura A.1: Simbologia utilizada nos diagramas em UML deste trabalho

A.1 Organizacao do Niicleo Numérico do INSANE

O ntcleo numérico do INSANE é estruturado pelas interfaces Model, Assembler
e Solution (ver Figura . Estas interfaces representam, respectivamente, o
modelo discreto, o procedimento de montagem do sistema de equacoes e a obtengao
dos resultados numéricos. A interface Persistence é responsavel pelas operagoes
de entrada e saida de dados, além da comunicacao com o pré e o pds-processamento.

(Silva (2012) e Fonseca/ (2008)))

java.util.Observable «interface» java.util.Observable
java.util.Observer
N 4 N
I
I
«abstract class» «interface» «abstract class»
Model Persistence Solution
«interface»

Assembler

Figura A.2: Nuicleo Numérico do INSANE

O projeto orientado a objetos do INSANE torna possivel a implementacao de



varios tipos de modelos discretos, tais como os baseados no FEM, no G/XFEM, no

BEM, nos Métodos sem Malha e suas variagoes (ver Figura [A.3]).

pkg Model J

Model 1

FemModel BemModel
PN

NonLocalFemModel MfreeModel GfemModel

i

HpCloudModel

Figura A.3: Pacote Model

A interface Assembler tem a funcdo de montar o sistema matricial de segunda
ordem apresentado na Eq. (A.1), que pode representar os diversos tipos de modelos

discretos disponiveis no INSANE:
AX+BX+CX=D, (A1)

onde X é o vetor de varidveis de estado do problema, X e X sdo os vetores da
primeira e segunda derivadas temporais das variaveis de estado. Além disso, A, B
e C sdo as matrizes dos coeficientes e D ¢é o vetor dos termos independentes deste
sistema, que podem ou nao depender das variaveis de estado e de suas derivadas.
A classe abstrata Solution desencadeia o processo de solucdo. Solution conta
com 08 recursos necessarios para a resolucao do sistema de equacoes representado
pela Eq. , sendo ele linear ou nao. A classe abstrata Model contém as informa-

¢oes do modelo discreto a ser analisado. A classe Model possui listas de componentes
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do modelo discreto, como por exemplo, listas de nés, elementos, materiais, entre ou-
tros. Desta forma, Model fornece a Assembler os dados necessarios a montagem
das equagoes do modelo, cuja resolugao é responsabilidade de Solution. As classes
abstratas Model e Solution se comunicam com a interface Persistence, responsa-
vel por interpretar os dados de entrada e escrever arquivos de dados de saida para

outras aplicagoes.

A.2 GFEM global-local

O GFEM global-local foi incluido no INSANE por |Alves| (2012]). A seguir, aspectos

importantes da implementacao de |Alves (2012)) sdo apresentados.
A.2.1 Interface Persistence

Alves (2012)) alterou a interface Persistence para possibilitar a construcao de
modelos locais e a partir de um modelo global inicial. Esta alteracao possibilitou a
automatizacao do processo de andlise global-local, uma vez que o arquivo de dados
de entrada contém os dados no modelo global e as informagoes necessarias para

criacao dos modelos locais.

A.2.2 Interface Assembler

A classe GFemAssembler, derivada de Assembler (ver Figura|A.4)), foi modificada
por Alves (2012) para permitir a imposigao de condi¢oes de contorno do problema
local a partir da solucao do problema global. O detalhamento da estratégia de Alves

(2012) para generalizagdo das condic¢oes de contorno no INSANE é descrita a seguir.
A.2.2.1 Imposicao de Condi¢oes de Contorno no dominio local

A generalizacdo da imposicao de condi¢oes de contorno no INSANE possibilitou
a obtencao de condigoes de contorno de Neumann, Dirichlet e Cauchy, conforme
apresentado na Tabela 3.1}, de um elemento do dominio local a partir de um elemento

do dominio global. A classe EquivalentNodalValue, do pacote Value (ver Figura



pkg Assembler J

«interface» <
Assembler

A

FemAssembler

AN

BemAssembler

NonLocalFemAssembler| |MfreeAssembler| |GFemAssembler

AN

HpCloudAssembler

Figura A.4: Pacote Assembler

A.5), é a responsével pela transferéncia das condi¢bes de contorno entre dominios.
A Figura também apresenta os métodos da classe EquivalentNodalValue. A

transferéncia das condigoes de contorno se da por meio do Método da Penalidade

(MP) (Carey et al., |1982; Zhu, [1998]).

A Eq. do Capitulo |3| é decomposta em quatro parcelas. As Eqgs. (A.2)
e referem-se a matriz C originalmente construida via FEM, conforme Eq.
, e a sua parcela modificada pelo MP, respectivamente. As Egs. e
referem-se ao vetor D original, da Eq. , e a sua parcela modificada pelo MP,
respectivamente. Os métodos de EquivalentNodalValue responsaveis por modificar

as parcelas C e D da Eq. (3.35) encontram-se destacados na Figura [A.5]

/QL o(ug):e(vy)dx

7]/ uL-VLds+f£/ uy, - vyds
99NN, A\ (092LNI0G)
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/ t-vids (A.4)
o0LNQY,

u-vpds+ t(ud) + kud) - vids, A5
n/szmang L 8QL\(6QLﬂaﬂg)(( 6) rug) v (A.5)

pkg Value J - -
ArrayList<PointValue>

ElementVolumeValue “pointLoads
ArrayList<PointValue> D ElementValue -function Shape
ArrayList<PointValue> -shape
_elmLoad Element
-element
EquivalentNodalValue

+EquivalentNodalGeneralValue(element: Element, value : ElementValue)
+getEquivalentNodalValues(): IVector
+getStiffnessMatrixPM(): IMatrix
+getStiffnessDirichlet(): IMatrix
+getStiffnessCauchy(): IMatrix
(+getBoundaryConditionDirichlet(): IVector

+getBoundaryConditionNeumann(): IVector ~ Métodos que modificam a parcela D
\+getBoundaryConditionCauchy(): IVector

+getStateVariableFunctionMatrix(naturalCoords: double[]): IMatrix
+getStateVariableFunctionMatrix(naturalCoords: double[], incidence: ArrayList<ElementNode>): IMatrix
+getValueVector(naturalCoords: double[]): IVector

+getParentElementNaturalCoords(naturalCoords: double[]): double[]

+getElement(): Element

+setElement(element: Element): void

+getEImValue(): ElementValue

+setElmValue(elmValue: ElementValue): void

Métodos que modificam a parcela C ]

Figura A.5: Métodos da Classe EquivalentNodalValue (adaptado de |Alves
(2012))

A Figura ilustra o procedimento de transferéncia de Condigoes de Con-
torno entre dominios global e local atualmente em uso no INSANE. Na Figura [A.6|(a)
encontra-se a malha de elementos do problema global no dominio {2 com o subdomi-
nio {2, em destaque. Uma vez realizada a andlise do problema global, os resultados

devem ser transferidos como condi¢ao de contorno para o problema local. A Figura



A.6(b) apresenta esquematicamente a transferéncia da solugdo do problema global
Q¢ como condi¢do de contorno do dominio local Q. A Figura [A.€]c), por sua vez,
apresenta em detalhe as faces de um elemento do dominio local com seus pontos de

integracao.
A.2.3 Classe Solution

As classes do pacote Solution devem resolver o sistema de equagoes montado
por Assembler. A classe GlobalLocal, herdeira da classe abstrata Solution (ver
Figura 7 implementa o processo de solu¢ao de problemas que aplicam a aborda-
gem global-local. A nova classe criada por Alves (2012) contém objetos do tipo
Assembler, sao eles: um GFemAssembler global, que é armazenado na varidvel
globalAssembler, e uma lista de objetos GFemAssembler locais, armazenados na
lista localAssemblerList, uma vez que durante o processo de solugao torna-se

necessario gerenciar informacoes dos problemas global e locais.
A.2.4 Classe Abstrata Model

Classe Node Os objetos que instanciam a classe Node regem a estratégia de en-
riquecimento no GFEM. Sendo assim, o atributo LOCAL_ENRICHER foi incluido na
classe Node. Este atributo permite indicar, para a analise via GFEM-gl no caso de
dominios locais superpostos, de qual dominio local devem ser oriundas as fungoes

de enriquecimento para a resolugao do problema global enriquecido.

Classe Element A classe Element representa um elemento finito. No ambito
do GFEM-gl, cada elemento finito deve armazenar seu elemento global pai. Esta
informacao é necessaria para o funcionamento da estratégia global-local atualmente
implementada no INSANE. Por exemplo, esta informacao ¢é utilizada na busca da
solugao do problema global a serem transferidas como condi¢do de contorno para
o problema local. Além disso, na obtencao das matrizes e vetores do problema

(Ex. matriz C e vetor D) a lista de elementos locais é percorrida na resolu¢ao do
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I 8
(a) Malha de elementos finitos do dominio Q. com subdominio 1y, em destague

P

| L.} ‘...

P

FACE 2

PG PG2

(c) Subdivisdo de elementos do subdominio £y,

Figura A.6: Transferéncia de Condi¢oes de Contorno entre dominios global e local



171

pkg solution

«abstract class» N java.util.Observable
Solution

+execute(): void

AN
| | SteadyState |_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ ___ __ .
I
I
BemSteadyState | _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _:
I
I
ModalVibration ' ;
_{ Modalvibration - __ _ _ _ _ _ _ _ _____ 0 D> «interface»
I java.util.Observer
! A
|| ThermoStructural |_ __ __ ___ _ __ __ | [
I
| |
I
| | Globallocal | _______________ J :
I
StaticEquilibriumPath < GlobalLocalNonLinear
«abstract class» 1
EquilibriumPath

«abstract class»
L—{ DynamicEquilibriumPath

Figura A.7: Diagrama UML do pacote Solution

problema global enriquecido. Se a analise realizada nao for do tipo global-local,
o elemento pai possui ele mesmo como filho. Desta forma, a mesma estrutura de
codigo ¢ usada para o GFEM convencional e sua versao global-local. Sendo assim,
a classe GFemElement estende a classe ParametricElement, por sua vez derivada de

Element, como mostra a Figura [A.§]

Classe abstrata EnrichmentType A classe GlobalLocalEnrichment é herdeira
de EnrichmentType. Como mostra a Figura[A.9] a classe abstrata EnrichmentType
pode ser implementada por diversas classes, representando os tipos de enriqueci-
mento extrinseco possiveis na plataforma INSANE. GlobalLocalEnrichment fornece

a funcao de forma e suas derivadas nos problemas com enriquecimento global-local.
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pkg Element J

ArrayList<Degeneration>

AnalysisModel

ConstitutiveModel

N

ArrayList<MfreeNode>

e

ArrayList<ElementNode>

ProblemDriver

P—

Element

ParametricElement

Shape

MfreeShape

Quadrilateral

Triangular

Hexahedral

Tetrahedral Bar

i

T

QuadrilateralCell

TriangularCell

i

T

| |HpQuadrilateralCell

HpTriangularCell

GFemElement

i

BarCell

i

HpBarCell

Figura A.8: Pacote Element (adaptado de Silva) (2012))

pkg enrichmentType

«abstract class»
EnrichmentType

T

CrackEnrichment

PolynomialEnrichment

TrigonometricEnrichment

GlobalLocalEnrichment

DiscontinuousEnrichment

Figura A.9: Diagrama UML do pacote EnrichmentType
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Classe Abstrata ProblemDriver A classe GFemParametric, herdeira de Problem-
Driver, conforme apresentado na Figura , foi modificada por|Alves (2012) para
incluir, nos métodos de integracao numérica, um loop que percorre uma lista de
elementos filhos, que funcionam como células de integracao do dominio global. Essa
estratégia possibilitou a generalizacao da classe GFemParametric, uma vez que, no
GFEM convencional, o elemento a ser integrado contém ele mesmo como elemento

filho. Sendo assim, evitou-se a implementacao de um ProblemDriver especifico para

o GFEM-gl.

ProblemDriver

i

GFemParametric

Figura A.10: Pacote ProblemDriver

A.2.5 Funcionamento do procedimento Global-Local para o
GFEM

A classe SolverClass cria os modelos global e locais a partir do arquivo XML,
de entrada de dados, chamando a classe PersistenceAsXml. Apds a criacao dos
modelos, as classes do tipo Assembler de cada modelo local existente sao adicionadas
a lista de Assembler da classe GlobalLocal, filha de Solution. Apds a criagao dos
modelos, a classe SolverClass chama o método execute() de GlobalLocal.

O método ezxecute(), por sua vez, chama os métodos necessarios para a resolucao

das trés etapas da abordagem global-local, conforme descrito na Secao B.1.4t

1. Resolucao do problema global inicial;

2. Resolucao dos problemas locais com condigoes de contorno oriundas do pro-

blema global da etapa 1;
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3. Resolucao do problema global enriquecido com a solucao do problema local da

etapa 2.

Antes da etapa 3, é chamado o método da prépria classe GlobalLocal setLoca-
lUnGlobal(ArrayList< ArrayList<String> > fatherInfo), que, por sua vez, chama o
método stringToElement(). Estes métodos sdo responsaveis por compor a lista de
elementos locais atribuida a cada elemento global.

Desta forma, na resolucao da etapa 3, os pontos de Gauss destes elementos locais
serao utilizados na obtencao das matrizes e vetores do modelo, conforme é possivel
observar no diagrama apresentado na Figura

A Figura mostra o diagrama de sequéncia para montagem da matriz de ri-
gidez de um problema enriquecido extrinsecamente. No caso da obtencao da matriz
de rigidez do problema global enriquecido (Etapa 3), a classe EnrichedShape con-
sulta cada né do elemento global, que se for um né a ser enriquecido com a solugao
local, tera necessariamente um enriquecimento do tipo GlobalLocalEnrichment. O
enriquecimento GlobalLocalEnrichment possui o método getEnrichmentMultipli-
ers(...) que obtém o deslocamento da solu¢ao local no ponto de Gauss desejado
como func¢ao de enriquecimento a ser usada em EnrichedShape. Nas etapas 1 e 2,
cada elemento tem ele mesmo como seu filho, desta forma, o loop nos elementos filhos

realizado nos métodos de GFemParametric é realizado em uma lista de 1 elemento.
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A Tabela apresenta um resumo das caracteristicas de cada etapa da analise
global-local. Na Etapa 1, tanto a Particao da Unidade quanto os pontos de inte-
gracao sao do elemento global. Na Etapa 2, tanto a Particdo da Unidade quanto os
pontos de integragao sao do elemento local. Na Etapa 3, entretanto, sao emprega-
dos os pontos de integracao dos elementos locais (filhos) na Particdo da Unidade do

elemento global (pai).

Tabela A.1: Funcionamento do GFEM-gl no INSANE

Etapa  Particao da Unidade Pontos de integragao
1 Elemento Global Elemento Global
2 Elemento Local Elemento Local

3 Elemento Global (Pai) Elementos Locais (Filhos)

A.3 Métodos sem Malha

Dois Métodos sem Malha estao disponiveis atualmente no INSANE, o EFG, imple-
mentado por [Silval (2012)), e, a partir desse, o hp-Clouds, implementado por Pereira

(2015).
A.3.1 Interface Persistence

Alteragoes na Classe PersistenceAsXml foram realizadas tanto por [Silval (2012)
quanto por Pereiral (2015) para que a classe fosse capaz de ler e escrever os dados

referentes aos modelos dos Métodos sem Malha e seus resultados.
A.3.2 Interface Assembler

Com o objetivo de dar suporte a integracao numérica dos componentes do sistema
de equagoes dos problemas resolvidos por meio dos Métodos sem Malha tais como
o EFG e o hp-clouds, é empregada uma malha de células de integragdo em segundo
plano (Silva, 2012). Nas implementagoes dos Métodos sem Malha no INSANE, as
células de integracao sao implementadas como um tipo de elemento finito, como

mostra a Figura [A8



Os métodos para calculo de tensoes e deformacoes nos pontos de integracao, cal-
culo da rigidez e do vetor de forgas equivalentes de Element sao sobrescritos. A re-
presentacao das células de integracao como um tipo de elemento finito visa aproveitar
a0 maximo a estrutura existente do INSANE. Sendo assim, a classe MfreeAssembler,
do EFG, ¢ herdeira de FemAssembler. Da mesma forma, HpCloudAssembler, por
sua vez, é herdeira de MfreeAssembler, como mostrado na Figura [A.4]

Para a andlise estatica, MfreeAssembler ou HpCloudAssembler deve compor os
sistemas descritos pelas Equacoes e , abaixo, para o caso de imposicao
das condigoes de contorno tratadas pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange
(MML) (Belytschko et al. 1994) ou pelo Método da Penalidade (MP) (duas das
op¢oes atualmente possiveis no INSANE, além do acoplamento com elementos finitos
e o Método de Nitsche), respectivamente.

No caso da imposicao das condigoes de contorno pelo Método dos Multiplicadores

de Lagrange, o sistema de equagoes a ser resolvido apresenta a seguinte forma:

X.| [R,
)l .

onde C ¢é a matriz de rigidez, G é a matriz que leva em conta a interpolacao lagran-

CcC G
GT 0

geana para impor as condigoes de contorno essenciais, X, é o vetor de parametros
de deslocamentos nodais, A ¢ o vetor de multiplicadores de Lagrange, R, é o vetor
de forgas prescritas, obtido considerando as funcoes de forma do MLS, e Q;,, ¢ o
vetor que considera a interpolacao dos deslocamentos prescritos.

No caso da imposicao das condigoes de contorno pelo Método da Penalidade, o

sistema de equacgoes a ser resolvido apresenta a seguinte formas:

c+cr|{x}={F+F} (A7)

onde C ¢é a matriz de rigidez, CP é a matriz de fatores de penalidade, X, é o vetor
de parametros de deslocamentos nodais, F é o vetor de forcas prescritas e F? é o

vetor que leva em conta a penalidade devido aos deslocamentos prescritos.
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A.3.3 Classe Abstrata Solution

A solugao do problema com comportamento linear oriundo dos modelos numéri-
cos existentes no INSANE ¢é realizada pela classe herdeira de Solution, SteadyState.
A classe SteadyState possui, dentre outros, um objeto do tipo LinearEquation-
System e um objeto Assembler. Detalhes da solucao do problema com comporta-

mento nao linear para o EFG e o hp-Clouds sao apresentados na Segao [A.4]
A.3.4 Classe Abstrata Model

A FigurafA.12)apresenta as classes herdeiras de Model e seus principais atributos.
Observa-se que HpCloudModel ¢ derivada de MfreeModel, que por sua vez é herdeira
de FemModel. Além dos campos presentes em FemModel, a classe HpCloudModel pos-
sui uma lista de objetos do tipo EnrichmentType. A classe MfreeModel possui lis-
tas de células de integracao e de objetos das classes MfreeNode e InfluenceDomain.
Ainda, conforme apresentado na Figura[A.12] MfreeModel possui listas de elementos
lineares e nés empregados na imposicao de condi¢oes de contorno nos Métodos sem
Malha. Detalhes da aplicagao de condigoes de contorno nos Métodos sem Malha no
INSANE sdo apresentados no item[A.3.4.1] As classes MfreeNode e InfluenceDomain,

por sua vez, sao detalhadas a seguir.

Classe MfreeNode Conforme enunciado em Silva, (2012)), a classe MfreeNode é
derivada da classe Node do FEM. Além dos atributos tipicos do FEM, MfreeNode
também armazena dominio de influéncia, fun¢do peso, fungoes de forma e suas

derivadas.

Interface InfluenceDomain O dominio de influéncia de um MfreeNode é caracte-
rizado por sua geometria e tem a ele associada uma funcao peso. Conforme mostra
a Figura[A.18] os dominios de influéncia inseridos no INSANE por [Silval (2012)) foram
os dominios radiais e tensoriais. Cada dominio de influéncia no INSANE deve derivar

da Classe Geometry e implementar a Interface InfluenceDomain. Diversos tipos de



Model

-nodes: ArrayList<Node>

-elements: ArrayList<Element>

-analysisModels: ArrayList<AnalysisModel>
-globalAnalysisModel: AnalysisModel

-shapes: ArrayList<Shape>

-loadCombinations: ArrayList<LoadCombination>
-loadings: ArrayList<FEMLoading>

-probDriver: ProblemDriver

-degenerations: ArraylList<Degeneration>
-materials: ArrayList<Material>
-constitutiveModels: ArrayList<ConstitutiveModel>

T

FemModel

MfreeModel

-mfNodes: ArrayList<MfreeNode>

-mfElements: ArrayList<Element>

-influenceDomains: ArrayList<InfluenceDomain>

-mfShape: MfreeShape

-mfBoundaryElements: HashMap<String, ArrayList<Element»
-mfBoundaryNodes: HashMap<String, ArrayList<MfreeNode»

HpCloudModel
-enrich: ArrayList<EnrichmentType>

Figura A.12: Heranca da Classe Model para os Métodos sem Malha
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funcao peso podem ser associadas aos dominios radiais e tensoriais, sao elas: fungao

gaussiana, funcao bell shaped, funcao linear, entre outras.

WeightFunction )< -wi Geometry

«Interface»
InfluenceDomain

A

Radial Tensorial

Figura A.13: Dominios de Influéncia Existentes no INSANE (adaptado de Silva
(2012))

A.3.4.1 Imposicao de Condicoes de Contorno nos Métodos sem Malha

Nos Métodos sem Malha, as condigoes de contorno podem ser aplicadas dire-
tamente aos nés do dominio somente se as fungoes de forma forem interpolantes,
0 que quase sempre nao é garantido. Em [Silval (2012), as condigdes de contorno
foram aplicadas nos Métodos sem Malha no INSANE por meio de acoplamento com
o FEM. Entretanto, as modificagoes implementadas por Faria) (2014) permitiram a
imposi¢ao de condig¢oes de contorno essenciais e naturais nos Métodos sem Malha
sem o emprego de acoplamento com FEM. Um estudo da imposicao de condigoes
de contorno essenciais em tais métodos no INSANE é apresentado em Hosseini et al.
(2017)).

A seguir sdo apresentados alguns aspectos do funcionamento dos recursos de

imposicao de condi¢des de contorno nos Métodos sem Malha disponiveis no INSANE.

Condigoes de Contorno Essenciais Sao definidas a partir do arquivo de dados

de entrada (arquivo do tipo XML) uma lista de restri¢oes, contendo pontos do



dominio (ndo necessariamente correspondente a um né) e o deslocamento imposto
a cada um destes pontos. Os pontos sao definidos em pares, formando linhas que
serao posteriormente empregadas na criacao de elementos de linha que compoem a
lista de elementos correspondente a imposi¢ao de condi¢ées de contorno em termos
de deslocamento (condigbes de contorno essenciais). Esta lista é salva no HashMap
mfBoundaryFElements de MfreeModel com a chave ESSENCIAL BOUNDARIES.
Estes dados sao empregados durante a analise para compor os elementos da Eq.
e Eq. caso as condigoes de contorno essenciais sejam impostas pelo MML e

MP, respectivamente.

Condigoes de Contorno Naturais Sao definidas a partir do arquivo de dados
de entrada (arquivo do tipo XML) uma lista de carregamentos, contendo pontos do
dominio (ndo necessariamente correspondente a um nd) e um valor de carregamento
imposto a cada um destes pontos. Os pontos sao definidos em pares, formando
linhas onde sao aplicadas cargas distribuidas que serao posteriormente empregadas
na criacao de elementos de linha que compoem a lista de elementos correspondente a
imposigao de condigbes de contorno em termos de carregamentos (condigdes de con-
torno naturais). Esta lista é salva no HashMap mfBoundaryElements de MfreeModel

com a chave NATURAL BOUNDARIES.

A.4 Analise estatica fisicamente nao linear

Para o caso estatico, o sistema mostrado na Eq. (A.1)) é reduzido ao sistema da
Eq.(A.8).

C-X =D, (A.8)

onde C ¢é a matriz de rigidez, X é o vetor de deslocamentos nodais e D ¢ o vetor de
forcas nodais. No caso de uma analise fisicamente nao linear, a matriz C é funcao

dos deslocamentos X.
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O sistema nao linear da Eq. (A.8)) é resolvido por meio de um processo incre-

mental iterativo, como definido pela Eq. [A.9
C,-dU=0)-P+Q, (A.9)

onde: Cy é a matriz de rigidez tangente; dU é o vetor de deslocamentos incrementais;
O\ é um incremento do fator de carga; P é o vetor de cargas de referéncia; Q é o
vetor de forgas residuais, referente a diferenca entre o vetor de cargas externas e o
vetor de forcas equivalentes as tensoes internas F;.

A analise fisicamente nao linear via FEM no INSANE é produto do trabalho de
Fuina (2009). Os trabalhos de |Silva; (2012) e Monteiro et al.| (2017)) implementa-
ram os recursos necessarios a andlise fisicamente nao linear via EFG e G/XFEM,

respectivamente.
A.4.1 Classe Abstrata Solution

O processo incremental-iterativo no INSANE é responsabilidade do método exe-
cute() da classe StaticEquilibriumPath, que por sua vez é derivada da classe abs-
trata Solution, conforme Figura[A.14] A classe StaticEquilibriumPath é auxili-
ada pela interface Step, que por sua vez pode ser implementada por StandardNewton-
Raphson e ModifiedNewtonRaphson, nos casos de solucao pelo FEM e pelo GFEM.
No caso de solugao por meio de Métodos sem Malha, as classes derivadas de Step sao
MfreeStandardNewtonRaphson e StandardNewtonRaphsonMls. No método EFG, a
solucao do sistema de equacoes resulta na obtencao de parametros nodais, que,
por sua vez, sao empregados no calculo dos deslocamentos nodais propriamente di-
tos. MfreeStandardNewtonRaphson emprega os deslocamentos nodais, enquanto
StandardNewtonRaphsonMls utiliza os parametros nodais. O trabalho de [Silva
(2012) concluiu que tanto o uso de pardmetros nodais quanto o uso de deslocam-
netos nodais fornece trajetorias de equilibrio bastante similares. As demais classes
derivadas da interface Step presentes no INSANE nao sao abordadas por nao serem

relevantes no contexto deste trabalho.
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java.util.Observable «interface»
java.util.Observer

> P

Solution EquilibriumPath
+execute(): void +update(Observable, Object): void

- =] «interface» step
| Step < 01 > StaticEquilibriumPath
: -step: Step
| -iterativeStategy: IterativeStrategy
| StandandNewtonRaphson -lodaCombination: LoadCombination
:_ o +execute(): void +execute(): void
| | I
: ModifiedNewtonRaphson >|K >|K
. +execute(): void I-loadCombination |-iterativeStrategy
| : 10..1 I
| | |
I MfreeStandandNewtonRaphson . . . .
e «interface» «interface»
I +execute(): void LoadCombination IterativeStrategy
[
: StandandNewtonRaphsonMls
o +execute(): void

Figura A.14: Classes da solugao para andlise nao linear (adaptado de |Gori (2018)))
A.4.2 Interface Assembler

Conforme mencionado em[A.]] a interface Assembler é responsavel por fornecer
as parcelas que compoem o sistema de equagdes do modelo. A matriz de rigidez C,
fornecida por cada classe que implementa a interface Assembler no INSANE, pode
ser elastica, secante ou tangente de acordo com o tipo de aproximacao considerada
na andlise nao linear. Os métodos getC(), getTotalC() e getIncrementalC() fornecem

as matrizes elastica, secante e tangente, respectivamente.

A.4.3 Classe Abstrata Model

Classe Abstrata ProblemDriver A Figura mostra as implementacoes da
classe abstrata ProblemDriver. Além disso, na Figura é possivel observar a

interacao entre as classes para a obtencao da matriz de rigidez de um problema
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fisicamente nao linear.

Element problemDnver ProblemDnver
——————— - Createlnstance String

getC(Element) I% MeshfreeParametric | | getC(Element) I% GFEMParametric | | Parametric |€‘ getC(Element)
| MeshfreePhysicallyNonLinear | |GFEMPhysicaIIyNonLinear| ‘ PhysicallyNonLinear |
getTotalC(Element) |getT0taIC(EIement) | |getTotaIC(EIement) |
| getincrementalC(Element) | | getincrementalC(Element) | ‘ getincrementalC(Element) |

Figura A.15: Interacao entre classes para a obtencao da matriz de rigidez para um
problema fisicamente nao linear analisado via FEM, GFEM ou Meshfree (EFG)

A.5 Analise fisicamente nao linear via GFEM global-
local

O procedimento de analise fisicamente nao linear via GFEM global-local foi de-

senvolvido e implementado no INSANE por Monteiro, (2019)). [Monteiro| (2019) adap-

tou a formulagdo proposta por Kim e Duarte (2015), na qual cada bloco de andlise

global-local k é resolvido como descrito a seguir.

1. Resolugao do problema global linear (inicial e estimado);

2. Resolucgao dos problemas locais nao lineares com condi¢oes de contorno oriun-

das do problema global da etapa 1;

3. Resolugao do problema global enriquecido com a solucao do problema local

final da etapa 2.

A seguir, alguns aspectos importantes da implementagao de Monteiro| (2019) sao

apresentados.
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A.5.1 Classe Solution

A classe GlobalLocalNonLinear implementa o processo de solucao de problemas
que aplicam a abordagem global-local fisicamente nao linear. A classe criada por
Monteiro (2019) contempla dois tipos de solugao, a solucao linear e a nao linear. Por
esta razao, GlobalLocalNonLinear é herdeira da classe StaticEquilibriumPath
(ver Figura [A.T]).

Da mesma forma que a classe GlobalLocal de Alves| (2012), a classe GlobalLo-
calNonLinear contém objetos do tipo Assembler, sao eles: um GFemAssembler
global, que é armazenado na varidvel globalAssembler, e uma lista de objetos
GFemAssembler locais, armazenados na lista localAssemblerList, uma vez que
durante o processo de solugao torna-se necessario gerenciar informacoes dos proble-
mas global e locais. Cada objeto do tipo Assembler é responsavel pelas parcelas que
compoem o sistema de equacao dos problemas globais e locais da anélise global-local

resolvidos pela classe GlobalLocalNonLinear.

A.5.2 Funcionamento do procedimento de analise fisicamente
nao linear Global-Local para o GFEM

A classe SolverClass cria os modelos global e locais a partir do arquivo XML
chamando a classe PersistenceAsXml. Apods a criacdo dos modelos, as classes do
tipo Assembler de cada modelo local existente sao adicionadas a lista de Assembler
da classe GlobalLocalNonLinear, herdeira da classe Solution. Apds a criagao dos
modelos, a classe SolverClass chama o método ezecute() de GlobalLocalNonLinear.

O método ezxecute(), por sua vez, chama os métodos necessarios para a resolucao
de cada bloco de analise k£ da abordagem global-local, conforme algoritmo apresen-
tado na Figura [A. 16l Na Figura[A.16], bem como no restante deste trabalho, k, 7 e
7 sao empregados para designar o bloco global-local, o passo local e a iteracao local,
respectivamente.

Na Etapa 1, o modelo constitutivo é linear elastico. Com k = 0, encontra-se
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u’é,o, que ¢ transferido como condi¢do de contorno para a Etapa 2. A Etapa 2, por
sua vez, considera um modelo constitutivo nao linear. A solucao da Etapa 2 é feita
empregando o algoritmo de Newton-Raphson. Apds a resolucdo dos passos i do
processo de solucio do problema local ndo linear, obtém-se a solugao u¥ empregada
na construgao das fungoes de enriquecimento global-local na Etapa 3. Na Etapa 3,

por sua vez, é obtido uf, utilizando-se uma analise linear com a matriz constitutiva

secante obtida por meio do método getTotalC() da classe Assembler.

1 inicio
2 execute();
3 para cada bloco de andlise global-local k faga
4 Resolver Etapa 1:
5 se k=0 entao
6 Resolver o sistema de equacdo linear e obter u%’o
7 Obter \°
8 senao
9 ‘ Obter a solugdo estimada u’&o = (kzl)ugq
10 fim
11 Transferir condi¢ao de contorno da Etapa 1 para Etapa 2;
12 Resolver Etapa 2:
13 para cada passo local i=i+1 faga
14 repita
15 Montar matriz de rigidez [K ];-71 ;
16 Obter deslocamentos incrementais { AU }; e {AU Q}; ;
17 Obter incremento de fator de carga A)\;'- ;
18 Atualizar vetor de deslocamentos nodais
{UYe = {U}i_, + AN {AUTY: + {AU@YE;
19 Atualizar o fator de carga As = \j_; + A}
20 Obter vetor de forgas internas nodais equivalentes {F’ };,
21 Atualizar o vetor de forcas residuais {Q}; = A\; {P} — {F'}};
22 até convergéncia;
23 fim
24 Resolver Etapa 3:
25 Enriquecer o problema global com ulz calculado na Etapa 2;
26 Resolver o sistema de equagao linear e calcular ug;
27 fim
28 fim

Figura A.16: Algoritmo de solugao proposto por Monteiro (2019)



A.6 Implementacao da Particao da Unidade de
Elevada Regularidade

Optou-se por implementar as funcdes C* e C, definidas no Capitulo Bl no
contexto dos Métodos sem Malha no INSANE para aproveitar a estrutura ja existente
para o calculo da PU de Shepard. Por essa razao, apesar de corresponder ao GFEM-
C* (Duarte et all, 2006)), o método foi chamado de hp-Clouds-Cy,.

Outra possibilidade de implementacao seria a inclusdo das funcoes C* e C*° no
contexto do FEM/GFEM. Desta forma, uma generalizagdo da forma de obtencao
das fungoes de PU seria necessaria. Mais precisamente, ao invés de serem utilizadas
somente fung¢oes de FEM como Particao da Unidade, poderiam ser utilizadas fungoes
oriundas do MLS, func¢oes de Shepard inclusive. Esta alternativa de implementacao
seria mais proxima do método original proposto por Duarte et al. (2006) e empregado
por [Barros et al.| (2007)), Barcellos et al. (2009), Mendonga et al. (2013)) e Torres
et al. (2015), onde a PU é uma fungao de Shepard obtida com fungées peso com
alta regularidade (C* ou C).

Para a inclusao da Particio da Unidade de Elevada Regularidade no INSANE no
contexto dos Métodos sem Malha, foi implementado um novo tipo de InfluenceDo-
main (Segao [A-84), a Classe Polygonal, conforme mostra a Figura [A.18] Esta
nova definicao de dominio de influéncia permite trabalhar-se com as novas fungoes
peso de continuidade C* ¢ C* também implementadas. A implementacio de um
novo tipo de dominio de influéncia para o Método hp-Clouds considerou o emprego,
na integracao numérica, de uma malha de células em segundo plano. No ambito
deste trabalho, especificamente, as células de integracao empregadas sao do tipo
QuadrilateralCell. Da mesma forma que no G/XFEM, uma nuvem é formada
pelos elementos que possuem um determinado né em comum. No hp-Clouds, com
o Dominio de Influéncia do tipo Polygonal, uma nuvem ¢é formada pelas células

de integracdo quadrilaterais que possuem um determinado n6 em comum, conforme

Figura [A.17]

187



188

nuvem (oJ
® ® ® / ® ®
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Figura A.17: Nuvem formada pelas células de integragao que possuem o né x;

Geometry

WeightFunction

«Interface»
InfluenceDomain

RV~

Radial Tensorial Polygonal

Figura A.18: Inclusao do Dominios de Influéncia Polygonal no INSANE

No método init() da classe HpCloudModel é chamado o método fillNodesCloud().
Este método foi implementado com o objetivo de obter os vértices que formam a
nuvem de um dado né a partir da incidéncia das células de integracao que compar-
tilham este n6. Este método é chamado quando existe um dominio de influéncia do
tipo Polygonal no modelo. O funcionamento do método fillNodesCloud() é descrito

a seguir.



A.6.1 Obtencao automatica da nuvem dos ndés para a ob-
tencao das funcoes com alta regularidade

E possivel informar a nuvem de cada né a partir de uma chave em MfreeNode no
arquivo XML de entrada. Entretanto, esta possibilidade é pouco pratica, principal-
mente para modelos com grande nimero de nés. Sendo assim, foi implementado o

método fillNodesCloud() de HpCloudModel, cujo funcionamento é descrito a seguir:

1. o método setSidesOnElementValues() de HpCloudModel guarda um Array de
Strings contendo os lados de cada elemento no HashMap de cada elemento

com a chave SIDES.

2. Em seguida, é percorrida a lista de MfreeNodes. Para cada n6 desta lista sao

realizadas as agoes a seguir.

(a) A lista de elementos que compartilha o né6 em questao é obtida por
meio do método de HpCloudModel getElementsSharingNode(MfreeNode

mfnode);

(b) Em seguida, a lista de elementos obtida anteriormente é percorrida e os
lados de cada elemento que nao compartilham o né cuja nuvem esta sendo

calculada sdo adicionados em uma lista.

(¢) Oslados sdo ordenados para compor a nuvem. Se a nuvem nao formar um
poligono completo, um diferente procedimento é chamado para reordenar
a nuvem. Este procedimento é usado para nuvens de nos externos, aqueles

coincidenes com o contorno do problema.

(d) Por fim, a nuvem é armazenada no HashMap nodeValues com a chave

CLOUD.
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A.7 Implementacao da analise nao linear via mé-
todo hp-Clouds

A classe HpCloudPhysicallyNonLinear, herdeira de HpCloudParametric, foi
criada para possibilitar a analise nao linear via método hp-Clouds. A Figura
detalha a interagao entre classes para obten¢ao da matriz de rigidez de um problema
fisicamente nao linear. Os métodos getC(), getTotalC() e getIncrementalC() foram
criados/modificados para obtencao da matriz de rigidez de cada célula de integracao
para o caso das aproximagoOes eldstica, secante ou tangente, respectivamente. A
implementagao destes métodos é muito semelhante a ja existente, feita para o EFG.
As principais modificages realizadas sao referentes a consideracao dos graus de

liberdade adicionais oriundos do enriquecimento extrinseco, possivel no hp-Clouds.

-problemDriver i
— eI > ProblemDriver| _ _ —[>| Createlnstance(String) |

> HpCloudParametric |

f

| HpCloudPhysicallyNonLinear |

etTotalC(Element

|getlncrementaIC(EIement) |

Figura A.19: Interacao entre classes para a obten¢ao da matriz de rigidez para um
problema fisicamente nao linear analisado via hp-Clouds

O método getFp() de HpCloudAssembler, que calcula as forgas internas, foi
implementado. As demais classes ja criadas para a analise nao linear via EFG,
como as classes MfreeStandardNewtonRaphson e StandardNewtonRaphsonMls que

implementam a interface Step, nao precisaram ser alteradas.
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A.8 Implementacao da abordagem global-local com
Métodos sem Malha (analise linear)

O procedimento de andlise global-local de |Alves (2012) foi adaptado para consi-
derar EFG no problema local (GL%?gM ). A seguir, aspectos do projeto orientado a

objetos desta implementagao sao apresentados.
A.8.1 Interface Persistence

A Classe PersistenceAsXml foi alterada para ser capaz de escrever resultados
dos modelos do Global-Local com Métodos Sem Malha.

Os métodos que percorrem a lista de elementos locais disponivel em cada ele-
mento global precisaram ser modificados, uma vez que percorriam necessariamente
uma lista de GfemElement. Os métodos fillFileFromNodesOutputData() e fillFile-

FromElementsOutputData() foram modificados.
A.8.2 Interface Assembler

Para a utilizacdo do EFG nos problemas locais, foi prevista a aplicagao das
condicoes de contorno provenientes do problema global inicial em deslocamentos
(condigbes de contorno de Dirichlet). A estrutura de imposi¢do de condigoes de
contorno nos Métodos sem Malha no INSANE, descrita na Secao foi man-
tida. No arquivo XML de entrada de dados do problema local define-se a lista de
restrigoes. Cada aresta do modelo local que deve receber condi¢oes de contorno em
termos de deslocamento oriundas do problema global deve estar presente na chave
<RestraintsList> do arquivo XML. O deslocamento imposto em cada aresta ¢ ini-
cialmente definido como nulo. Posteriormente, durante a analise global-local, uma
vez resolvido o problema global inicial, é chamado o método loadGlobalResultsInto-
LocalModel(Assembler localAssembler) da classe GlobalLocal.

O método loadGlobalResultsIntoLocalModel(Assembler local Assembler) funciona

da forma descrita a seguir:
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1. a lista de elementos de linha salvas no HashMap mfBoundaryFElements de

MfreeModel com a chave ESSENCIAL BOUNDARIES é percorrida;

2. Em seguida, a incidéncia do elemento de linha ¢é percorrida e para cada né da

extremidade dos elementos de linha:

(a) verifica-se se as coordenadas do né correspondem a um né do modelo glo-
bal através do método getNode(double z, double y) de Model, que retorna

um Node caso exista a correspondéncia;

(b) se o né for encontrado, busca-se o vetor deslocamento no HashMap do né
global com a chave STATE VARIABLE para, em seguida, salva-lo com
a chave PRE_STATE VARIABLE no HashMap do né do elemento de

linha em questao;

(¢) se 0 n6 nao corresponder a nenhum né global, o vetor deslocamento pre-

cisa ser calculado, conforme descrito a seguir:

i. percorre-se a lista de elementos do modelo global,;
ii. verifica-se se o n6 esta dentro ou na fronteira de um elemento global;
iii. o elemento global encontrado é usado para obter a coordenada natu-
ral do né no elemento global, calcular as fun¢oes de forma neste ponto
e, finalmente, obter o deslocamento para em seguida salva-lo com a
chave PRE_STATE VARIABLE no HashMap do n6 do elemento de

linha em questao.

A.8.3 Classe Solution

Como mencionado na Se¢ao[A.5.1], a classe GlobalLocal, herdeira da classe abs-
trata Solution (ver Figura[A.2(), implementa o processo de solugdo de problemas
em abordagem global-local. Originalmente os objetos do tipo Assembler contidos na
lista localAssemblerList em GlobalLocal sao do tipo GFemAssembler exclusiva-

mente. Sendo assim, a classe criada por |Alves| (2012)) foi modificada para considerar
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objetos do tipo GfemAssembler, HpCloudAssembler e MeshfreeAssembler nesta

lista.

pkg solution

Solution

«abstract class» D java.util.Observable

+execute(): void

A

|| SteadyState

BemSteadyState

|| ModalVibration

ThermoStructural

GloballLocal

«abstract class»
EquilibriumPath

«interface»
java.util.Observer

A

StaticEquilibriumPath 1

GlobalLocalNonLinear

«abstract class»
L—{ DynamicEquilibriumPath

Figura A.20: Diagrama UML do pacote Solution

Um modelo do tipo MfreeModel ou HpCloudModel no INSANE possui uma lista

de elementos finitos e uma lista de células de integracao. A lista de elementos finitos

¢ usada quando o recurso do acoplamento com os elementos finitos é empregado.

Desta forma, foi necessario que o codigo fosse adaptado para buscar por células

de integracdo quando o problema local for um modelo de Métodos sem Malha.

Diversos métodos da Classe GlobalLocal foram alterados para levar em conta a

lista de células de integracao e nao uma lista de elementos, sao eles:

— execute();

— getFatherInfo();
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— stringToElement(ArrayList<String> sonListString);
— eraseGFemGlobalDofs()

Ainda, com o objetivo de generalizar o c6digo, foi necessario substituir, quando
possivel, os casts de GFemElement por casts para ParametricElement.

O método eraseGFemGlobalDofs() chama o método giveMeDisplacement(double[]
b, ParametricElement el) que calcula o deslocamento de um né do problema global
no problema local. O método giveMeDisplacement(double[] b, ParametricElement el)
foi alterado para levar em conta a possiblidade do dominio local ter sido discretizado

com um Método sem Malha.
A.8.4 Classe Abstrata Model

Classe Abstrata ProblemDriver Como ja mencionado, a classe GFemParametric,
herdeira de ProblemDriver, foi modificada por Alves (2012)) para incluir, nos mé-
todos de integragdo numérica, um loop que percorre uma lista de elementos filhos,
que funcionam como células de integragao do dominio global.

Para que este loop funcionasse corretamente com as células de integracdo em-
pregadas nos Métodos sem Malha, foram feitas as seguintes mudancas em alguns dos
métodos empregados que percorrem a lista de elementos filhos, tais como getC(Element

e) e getF(Element e):

— Emprego do modelo de anélise sempre do elemento pai (GFemElement);

— Emprego do Shape sempre do elemento pai (GFemElement).

Classe EnrichmentType O método getEnrichmentMultipliers(IVector naturalCo-
ordsInGlobalCoords, double/] integPoint, ElementNode currentNode, Element local-
lement) da classe GlobalLocalEnrichment, um tipo de EnrichmentType conforme
apresentado na Figura[A.21] foi modificado para ser capaz de obter os deslocamentos

usados no enriquecimento a partir de um modelo de método sem malha.
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«abstract class»

EnrichmentType
CrackEnrichment PolynomialEnrichment TrigonometricEnrichment
GlobalLocalEnrichment DiscontinuousEnrichment

Figura A.21: Diagrama UML do pacote Enrichment - indicagdo de mudangas

A.8.5 Funcionamento do procedimento Global-Local com o
modelo local com Métodos sem Malha

Em linhas gerais, o funcionamento do procedimento Global-Local com EFG no
modelo local, chamado neste trabalho de GLEEEM 6 0 mesmo do GFEM-gl.

A classe SolverClass cria os modelos global e locais a partir do arquivo XML
chamando a classe PersistenceAsXml. Apods a criacdo dos modelos, as classes do
tipo Assembler de cada modelo local existente sao adicionadas a lista de Assembler
da classe GlobalLocal, filha de Solution. Apods a criacao dos modelos, a classe
SolverClass chama o método ezecute() de GlobalLocal.

O método ezxecute(), por sua vez, chama os métodos necessarios para a resolucao

das trés etapas da abordagem global-local, conforme descrito na Secao [3.1.4}

1. resolucao do problema global inicial;

2. resolucao dos problemas locais com condi¢des de contorno oriundas do pro-

blema global da Etapa 1;

3. resolucao do problema global enriquecido com a solugao do problema local da

Etapa 2.
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Antes da Etapa 3, é chamado o método da prépria classe GlobalLocal setLo-
callnGlobal(ArrayList< ArrayList<String> > fatherInfo), que por sua vez chama o
método stringToElement(). Estes métodos sao responsaveis por substituir os nomes
das células locais do elemento global pelos préprios objetos do tipo Parametric-
Element. Desta forma, na resolucao da Etapa 3, os pontos de Gauss destas células
locais sao utilizados na obtencao das matrizes e vetores do modelo, conforme é
possivel observar no diagrama apresentado na Figura [A.22]

A Figura[A.22) mostra o diagrama de sequéncia para montagem da matriz de ri-
gidez de um problema enriquecido extrinsecamente. No caso da obtencao da matriz
de rigidez do problema global enriquecido (Etapa 3), a classe EnrichedShape con-
sulta cada né do elemento global, que se for um né a ser enriquecido com a solugao
local, terd necessariamente um enriquecimento do tipo GlobalLocalEnrichment. O
enriquecimento GlobalLocalEnrichment possui o método getEnrichmentMultipli-
ers(...) que obtém o deslocamento da solugao local no ponto de Gauss desejado
como funcao de enriquecimento a ser usada em EnrichedShape.

Nas Etapas 1 e 2, cada elemento tem ele mesmo como seu filho, desta forma,
o loop nos elementos filhos realizado nos métodos de GFemParametric é realizado
em uma lista de 1 elemento. Este procedimento, ja disponivel na implementacao de

(Alves, [2012)), nao foi modificado.
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A Tabela apresenta um resumo das caracteristicas de cada etapa da analise
global-local. Na Etapa 1, tanto a Particao da Unidade quanto os pontos de inte-
gragao sao do elemento global. Na Etapa 2, tanto a Particdo da Unidade quanto
os pontos de integracao sao da célula de integracao local. Entretanto, na Etapa 3,
sdo empregados os pontos de integragdo das células locais (filhas) na Partigdo da

Unidade do elemento global (pai).

Tabela A.2: Funcionamento da abordagem global-local no INSANE

Etapa  Particdo da Unidade Pontos de Integracao
1 Elemento Global Elemento Global
2 Célula Local Célula Local
3 Elemento Global (Pai) Células Locais (Filhos)

A.9 Implementacao da abordagem global-local com
Métodos sem Malha (anélise fisicamente nao
linear)

Na Secao[A.2] o procedimento de anélise global-local de[Alves| (2012)) foi adaptado
para considerar EFG no problema local (GLEEEM). Nesta secdo sdo apresentadas as
adaptagoes na abordagem do GFEM-gl para analise fisicamente nao linear de Mon-

teiro (2019). A seguir, aspectos do projeto orientado a objetos desta implementagao

sao apresentados.
A.9.1 Classe Solution

A classe GlobalLocalNonLinear, que implementa o processo de solugao de pro-
blemas que aplicam a abordagem global-local fisicamente nao linear, foi modificada
para contemplar os modelos locais do EFG. As modificagoes feitas sao da mesma
natureza daquelas feitas para adaptar a classe GlobalLocal na Segao [A.8] ou seja,
a classe GlobalLocalNonLinear foi modificada para contemplar objetos do tipo
GfemAssembler e MeshfreeAssembler na lista localAssemblerList. Ainda, foi

necessario que o codigo fosse adaptado para buscar por células de integracao quando



o problema local for um modelo de Métodos sem Malha. Diversos métodos da Classe
GlobalLocalNonLinear foram alterados para levar em conta a lista de células de

integracao e nao uma lista de elementos, sdo eles:
— ezecute();
— getFatherInfo();
— stringToElement(ArrayList<String> sonListString);

— eraseGFemGlobalDofs()

A.9.2 Funcionamento do procedimento Global-Local para
analise fisicamente nao linear

Em linhas gerais, o funcionamento do procedimento de anélise fisicamente nao
linear Global-Local com EFG no modelo local (GL%EEM) é semelhante ao funcio-
namento da andlise fisicamente nao linear via GFEM-gl, descrita na Segao [A.5]

A classe SolverClass cria os modelos global e locais a partir do arquivo XML
chamando a classe PersistenceAsXml. Apos a criacdo dos modelos, as classes do
tipo Assembler de cada modelo local existente sao adicionadas a lista de Assembler
da classe GlobalLocalNonLinear, herdeira da classe Solution. Apds a criacao dos
modelos, a classe SolverClass chama o método ezecute() de GlobalLocalNonLinear.

O método ezxecute(), por sua vez, chama os métodos necessarios para a resolucao
de cada bloco de analise k£ da abordagem global-local, conforme algoritmo apresen-
tado na Figura[A.23] Na Figura[A.23] k, i e j sao empregados para designar o bloco
global-local, o passo local e a iteracao local, respectivamente.

Assim como descrito na Secao [A.5.2] na Etapa 1, o modelo constitutivo é linear
elastico. Com k = 0, encontra-se uOG’07 que ¢ transferido como condi¢ao de contorno
para a Etapa 2. A Etapa 2, por sua vez, considera um modelo constitutivo nao
linear. A solucao da Etapa 2 é feita empregando o algoritmo de Newton-Raphson

para o EFG implementado por Silva) (2012). Apds a resolugao dos passos i do
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processo de solucio do problema local nio linear, obtém-se a solugao u} empregada
na construgao das fungoes de enriquecimento global-local na Etapa 3. Na Etapa 3,
por sua vez, ¢ obtido u, utilizando-se uma andlise linear com a matriz constitutiva

secante obtida por meio do método getTotalC() da classe Assembler.

1 inicio
2 execute();
3 para cada bloco de andlise global-local k faga
4 Resolver Etapa 1:
5 se k=0 entao
6 Resolver o sistema de equacdo linear e obter u%’o
7 Obter \°
8 senao
9 ‘ Obter a solugdo estimada u’&o = (k:l)ugq
10 fim
11 Transferir condi¢do de contorno da Etapa 1 para Etapa 2;
12 Resolver Etapa 2:
13 para cada passo local i=i+1 faga
14 repita
15 Montar matriz de rigidez [K*]%_; ;
16 Obter os pardmetros nodais incrementais {AX? }; e {AX® }; ;
17 Obter o incremento de fator de carga AA;- ;
18 Atualizar o vetor de pardmetros nodais
(X} = {X}i_, + AN, {AXP} + {AXQYi:
19 Atualizar o fator de carga \; = \j_; + AA};
20 Obter vetor de forcas internas nodais equivalentes {F'}%;
21 Atualizar o vetor de forcas residuais {Q}; = A\; {P} — {F'}%;
22 até convergéncia;
23 fim
24 Resolver Etapa 3:
25 Enriquecer o problema global com u’Z calculado na Etapa 2;
26 Resolver o sistema de equagao linear e calcular ug;
27 fim
28 fim

Figura A.23: Algoritmo de solucao para a andlise fisicamente nao linear via

GFEM
GLEFG



Apéndice B

Modelo de fissuracao distribuida

Nos modelos de fissuragao distribuida as fissuras sao levadas em consideracao
através de uma perda de rigidez da zona danificada. Estes modelos sdo geralmente
formulados em um sistema de coordenadas definido pelos eixos principais de de-
formacao. No que se segue, as variaveis do problema sao definidas para o caso de
estado plano de tensoes, conforme apresentado em [Penna (2011)).

A correspondéncia entre a representacdo em duas dimensoes e os indices dos

tensores é indicada na Segao [B.2] As fungoes de carga sdao dadas pelas Equagoes

(B.1) e (B.2)), definidas abaixo.

Fl :El—/{il (Bl)

F2 = &9 — k‘g (BQ)
onde &1 e g9 sd0 as deformagoes principais e k; e kg sdo as varidaveis historicas. O

seguinte tensor de terceira ordem ¢é obtido ao derivar-se as Equagoes (B.1) e (B.2))

em termos de deformacdes principais:

10 0[{0 000 0O
[l =10 0 0|0 1 0{0 0 0 (B.3)
00 0/0O0O0]0 0O
O tensor pos-critico (Eq. ), e sua inversa, para o modelo de fissuracao

distribuida com direcao fixa e estado plano de tensoes sao dados por:
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Ok, -
— 0 0
] I
Hul= | 0 %2 o, (B.4)
s
| 0 0 0
04, -
— 0 0
B dey _
[H;nll] =10 % ol - (B.5)
882
0 0 0
O tensor de integridade ¢é definido por
Y 0 0
0 0 0

onde os componentes 1 sao obtidos por meio de leis constitutivas ou de evolugao do
dano.

O tensor de rigidez é dado por

[ (¥1)*Eo b Y1 Ey |
(1—13) - 70 0 707 22(1+ ) 010 00
U1 By b 1By
0 (1—1/8) 0 22 l—i-z/o) 0 010 00
0 0 0 0 0 0/0 0 O
b E E
0 v ¢1¢2 0 ¢1¢2 gl/ olo o0 o
[Ezkl] _ o 22(1+V0) (].—1/0) 3
! b ik (%)QEO ’
— 0 0 0 5 0/0 0 O
22(1 + 1) (1—17)
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 00 0 O
i 0 0 0 0 0 010 0 O]
(B.7)

onde E° e 1/°

sao o modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material,
respectivamente, e b é o fator de retencao do cisalhamento.

A lei de evolugao do dano é dada por
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1.0 0[000[00 0
[(Mrs) =0 0 0]0 1 0[0 0 0f. (B.8)
000000000

e o tensor de degradacao da rigidez é definido por

_ OE:., - OE: ., -
Wil = [ ) | (g | 0] (B9
entao,
[ 2’1])1E0 _ b QZQEO ,
- Vg) 11 ) 0 0 ) 0 2201 1 VO)///111 00 0 O
Volovy b Uk ~
0 = Vg)%lll 0 2201 + VO>,///111 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
b ¢2E0 7 ¢2E0V 7
0 - M 0 M 0 00 0 O
[Mliqu]: b 2/; E 2 2(1 + VO) H (1 - Vg) H
P %
2301 1 VQ)%HI 0 0 0 0 00 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
0 0 0 0 0 0/0 0 O
i 0 0 0 0 0 00 0 O

(B.10)
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[ 2E b U E
(110—2 ;;) 22 0 0 0 22(11#100)///222 0/0 0 0
1 Eg1y b ik 7
0 M 0= M 0 0/0 0 O
(1_1/3) 222 22<1+ 0) 222
0 0 0 0 0 00 0 O
b 1 Ey % i Egr
0 — M99 0 Moo 0 0/0 0 O
[M2ijpq)= b QZE 22(1+ o) (1_V§)
1L£90
2301+ vp) " ’ ’ ’ ’ A
0 0 0 0 0 0l0 0 O
0 0 0 0 0 00 0 O
0 0 0 0 0 0l0 0 O
i 0 0 0 0 0 00 0 O

(B.11)

Os tensores definidos nas Equagoes (B.3)), (B.5]) e (B.9) sdo usados para escrever

o operador tangente (Eq. (3.42))).

B.1 Leis tensao-deformacao de Carreira e Chu
para tracao e compressao

Para a construgao do tensor de integridade (Eq. (B.6])) do modelo de fissuragao
distribuida empregado neste trabalho, sdo adotadas as leis tensao-deformacgao de

(Carreira e Chu, (1985, |1986)), definidas a seguir:

+(2)

(B.12)

onde k é definido por

k= —— (B.13)

N <5i(%0)>’

0, € tensao correspondente a deformacao €, f; é a tensdo maxima, ¢; é a deformagao

correspondente a tensao f; e i = t, ¢ indicam tracao ou compressao, respectivamente.




B.2 Notacoes

A correspondéncia entre a representacao em duas dimensoes e os indices dos ten-
sores ¢ indicada a seguir. Primeiramente, tensores de terceira ordem sao organizados
como trés tensores de segunda ordem alinhados horizontalmente, como mostrado na

Eq. (B.14).

Biii Bz Bus | Bann Bz Bois | Bsin Bsiz Bsis
[Bij] = | Biai Biaa Biss | Boor Bags Bass | Bsor Bsys Baas (B.14)
Bisi Bisa Biss | Basi Basz DBass | Bssi Bss2 Bass

Tensores de terceira ordem sao organizados como trés tensores de terceira ordem

alinhados verticalmente, como apresentado na Eq. (B.15]).

C'1111 C'1112 C'1113 C'1211 01212 C'1213 01311 C11312 C'1313
01121 01122 01123 01221 C(1222 C(1223 CV1321 01322 01323
C'1131 C'1132 C’1133 C'1231 01232 01233 C'1331 C'1332 C'1333
C(2111 C’2112 C’2113 C'2211 C'2212 C'2213 C12311 C12312 C'2313
[Oijkl] = 02121 02122 02123 C(2221 C(2222 02223 CV2321 CV2322 02323 <B15)
C'2131 C'2132 C'2133 C'2231 02232 02233 C12331 C'2332 C'2333
CY3111 C’3112 C’3113 C'3211 C'3212 C'3213 C13311 C13312 C13313

03121 03122 C13123 C(3221 C(3222 03223 CV3321 CV3322 03323

C(3131 C'3132 C’3133 C'3231 03232 C'3233 03331 03332 C'3333

Por tltimo, tensores de quinta ordem sao organizados como trés tensores de

quarta ordem alinhados horizontalmente, como apresentado na Eq. (B.16])).

[Dmiqu] = [[Clijkl] ‘ [sz'jkl] ‘ [C3ijkl” ) (B.16)
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Apéndice C

Caracteristicas da aproximacao

C.1 Fungées de forma para o G/XFEM

As Equagoes (C.I) a (C.3]) mostram as fungdes de forma para um dado né j sem
enriquecimento e com enriquecimentos do primeiro e segundo graus empregadas

neste trabalho com o G/XFEM.

— PO (sem enriquecimento)

— P1 (enriquecimento linear)

®; = | ¢ RN RS (C.2)

— P2 (enriquecimento quadratico)

2 2
o = (o e e (57) e () e]  ©
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C.2 Funcgoes de forma para o Método hp-Clouds

As Equacoes (C4) a (C.7) mostram as funcoes de forma para um dado né j
sem enriquecimento e com enriquecimentos do primeiro, segundo e terceiro graus

empregadas neste trabalho com o método hp-Clouds.

— PO (sem enriquecimento)

— P1 (enriquecimento linear)

of — o Zme; Loy (52) (%) |, (C5)

— P2 (enriquecimento quadratico)

T

o e e () ()

() o () o (52) () o0 () ()] (©0
~ P3 (enriquecimento ciibico)
o =lo e e () ()
() o () o0 () () o0 (52) ()
() o () o] ©0




C.3 Base de monomios para o EFG

As Equagoes (C.8) a (C.I1I) mostram as bases de fungoes empregadas para com-

por a PU do MLS neste trabalho para os método EFG.

— Base polinonial do 1° grau - T3

P={1l,zy} (C.8)

— Base lagrangeana do 1° grau - Q4

P={1,z,y,zy} (C.9)

— Base polinonial do 2° grau - T6

P={1,2,y zy,2* y*} (C.10)

— Base lagrangeana do 2° grau - Q9

P ={1,z,y,xy,2°,y*, 2%y, 2y°, 2*y°} (C.11)
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