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Resumo

O comportamento macroscépico dos materiais é funcao da estrutura que exibem em
nivel microscopico. A abordagem fenomenoldgica adotada na teoria do continuo clés-
sico nao considera o comportamento individual dos constituintes da microestrutura,
mas propriedades macroscépicas efetivas. Por falta de parametros microestruturais,
esta teoria nao descreve adequadamente materiais com microestrutura complexa ou
quando as dimensoes estruturais sao comparativamente pequenas em relagao a sua
microestrutura. Neste sentido, diversas teorias de continuos denominados generaliza-
dos foram desenvolvidas, incorporando-se o comportamento microestrutural do meio
material. Estas teorias se dividem em dois grupos: (a) as que consideram gradientes
de deslocamento de ordem superior e (b) as que adicionam graus de liberdade
cinemaéticos as particulas materiais. A teoria do continuo micromorfico, na qual cada
particula material possui nove graus de liberdade cineméticos adicionais, representa
o caso mais geral deste segundo grupo. Esta teoria é adequada a andlise de materiais
cuja microestrutura se deforma arbitrariamente. A construgao heuristica do continuo
micromérfico com base em consideragoes termodinamicas (ou no principio dos traba-
lhos virtuais) esta bem estabelecida. No entanto, a identificagao das correspondentes
leis constitutivas e a determinacao do elevado ntimero de parametros constitutivos
limitam a aplicacao pratica desta teoria. Neste sentido, o presente trabalho propoe
uma formulagao multiescala para obtencao das relagoes constitutivas micromorficas
macroscépicas a partir da solucao de problemas de valor de contorno na microescala
segundo a teoria do continuo classico. O sistema INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais, é

utilizado na implementacao.

Palavras-Chave: Comportamento Microestrutural, Continuos Generalizados, Con-

tinuo Micromérfico, Formulacao Multiescala, Sistema INSANE
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Abstract

The macroscopic behavior of materials is a function of the structure they exhibit
at the microscopic level. The phenomenological approach adopted in the classical
continuum theory does not consider the individual behavior of the microstructure
constituents, but rather deals with the effective macroscopic properties. Due to
the lack of microstructural parameters, this theory does not adequately describe
materials with complex microstructure or when the structural dimensions are com-
paratively small with respect to its microstructure. In this sense, numerous so-called
generalized continuum theories were developed, incorporating the microstructural
behavior of the material medium. These theories fall into two groups: (a) those
that consider higher order displacement gradients and (b) those that add kinematic
degrees of freedom to material particles. The micromorphic continuum theory, in
which each material particle is endowed with nine additional kinematic degrees
of freedom, represents the most general case of this second group. This theory
is suited to analysis of materials with arbitrarily deforming microstructure. The
heuristic construction of the micromorphic continuum based on thermodynamic
considerations (or at the principle of virtual work) is well-established. However, the
identification of corresponding constitutive laws and the determination of the large
number of constitutive parameters limit the practical application of such theory. In
this sense, this work proposes a multiscale formulation for obtaining the macroscopic
micromorphic constitutive relations through the solution of boundary value problems
at the microscale according to the classical continuum theory. The INSANE system
(INteractive Structural ANalysis Environment), a free software developed at the
Department of Structural Engineering of the Engineering School of the Federal

University of Minas Gerais, is used in the implementation.

Keywords: Microstructural Behavior, Generalized Continuum, Micromorphic Con-

tinuum, Multiscale Formulation, INSANE System
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Capitulo 1

Introducao

O comportamento macroscépico dos materiais é funcao da estrutura que exibem
em nivel microscépiC(ﬂ Por exemplo, a resposta global de materiais granulares,
como areias e solos em geral, depende do arranjo de seus graos minerais e fases fluidas
na escala microscépica, o comportamento de policristais, como rochas e metais,
é determinado pelas orientacoes preferenciais de sua microestrutura cristalina e a
resisténcia de meios parcialmente frageis, como argamassas e concretos, é afetada
pelo crescimento de vazios e trincas sob a influéncia de impurezas e heterogeneidades
em sua microescala. Na Figurall.1] ilustra-se a estrutura microscépica de argamassas

e concretos, ampliada na Figura para se destacar a presenca das microfissuras.

(a) Argamassa com 70% de areia (b) Concreto com 70% de agregado

Figura 1.1: Microestrutura de misturas a base de cimento (Wong et al., 2009).

!Nesta tese, o nivel de observacao associado & escala de comprimento da ordem de 1072 m, de
manipulacao dos diferentes constituintes, das diferentes fases e do dano do meio material, é referido
como nivel microscépico, contudo, o termo mesoscopico é o adotado por diversos autores.
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Figura 1.2: Microfissuras em um concreto com 70% de agregado (Wong et al., [2009).

Neste nivel de observacao, evidenciam-se as complexidades da microestrutura

altamente heterogénea de argamassas e concretos (Mehta e Monteiro, 2006). Na

Figura [I.3] ilustra-se a microestrutura de um material granular, onde se observam
as nao uniformidades no tamanho, na forma e na rugosidade de seus graos. As
caracteristicas proprias de cada constituinte da mistura e o consequente comporta-

mento mecanico individual destes constituintes justificam a resposta complexa dos

materiais granulares (Voyiadjis et al., [2005)).

150.0 pm

(a) Tamanho, forma e vazios (b) Tamanho e forma em alta defini¢ao

Figura 1.3: Microestrutura de uma areia siliciosa (Voyiadjis et al., 2005).




O estudo do comportamento dos materiais segundo a teoria do continuo classico
(Cauchyl, [1828)) parte do principio de que a cinematica do meio é descrita por graus
de liberdade translacionais das particulas materiais e pelas consequentes medidas
de deformagao avaliadas na vizinhanca destas particulas. No continuo classico, as
particulas materiais sao definidas como elementos indeforméaveis do meio material,
sem estrutura interna e cujas dimensoes sao pequenas em compara¢ao a todas as
dimensoes caracteristicas do meio, de modo que possam ser idealizadas como pontos
matemadticos (pontos materiais), porém, sdo grandes em comparacao as dimensoes
atomicas (Eringen| |1967; |Mal e Singh, |1991; Boresi et al., 2011)).

Na descrigao estatica deste continuo, as relagoes constitutivas sao construidas
associando-se ao conceito de ponto material o conceito de Elemento de Volume Re-
presentativo (EVR) (Hill, |1963} [Hashin| 1964} |1983} |[Kroner, [1977; Willis, [1981). Ou
seja, considera-se que o ponto material representa o menor volume estatisticamente
representativo da microestrutura (Figura, a partir do qual propriedades efetivas
de um modelo macroscépico homogeneizado sao determinadas (Kanit et al. |2003;
Gitman et al., 2004)). O tamanho do EVR varia em funcao da complexidade da mi-
croestrutura do material. Por exemplo, a ordem de grandeza do EVR para metais
¢ 0,1 mm?® e para concretos 100 mm? (Lemaitre, 1992; Lemaitre e Desmorat), [2005)).
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Figura 1.4: EVR como ponto material do continuo (Nemat-Nasser e Horil [1999).



A abordagem fenomenolégica adotada nas descricoes cinematica e estatica do
continuo classico nao considera o comportamento individual dos constituintes da
microestrutura, mas propriedades macroscépicas efetivas. Na analise de estruturas
usuais da engenharia, esta abordagem ¢ suficiente, especialmente quando combinada
com elaborados modelos constitutivos que consideram o comportamento complexo
do material. No entanto, pela consequente falta de parametros microestruturais,
este modus operandi fenomenolégico funciona bem se as propriedades do material
forem bem caracterizadas pelo conceito de Elemento de Volume Representativo e se
as dimensoes macroscopicas do meio e as da microestrutura se diferirem por muitas
ordens. Por consequeéncia, a teoria do continuo classico nao descreve adequadamente
materiais com microestrutura complexa ou quando as dimensoes estruturais sao
comparativamente pequenas em relagao a sua microestrutura (Hirschberger| 2008)).

Materiais com microestrutura nao-periddica, sélidos com microfissuras, materi-
ais celulares naturais, como madeira, cortica e tecido dsseo esponjoso, e sintéticos,
como espumas poliméricas, metalicas e ceramicas, alvenarias, compdsitos, pastas,
suspensoes, fluxos sanguineos, cristais liquidos, fluidos magneto-reoldgicos, fluidos
em escoamento em regime turbulento com vortices, liquidos com aglomerado de bo-
lhas de gés etc. sao exemplos de meios materiais que requerem consideragoes acerca
de sua microestrutura para descri¢ao adequada do seu comportamento macroscopico
(Eringenl [1999; Hirschberger, |2008; Vanis, |2010; |Altenbach e Eremeyev, [2016)).

Neste sentido, com o objetivo de se incorporar o comportamento microestrutural
na descricao do meio material, diversas teorias de continuos denominados gene-
ralizados foram desenvolvidas. Os primeiros estudos visando incorporar efeitos da
microestrutura do material na mecanica do continuo se referem ao trabalho de |[Voigt
(1887). Neles, sugeria-se que a interagao entre as particulas materiais poderia se dar
por meio de vetores de tensdo-momento, além do classico vetor de tensao (Lages,
1997). A introducao de tensGes-momento implica no surgimento de parametros de

comprimento relativos a microestrutura nas relagoes constitutivas macroscopicas.



Os diversos continuos generalizados propostos podem ser divididos em dois gran-

des grupod] (Germain, [1973d#; [Forest], [1998} [Tekoglul 2007; [Hirschberger}, 2008):

(a) Continuos de Gradiente Superior - que consideram gradientes de deslocamento

de ordem superior; e

(b) Continuos de Ordem Superior - que adicionam graus de liberdade cinematicos

as particulas materiais.

A teoria do continuo micromérfico, proposta de forma independente por

(1964) e [Eringen e Suhubi (1964d[h), representa o caso mais geral deste segundo

grupo (Germain, [1973b; [Eringen, 1999; Forest e Sievert| [2006; |Hirschberger], 2008}

2013]). Nesta teoria, cada particula material possui nove graus de liberdade

cinemaéticos adicionais, decorrentes das microdeformagoes, sendo adequada a anélise

de meios materiais cuja microestrutura se deforma arbitrariamente (Mindlin| 1964;

[Eringen, 1999; Kirchner e Steinmann| 2005; |Hirschberger;, 2008; [Maugin, [20140).

Segundo Boresi et al| (2011)), a teoria micromoérfica é a formulagdo mais bem

sucedida de um modelo continuo de dois niveis, capaz de considerar a microestrutura
do meio material preservando intactas as vantagens da teoria do continuo classico.
destaca que a teoria micromoérfica tem despertado forte interesse das
comunidades de ciéncia dos materiais e de mecanica computacional devido a sua
capacidade de regularizacao no contexto de plasticidade com amolecimento e dano
e pela sua implementacao relativamente simples em programas de elementos finitos,
observando que o ntumero de graus de liberdade nao é mais um obstaculo, tendo
em vista a capacidade e a constante evolugao dos computadores. Conforme
, dentre as teorias generalizadas de mecanica do continuo, a micromoérfica se

destaca, uma vez que incorpora diversas outras como casos especiais.

2Segundo [Hirschberger| (2008), [Forest (2013), dentre outros autores, continuos nao-locais, tal
como o proposto no trabalho pioneiro de [Eringen| (1972a), também constituem uma categoria de
continuos generalizados.




A construgao do continuo micromorfico com base em consideragoes termodina-
micas macroscopicas (ou no principio dos trabalhos virtuais) estd bem estabelecida
(Mindlin, |1964; Eringen e Suhubi, 1964 a,b; |Eringen, (1964, 1999; |Eringen e Kafadar],
1976; \Germain|, [1973b; Hiitter, 2016} 2017). Nesta formulagao, surgem tensoes ditas
generalizadas nas equacgoes de equilibrio adicionais, o que requer a identificacao das
leis constitutivas adicionais correspondentes. Para este propdsito, por simplicidade,
as leis constitutivas classicas tém sido generalizadas heuristicamente por meio de
aproximacoes lineares inversiveis, isto é, supoem-se funcoes quadraticas nos potenci-
ais termodinamicos (Hiitter, [2017). No entanto, segundo Hiitter et al.[(2013), |[Forest
(2016)) e Hiitter (2017)), em determinados casos, esta suposicao é questiondvel e leva a
predicoes nao realistas. Além da identificacao das leis constitutivas adicionais, é ne-
cessaria a determinacao do consequente elevado niimero de parametros constitutivos
desta teoria. Um sélido micromérfico linear elastico isotropico, por exemplo, requer
a determinacao de dezoito parametros eldsticos (Eringen, 1999; [Isbuga e Regueiro),
2011)), em contraposigao aos dois coeficientes eldsticos de Lamé necessérios na teoria
classica. Segundo Kalampakas e Aifantis| (2014) e Hiitter (2017)), a identificacao
das leis constitutivas adicionais e a determinacao do elevado nimero de parametros
constitutivos tém sido os limitantes da aplicagao pratica da teoria micromérfica.

Como alternativa para se contornar estas limitagoes, com base no trabalho de
Hiitter| (2017], 2019), propoe-se nesta tese uma estratégia multiescala para obtencao
das relagoes constitutivas micromorficas macroscépicas por meio da solugao de pro-
blemas de valor de contorno na microescala segundo a teoria do continuo classico.
A partir do problema de valor de contorno macroscopico, impoem-se condicoes para
construcao de problemas de valor de contorno em microrregioes do macrodominio
representativas da microescala do meio material, cujas solucoes segundo a teoria
do continuo classico sao devolvidas para a macroescala como relagoes constitutivas
em termos de grandezas microscopicas homogeneizadas, definidas de modo que o

macrodominio se comporte como um continuo micromorfico.



Para a formulacao das relagoes constitutivas micromorficas macroscopicas, sao
estudadas expressoes para todas as medidas de tensao generalizadas macroscopicas
envolvidas e para as medidas de deformacao energeticamente conjugadas.

Esta estratégia se inicia por meio de modelos do continuo classico na microescala,
sem se fazer nenhum pressuposto constitutivo na macroescala. Consequentemente,
os parametros materiais necessarios sao os da teoria classica, bem como é possivel
se adotar modelos constitutivos consagrados desta teoria.

As heterogeneidades observadas na microescala e o comportamento nao linear
de seus constituintes podem ser incorporados naturalmente nesta abordagem.

A formulagao resultante na macroescala, que recupera um continuo micromérfico
ao invés dele ser postulado a priori, resguarda as principais aplicagoes desta teoria.
Assim sendo, dentre outras aplicagoes, possibilita-se a modelagem do fenomeno de
localizacao de deformagoes e de suas implicacoes. O continuo micromérfico possui
parametros de comprimento relativos a microestrutura do meio que o caracterizam
como nao local e fornecem um efeito de regularizacao que possibilita a modelagem
deste fenémeno (de Borst, [1991; Lages, 1997; Tekoglu|, 2007 [Hirschberger, |2008;
Fuina, [2009; (Clasen et al., 2013} Biswas e Poh, [2017). Segundo de Borst (1991),
a perda de elipticidade da equagao diferencial governante observada no continuo
classico na localizagao de deformacoes esta intimamente ligada a falta de parametros
de comprimento interno nesta teoria.

Uma caracteristica vantajosa no tratamento discreto do continuo micromoérfico
consiste na necessidade somente de continuidade C° nas varidveis de estado primé-
riasﬂ (deslocamentos), o que facilita a sua abordagem e implementagao segundo o
Método dos Elementos Finitos (MEF) (Kirchner e Steinmann| 2005; Hirschberger,

2008; Nguyen| 2014; |Biswas e Poh, 2017)), método discreto empregado nesta tese.

3Em contraste as teorias de gradiente superior de ordem P que requerem continuidade C*~1,
de modo que o gradiente P represente, no minimo, uma funcao constante ao invés de desaparecer
(Kirchner e Steinmann, [2005; [Hirschberger), 2008; INguyenl, 2014} Biswas e Poh [2017)).



Para a implementagao, empregou-se o sistema INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais

(http://www.insane.dees.ufmg.br).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Elaborar uma estratégia de homogeneizacao micromorfica, que consiste em uma
formulacao multiescala para a construcao das relacoes constitutivas micromorficas
macroscépicas em termos de grandezas microscopicas homogeneizadas obtidas da

solugao de problemas de valor de contorno na microescala segundo a teoria classica.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Estudar, a partir do problema de valor de contorno macroscépico, condigcoes
a se impor para construcao de problemas de valor de contorno na microescala

cujas solugoes se deem segundo a teoria do continuo classico;

2. Avaliar expressoes para as medidas de tensao generalizadas macroscopicas e
para as medidas de deformacao energeticamente conjugadas em termos de

grandezas da teoria classica, que governa a microescala, homogeneizadas;

3. Elaborar uma estratégia de construcao das relacoes constitutivas micromorficas
macroscépicas explorando-se a definicao dos pares energéticos desta teoria por

homogeneizagao;

4. Implementar a estratégia de homogeneizacao micromorfica acoplada a forma

fraca desta teoria no sistema INSANE;


http://www.insane.dees.ufmg.br

5. Realizar simulagoes numéricas consagradas na literatura, de modo a verificar
a validade da implementacgao realizada e a consisténcia do estudo proposto
em comparacao aos resultados ja amplamente discutidos e avaliados no meio
académico. Para se justificar a aplicacao da teoria micromorfica, os resultados
obtidos com o modelo proposto sao confrontados com os obtidos com modelos
consagrados da teoria classica. Nestas simulagoes, objetiva-se demonstrar a
capacidade da estratégia elaborada em reproduzir o comportamento esperado
para a teoria micromorfica, resguardando as suas principais caracteristicas,

embora se definam somente parametros materiais classicos.

1.2 Organizacao do Texto

No Capitulo [2] apresentam-se teorias de continuos generalizados sob contexto
histérico, discutindo-se as diversas teorias propostas, suas relagoes, suas distingoes
e suas aplicagoes. No Capitulo (3, a teoria do continuo micromérfico é apresentada,
cuja formulagao tal como proposta em |Eringen| (1999) é discutida nas Segoes
e e a abordagem segundo o MEF na Secao No Capitulo [ a estratégia
de homogeneizacao micromoérfica objeto desta tese é formulada, apresentando-se a
proposta para construcao das relacoes constitutivas micromoérficas macroscopicas
a partir da solugcao de problemas de valor de contorno na microescala segundo a
teoria do continuo classico. No Capitulo |5, apresentam-se simula¢oes numéricas de
modo a verificar a consisténcia do estudo elaborado. Finalmente, no Capitulo [6]

apresentam-se as consideragoes finais e algumas sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Continuos Generalizados

2.1 Histérico e Contextualizacao

A nocao de continuos generalizados abrange diversas teorias de continuos que
apresentam caracteristicas que vao além daquelas da teoria do continuo classico, com
o objetivo de se incorporar o comportamento microestrutural na descricao do meio
material (Hirschberger, |2008)). Segundo [Lages| (1997), os primeiros estudos visando
incorporar efeitos da microestrutura do material na mecanica do continuo se referem
ao trabalho de [Voigt| (1887), em que se sugeria que a interacao entre as particulas
materiais poderia se dar por meio de vetores de tensao-momento, além do classico
vetor de tensao. Em 1909, os irmaos Eugene e Frangois Cosserat apresentaram
uma teoria da elasticidade assimétrica nao linear (Cosserat e Cosserat, 1909)), em
que se incorporaram triades de diretores rigidos as particulas materiais, de modo
que pudessem rotacionar independentemente das rotagoes locais do meio no curso
da deformagao (Tekoglu, 2007)). Desta forma, o continuo de Cosserat incorporou
plenamente os efeitos das tensoes-momento na deformacgao de meios elasticos. Neste
trabalho, no entanto, nao foram fornecidas relagoes constitutivas especificas.

Dada a complexidade da exposicao, os conceitos do continuo de Cosserat nao
receberam a devida atencao por aproximadamente meio século, retomados no notavel
trabalho do professor (Giinther| (1958), que marcou o inicio de novas interpretacoes

para os efeitos da microestrutura nos anos de 1960 (Fuinal, 2009).
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No inicio desta década, foram desenvolvidos diversos trabalhos independentes

devotados a teoria da elasticidade com tensoes-momento, analogos ao continuo de

Cosserat (Grioli, [1960; Rajagopal, |1960; Truesdell e Toupin, [1960; Aero e Kuvshins-|

1961}, [Eringen, [1962; Mindlin e Tiersten) 1962} Koiter] 1964 dH).

Truesdell e Toupin (1960) apresentaram uma teoria incompleta, revisada por

Toupin! (1962)) eMindlin e Tiersten| (1962), denominada teoria das tensdes-momentdfl}

Esta teoria é um caso especial da teoria de Cosserat, em que a rotacao do triade
de diretores rigidos nao é uma varidavel cinematica independente, mas definida como

igual aquela do continuo classico referente a um elemento de linha infinitesimal na

vizinhanga de um ponto material (Tekoglul, 2007)), ou seja, as microrrotagdes foram

consideradas iguais as macrorrotagoes (Lages, [1997). Logo, nesta teoria, inclui-se
o gradiente do vetor de macrorrotacdo (tensor de curvatura) na fun¢ao densidade

de energia de deformacao, ou seja, incluem-se oit(ﬂ dos dezoito componentes do

primeiro gradiente de deformagao (Grentzelou e Georgiadis, 2005; [Tekoglu|, 2007)).

Toupin| (1962, |1964) desenvolveu uma teoria mais geral ndo linear em que todos

os componentes do primeiro gradiente de deformagao foram introduzidos na func¢ao

densidade de energia de deformagao, denominada teoria do primeiro gradiente de

deformagao. A versao linear desta teoria foi proposta por Mindlin| (1964) e Mindlin|

e Eshel| (1968). [Green e Rivlin| (1964 d/H) estabeleceram as bases de uma teoria ainda

mais abrangente que inclui todos os gradientes de deslocamento de ordem superior
na funcao densidade de energia de deformacgao e a denominaram teoria multipolar.

A teoria do primeiro gradiente de deformacao é um caso especial desta teoria, assim

como a teoria do segundo gradiente de deformacao de Mindlin (1965), em que se

consideram o primeiro e o segundo gradiente de deformacao.

'Esta teoria é referida como teoria das tensdes-momento (Koiterl [1964alb), teoria de Cosserat
com rotagao restrita (Toupinl [1964), teoria indeterminada das tensoes-momento (Eringenl [1968¢),

pseudo-continuo de Cosserat Nowacki|7 |1986D ou, mesmo, teoria de Cosserat (]Mora e Waas |2000 .

2Conforme Mindlin e Eshel (1968)), os dezoito componentes do primeiro gradiente de deformacao
podem ser combinados linearmente de modo a serem representados pelos oito componentes do
gradiente do vetor de (macro)rotagio e os dez componentes de sua parte simétrica.
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O efeito do gradiente pode também ser limitado a parcela plastica da deformacao,
o que leva a modelos de plasticidade de gradiente de deformagao (Aifantis, |1984;
Forest e Bertram) [2011)), assim como tém teorias que incluem gradientes de variaveis
internas (Maugin, 1990). Todas essas teorias, que associam energia aos gradientes de
deformagao, ou seja, que consideram gradientes de deslocamento de ordem superior,
sao referidas na literatura como teorias de continuos de gradiente superior.

Os continuos de gradiente superior sao apropriados a andlise de meios nos quais a
definicao de deformacao na vizinhanca de um ponto material por transformacao afim
(de = F-dX, em que F = Vxx(X,t)) ndo ¢ suficiente para caracterizacao do seu
comportamento, por serem sensiveis a gradientes de deslocamento de ordem superior
(Hirschberger], 2008} |Forest) |2013)). A consideracao de gradientes de deslocamento
de ordem superior introduz constantes materiais e fenomenos associados as escalas
subjacentes a macroscopica (Mindlin, [1965; Forest et al., [2011]).

Outra alternativa proposta de se estender a teoria do continuo classico para se
incorporar o comportamento microestrutural na descricao do meio material consiste
em se adicionar graus de liberdade cinematicos as particulas materiais, definidos
como independentes dos classicos translacionais (Germain, |1973alb; |Forest, |1998;
Tekoglu, 2007; Hirschberger], 2008). Estas teorias sao referidas na literatura como
teorias de continuos de ordem superior.

A denominacao continuos de ordem superior se refere a ordem dos termos retidos
na expansao em série de Taylor da descri¢cao do movimento nos microcontinuos incor-
porados as particulas materiais, conforme observado em [Eringen e Suhubi (1964d);
Eringen| (19684); |Germain| (19734); [Hitter| (2017)). Nos continuos de ordem superior,
incorporam-se as particulas materiais microcontinuos representativos da microestru-
tura (Mindlin, [1964; |Germain, [1973b), cuja cinemética define os graus de liberdade
adicionais. Os microcontinuos sao definidos como regioes de pequena extensao, tal
que a descricao do movimento nestes dominios pode ser aproximada por sua expan-

sao em série de Taylor em torno dos respectivos centros de massa (Germain, [19735).
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O centro de massa de um microcontinuo é definido como seu ponto de referéncia na
macroescala, cujo movimento é descrito inteiramente neste nivel de observacao.

Sob esta Otica, pode-se interpretar o continuo classico como um continuo de
ordem zero (Hitter, 2017), ou seja, o movimento no microcontinuo ¢ igual ao do seu
centro de massa, de modo que a particula material se comporte rigidamente, definida
como ponto material. Nos continuos de ordem superior, em contraste ao classico,
as particulas materiais sao definidas como elementos deforméaveis do meio material,
com estrutura interna e com tamanho pequeno, porém, finito (Boresi et al.; [2011)).

Os continuos de ordem superior sao também chamados continuos micromorficos
de ordem n (Eringen, [1966b; Germain|, [19735). O continuo micromérfico de ordem 1,
ou simplesmente continuo micromérfico, proposto de forma independente por [Min-
dlin (1964)E| e Eringen e Suhubi (19644, b)ﬁ, ¢ o continuo de ordem superior com maior
aplicagao prética. De fato, conforme |[Eringen| (19665), os continuos micromorficos
de ordem n > 1 tém sua aplicacao bastante questiondvel.

Segundo [Eringen (19660), a teoria de ordem 1 é suficientemente complicada para
aplicagoes fisicas reais. Além disto, com base nas condigoes fisicas dependentes
do tamanho do meio em que a teoria do continuo é valida, os microcontinuos sao
pequenos em comparacao ao meio, tal que se pode negligenciar os termos de ordem
n > 1 na expansao em série de Taylor da descricao do movimento nestas regioes.

Na teoria do continuo micromérfico (de ordem 1), a cinemética nos microconti-
nuos (particulas materiais) é descrita a partir do mapeamento de um vetor E incor-
porado a estas regides e com origem nos respectivos centros de massa (2 XA &) por

meio de uma transformagcao afim & = x (X, t)=k, em que

%3

0=k |z—0

Xk (X, t) = (2.1)

3Segundo [Eringen| (19688, 1999), a versdo linear da teoria micromoérfica coincide com a teoria
microestrutural de Mindlin| (1964).

4Esta teoria foi complementada em Eringen| (1964) com a introducdo da lei de conservacio da
micro-inércia. A denominagdo continuo micromorfico foi introduzida por [Eringen| (19665).
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Observa-se que, com base na consideracao desta teoria acerca da ordem da aproxi-
macao da descrigdo do movimento nos microcontinuos (ordem 1), esta transformagao
¢ a referida expansao em série de Taylor, ou de Maclaurin, haja vista que esta expan-
sao ¢ em torno do centro de massa dos microcontinuos, definido como a origem do
sistema destas regioes e como o ponto de referéncia na macroescala, cujo movimento
é descrito inteiramente neste nivel de observacao, isto é, £&(X, E,t)|z=0 = 0.

O tensor de segunda ordem x é chamado tensor gradiente de microdeformacao
(alternativamente, diretores deforméveis). A notacao X representa trés diretores
deforméveis independentes incorporados as particulas materiais (Eringen e Suhubi,
1964 a; Eringen, 1999), que introduzem nove graus de liberdade cinematicos adici-
onais, decorrentes das microdeformagoes. Ou seja, o continuo micromorfico nada
mais é do que um continuo classico enriquecido com nove graus de liberdade extras
representados por trés diretores deformdveis independentes x (Eringen, [1999).

O sentido fisico destes graus de liberdade é investigado decompondo o tensor x
no produto de dois tensores (Eringen, [1980; Mal e Singhl [1991)), um tensor ortogonal

proprio R e um tensor simétrico positivo-definido U ou V| isto é

x=R- U=V R (2.2)

Claramente, esta decomposigao (polar) separa o tensor x em um componente
que alonga (ou encurta) o vetor = ao longo de trés eixos mutuamente ortogonais,
representado por U ou V| e em um componente que o rotaciona rigidamente, re-
presentado por R. Consequentemente, os tensores U e V sao chamados tensores
de microdeformacao e o tensor R tensor de microrrotacao. As microdeformagoes

constituem seis graus de liberdade cinemaéticos adicionais e as microrrotagoes treés.
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Alusao deve ser feita a uma generalizagao do continuo micromérfico (de ordem 1)

proposta em Eringen| (19685) e mencionada em Eringen (1968a, |1970} 1976, 1999);

\Germain, (1973b) sob o nome continuo micromérfico de gradiente N. Nesta gene-

ralizacao, a cinematica nos microcontinuos é descrita a partir de N mapeamentos
) —_ Xt - .

independentes =, — £, = X,, com o = 1,2,... N, em que cada vetor =, incor-
porado a um microcontinuo e com origem em seu centro de massa se refere a uma
sub-regiao deste dominio. O continuo micromoérfico anteriormente discutido é um

caso especial desta teoria, dito continuo micromérfico de ordem 1 e de gradiente 1

(Eringen| 19684, 1970, |1999). Segundo |Germain (19734) e o préprio Eringen| (1999),

o continuo micromérfico de gradiente N > 1 nao apresenta significado fisico claro.

Os conceitos do continuo micromoérfico foram apresentados por Eringen, (19680)

no simpésio IUTAM (International Union of Theoretical and Applied Mechanics)
sobre mecanica do continuo generalizado 1968) em 1967. Esta teoria foi

extensivamente considerada por Eringenf’| e coautores (Eringen e Suhubi, [1964 b

Eringen, [1964, 19665, [19684]5, [1969, [1970, (19728, [1976, [1992, [1999, [2002; [Claus Jr
e Eringen, [1969; Eringen e Claus Jr., [1970; [Twiss e Eringen) |1971}, [1972) - etc..

Com base nos conceitos da teoria de Cosserat, [Eringen| (19664, [1968¢) derivou

da teoria micromérfica (de ordem 1 e de gradiente 1) a teoria micropolar, que se
distingue da teoria das tensoes-momento pela consideracao de microrrotagoes inde-
pendentes das macrorrotagoes, o que implica na introducao de graus de liberdade
adicionais (rotacionais) as particulas materiais. Para tanto, impuseram-se restrigoes
ao gradiente de microdeformacao x, estratégia também adotada para derivagao de

varios outros casos especiais, que foram considerados previamente ou posteriormente

na literatura (Germain, 19730; Eringen, |1999; [Forest e Sievert, 2006} Hirschberger,

2008; [Forest), 2013)).

5Ahmed Cemal Eringen (Kayseri, Turquia, 15 de fevereiro de 1921; 7 de dezembro de 2009)
fol um engenheiro turco-estadunidense. Foi professor da Universidade de Princeton e fundador da
Society of Engineering Science.
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O continuo classico, por exemplo, pode ser obtido fazendo-se x = I, em que
I é o tensor identidade de segunda ordem, ou seja, as particulas materiais sao
indeformaveis e nao rotacionam. Um meio em que as particulas materiais podem se
dilatar (ou contrair), mas nao rotacionar, é chamado continuo com microdilatagao
(Goodman e Cowinl 1972 [Steeb e Diebels, 2003; [Forest e Sievert, 2006)) e pode
ser obtido fazendo-se x = xI, em que x é um escalar. Se, ao invés, as particulas
materiais puderem rotacionar, mas nao se deformar, o meio continuo é o chamado
micropolar (ou de Cosserat) (Cosserat e Cosserat, 1909; Toupin|, |1962} |Eringen),
1968¢) e pode ser obtido fazendo-se x = R. Uma combinac¢ao do continuo com
microdilatagdo e o micropolar é o continuo com microexpansao (Eringen, 1990),
obtido com x = yR. Analogamente ao continuo com microdilatagdo, no continuo
com microdeformagao (Forest e Sievert| 2006), as particulas materiais podem se
deformar, mas nao rotacionar, porém, arbitrariamente, obtido fazendo-se x = U.

A hierarquia destes continuos, ditos micromérficos, é apresentada na Tabela [2.1],
onde se observam a quantidade de graus de liberdade (GL) adicionais e as grandezas

que os definem. Nas Figuras 2.1 2.2] 2.3 2.4] 2.5] ¢ [2.6] ilustra-se a cinemdtica das

particulas materiais em cada um destes continuos (Hirschberger, 2008)).

Tabela 2.1: Hierarquia dos continuos micromérficos (Forest e Sievert, 2006; Forest, 2013).

Continuo GL Adicionais Referéncia

Quantidade Grandezas

cldssico 0 - Cauchy (1828)
microdilatagao 1 X Forest e Sievert (2006)
micropolar (Cosserat) 3 R Eringen (1968¢)
microexpansao 4 X, R Eringen (1990)
microdeformacao 6 U Forest e Sievert (2006)
micromorfico 9 X Mindlin (1964)

Eringen e Suhubi (1964a,b)
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Figura 2.1: Cinemaética das particulas materiais no continuo cléassico.

Figura 2.2: Cinemadtica das particulas materiais no continuo com microdilatacao.

Figura 2.3: Cinemética das particulas materiais no continuo micropolar (ou de Cosserat).
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r=xR

Figura 2.4: Cinemética das particulas materiais no continuo com microexpansao.

Figura 2.5: Cinemdtica das particulas materiais no continuo com microdeformacao.

x=RU

Figura 2.6: Cinematica das particulas materiais no continuo micromorfico.
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A partir da Tabela 2.1 e Figuras 2.1] - pode-se estabelecer a relagao entre os

continuos micromérficos tal como apresentada na Figura [2.7]

Continuo micromorfico
diretores deformaveis

— —

Continuo com microdeformacao Continuo com microexpansao
diretores deformaveis diretores expansiveis
(sem rotacdo rigida) (com rotacéo rigida)

— —

Continuo micropolar
(ou de Cosserat)
diretores rigidos

Continuo com microdilatagéo
diretores expansiveis
(sem rotacéo rigida)

Continuo classico
sem diretores

Figura 2.7: Relagao entre continuos micromérficos (adaptado de (1999)).

[Eringen (1999)) observa que, além das microdeformagoes presentes no componente

U ou V do gradiente de microdeformacao 7, existem microdeformacoes decorrentes

do gradiente de X, isto €, de x x = VxXx. Logo, observa-se que a teoria do primeiro

gradiente de deformagao de|Toupin| (1962, |1964)) também pode ser derivada da teoria

do continuo micromérfico ao se assumir que os microcontinuos estao sujeitos ao

mesmo estado de deformacao que o meio macroscépico, ou seja, x = F' (Germain,

1973b; [Tekoglu, 2007} [Forest, 2013), em que F' é o tensor gradiente de deformagao.

A imposicao ou nao de restrigoes ao gradiente de microdeformacao x condiciona

a teoria do continuo a andlise de uma determinada classe de materiais, fun¢ao do

comportamento microestrutural (Eringen, 1999). A liberdade dada ao x na teoria

do continuo micromorfico faz com que esta teoria seja adequada a andlise de meios

materiais cuja microestrutura se deforma arbitrariamente (Mindlin| |1964; [Eringen,

11999; Kirchner e Steinmann|, 2005; Hirschberger, [2008; Maugin|, 20140).
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A Figura [2.8 resume algumas teorias de continuos generalizados e suas relagoes,

apresentando seus graus de liberdade (GL) e medidas de deformagad| (MD).

Continuos de Gradiente Superior

Teoria multipolar

GL:u;

MD: 2¢&;; = Ujj + Uji , Mijk = Ejk,i »
Nijkl = €kL,ij > Mijkim = €Im,ijk + -+
(todos os gradientes de deformacéo)

Teoria do segundo gradiente de deformacéo
GL:u;

MD: 2&i; = Ujj + Uji , Nijk = &jk,i »

Mijk1 = €ki,ij

Xii = Xij = 9ij = UiJ|<
|

v

Teoria do primeiro gradiente de deformacéo
GL: u;

MD: 2¢gj; = Ujj + Uji , Mijk = Ejk,i

Vi
Teoria das tensdes-momento
GL:u;
MD: 2¢gj5 = Ui + Uji , 2Kjj = 285 = €ji Ui
(ki =0)

Continuos de Ordem Superior

Teoria do continuo micromdrfico

GL:uj, yjj (ou yk na notagdo de Eringen)

MD: €ij = Uji - Gji 2eij = gjj + 9ji ,

Yijk = Dij k

Teoria do continuo com microdeformacao
GL:I U5, kikj
MD: € = uji - "eij , € = "eij » Vi = "Eijk

(observe que “e;; = g;)

Teoria do continuo com microexpansdo

GL:uj, i,y

MD: € = uj; + €ik Bk, Vij = Bij
vi=32;,e=30

Teoria do continuo micropolar (ou de Cosserat)
GL:u;, g
MD: € = Uji + €ik Bk, Yij = 9ij

Teoria do continuo com microdilatacdo
GL:uj, g
MD:Eij =UjisYi= 3ﬂ'i ,e=3g

GL: u;

Teoria do continuo classico

MD: 28ij =Ujjt Uy

Figura 2.8: Teorias de continuos generalizados (adaptado de Tekoglul (2007))).

6Medidas de deformacao infinitesimais (teoria linear).
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Operadores:
d;; - delta de Kronecker
€k - simbolo de permutacao (Levi-Civita)
Graus de liberdade:
u; - vetor de deslocamento translacional do centro de massa da particula material
Xi; (ou xkk) - tensor gradiente de microdeformacao
¢ij - tensor gradiente de microdeslocamento (¢;; = xi; — 6i5)
XkiXk;j - tensor de microdeformacio de Cauchy-Green direito (*C = U?)
“ey; - parcela simétrica de ¢y (“ei; = 5 (XriXns — 0i) = 3(ij + Dji))
¢; - vetor de microrrotacao (R, — 0,5, = %((bjk — Orj) = ¢ = —%eijkgbjk)
X - microdilatacao escalar
¢ - gradiente de microdeslocamento da microdilatagao escalar (¢ = xy — 1)
Medidas de deformacao:
x; ; - tensor gradiente de deformacao
€i;j - tensor de deformacao
Nijks Nijkis Nijkim - Primeiro, segundo e terceiro gradiente de deformagao
kij - gradiente do vetor de macrorrotacao (tensor de curvatura)
€;; - tensor de deformacao relativa (macro-micro)
e;; - tensor de microdeformacao
e - microdeformagao volumétrica
Vijk - gradiente de microdeformacao
7ij - gradiente do vetor de microrrotacao (tensor de microcurvatura)

7v; - gradiente da microdeformagao volumétrica

Uma vasta literatura sobre teorias de continuos generalizados foi desenvolvida
nas ultimas décadas (Aifantis|, (1984, |1987; [Fleck e Hutchinson) 1993, (1997, 2001}
Forest e Sievert, 2003, [2006; Forest e Bertram, 2011} [Forest, 2013, [2016)) - etc.. As
referéncias aqui listadas nao esgotam de forma alguma o assunto, mas indicam as

principais direcoes seguidas no campo das teorias de continuos generalizados.
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O ponto de partida deste trabalho é a teoria do continuo micromorfico de

(1964) e [Eringen e Suhubi (19644d]b); [Eringen| (1964)), cujos fundamentos tal como

desenvolvidos em |Eringen| (1999) sao apresentados a seguir (Capitulo [3)).




Capitulo 3

Continuo Micromorfico

Um continuo micromorfico é uma colegao continua de particulas deforméveis.
Estas particulas, embora deformaveis, nao violam o conceito de continuidade da
matéria. Fisicamente, as particulas materiais sao pontuais, ou seja, tém dimensoes
desprezaveis. No entanto, para se representar a deformacao de particulas pontu-
ais, ao invés de pontos matematicos sem dimensoes na macroescala, consideram-se
pontos geométricos P de dimensoes finitas e alguns vetores incorporados a P que
indicam as orientacoes e deformacoes dos pontos materiais de P. Esta abordagem é
compativel com a ideia classica de que uma particula material em um continuo pos-
sui propriedades fisicas, como densidade de massa, campo elétrico, tensor de tensao
etc.. Os vetores incorporados a P representam, em adicao, os graus de liberdade
decorrentes das deformacoes dos pontos materiais desta particula.

Uma particula P é identificada pelo seu vetor de posigao X (X, K =1,2,3) no

estado de referéncia B e os vetores incorporados a P, representativos da estrutura

interna de P, por E,, a =1,2,..., N, em que X e E, possuem movimentos proprios
t - Xt
X —zx, Ea — &, a=1,2,...,N (3.1)

Esta teoria é a chamada teoria micromérfica de gradiente N. Embora proposta
em Eringen| (19680), uma teoria geral desta magnitude (o = 1,2,..., N) ainda nao
foi desenvolvida, segundo Eringen| (1999)) e o estado da arte aqui levantado. Neste
trabalho, considera-se o caso de gradiente 1 (o = 1), isto é, a teoria micromérfica

de gradiente 1, ou simplesmente teoria micromorfica.

23
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3.1 Cinematica da Deformacao

Na teoria micromérfica, uma particula material P(X,E) € B é caracterizada

pelo seu centro de massa C' e pelo seu vetor incorporado =, em que o ponto C' é

identificado por suas coordenadas retangulares Xx (K = 1,2,3) e o vetor E por

seus componentes Zx (K = 1,2,3). Sob solicitagoes, movimento acompanhado de

deformacao do

para p(x,§,t)
(K =1,2,3, k

meio ocorre, carregando a particula material P(X, E) continuamente

em uma configuracao espacial b, tal que Xg — xp, = —> &

=1,2,3) (Figura3.1).

g
B:t=0 b:t=t i
83 A E
Pﬂ(~).<,‘#E h\\\\\\\____,—4 - p(Xv &.n t)
X, X’
X, X’
Macroescala

€

Figura 3.1:

Cinemética do continuo micromérfico (adaptado de [Eringen| (1999)).
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Do ponto de vista fisico (e pratico), é vantajoso se definir os vetores Z e £ como
posicoes dos pontos materiais de P relativas ao centro de massa desta particula
(C'— ¢) nas configuragoes, respectivamente, de referéncia e espacial (Figura .
E importante se observar que a definicao de um tnico vetor E incorporado a P
significa que a deformagcao de toda a extensao de P é monitorada por este vetor.

Conforme destacado, X e E possuem movimentos proprios, expressos por

X —x= JJ(X,t) ou Ty = .%‘k(XK,t) (32)

(1]

— 5 = f(X, E,t) ou £k = ék(XK,EK,t) (33)

O mapeamento (3.2]) é chamado macromovimento (ou somente movimento) e o
(3.3) micromovimento. As particulas materiais, embora tenham dimensoes finitas,
sao definidas como regides de pequena extensao em comparacao ao meio, de modo

que o micromovimento (3.3)) pode ser aproximado por uma transformacao aﬁmﬂ

£ =xx(X, )2k ou & = xur (X, t)Zk (3.4)

em que X, conforme apresentado na Se¢ao [2.1] é o tensor gradiente de microdefor-

magao (alternativamente, diretores deforméveis) dado por

Xk (X, 1) = 0 (3.5)

02K |=_o

em que = = 0, deve-se observar, é a posicao do centro de massa de P no sistema

local relativo desta particula.

ITeoria do continuo micromérfico de ordem 1 (Segao .



26

O movimento de um ponto material C’ € P de coordenadas X'r (K = 1,2,3) é,

entao, completamente descrito pela composi¢ao macro-micromovimento (3.2)) - (3.4])

' =x(X,t)+&X,E t) =x(X,t) + xx (X, 1) 2K (3.6)

Observe que &(X,E,t)|z=0 = 0, isto é, o movimento do centro de massa de P
é, por definicao, descrito inteiramente na macroescala.
O deslocamento u’ do ponto material C' — ¢’ devido ao movimento (3.6]) é

dado pela diferenca entre a sua posicao final e a inicial, isto é,

w=2(X,E 1) - X'(X,8) = [2(X,t) + x(X,t) B - (X +5) ..
w = [2(X,t) - X]+ [x(X,1) - E— 8] = [=(X,t) - X] + [x(X.t) - I] . B .
w=u(X,t)+¢(X 1) 5 (3.7)
em que

u é o vetor de deslocamento translacional do centro de massa da particula material;

¢ = x — I é o tensor gradiente de microdeslocamento.

A idealiza¢do matematica (3.6)) pressupde que os mapeamentos (3.2)) e sao

funcoes continuas diferenciaveis em Xx et para todos os X € B et > 0. Assume-se,

ainda, que estes mapeamentos sao injetivos, tal que sejam inversiveis unicamente

Xk = Xk(z,1) (3.8)

== %k(w,t)ﬁk ou EK = %Kk(a:,t)&; (39)

em que X ¢é o tensor inverso do tensor gradiente de microdeformacao.
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A existéncia de inversas unicas e expressa a suposicao de continuidade,
indestrutibilidade e impenetrabilidade da matéria. Nenhuma regiao de volume finito
¢ deformada em um volume zero ou infinito. Toda regiao vai para uma regiao,
toda superficie para uma superficie e toda curva para uma curva. Os trés diretores
independentes X, vao para os trés diretores independentes x .

Uma particula material do meio é agora considerada possuindo trés diretores
deformaveis independentes que representam os nove graus de liberdade decorrentes
das microdeformacoes da particula fisica. Ou seja, um continuo micromoérfico nada
mais é do que um continuo classico enriquecido com nove graus de liberdade extras
representados por trés diretores deformaveis independentes X, — X, tal como

ilustrado na Figura |3.2]

AY1
xZ
X5
X2
€3 A
B~ S~ ———==""p
*, X As
X
Macroescala
0 e,

Figura 3.2: Diretores deforméveis (adaptado de |Eringen| (1999))).
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3.2 Elasticidade Micromorfica Linear

A partir da cinemética da deformagao apresentada na Segao 3.1}, [Eringen e Juhubi
(1964 d/b) construiram diversos conjuntos de tensores de deformacdo. Um desses
conjuntos que conduz a resultados um pouco mais simples, particularmente nas

equacgoes constitutivas, é

Cxr = Tk k XLk, Crxr = XexXrL = Crk, kv = XxkXer,Mm (3.10)

em que
€k é chamado tensor de deformagao;
Ckr é chamado tensor de microdeformacao;

Uk é chamado tensor de distorgao (wryness).

Em uma aproximacao linear, os tensores de deformacao (3.10)) podem ser rees-

critos como

Crr—0krL R €ulkrlin, Crr—0kr ~ 2ek0kxoin, LUkim = YimOrxOiLdmar (3.11)

em que €g, € € Ve S0 definidos como (Figura [2.8)

€rl = ULk — Pi, 2er = O + O, Velm = Pkim (3.12)

em que (Equagcao (3.7))
u; € o vetor de deslocamento translacional do centro de massa da particula material;

Ok = Xr — O € o tensor gradiente de microdeslocamento.
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A energia livre v pode entao, desconsiderando-se variacao de temperatura, ser

aproximada por

1 1 1
Y= ,00?/1 ~ Z:0 + §Ak‘lmneklemn + §Bklmn€klemn + icklmnpq’)/k:lm’ynpq +

+ Eklmneklemn + Fklmnpeklr}/mnp + lemnpekl’Ymnp (313)

em que

po € a densidade de massa da particula material na configuracao de referéncia;
Y. é a funcao densidade de energia interna;

Yo ¢ a densidade de energia interna inicial;

Uy =X — Xy é a fungao densidade de energia de deformacao;

Akimns Brimns Crimnpgs Eximn, Frimnp € Grimnp s@0 0s médulos constitutivos.

Eringen| (1999)) observa as seguintes simetrias dos médulos constitutivos

Aklmn = Amnkla Bklmn = ankl = Blkmn = Bnmkla

Cklmnpq = Unpgklm, Erimn = Eklnm; lemnp - lemnp (314)

Da Equacao ((3.13)), pode-se definir os tensores de tensao da teoria da elasticidade

micromorfica linear, conjugados energéticos de €, €y € Vrim, iSto é

ox
tkl ~ a_ - Aklmnemn + Eklmnemn + Fklmnp’)/mnp (315)
€kl
%)Y
Skl ~ 8_ = Limnkl€mn + Bk’lmnemn + lemnp’)/mnp (316)
€kl
ox

Miim ~ = L'nplmk€np + anlmkenp + Clmknpq’%zpq (317)

OVimk
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em que

ti; € chamado tensor de tensao;

s € introduzido em |Eringen (1999) como um tensor simétrico arbitrério, porém,
chamado “tensor de microtensao média” em |[Eringen e Suhubi| (1964 a,b);

Mpm € chamado tensor de tensao-momento, porém, é definido de forma diferente
daquele da teoria do continuo de Cosserat. Em [Eringen e Suhubi (1964a,b), este
tensor de tensdo é apresentado sob o simbolo A¥™ e chamado “primeiro tensor de

tensao-momento de superficie”.

Para so6lidos micromérficos que possuem varios grupos de simetria, as equagoes

constitutivas (3.15)), (3.16) e (3.17)) sdo simplificadas submetendo os médulos cons-

titutivos as simetrias apropriadas. Para o caso de um soélido micromorfico linear
elastico isotrépico, os mdédulos constitutivos de ordem fmpar desaparecem e os de

ordem par sao construidos por meio de produtos do delta de Kronecker dy,;, isto é

Apimn. = A0ki0mn + (1 + K) OpmOin + H0knOim,
Erimn = (A + V) 03i0mn + (10 + ) (SkmOin + Oknbim) 5
Frimnp = 0,
Biimn = (A420+7T) 6i0mn + (10 + 20 + 1) (OpmOm + Okndim) 5
Grimnp = 0,
Crimnpg = Tt (0ki0mnOpq + OkqOimOnp) + T2 (0ki0mpOng + OkmdigOnp) +
+  T30k10mgOnp + Ta0knOtmOpg + 5 (OkmOindpg + OkpOimOng) +
+  T60kmOpOng + T70kn01pOmg + Ts (OkpOigOmn + OkqOinOmp) +

+ Tgéknélqémp + Tlo(skp5ln5mq + Tllékqélp(;mn (318)

em que A\, i, Kk, V, 0, T, 1 € Ty...Ty; sa0 18 parametros elasticos.
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As equacgoes de equilibrio estatico podem ser obtidas com base em consideragoes
termodinamicas, conforme em Eringen| (1999), por meio do principio dos trabalhos

virtuais, conforme em |Germain| (197356), ou ainda pelo principio da energia potencial

total estaciondria (Dym e Shames, |2013)), em que se enuncia
WL =6W (U +V) =0 (3.19)
em que
oW é a primeira variacao do funcional II;
I =U+V é a energia potencial total do corpo;

U ¢ a energia de deformacao (U = [, Updv);

V' é a energia potencial das forcas aplicadas.

Para problemas da teoria da elasticidade micromérfica linear, tem-se
sy = §W /V Updv = /v W Uydv = /V (trd€r + Srd€rs 4 M0 Yime) dv =
1
= /v {tkz(s (ur e — dik) + swd {5 (r + ¢lk)] + mklm(5¢lm7k} dv =
= /v (tri0urk — tridbie + k0P + MpimOPm k) dv =
= /v [tridug ke + (Sk — trr) OGuk + MmO Dum i) dv =
= /v [tradur s + (Smi — tmt) 0Pim + Mkt Qi k] dv (3.20)

sy = — / (pfi0u; + plimOdm) dv — / (t s + Mmyimddim) ds (3.21)
% [5)%
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em que
VY é o dominio considerado;

0V é o contorno do dominio considerado;

0 ¢ chamado operador delta e aqui representa uma pequena variagao arbitraria nos
campos de deslocamento/deformacao;

p € a densidade de massa da particula material na configuragao espacial;

fi é o vetor de forca de corpo por unidade de massa;

lim € o tensor de momento (forga dupla) de corpo por unidade de massa;

tmy ¢ o vetor de forca de superficie (vetor de tensdo);

M(nyim € 0 tensor de momento (forca dupla) de superficie;

n é o vetor unitirio normal ao contorno oV.

Das Equacoes (3.19)), (3.20)) e (3.21]), se valendo da regra de derivagao do produto

e aplicando-se o teorema de Green-Gauss (teorema da divergéncia), tem-se

W = / [—tr k0w + (Spu — tot) SPum — Mgt k0P dv +

v

+ / (tkﬂlkéul + mklmnk(S(blm) ds —
av

- / (pfidw + plim0dim) dv —
v

— / (t 0w + MnymOdim ) ds =
oV

= / [— (tki + pfi) S — (Mgt + tont — St + plim) IPim) dv +
v

+ / [(tkmk - tA(n)l) (SUZ + (mklmnk - m(n)lm) 5¢lm} ds =0 (322)
oV
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A partir da condigao de equilibrio ([3.22)), observando-se que essa condigao é valida
para qualquer pequena variagao arbitraria nos campos de deslocamento/deformagao,
0, definem-se as equacoes de equilibrio, bem como as condi¢oes de contorno, que

regem os problemas estaticos da teoria da elasticidade micromorfica linear.

Equagoes de equilibrio:

tik +pfi=0 em Y (3.23)
Mgtk + tmi — Smi + plim =0 em Y (3.24)
Condicoes de contorno:
up = U, em OV, tung = f(n)l em OV (3.25)
VS (ﬁkl em Vg, MpmNe = Mmym €m0V (3.26)

em que
Uy sao componentes prescritos do vetor de deslocamento translacional ao longo do
contorno indicado, OV,;

ékl sao componentes prescritos do tensor gradiente de microdeslocamento ao longo
do contorno indicado, OVe;

ny é o vetor unitario normal ao contorno 0V,

OVu MOV, =0, 0Vy NV =0 e 0V = 0V, UV, = 0V U Vy.
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3.3 Abordagem por Elementos Finitos

Conforme Hirschberger| (2008), Isbuga e Regueiro| (2011) e|{Ansari et al.| (2016)), na
abordagem da teoria micromérfica segundo o Método dos Elementos Finitos (MEF),

definem-se interpolacgoes independentes para o macro e micromovimento

Uy duy
u = Nd, Uy ¢ = zn:Nj dy, (3.27)
=1
u3 ( duy ;
([ on ] ( dg,, ]
P22 sy
P33 s
P23 iy
¢=Nd, .. Ga2 ¢ =D N;i{ dyy, (3.28)
-1
¢31 j d¢31
P13 Ay
P12 dgy,
[ $21 ) [ Ao

em que

u ¢ o vetor de deslocamento translacional do centro de massa da particula material;
@ ¢é o tensor gradiente de microdeslocamento no formato vetorial;

N ¢ a matriz das fungdes interpoladoras (fungoes de forma) do macromovimento;
N ¢é a matriz das funcoes interpoladoras (funcoes de forma) do micromovimento;
d,, ¢ o vetor dos graus de liberdade macroscopicos;

dg ¢ o vetor dos graus de liberdade microscépicos;

n ¢ o niumero de nés da discretizagao considerada para o macromovimento;

m é o nimero de nés da discretizagao considerada para o micromovimento.
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A partir das interpolagoes (3.27)) e (3.28)), os campos de deformagao (3.12)) podem

ser aproximados por

GZMLuNdu—MNd¢, 2e = Nd¢+MNd¢, ’)’:L¢Nd¢

€ — Budu — NTd¢, e = Nsd¢, Y = B¢d¢ (329)

em que
€, e e vy sao os tensores de deformagao relativa (macro-micro), de microdeformagao

e gradiente de microdeformacao no formato vetorial

€ = |[€11 €22 €33 €23 €32 €31 €13 €12 621]T (3‘30)
€ = [611 €22 €33 €23 €32 €31 €13 €12 621]T (3-31)
4 A T
Y1 Y1 = [7111 Y221 Y122 V212 V331 Y133 7313]
Y2 Yo = [7222 Y112 Y211 Y121 Y332 233 7323]T
y - (3.32)
Y3 Y3 = [7333 Y113 Y311 Y131 Y223 Y322 7232]T
T
L V4 ) (27x1) Y4 = [7231 Y321 V312 Y132 Y123 7213]

B, e B4 sao matrizes de aproximacao das deformacoes, e
Nz e Ng sao matrizes das funcoes interpoladoras do micromovimento, respectiva-

mente, “transposta” e “simétrica”

B,=ML,N, By=LyN, Np=MN, Ns=-(N+Ng) (3.33)

DO | —
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em que
M ¢é aqui chamada matriz de rearranjo, introduzida para o computo adequado dos

componentes de deformacao no formato vetorial,

10 o0 o 0 0 0 0 O
o 1 o0 0 0 O 0 0 ©0
o o 1 0 0 o0 0 0 O
o o o o0 1 o0 0 0 0
M=|0 0 0 1 0 0 0 0 0 (3.34)
o o o o0 o0 o 1 0 0
o o o o0 o0 1 0 0 0
o 0 0o 0 o 0 0 0 1
o o o o0 o0 o o0 1 0
L,, e Ly sao operadores diferenciais (0; = 9/0X;)
ERE
0 0 0
0 0 04
0 05 0
L.=| 0 0 o (3.35)
0 0 o
d 0 0
d 0 0
0 o0 0
L,
Ly
L,= (3.36)
Ly
| Ly
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em que

(3.37)

(3.38)

2]

7

o

2

2

o

A

2]

(3.39)

s

s

(3.40)

s

s
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Definidas as aproximagoes para os campos de deformagao (3.29)), definem-se,

também, suas variacoes

0e = Buddu — NT5d¢, e = Ns5d¢, (5’7 = B¢5d¢ (341)

Dando continuidade a formulacgao fraca da teoria micromorfica, reescrevem-se as

relagoes constitutivas (3.15)), (3.16]) e (3.17) no formato matricial, considerando-se a

isotropia do meio, bem como definem-se as aproximacoes para os campos de tensao

t=Ae+FEe . t=A(Budy,— Nrdy)+ ENgdy (3.42)
s=E'€e+Be ..  s=E"(B,d,— Nrdy)+ BNgdy (3.43)
em que

t, s e m sao os tensores de tensao, de microtensao média e de tensao-momento no

formato vetorial

T
t=1[ti teo tsg tog tze t31 tiz tio o] (3.45)
T
s = [811 S22 533 823 S32 831 S13 S12 321] (3-46)
4 3\ T
my m; = [m111 Miyg2 M212 Ml221  MM133 11313 m331]
. T
mo my; = [m222 mo11  Miy21 M12 MM233 111323 m332]
m = > .
ms3 m3 = [m333 M311 MMa131 1113 M322  M232 m223]
. T
my my = [m123 Miy3z2  M231 Ml213 11312 m321]
\ 7 (27x1)

(3.47)
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Axg), Boxg), Crrxar ¢ Egyg) sao as matrizes constitutivas de um sélido micro-

morfico linear eldstico isotropico, construidas por meio dos 18 parametros elasticos

dados na Equacao (3.18)).

O sistema de equacoes lineares pode ser obtido a partir da condi¢ao de equilibrio

(3.19), definida por meio das Equacoes (3.20)) e (3.21)) reescritas no formato matricial,

convenientemente estruturadas
oW = / (5eTt +del's + 57T'm) dv —
y

— /Qmﬂﬁ+&ﬂmyw—/‘@Mﬁm+&ﬂmmg@:0@4&
1% %)%

em que
pf e f:(n) sao os vetores de forga, respectivamente, de corpo por unidade de volume
e de superficie (vetor de tensdo), e

pl e My, sao os tensores de momento (forga dupla), respectivamente, de corpo por

unidade de volume e de superficie, no formato matricial

pf=pf pf pfs]" (3.49)
. - - ~ T

tin) = [te1 tm2  tms) (3.50)
pl = [pliy  plaa plss  plas plsa pls plis  pla /)121]T (3.51)

A

R ) ) R X ) ) . . T
M) = [Mn)11 Mm)22 TUn)33 M(n)23 Tn)32 M(n)31 M(n)13 T(n)12 Mo(m)21 | (3.52)
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As aproximagdes para os campos de deslocamento (3.27)) e (3.28)), de deformagao

(13-29) (ou suas variagoes (3.41))) e de tensdo (3.42), (3.43) e (3.44) podem, entdo,

ser introduzidas na condigao estaciondria ({3.48)|)
ST = /V { (6dLBY - 0d;N7) [A (Budy — Nrdy) + ENsdy] +
+ 0diNg[E" (Budy — Npdy) + BNgdy) +
+ 3djByCBydy fdv -
_ /V (5dZ;NTp £+ 5dgNTpl) dv —

- / (35N E + OGN 110 ) ds = 0
%)%

5dr { / BLAB,dvd,, + / B’ (~ANr + ENgs) dvdg —
1% %

—/NTpde—/ NTf(n)dS}—l—
1% )%

+ adfy { /v (-N7A+ NE") Budvd,, + /

|~ N7.(-ANg + ENs) +
\%

+ Ng (—ETNT + BN5> + BgCBcp] dvd¢ —

= / N'ptdv — [ N"rngyds p =0 (3.53)
v )%
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Observando-se que a condigao de equilibrio (3.53) também é vilida para qualquer
pequena variagao arbitraria nos campos de deslocamento, d, obtém-se a formulagao

fraca aplicével aos problemas estaticos da teoria da elasticidade micromérfica lineai]

K'u.u Ku¢ du .feq,u
= (3.54)
Kou Koy dg feq.d
em que
Kyu = / Bl AB,dv (3.55)
%
K.y = / (BLENgs — B, ANy) dv (3.56)
%
K g = / <N§ETBu - N§A3u> do= K7, (3.57)
1%
Kyp = / (N;”,ANT —~ NJENg— NyE"Ny + NyBNs + BﬁCB¢> dv
v
(3.58)
feq,u = /VNTPde + /@V NT{('n,)ds (359)
Feno = /V N pldv + /6 ; N1y ds (3.60)

20bserva-se que a matriz de rigidez K de um sélido micromérfico linear eldstico isotrépico é
simétrica, observadas as simetrias dos modulos constitutivos dadas na Equagao (3.14)).
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A abordagem da teoria micromorfica segundo o Método dos Elementos Finitos
aqui apresentada se distingue da comumente apresentada na literatura, por exemplo,
em |Isbuga e Regueiro| (2011)) e [Ansari et al.| (2016), em especial, na definicao do
conjunto de tensores de deformagao considerado.

A formulacao discreta desta teoria, assim como a analitica, esta bem estabelecida,
no entanto, a identificacao das correspondentes leis constitutivas e a determinacgao
do elevado ntiimero de parametros constitutivos limitam a sua aplicacao pratica.

Como alternativa para se contornar estas limitagoes, apresenta-se no Capitulo [4]
uma estratégia de homogeneizacao micromorfica que consiste em uma formulagao
multiescala para construcao das relagoes constitutivas micromorficas macroscépicas
em termos de grandezas microscopicas homogeneizadas obtidas a partir da solucao de
problemas de valor de contorno na microescala segundo a teoria do continuo classico.

Esta estratégia se baseia na homogeneizagao micromorfica de Hiitter| (2017} 2019)).



Capitulo 4

Uma Estratégia de
Homogeneizacao Micromorfica

Em relagao a teoria do continuo classico, a estratégia de homogeneizacao, em que
as tensoes e as deformacgoes macroscopicas sao definidas como médias volumétricas
de suas contrapartes microscopicas por meio da imposicao de condi¢oes de contorno
correspondentes na microescala, esta bem estabelecida ha décadas (Hill, |1963,|1972).

Dentre as teorias de continuos generalizados, esta estratégia é mais facilmente
estendida aquelas em que se impoem restrigdes ao micromovimento (Secao [2.1)), pois
se da a partir da especificagao das condigoes de contorno adicionais, por exemplo,
as do tipo flexdo no caso da teoria das tensdes-momento (teoria de Cosserat com
rotacao restrita) (Adomeit], [1968; [Forest, |1998; Bouyge et al., [2001)).

Na recuperagao de um continuo micromoérfico na macroescala (que nao possui
restrigdo prévia ao micromovimento) a partir de homogeneizagao do continuo de
Cauchy na microescala, a definicao das grandezas macroscépicas e a formulacao das
correspondentes condig¢oes de contorno na microescala nao sao triviais.

Forest e Sab| (1998)); Forest| (2002) formularam expressdes para relagoes entre
quantidades cinematicas micro e macroscépicas de teorias micromérficas, contudo,
observou-se ser um problema o fato de as expressoes para as medidas de deformacao
generalizadas nao poderem ser transformadas em integrais de superficie e, desta
forma, em contraste a homogeneizacao classica, nao serem prescritas como condigoes

de contorno na formulacao do problema na microescala.

43
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Por essa razao, expressoes polinomiais foram identificadas por meio de diversas
estratégias de modo que satisfizessem as expressoes integrais identicamente, bem
como atencao foi dada para se caracterizar os campos de “flutuacao” adicionais
(Forest e Sabj, 1998} [Forest, 1999; |Janicke et al., 2009; Bellis e Addessi, 2011]).

Essa abordagem se adéqua bem a estratégia do Método dos Elementos Finitos
Multinivel (FE?) de [Feyel (1998)); Feyel e Chaboche (2000), conforme observado em
Feyel (2003); Jénicke (2010), entretanto, apresenta a desvantagem de nao ser possivel
formular problemas de valor de contorno estritamente na microescala.

Alternativamente, [Jinicke e Steeb (2012)) propuseram prescrever as definiges
integrais das medidas de deformagao micromorficas macroscopicas de Forest como
restricoes minimas as equacoes diferenciais parciais classicas na microescala, sendo
as tensoes generalizadas obtidas implicitamente como quantidades energeticamente
conjugadas. [Hiitter| (2017)) observa que essas tensoes generalizadas satisfazem as
equagoes de equilibrio do continuo micromérfico de |Eringen| (1999)).

Neste contexto, cabe-se destacar que |[Eringen| (1999) derivou essas equagoes de
equilibrio por meio de um procedimento de média espacial, fornecendo definig¢oes
explicitas para as tensoes generalizadas (e para todas as grandezas de fluxo) em
termos de um operador de superficie, no entanto, nao definiu uma expressao para
esse operador, nem para as relagoes entre as medidas de deformacgao macroscépicas
e campos de grandezas microscopicas.

Essas lacunas foram abordadas em Hiitter| (2017), em que se apresenta uma
formulagao analitica de homogeneizacao que recupera um continuo micromérfico na
macroescala a partir do continuo classico na microescala por meio de imposicao de
condigoes de contorno naturais ou essenciais aos microcontinuos.

Nesta tese, a partir do proposto em Hiitter| (2017} 2019), propoe-se uma estratégia
de homogeneizacao micromérfica visando as relagoes constitutivas, em especial, os
modulos constitutivos em termos de grandezas microscopicas homogeneizadas para

emprego na abordagem discreta da teoria micromérfica apresentada na Segao [3.3
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Para formulacao, retorna-se a representacao geométrica do continuo micromorfico

(Figura[4.1), definindo-se a dimensao (finita) dos microdominios como AV (X).

Figura 4.1: Homogeneizacao micromérfica (adaptado de |Hiitter| (2017)).

Para determinacao das contrapartes macroscopicas das equagoes de equilibrio
e grandezas microscopicas, primeiramente, considera-se uma equacao de equilibrio

genérica referida as coordenadas X’ € V de um continuo com densidade de massa p

D
- / pomdv(x) = [ tbgnids(x?) + / P dv(X) (4.1)
Dt % [5)% %

em que
©m € uma densidade de armazenamento genérica;
1, € uma densidade de fluxo genérica;

¥ é uma densidade de recurso (fonte) genérica;

n é o vetor unitdrio normal ao contorno OV.
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Os termos do balanc¢o (4.1)) podem ser computados por meio de um somatorio

na macroescala, com referéncia as coordenadas X € V, dos microcontinuos que

compoem o continuo micromorfico

PPmdv(x’) = / PPmdv(Xx’) =
/ 2 fom

1 /
= § pemdvx) AV (X %/ PPm) v dU(X) 4.2
\AV (X) AV(X) ( ) V< >V ( )

1
R / Ve, nids(X)dV(X) 1=
DAV(X)

v AV (X)

1
= = ainids(xv)} dv(x) = / a; nds(x
/V[AV(X) /8AV(X) ¥ ) oV (W)l mudsco)

)
J/

-~

::[<w“i>s}k,k
(4.3)

pmdu(x’) = / pmdu(x’) =
/v Z AV(X)

1

N J/

::<p'¢}'m>v



A7

em que
(o) —;/ o dv(x’ (4.5)
VEAVX) Sy |
(o) ] ! / =, 0; mads(x (4.6)
N o
R VNY (X) dAV(X) b O TS

sao os operadores, respectivamente, de média no volume e de superficidﬂ.

Reescrevendo-se o balango (4.1)) a partir das Equagoes (4.2) - (4.4), obtém-se o

equilibrio genérico referido as coordenadas X € V

D
D, V<p¢m>vdv<X>=/6V [<¢ai>5]knkds(x)+/V<p¢m>vdv(x) (4.7)

Os balancos (4.1)) e (4.7]) sao vélidos para qualquer regiao V, de modo que podem

ser localizados se valendo do teorema de Green-Gauss (teorema da divergéncia)

PPm = Ya,; + Phm erm v (4.8)

(Pom)y = [<waz‘>5]k,k + (P¥m)v em 1% (4.9)

em que (6) denota derivada material D/D;.

A equagao de equilibrio (4.9) é a contraparte macroscépica do equilibrio (4.8)),

relacao empregada na estratégia de homogeneizacao micromorfica.

1O operador de superficie tal como apresentado é proposto em [Hiitter| (2017), definido de forma
similar em Kouznetsova et al|(2002) e em [Li (2011)).
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Para problemas geometricamente lineares da teoria da elasticidade, o continuo

de Cauchy na microescala é descrito pelas seguintes equacoes de equilibrio

Conservagao da massa: p := constante p=0 (4.10)
Momento linear: okik +pf1 =0 (equilibrio estatico) (4.11)
Momento angular: €ik1or =0 Okl = Ol (simetria) (4.12)
Energia mecanica: P+ %p (i), = (out;), + pfii; (4.13)

em que, ambos, (9) e (o), denotam derivada material D/D;.
Para determinacao das contrapartes macroscopicas das equagoes de equilibrio
(4.10) - (4.13), emprega-se a relagao entre as Equagoes (4.8) e (4.9)) e a descrigao do

campo de deslocamento microscépico segundo a teoria micromérfica ((3.7]).

i. Conservagao da massa:

p=lphy o =0 (4.14)

em que p ¢ a densidade de massa da particula material por homogeneizacao.

Conforme em Hiitter| (2017)), obtém-se também os balangos da micro-inércia,
definidos como as contrapartes macroscopicas dos produtos da Equagao (4.10) por
=i e pelo seu quadrado =,

(o (=)l = 0 (4.15)

[1]
z
S
>
|
=
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ii. Momento linear:

(o) sl i + Lo f)v ], =0 (4.16)
em que (Equacio (3.23))
B = [(ow)g),, = ﬁ(X) /a g SRS (4.17)
= [l = gy o, P 00 (118)

sao, respectivamente, os componentes do tensor de tensao e do vetor de forga de

corpo por unidade de volume definidos por homogeneizagao.

A equagao de equilibrio adicional micromérfica ((3.24)) também pode ser explorada
de modo a se definir contrapartes macroscopicas de grandezas microscopicas. Para
tanto, primeiramente, multiplica-se a Equagao (4.11)) por X, e determina-se a sua

contraparte macroscopica

0iiX ' m +pfiX'm =0 . 00X 'm+0uX i —0aX i+ phiX' =0
(O-ilX)m)’Z‘ - O-ilfsmi + ple7m =0 (O-ilX’m),i —Oml + ple,m =0
[<UilX7m>S]kzm,k — [(omi) vl + [0 fiX )y ] = 0 (4.19)

Em seguida, subtrai-se da Equagao (4.19)) a Equacao (4.16|) multiplicada por X,

[<UilEm>S]klm7k + [<0il>5]ml - [(Uml>v]ml + [<pflEm>V]lm =0 (4.20)



em que (Equacao (3.24)))

_ - 1 - -
MEim = [(Oil:m>5]klm = T(X) pAV(X) EROiaZmnids(X?)

1
Sk = [<0kl>V]kl = m /AV(X) o dv(x)

- _ 1 _
Plim = [(p[iBm)v ], = AV(X) /AV(X) pfiZm dv(x)

20

(4.21)

(4.22)

(4.23)

sao, respectivamente, os componentes dos tensores de tensao-momento, de micro-

tensao média e de momento (for¢a dupla) de corpo por unidade de volume definidos

por homogeneizacao. Das definigdes (4.17)) e (4.22), obtém-se

b — S = [(Eko—ilvi>V]kl

(4.24)

Embora a determinagao dos tensores de tensao da teoria micromoérfica por meio

de homogeneizacao nao seja o foco desta tese, mas sim emprega-los na formulagao,

cabe-se ressaltar que as defini¢coes por homogeneizacao apresentadas sao consistentes

com o proposto em [Eringen| (1999), no entanto, onde nao se definiu o operador de

superficie, conforme destacado.

ili. Momento angular:

€kt [{om)y ]y =0 Skl = Sk (simetria, Secao
———

(4.25)

A contraparte macroscopica da Equagao (4.12)) multiplicada por =, nao fornece

informagao adicional (Hutter, [2017)).



o1

iv. Energia mecanica:

N1
<P¢>V +§ <,0 (U}ui)7t>v = [(O‘ilﬂﬁs}k’k + (pf1i)
-
=)

em que 4 = 1y + ¢pZm (Equagio (3.7)), logo,

—_

oo+ 50 (i), + 5 (i) (0ZnZadyl + (6n) (2], =

’t )

[\]

= (fkﬂlz + mklm¢1m> . + Bty + plimbum (4.26)

)

E fécil demonstrar que os termos que acompanham ﬁ@Z do lado esquerdo da

Equagao (4.26]) sao os termos adicionais das Equagoes (4.16)) e (4.20]) caso, ao invés de

se considerar a equagao da estatica , se considerasse a equacao do movimento
de Cauchy oy + pfi = piij. Tendo isto em vista, substituindo-se as Equacoes
e na Equacao , respectivamente, nos termos pf; e ply, e explorando-se
a Equacao , obtém-se

- . 1. . .
Py =ty (Uz,k — ¢zk) + Sk <¢kl + ¢lk) + Mot Pk (4.27)

em que o 1/2 na composigao (3.13)) e (3.15)) - (3.17) ¢é eliminado na derivagao material.

Da Equagao (4.27)), de forma consistente ao apresentado na Secao 3.2}, tém-se as
taxas dos campos de deformagao micromorficos, conjugados energéticos dos campos

de tensao ty, 5k € My, respectivamente,

€ = U — Dury 265 = Q1+ du, Yatm = Oktm (4.28)
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Das Equagoes (4.27) e (4.28]), obtém-se a taxa da funcao densidade de energia

interna macroscopica em termos dos pares energéticos da teoria micromérfica

PU = Triér + Skrt + Mokim Vim (4.29)

Procedendo-se de forma analoga, observada a ressalva acerca do termo referente

a aceleracao, introduzindo-se a Equagao (4.11]) na Equacao (4.13) e explorando-se a
Equagao (4.12]), obtém-se

: 1. . ) _= .
plp = O'kl§ (u}c,l + uLk) = OLIEkI pw = <Ukl5kl>v (430)

Das Equacoes (4.29)) e , obtém-se a condi¢ao de Hill-Mandel generalizada

para a homogeneizacao micromorfica

(Trir)y = tri€r + Skiér + Moim Yimk (4.31)

Se a densidade de energia interna macroscépica pode ser definida como uma
fungao dos campos de deformagao macroscopicos, pi (€, e,~), entao

_8@[} ) _8@/_) ) B 87,@ ]
— 52 - - , 4.32
py (e,e,v) =p eklekl—i—p eklekl+p . k%mk (4.32)

de modo que a Equacao (4.29) é satisfeita para quaisquer campos de deslocamento
arbitrarios u(X,t) e ¢(X,t), bem como para valores arbitrarios de seus gradientes,
se e somente se

— T _ e
Kl =P Dery’ Kl =P Doy’ kl P omk

(4.33)
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Na estratégia de homogeneizacao classica, as relagoes constitutivas macroscépicas
sao construidas a partir da solucao de problemas de valor de contorno na microes-
cala, cuja formulagao estd bem estabelecida. Uma alternativa para se construir os
modulos constitutivos macroscépicos micromorficos, objetos desta tese, é se estender

a formulacao classica, na qual se impoe a seguinte restricao cineméatica micro-macro
U = | (U ) 4.34
Lk [ Lk V] Ik ( )

Normalmente, o lado direito da Equagao é transformado em uma integral
de superficie de modo que o gradiente da taxa de deslocamento macroscépico possa
ser prescrito como condigoes de contorno essenciais ao microcontinuo.

Alternativamente, conforme em Hiitter| (2017)), aqui se emprega o principio de
minimizagao proposto em |Jénicke e Steeb| (2012)), com a condicao imposta
como restricao ao funcional da densidade de energia interna microscépica <p¢>v

por meio de um funcional de Lagrange (L), isto é,
L= <IO¢>V + Akt {ahk — |:<uz,k>v] lk;} — Min. (435)

em que )y € um multiplicador de Lagrange.

Aplicando-se a primeira variagdo ao funcional de Lagrange (4.35]), observada a
Equacao (4.30) e explorando-se a Equacao (4.12)), tem-se

(o Bty + 0 ) ), = Mt [(Bii), | =0 -

N —

(Tki0€k1)y — Ari [<5u27k’>V] o

(01073 ),, — A [<5u;k>v} =0 (4.36)
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Observando-se que a condicao estacionaria (4.36]) é valida para qualquer campo
de deslocamento arbitrario duj, incluindo o real u), comparando esta equagao com a

condigao de Hill-Mandel (4.31)), observada a rela¢ao cinematica micro-macro (4.34))

e que na teoria classica ¢y = 0, conclui-se que

Mot = Tig (4.37)

Retornando-se a condicao estaciondria (4.36|) com a defini¢ao do multiplicador

de Lagrange (4.37]), observando-se que tj; é constante no microcontinuo AV (X),

1 _
_— —tw) 00, dvx) =0
AV (X) /AV(X) (o ) U GV

/ (O'kl — Ek‘l) nk5u; dS(X’) — / O'kuc(sai d’U(X’) =0 (438)
OAV(X) AV(X)

obtém-se as equagoes de Euler-Lagrange do funcional (4.35]), ou seja, as equagoes de
equilibrio e as condi¢oes de contorno naturaisE| do problema de valor de contorno na

microescala da homogeneizacao cléssica

Oklk = 0 em AV (X) (439)
OpiNg = fklnk e1m 8AV (X) (440)
em que, na homogeneizagao cldssica, define-se ¢y == [(o4)y/],,-

2Conforme destacado, alternativamente, condicdes de contorno essenciais podem ser prescritas,
impondo-se a restri¢do cinemética (4.34) a priori.



25

Para que se tenha consisténcia na extensao da formulagao do problema de valor de
contorno da homogeneizacao classica para a micromérfica, é conveniente se impor
uma restrigdo a distribuicao da densidade de massa p(X’) no microcontinuo, de
modo que o centro de massa coincida com o centro geométrico (Eringen e Kafadar,
1976), por exemplo, impondo-se uma simetria central ao microcontinuo. A partir

desta restrigao, tém-se

de modo que, no contexto da homogeneizacao classica, como se espera, a introdugao

das Equagoes (4.39) e (4.40) nas definigoes (4.21)) e (4.24)) implica

Milm = O, Zkl — Sp = 0, (442)

ou seja, na nulidade dos tensores de tensao generalizada, que, por sua vez, implica

na satisfacdo automadtica da equagao de equilibrio adicional (3.24]) (ou (4.20])).
Desta forma, a extensao da formulacao classica pode ser realizada avaliando-se
quais modificagoes nas Equagoes (4.39) e (4.40]) sdo necessérias para que as defini¢oes

(4.21) e (4.24) resultem ndo nulas. Uma alternativa adotada por [Hiitter (2017) é

introduzir termos lineares nestas equagoes

Okl k = OéklEk em AY (X) (443)

OpMe = tny + BrimZmMN em 15/ANY (X) (4.44)

em que oy € B S0 constantes.
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As constantes ay; e ﬂklmﬂ podem ser definidas em termos dos tensores de tensao

generalizada a partir das Equacoes (4.43)) e (4.44) introduzidas, respectivamente,
nas Equagoes (4.24) e (4.21)), observada a restricao (4.41)),

gy = (b — 5t) Gy (4.45)
Breim = 1(m + Mpig) G, — ;5 MntoGrg (4.46)
klm — A kin nlk nm 9 (2 n Tl) km!ltnlo™Mno :

em que

Gnie = [(EnZk)y ], ¢ 0 momento geométrico de segunda ordem;

n = d; ¢ a dimensao do espaco.

Retornando-se as Equacoes (4.43)) e (4.44) com as definiges (4.45) e (4.46]),

obtém-se as equagoes de equilibrio e as condi¢oes de contorno naturais que governam

o problema de valor de contorno na microescala da homogeneizacao micromoérfica

proposta por (2017))

_ _ 1 _
Oklk = (tnl - gnl) G;k} =k + H—nmnlankl em AV (X) (447)
_ 1 -
O = tne+ Z (mkln + mnlk) G;}I — mékmmnloG;(} SN em OAY (X)

(4.48)

3Devido & simetria do tensor de tensdo-momento por homogeneizacio Mym = Mk Observada
na definigao , Brim nao é definido univocamente por meio desta equacao, sendo, pois, imposta
a mesma simetria para a sua determinacao na forma apresentada na Equacao , que, por
sua vez, nao é auto equilibrada na Equagao para todos os valores prescritos de My, logo,
introduz-se o termo de volume constante na Equagao de modo que o problema tenha solugao,

observado que a Equagédo (4.24) nao é sensivel a termos constantes 1 2017)).
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Sendo as Equacoes (4.47)) e (4.48]) as equagoes de Euler-Lagrange do problema,

pode-se, entao, determinar a condicao estaciondaria que as resultam

(O10Er)y — th { [<6U§7k>v} W [<Ez‘5ﬂi>v}iz Gl;‘l} B

1 —_ . _ —_ . _
- 5kl§{ [<:i5uk>v]z‘k Glil + [<:i5ui>v]z‘l Gkil}_

I | 1 ) _
— Mkim [<“i5ul,j>v:| il |:1_15k]Gm’ + Z(Sm]sz - mdﬂka =0

(4.49)

em que, observando-se que esta condigao estacionaria também ¢é valida para qualquer
campo de deslocamento arbitrario duj, incluindo o real uj, comparando-a com a
condicao de Hill-Mandel (4.31]), definem-se os campos de deformagao micromorficos

por homogeneizagao

€l = Uk — O = [<ulk>v] o [<Eiu2>v}ﬂ G;;-l (4.50)
2 = Q_Skl + 92—5”6 = [<Ei“3«>v]ik Gl_il + [<Ezul>v} il Gl;il (4.51)

B _ _ 1 _ 1 _ 1 _
Vimk = Qtmyp = [<5i“2,j>VLlj {Zﬁska’Gmﬁ + Z(Sijkz‘l — m5Jin7}z (4.52)

A luz da equacao de equilibrio que governa o problema de valor de contorno na
microescala (4.47)), para a formulacao da estratégia aqui proposta, adota-se uma
aproximacao polinomial ctbica para o campo de deslocamento microscopico, tal
como usualmente se assume em homogeneizac¢oes micromorficas (Forest e Sabj, 1998}

Forest}, 2002, 2005; |Janicke et al., |2009; |[Forest e Trinh, [2011; Hiitter et al., |2014)
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1 1
U 1= q + b= + éclmnEmEn + gdlmnoEmEnEo (453)

em que a;, by, Cimn € dimno SA0 constantes.

Em funcao das simetrias dos tensores =,,=,, € =,,=,=,, pode-se impor as seguintes

simetrias, respectivamente, as constantes ¢y, € dinno

Cimn = Clnm

dlmno = dlmon = dlnmo = dl’rwm = dlamn = dlonm (454)

Para determinacao destas constantes, exploram-se as definicoes dos campos de
deformagao micromorficos por homogeneizacao - , no entanto, conforme
se demonstrard a relacao, o coeficiente dj,,,, do termo cibico da aproximagao
possui 30 termos independentes, ao passo que o tensor de deformacao relativa €
possui apenas 9, logo, dj., nao é definido univocamente por €, sendo necesséarias
consideragoes adicionais.

Nesta tese, adota-se a estratégia empregada em |Janicke| (2010) no contexto de
sua abordagem por FE2Z, em que se assume que o coeficiente djnn, nao é completo,
contendo apenas os modos de deformagao periddicos, ou seja, as formas de maior

ordem dos modos de deformacao linealﬂ Para tanto, impoe-se

Aino 70 <= m=n=o (4.55)

4Em |Forest| (1998); [Forest e Sab| (1998), adota-se estratégia semelhante, impondo-se que os
termos lineares dependem apenas do gradiente de deslocamento macroscopico, ao passo que, em
Hiitter et al.| (2014), determinam-se as constantes para um caso particular de microcontinuo esférico
por meio do método de Rayleigh-Ritz, minimizando o funcional da densidade de energia interna.
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de modo que a aproximagao (4.53)) pode ser reescrita como

1 1
Ui =a;+ blmEm + iclmnEmEn + gdlaéamnoEmEnEo (456)

em que domno ¢ 0 delta de Kronecker de quarta ordem, definido como

damno = (4.57)
0, caso contrario

Introduzindo-se a aproximacao (4.56|) nas defini¢oes (4.50) - (4.52)), observando-se
as simetrias impostas em (4.54)) e que (E?),, = 0 para todo p impar, tém-se

i - 1 R
U = bk + diaOakmnGmn, O = bir + gsz5amnoGimnoniI, Gimk = HmkinClin ..

€l = diaJaks Qi + € = bik + diaOakmnGmn,  Vimk = HmkinClin ..

dio = J €y b = G + Kprpt,  Cime = Hp i, Yiin (4.58)

Gimno = [(EiEmEnZ0)y ]imme ¢ 0 momento geométrico de quarta ordem;

1

—1 , ~ P _ - .
CYG Y 2t G, .Gin € a relacao geométrica entre ¢y € Yimk = Qim k;

1

Jak = Oammo (5okan — ng’mnoG;;-I) ¢é a relacao geométrica entre dj, e €x;

Ky = 61 — J;pléakmnGmn ¢ a relagao geométrica entre by, e €.

®Quando a geometria do microcontinuo implica em G;; = G4;;, ou seja, momento geométrico

1
de segunda ordem dado por um tensor esférico, tem-se: H,,xin = §5mi5kn - OmkOin-

2(2+n)
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Retornando-se a aproximacao (4.56)) com as constantes dadas na Equagao (4.58)),

determinam-se aproximacoes para as variaveis de estado microscopicas em termos

dos componentes de deformagao micromérficos macroscépicos

uLk = (ka + J(;pl(sakmnEmEn) gpl + &lk + H;L}ﬂn E'm;)/lln (459)

045 = Dijkl [(ka + J;pléakmnEmEn) Epl + gz_slk + Hr:zlizn Emf?lm] (460)

em que D;;; é o médulo constitutivo classico (tensor elastico (Mal e Singhl, [1991))) da
lei de Hooke generalizada 0;; = Djjiien = Dijriu; ,,, que possui as seguintes simetrias

Dijii = Djirg = Diji = Disj-

A partir da aproximagdo para os componentes de tensao de Cauchy (4.60) no

microcontinuo, pode-se, entao, determinar os componentes dos tensores de tensao

generalizada por homogeneizacao (4.17)), (4.21]) e (4.22) em termos dos componentes

de deformacao micromoérficos macroscépicos. Logo, finalmente, reescrevendo-se as
relagoes constitutivas (3.15) - (3.17) para o caso de um sélido micromérfico linear
eldstico isotrépico (Equacao (3.18))) no contexto da estratégia de homogeneizagao e

convenientemente estruturadas explorando-se as simetrias (3.14))

by = Aklmngmn + Eklmn¢mn7 Skl = Emnklgmn + Bklmn¢mn7 Milm = Clmknpq:)/npq

(4.61)

determinam-se os médulos constitutivos submetendo a aproximagao (4.60|) a estados
elementares de deformagao, ou seja, a componente por componente de deformagao
micromoérfico macroscépico com valor unitario, determinando-se os componentes de

tensao generalizada, que sao os termos da correspondente coluna dos moédulos.
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Estratégia andloga é empregada em Rodrigues et al. (2018]), em que, por meio
de solucoes sucessivas do problema de valor de contorno na microescala a partir
de estados elementares de deformacao, constroem-se os parametros macroscopicos
do continuo de Cauchy adotando o préprio continuo de Cauchy na microescala, e,
em (Trovalusci et al.| (2015), em que se constroem os parametros macroscépicos do

micropolar a partir do préprio micropolar na microescala.

Observa-se, a partir da aproximacao (4.60) nas Equagoes (4.17)), (4.21)) e (4.22]),

que a estratégia proposta respeita o desacoplamento observado em meio isotrépico
do conjugado energético tensao-momento/gradiente de microdeformagao dos demais.
Em anélise fisicamente nao linear, o procedimento para construcao dos modulos
constitutivos micromérficos é o mesmo, sendo o estado do material determinado por
meio de modelos constitutivos consagrados da teoria do continuo classico a partir da
aproximacao construida com o estado de deformagao macroscopico corrente.
Esta estratégia foi implementada no sistema INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment), software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais
(UFMG) (http://www.insane.dees.ufmg.br). Maiores detalhes sobre a descrigdo
deste sistema podem ser encontrados em [Penna (2007); Fonsecal (2008)); Silval (2016)).
Para modelagem da degradagao do material, emprega-se o arcaboucgo teorico
e computacional para modelos constitutivos baseados em degradacao elastica do
sistema INSANE, desenvolvido por [Penna (2011)).
As etapas da estratégia de homogeneizagao micromorfica estao esquematizadas
na Figura [£.2) no contexto de uma anélise fisicamente nao linear. Para o computo

33
1

da degradagao na iteragao “j” do passo “i”, parte-se da transi¢cao macro-micro, em
que se determina o estado do material constituinte da microescala em fungao do seu
estado de deformacao dado pelo estado de deformagao corrente da macroescala. Os

modulos constitutivos micromoérficos, construidos por meio de estados elementares

de deformacao, sao entao devolvidos para a macroescala na transicao micro-macro.


http://www.insane.dees.ufmg.br
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Ao Egg 0
E'o) By 0

K 0 0 Caran j

Fim dos estados elementares
v

[ Retorno para a macroescala: }

A9~ B(gx), C(27x27)n Eo-g)

Figura 4.2: Estratégia de homogeneizacao micromérfica em andlise fisicamente nao linear.



Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo, simulacoes de experimentos numéricos consagrados na literatura,
a saber, sao apresentados de modo a verificar a validade da implementagao realizada
e a consisténcia e contribuicao do estudo proposto em comparacao a resultados

amplamente discutidos e avaliados no meio académico.

Secao p.1} Tragao direta em meio linear - Objetiva-se apresentar os modulos
constitutivos micromorficos obtidos a partir da estratégia de homogeneizacao
micromorfica proposta, bem como demonstrar a capacidade do modelo em

reproduzir a resposta segundo a teoria classica;

- Segdo [5.2} Tracao direta em meio nao linear - Objetiva-se ilustrar a capaci-
dade de regularizacao da teoria micromorfica, teoria naturalmente nao local,
demonstrando-se a capacidade em se obter a resposta deste problema mesmo

com o refinamento da malha;

- Segao Compressao com banda de cisalhamento - Objetiva-se ilustrar a
capacidade da teoria micromoérfica em reproduzir o fenomeno de localizacao
de deformacoes, contornando-se a localizacao de deformacoes numericamente

induzida inerente a teoria classica;

- Segao .4 Camada infinita sob cisalhamento - Idem ao anterior;

63
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5.1 Tracao direta em meio linear

Nesta secao, simula-se um ensaio de tragao direta em um cubo de dimensao
unitdria (1,0 x 1,0 x 1,0) m?3, cuja carga uniformemente distribuida de 1,0 kN/ m?

é aplicada em um dos seus lados (Figura [5.1]).

1,0m 1.0m

1,0m

1,0 kN/m?
Figura 5.1: Tragao direta em meio linear: Configuracao.

Admite-se um microcontinuo cibico de dimensao igual a 50 mm, homogéneo e
isotrépico descrito pelo médulo de elasticidade E = 2,40 x 107 kN/ m” e coeficiente
de Poisson v = 0,20. A partir destes parametros materiais, tem-se o seguinte
modulo constitutivo da teoria cldssica governando o comportamento na microescala,

apresentado segundo a notacao de Voigt

[ 2,67 x 107 6,67 x 10° 6,67 x 10° 0 0 0
6,67 x 105 2,67 x 107 6,67 x 10° 0 0 0
Do 6,67 x 10 6,67 x 105 2,67 x 107 0 0 0
0 0 0 1,00 x 107 0 0
0 0 0 0 1,00 x 107 0
i 0 0 0 0 0 1,00 x 107 |

Por meio da estratégia de homogeneizagao micromérfica proposta, constroem-se

os modulos constitutivos micromérficos, organizados no formato matricial conforme

as Equacoes (3.45) - (3.47) e (3.30) - (3.32)
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Ainda nao se identificou uma maneira para se explicitar os parametros elasticos
da teoria micromorfica, observado que se tém mais informagoes que parametros.
Uma alternativa em estudo consiste em se explorar as restricoes impostas a estes

parametros de modo que a energia de deformacao seja nao negativa para qualquer

variacao das medidas de deformacao, discutido na segao 7.3 de [Eringen| (1999).

A explicitacao destes parametros nao é necessaria para as pretensoes desta tese,
mas, sim, os modulos constitutivos por homogeneizacao que, por sua vez, respeitam
a isotropia (e as consequentes simetrias) observada na Equagao ((3.18)).

Diferentemente do que se observa na simulacao deste exemplo por meio da teoria

micropolar (Lages|, |1997; Fuinal [2009), os graus de liberdade adicionais também sao

incitados na simulacao por meio da teoria micromérfica, no entanto, observa-se que
o estado puro simulado nao é afetado pela consideracao de particulas deformaveis,
nem pela dimensao definida para as particulas, desde que fisicamente consistenteﬂ
Na Figura , apresenta-se a configuracao deformada com ampliacio de 107 vezes
sobreposta ao campo de deslocamento na direcao da carga, donde se observa a mesma

resposta obtida por meio da teoria classica.

Walue: Displacements- D=
Min.: 0
Max.: +0.000000041667

Figura 5.2: Tracao direta em meio linear: Deslocamento na direcao da carga.

IPor fisicamente consistente, entende-se uma dimensao definida para o microcontinuo que, ao ser
associado aos pontos de integragao, nao implique em sobreposicao das particulas ou na extrapolacao
do dominio macroscépico. Nas simulagoes posteriores, a dimensao do microcontinuo é definida de
forma fisicamente consistente em funcao da malha mais refinada.
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5.2 Tracao direta em meio nao linear

Os meios parcialmente frageis sao assim classificados por exibirem o fendmeno de
amolecimento. A aproximacao classica utilizada para descrever este comportamento
consiste em converter a curva carga X deslocamento, representativa da amostra
ensaiada, numa curva tensao x deformacao, representativa do ponto material.

Na forma fraca, constata-se que este procedimento torna o problema de valor de
contorno mal posto, resultando em solugoes dependentes do refinamento da malha
(de Borst, 1993), podendo-se alcancar um caso limite de discretizacdo em que as
deformagoes tendam a se localizar numa regiao de dimensao infinitesimal, sendo a
energia dissipada considerada nula, impossibilitando o prosseguimento da andlise.

Este fenomeno numeérico é chamado localizagao de deformagoes numericamente
induzida e é recorrente em modelagens de meios parcialmente frageis por meio da

forma fraca da teoria cldssica. Na Figura[5.3] ilustra-se este fenomeno.

(2
g F
—s

O

Figura 5.3: Localizacao de deformagoes numericamente induzida (Fuinal, 2009).
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Na Figura , as respostas obtidas sdo representadas pelas curvas carga (F)
x deslocamento (u) distintas para cada discretizacdo, ilustrando a ineficiéncia do
modelo numérico adotado. Isto ocorre por inconsisténcia no modelo, de modo que,
quanto mais refinada a discretizacao, maior o erro introduzido, o que faz com que as
deformacgoes se localizem em uma determinada regiao da malha, quando deveriam
ser uniformes. Estas regioes estao representadas de forma ilustrativa nas malhas,
sendo seu comportamento descrito pelo ramo descendente da curva tensdo (o) X
deformacao (¢), ao passo que o restante do dominio descarrega. Esta é a razao das
diferentes respostas em funcao da malha, tendo em vista que, em cada uma delas, a
razao entre as dimensoes das regioes carregadas e descarregadas é distinta. Esta falta
de objetividade da malha ¢é devida ao carater local da teoria do continuo classico.

Sendo o continuo micromorfico naturalmente nao local, é possivel se valer de
sua capacidade de regularizacao para simular de maneira consistente o fenomeno
de localizacao de deformagoes contornando a ocorréncia de localizagao de deforma-
¢oes numericamente induzida. Nesta secao, simula-se o problema de tragao direta,
objetivando-se demonstrar a capacidade do modelo micromoérfico em reproduzir a
resposta deste problema independentemente do refinamento da malha, o que nao se
observa com o continuo cldssico. Para tanto, estuda-se o problema de um cubo com
dimensao unitdria (1,0 x 1,0 x 1,0) m® em estado plano de tensao submetido a uma

carga uniformemente distribuida de 1,0 MN/m (Figura[5.4).

o, (e
_41.0m 1,0 MN/m o = fie kle—et)
| | f
t
| hfe  fe
k = — = —
Gy gy
£
Oﬁ Et
5 g
1 4 J - f
D 0 ¢
1,0 m b &t

Figura 5.4: Tracgao direta em meio nao linear: Configuracao e lei material.
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Admite-se um microcontinuo quadrado de dimensao igual a 15 mm, inicialmente
homogéneo e isotrépico constituido por um material com médulo de elasticidade
E = 2,0 x 10* MPa, coeficiente de Poisson v = 0, 2 e regido por uma lei exponencial
(Boone et al., |1986) descrita pelos seguintes parametros (Figura : resisténcia a
tragao f; = 2,0 MPa, energia de fratura G; = 2,0x 107> MN/m, banda de fissuragao
h = 0,05 m e fator de retencao ao cisalhamento 3, = 0,05. Para acompanhamento
da degradacao, associa-se esta lei ao modelo de fissuracao distribuida com direcao
de fissuragao fixa, cujos detalhes podem ser encontrados em [Pennal (2011)).

Este estudo é realizado considerando-se seis diferentes malhas, apresentadas na

Figura [5.5] compostas por elementos finitos quadrilaterais de quatro nés.

(a) 1 elemento (b) 4 elementos (¢) 16 elementos

(d) 64 elementos (e) 256 elementos (f) 1024 elementos

Figura 5.5: Tracao direta em meio nao linear: Malhas.

A andlise nao linear foi realizada com o método de Newton-Raphson padrao,
incrementando-se o deslocamento horizontal do contorno sob a carga (D) de 107° m,

com tolerancia para a convergéncia em deslocamento de 1072,
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As respostas obtidas com o modelo cldssico estao apresentadas na Figura por
meio das curvas carga X deslocamento de controle, que reproduzem a lei material

neste problema elementar.
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1.6 4 1.6 .
2 14+ - 14t =
= 12} 1 12} .
= 1F 4 1t |
208} 1 08f .
O 0.6 < 0.6 .
0.4 - 0.4 .
0.2 4 0.2 .
0 | | | | | | | 0 | | | | | | | ! :
0 010203040506 0.70809 1 0 010203040506 0.70809 1
Deslocamento (m) .10-3 Deslocamento (m) .10-3
2 T 2 —r—r—T——T——
1.8 ‘+ 256 elementos P 1.8 ‘+ 1024 elementos P
1.6 4 1.6 .
2 1.4+ - 14t =
= 12 1 12f .
= 1F 41t |
208} 1 08} .
O 0.6 <1 0.6 .
0.4 <1 04 .
0.2 <1 0.2 .
0 | | | | | | | | | 0 | | | | | | | | |
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Figura 5.6: Carga x Deslocamento de controle - Classico.
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Na Figura [5.7, apresentam-se as curvas obtidas com o modelo micromoérfico,
que foi capaz de reproduzir o comportamento com todas as malhas consideradas,
ressaltando-se que isso se deu com no maximo trés iteracoes por passo com tolerancia

para a convergéncia em deslocamento.

2 I — — — — 2 I — — — —
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Deslocamento (m) .10-3 Deslocamento (m) .10-3

Figura 5.7: Carga x Deslocamento de controle - Micromérfico.
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Na Figura [5.8] apresenta-se o mapa de danificacao ilustrando-se a localizacao
de deformagoes numericamente induzida responsavel por paralisar a andlise com o

modelo cldssico com 1024 elementos no passo em que Dy = 1,5 x 107* m.

e T I I

e

Lt

(=ar—u L]

+0.47930812249 +0.480515298671 +0.481722474852 +0. 462929851032
+0. 4767045544 +0.479911710581 +0 481116586761 +0462326062942 +0.4833625421

Figura 5.8: Localizacao de deformagbes numericamente induzida - Classico.

O modelo micromérfico também acusa a localizagao de deformagdes numérica,
porém, menos acentuada tanto na concentracao, quanto na variacao dos valores da
danificagao (Figura [5.9)), além de seu cardter nao local conseguir contorni-la em

passos subsequentes, regularizando a danificagao.

il
w
-

+0.48079716551 +0.480799319729 +0. 460801473948 +0.480803628168 +0.9986691003 +0 3386631003 +0.39858831003 +0.3366831003
+0. 4807360854 +0460796242613 +0 480800396835 +0.480602551058 +0.480604436 +0.9955891003 +0.9988591003 +0.9988591003 +0.9953891003 +0.9983591003

L a— |
(a) Dy = 1,5 x 1074 m (b) Dy = 1,0 x 1073 m

Figura 5.9: Localizacao de deformagoes numericamente induzida - Micromérfico.
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5.3 Compressao com banda de cisalhamento

A formacao da zona de localizagao de deformacoes em um ensaio de compressao
(banda de cisalhamento) foi investigada por diversos pesquisadores. Sob o enfoque
de continuos generalizados, podem-se citar os trabalhos de Miihlhaus e Vardoulakis
(1987)), lde Borst, (1990, |1991},1993]), de Borst e Sluys (1991)), [Sluys (1992), |Steinmann
(1994} 1995)), Ristinmaa e Vecchil (1996)), Lages| (1997) e |[Fuinal (2009).

Nesta secao, simula-se o ensaio de compressao com a formagao da banda de
cisalhamento, objetivando-se demonstrar a capacidade do modelo micromérfico em
reproduzir o fenomeno de localizacao de deformacoes sem perda de objetividade
da malha, o que nao se observa com o continuo cldssico. Para tanto, estuda-se o
problema em estado plano de deformacao, cujo corpo de prova tem dimensoes de
(60 x 120) mm?, estd engastado na base e submetido a uma carga uniformemente

distribuida de 20,0 N/mm na borda superior (Figura [5.10)).

20 N/mm

2NN

120 mm

L 60 mm

Figura 5.10: Compressao com banda de cisalhamento: Configuracao.
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De modo a simular uma prensa, impoe-se que os deslocamentos para os pontos
da borda superior do modelo sao tnicos em cada direcao por meio da estratégia
master-slave disponivel no sistema INSANE.

Admite-se um microcontinuo quadrado de dimensao igual a 1,25 mm, isotropico
e inicialmente homogéneo constituido por um material com modulo de elasticidade
F =1,2 x 10* MPa e coeficiente de Poisson v = 0, 35. Para acompanhar a evolucao
do dano, adota-se o modelo constitutivo de dano isotrépico de Mazars e Lemaitre
(1984), cuja deformagao equivalente é dada por ., = |/€;;€;;, associado a fungao
de evolugao do dano com variagao linear descrita pelos parametros (Pennal, 2011)
ko= 1,75 x 107® e k; = 0,07, de modo a simular o comportamento elastoplésticoﬂ
com tensao de escoamento o, = 20 MPa e médulo plastico H = — 300 MPa adotado
por [Lages (1997). Este estudo é realizado considerando-se trés diferentes malhas

(Figura|5.11)) compostas por elementos finitos quadrilaterais de nove nos.

P P P

Al

Il 5 mm

RV AVAN AN AV

(a) 32 elementos (b) 128 elementos (c) 512 elementos

Figura 5.11: Compressao com banda de cisalhamento: Malhas.

2Tendo em vista que, na estratégia de homogeneizacio micromérfica proposta, o estado corrente
do microcontinuo é propagado para a macroescala por meio de estados elementares de deformagao
e pelas consequentes tensoes e que, nos modelos de plasticidade, as tensoes sao calculadas por meio
de algoritmos de retorno, esta estratégia requer adequagoes em estudo para se empregar modelos
de plasticidade.



7

Para forcar a localizagao por meio da banda de cisalhamento, introduz-se como
imperfei¢ao inicial um carregamento horizontal uniformemente distribuido na borda
superior do modelo da ordem de 1% do carregamento vertical, bem como se considera
uma regiao menos resistente situada a 15 mm da base (Figura reduzindo-se
em 5% o valor da tensdo limite do regime eldstico inicial adotando xo = 1,65 x 1073
para o material dos elementos finitos que compoem essa regiao.

A anadlise nao linear foi realizada com o método de Newton-Raphson padrao, por
meio do método de controle de deslocamento generalizado com fator de carga inicial
igual a 0,02 e tolerancia para a convergéncia em carga de 107,

As respostas obtidas com o modelo cléssico estao apresentadas na Figura [5.12]
por meio das curvas carga X deslocamento vertical da borda superior, donde se

observa a perda de objetividade da malha.

1.5
1.35
1.2
1.05
0.9
0.75
0.6
0.45
0.3
0.15

T
|

T T T T T
| | | |

Carga (kN)

T
|

—e— 32 elementos H
—=— 128 elementos
—— 512 elementos

T

T
T

0 | | | | | | | T T
0 8.1072 0.16 0.24 0.32 0.4 0.48 0.56 0.64 0.72 0.8

Deslocamento vertical da borda superior (mm)
Figura 5.12: Carga x Deslocamento vertical da borda superior - Cléssico.

Conforme discutido na Secao [5.2], essa perda de objetividade é consequéncia da
localizacao de deformagoes tender, a medida em que se aumenta o refinamento da
malha com o modelo classico, para uma regiao de dimensao infinitesimal sem que,

para tal, necessite-se de uma dissipacao de energia (Lages, [1997).
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Essa tendéncia é observada na Figura[5.13, em que se apresentam as deformadas
com ampliagao de n vezes, em que n é a dimensao do elemento finito correspondente,

e as bandas de cisalhamento correspondentes ao ltimo passo da analise.

+0.129032 +0.367097 +0.645161 +0.303226
0 +0.258065 +0.516129 +0.774194 +1

Figura 5.13: Configuracao deformada e banda de cisalhamento - Cléssico.



79

Essa inconsisténcia ndo é observada com o modelo micromérfico (Figura m,
com a deformada ampliada em 15 vezes), que reproduz o fenémeno de localizagao

de deformagoes sem perda de objetividade da malha, observado na Figura[5.15]

+0.123572 +0.370715 +0.617858 +0.865001
0 +0.247143 +0.494286 +0.74143 +0.95768

Figura 5.14: Configuragao deformada e banda de cisalhamento - Micromérfico.
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1.5 T T T T T T T T T
1.35 - |
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0.6 |- 1
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0 | | | | | | | T T
0 8.1072 0.16 0.24 0.32 0.4 0.48 0.56 0.64 0.72 0.8

Deslocamento vertical da borda superior (mm)

Figura 5.15: Carga x Deslocamento vertical da borda superior - Micromorfico.

5.4 Camada infinita sob cisalhamento

O problema da camada infinita sob cisalhamento foi amplamente empregado para
se expor as propriedades de regularizacao de continuos generalizados no contexto de
modelos elastoplasticos. Entre as diferentes contribuicoes, citam-se os trabalhos de
de Borst| (1990, 1991} {1993), de Borst e Sluys (1991)), |Lages (1997), [Fuina/ (2009),
Gori| (2018) e Hiitter| (2019).

Nesta se¢ao, simula-se o ensaio da camada infinita sob cisalhamento, visando-se
reafirmar o observado nos problemas anteriores, isto é, o continuo micromérfico como
mecanismo estabilizante no processo de localizagao de deformagoes. Para tanto,
considera-se uma camada com dimensao infinita na direcao horizontal submetida
a um carregamento distribuido de cisalhamento de 1,0 N/mm nas bordas superior
e inferior, tal como esquematizado na Figura [5.16(a). Em virtude da suposigao de
extensao infinita, este problema pode ser estudado por meio de uma faixa da camada
com elevada razdo de aspecto (2 x 100) mm?, conforme Figura [5.16[b), impondo-se

deslocamento vertical nulo. A andlise é realizada em estado plano de deformagao.
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1 N/mm 1 N/mm
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(a) Geometria (b) Idealizagao

Figura 5.16: Camada infinita sob cisalhamento: Configuracao.

Admite-se um microcontinuo quadrado de dimensao igual a 1,0 mm, isotrépico
e inicialmente homogéneo constituido por um material com moédulo de elasticidade
E = 3,0 x 10* MPa e coeficiente de Poisson v = 0, 2. Para acompanhar a evolucao
do dano, adota-se o modelo constitutivo de dano isotrépico de [Lemaitre e Chaboche
(1990), cuja deformac@o equivalente é dada por e, = \/W, associado
a funcao de evolucao do dano com variacao exponencial descrita pelos parametros
(Pennal 2011) a = 0,950, 8 = 750 e kg = 1,0 x 107°. Este estudo é realizado
considerando-se quatro diferentes malhas (Figura compostas por elementos
finitos quadrilaterais de quatro nés. Para se impor o deslocamento vertical nulo,
restringem-se os deslocamentos verticais de todos os nés. Neste problema, os pontos
a uma mesma altura apresentam o mesmo deslocamento horizontal, no entanto,

nenhuma imposicao se faz necessaria para se reproduzir este comportamento.
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(a) 5 elementos  (b) 10 elementos  (c) 20 elementos  (d) 40 elementos

Figura 5.17: Camada infinita sob cisalhamento: Malhas.

Assim como no exemplo anterior, nesta simulagao, também se faz necessaria
uma imperfei¢ao inicial para desencadear o fenomeno de localizacao de deformagoes.
Para tanto, considera-se uma regiao menos resistente no centro da faixa adotando-se
ko = 0,95 x 107° para o material dos elementos finitos que compdem essa regiao. A
regiao menos resistente foi escolhida de acordo com cada discretizacao, tal como em
Gori| (2018). Na malha mais grosseira, a zona enfraquecida ocupa o elemento central
da faixa, enquanto, nas demais, ocupa os dois elementos centrais, ou seja, as malhas
com 5 e 10 elementos sao caracterizadas pela mesma altura de zona enfraquecida,
enquanto as malhas com 20 e 40 elementos por uma altura reduzida (Figura .

A andlise nao linear foi realizada com o método de Newton-Raphson padrao,
incrementando-se o deslocamento horizontal da borda superior de 10™° mm, com

tolerancia para a convergéncia em carga de 1074,
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As respostas obtidas com o modelo classico estao apresentadas na Figura [5.18
por meio das curvas fator de carga x deslocamento horizontal da borda superior.
As duas malhas mais grosseiras (com 5 e 10 elementos), caracterizadas pela mesma
altura da zona enfraquecida, apresentam a mesma trajetéria de equilibrio, ao passo
que as mais refinadas (com 20 e 40 elementos) manifestam um amolecimento mais

acentuado no ramo pds-pico.
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O | | | | | | | T T
0 0.8 1.6 2.4 3.2 4 4.8 5.6 6.4 7.2 8

Deslocamento horizontal da borda superior (mm) .10-3

Figura 5.18: Fator de carga x Deslocamento horizontal da borda superior - Classico.

O efeito das diferentes alturas da zona enfraquecida também é observado na
Figura [5.19] em que se apresentam as deformadas com ampliacao de 1000 vezes e
as distribui¢oes do dano correspondentes ao ultimo passo da andlise. Durante a
andlise, observou-se que, no inicio do processo de danificacao, a zona degradada se
concentra nos elementos enfraquecidos e, durante o processo de carregamento, essa
zona nao se expande, tendendo a permanecer concentrada nos elementos inicialmente
degradados, conforme se observa na Figura[5.19] Estes resultados sdo anédlogos aos
encontrados por outros autores no contexto de modelos elastoplédsticos e ilustram
como a dimensao da zona de localizacao é governada pela malha de elementos finitos

no modelo cléssico (de Borst} [1991; |Gori, 2018)).
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+0.129032 +0.387097 +0.645161 +0.903226
0 +0.256065 +0.516129 +0.774194 +1

Figura 5.19: Configuracao deformada e distribuicao do dano - Cléssico.

Na Figura [5.20], apresentam-se as respostas obtidas com o modelo micromorfico,

observando-se mais uma vez a objetividade da malha.
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Figura 5.20: Fator de carga x Deslocamento horizontal da borda superior - Micromorfico.
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Deve-se observar que esta objetividade é garantida mesmo com a dimensao da
zona enfraquecida funcao da discretizacao, devido a capacidade de regularizagao do

modelo micromoérfico destacada nos exemplos anteriores, observada na Figura [5.21]

+0.129032 +0.387097 +0.645167 +0.903226
0 +0.258065 +0.516129 +0.774194 +1

Figura 5.21: Configuracao deformada e distribuigdo do dano - Micromérfico.

Resultados semelhantes foram obtidos por (Gori (2018) por meio de modelos
micropolares associados a modelos constitutivos baseados em degradacao elastica,
avaliando-se também a influéncia dos parametros adicionais da teoria micropolar
nos resultados, alcancando a objetividade da malha para um caso particular destes
parametros. Analogamente, esta simulacao foi aqui realizada variando a dimensao
dos microcontinuos, no entanto, alcancou-se o mesmo resultado para as dimensoes
fisicamente consistentes consideradas.

Esta objetividade do modelo micromoérfico na capacidade de predicao é destacada
por [Hiitter| (2019), atribuindo-a & maior quantidade de efeitos microestruturais em

comparagao a outras teorias de continuos.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Contribuicoes deste Trabalho

Neste trabalho, desenvolveu-se uma estratégia de homogeneizacao micromorfica
associada a abordagem fraca desta teoria de continuo, permitindo-se explorar as
vantagens do emprego desta teoria sem a necessidade de se definir o seu elevado
nimero de parametros materiais.

Para tanto, tomou-se por base a homogeneizacao micromorfica desenvolvida por
Hitter| (2017, 2019), de modo a se construir as relagoes constitutivas micromorficas
macroscépicas a partir de parametros materiais do continuo cléssico, responsavel
por governar o problema de valor de contorno na microescala.

Esta estratégia multiescala, que se vale da imposicao de estados elementares de
deformacao as particulas materiais (microcontinuos) como agente responsavel por
estabelecer a comunicacao entre as duas escalas, é aplicavel a analises lineares e fisi-
camente nao lineares, permitindo-se empregar modelos constitutivos consagrados da
teoria classica para acompanhamento da degradagao no microcontinuo e consequente
propagacao para a macroescala.

A implementacao deste arcabouco no sistema INSANE, além de facilitada pela
estrutura segmentada deste sistema, permitiu associar a esta estratégia o arcabouco
tedrico e computacional para modelos constitutivos baseados em degradacao elastica

(Pennal (2011))), generalizando a sua aplicagao.
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As simulagoes numéricas apresentadas corroboram com o que se diz sobre a
capacidade de regularizacao dos modelos de continuos generalizados, sob ética do
continuo micromorfico, no entanto, o objetivo principal é demonstrar a capacidade
da estratégia elaborada em reproduzir o comportamento esperado para a teoria
micromorfica, resguardando as suas principais caracteristicas, embora se definam
somente parametros materiais da teoria classica.

Ou seja, a principal contribuicao deste trabalho consiste em possibilitar andlises
segundo a teoria micromérfica contornando-se a sua grande limitagao pratica, que
é a determinacao do seu elevado nimero de parametros materiais. Desta forma,
permite-se estudar fendmenos bem representados pela teoria micromérfica, mas nao
pela classica, como, por exemplo, o fenomeno de localizacao de deformacgoes em
meios parcialmente frageis, a partir de parametros materiais bem conhecidos.

Embora nao tenha sido o foco desta tese, a estratégia proposta é promissora no
estudo da influéncia das heterogeneidades microscopicas na resposta macroscopica,
uma vez que as heterogeneidades observadas na microescala podem ser incorporadas
naturalmente nesta abordagem, abrindo-se, pois, vastas possibilidades para a anélise

estrutural multiescala.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros
A partir desta tese, tém-se as seguintes sugestoes para trabalhos futuros:

1. Estudar mecanismos para representacao das heterogeneidades observadas na
microescala dos materiais (Pitangueiral, [1998)), prevendo a aleatoriedade da
constituicao do meio a partir da consideracao de variaveis como geometria,
posicao relativa, propriedades mecanicas das inclusoes, entre outras, e estudar

os efeitos gerados por diferentes morfologias;

2. Estudar os efeitos gerados por diferentes geometrias e dimensoes definidas para

os microcontinuos;
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Adequar a estratégia pra consideracao de modelos constitutivos elastoplésticos

na microescala;

Adequar a formulagao para consideracao de porosidade nos microcontinuos,

tal como formulado por [Hiitter (2019);

Formular a degradacao macroscopica no contexto desta estratégia, a partir da
adequacao de modelos constitutivos a teoria micromorfica, observando-se que,
na estratégia atual, a degradacao se dd na microescala e é propagada para a

macroescala;

Estudar uma alternativa para se explicitar os parametros elasticos da teoria

micromorfica no contexto desse processo de homogeneizacao;

Particularizar esta estratégia para outras teorias de continuos generalizados,
como o micropolar (ou de Cosserat), o com microexpansao e o do primeiro

gradiente de deformacao;

Adequar esta estratégia a outras abordagens discretas, tal como o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), o Método dos Elementos de

Contorno (MEC) e os Métodos sem Malha (MM);

Reformular esta estratégia de modo a possibilitar anélises geometricamente
nao-lineares com grandes deslocamentos e deformagoes infinitesimais e com

grandes deslocamentos e deformagoes finitas;

Estudar o emprego de processamento paralelo de modo a otimizar esta estra-

tégia, reduzindo o tempo de processamento das analises.
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